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Determinanty

Determinant

Permutaci p mnoziny M rozumime libovolné vzajemné jednoznacné
zobrazeni p: M — M (tedy pferovnani prvkl mnoziny).

Je-li M ={1,2,...,n} (mnozina indexu), permutaci p zapisujeme
obvykle ve tvaru p = (p(1), p(2), ..., p(n)).

PoCet permutaci n-prvkové mnoziny je n! |

Priklad

Bud M = {1,2,3}. UrCete vSechny permutace mnoziny M.
Reseni:

Pocet permutaci je 3! = 6.

Jsou to trojice: (1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1).
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Determinanty

Inverzi v permutaci p = (p(1),p(2), . .., p(n)) nazyvame dvojici
(p(i), p())) takovou, ze i < j a p(i) > p(j).

Permutace p je suda (resp. licha), ma-li sudy (resp. lichy) pocet inverzi.

Priklad

Bud M = {1,2,3,4}. Najdi vSechny inverze permutace p = (3,4,2,1).
Reseni:

(3,2), (3,1), (4,2), (4,1), (2,1) = licha.
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Determinanty

Necht' A je Ctvercova matice fadu n. Determinant matice A je realné
Cislo

ayr a2 -+ an
doy do2 -+ dop
k
detA=|A|=| " 7 =Y (~1)fapmame) - anpm),
. . . . p
anl dp2 - apn

kde s&itame pres vSechny permutace p mnoziny {1,2, ..., n}. Cislo k
znaci pocet inverzi prislusné permutace.

Jinymi slovy:
(1) Vezmeme po jednom prvku z kazdého fadku tak, aby zadné dva
nebyly ze stejného sloupce.
(2) Tyto prvky mezi sebou vynasobime.
(3) Determinant je dan souctem vSech téchto moznych soucina.
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Vypocet determinantu nizSich fadu

@ Determinant radu 1:
det (a11) = a11.

@ Determinant fadu 2 — k¥izové pravidlo:
ayn a
det (811 @12 _
oy ax
Geometricky vyznam:

Plocha rovnobézniku ohrani¢eného vektory U = (uy, Up) a
vV = (v1, ¥2) je rovna absolutni hodnoté z determinantu

ay ape
= a1 - do2—azy - dq2.

do1  dao2

Uy Uz
Vi W
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Determinanty

@ Determinant fadu 3 — Sarrusovo pravidlo:
apn a2 a3

ayr a2 a3 do1 dp2 doj

det A = det o1 dapp dao3 | = |a31 ase
a3y dz2 as3 a4 as
dgo  ags

= ay18p2833 + 821832813 + az1a12823
—as1dp2d13—ai1d32dz3
Geometricky vyznam:

Objem rovnobéznosténu ohrani¢eného vektory U = (uy, U, Us),
V=(vy,Va,3) a W= (W, Wo, w3) je roven absolutni hodnoté z

determinantu

uy U Us
V1 Vo V3
wy We W3
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Determinanty

Priklad
Vypoctéte determinanty matic:

o4 2 4 3
A:<—2>, B_<3 _3), c=|3 -3 2

Reseni:

Al=—-2, |B|=-6, [C|=8

Michal Fusek (fusekmi@feec.vutbr.cz) 8/40



Laplacelv rozvoj
Necht' A je Ctvercova matice fadu n. Algebraicky doplnék prvku a; je
Cislo o

Aj = (=1)"I|Ag],

kde Aj je matice vznikla z matice A vynechanim i-tého radku a j-tého
sloupce.

Laplacelyv rozvoj podle i-tého fadku:
det (A) = a1 Air + @i Az + -+ - + ainAin
Laplacelv rozvoj podle j-tého sloupce:

det (A) = ayjAqj + ajAgj + - - + anjAp

Je vhodné vybirat pro rozvoj fadek, nebo sloupec obsahuijici co
nejvétsi pocCet nulovych prvkda.
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Determinanty

Priklad
Pomoci Laplaceova rozvoje spoctéte determinant matice

2 3 1
A=|4 5 0
3 -1 -4

Reseni:
Zvolime rozvoj podle druhého fadku:

-2 3 1
5 0 ai—4 Ay—|°
) 21 — 21 — 1 _47
-1 —4

Aoy = (=1)%47 - |Agy| = (1) - [-12 = (-1)] = 11

Michal Fusek (fusekmi@feec.vutbr.cz) 10/40



Determinanty

-2 3 1 o 1
4 0|, a@2=935 Ax= <3 4>,
3 1 -4

Agp = (—1)2"2 - |Agp| =1-[8-3] =5

-2 3 1 5 3
4 5 [0]], as=0, A23_<3 1>7
3 -1 —4
Aoz = (—1)7% |Agg| = (-1)-[2-9] =7.
Odtud

det (A) = ax1 A1 + @ Aop + @3 Aoz =4-11+5-54+0-7 =69.

v
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Determinanty

Operace neménici hodnotu determinantu

@ P¥icteni linearni kombinace jinych fadku (sloupctl) k danému
radku (sloupci).

Pfiklad
2 3| —21+1l, 31+ 2 3
2 0 1 =10 -4 -5/=
-3 2 —1 0 8 8
—4 -5
=1.(=1)"*". =1.(—32+40)=8.
(=1) 5 8‘ ( )
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Determinanty

Operace ménici hodnotu determinantu

@ Zameéna dvou rfadkud/sloupcu determinantu zméni jeho znaménko.

@ Vynasobeni fadku/sloupce nenulovym cislem a zvétsi hodnotu
determinantu a-krat. (Tj. z fadkd/sloupct Ize vytykat pred
determinant.)

Piklad
4 2 8 110 10 2 102
10 2 = |4 2 8 =-2121 4
3 5 4 3 5 4 3 5 4
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Determinanty

Vlastnosti determinantu

Jsou dany ¢tvercové matice A, B fadu n.
1) |A] = 0 & fadky nebo sloupce matice A jsou linearné zavislé.
2) Pokud matice A obsahuje nulovy fadek Ci sloupec, tak |A| =
3) |AT| = |A|
4) Pokud plati |A| # 0, tak |A~"| = W
5) |A-Bl=Al-|B|

)

6) Determinant matice ve schodovitém tvaru je roven soucinu prvki
na jeji hlavni diagonale.

(
(
(
(
(
(

Michal Fusek (fusekmi@feec.vutbr.cz) 14/40



Determinanty

Priklad
Pomoci Laplaceova rozvoje spoctéte determinant:

2 4 3 1
3 -3 2 4
2 -2 0 1
1 2 0 -2
Reseni:
25
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Determinanty

Priklad
Prevodem matice na schodovity tvar spoctéte determinant:

1 3 3 15
0 4 2 0 2
1 2 3 1 3
0 02 0 2
4 01 50
Reseni:
—16
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Determinanty

Priklad
Vypoctéte determinant:

1 2 1 2 -1
3 4 2 1 1
5 3 -2 1 -2
2 2 -1 3 -1
2 —1 3 1 3
Reseni:
28.
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Soustavy linearnich rovnic

Soustavy linearnich rovnic

Necht a; c R, b e R, i=1,...,m, j=1,...,n. Soustavou m
linearnich rovnic o n neznamych x;, x», . .., X, rozumime soustavu
rovnic

ai Xy + appXe + -+ + aipXn = by

ap1X1 + @pXo + -+ - + apXn = by
. " (SLR)

amiX1 + @maX2 + - - + @mnXn = bm

Resenim soustavy linearnich rovnic (SLR) rozumime usporadanou
n-tici redlnych Cisel ry, 1>, . .., ry, PO jejichz dosazeni za neznamé
X1, X2, ..., Xp (v tomto poradi) do soustavy linearnich rovnic dostaneme

ve v8ech rovnicich identity.
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Soustavy linearnich rovnic

Matici
a1 a2 ain
dp1  ax azn
A=
am ame amn
nazyvame matici soustavy (SLR).
Matici
ay  ap ain | by
ax  ax azp | bo
(Alb) =
am ame amn | bm

nazyvame rozsirenou matici soustavy (SLR).
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Soustavy linearnich rovnic

Soustavu (SLR) muzeme zapsat v maticové forme jako:

ain &z - ain X1 b
ay amp -+ ap X | | b2
am ame - amn Xn bm

Po prislusném oznaceni Ize psat jednoduse Ax = b.
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Homogenni soustava linearnich rovnic

Jestlize v soustave (SLR) plati
bi=b=---=by=0,

nazyvame tuto soustavu homogenni.
V opacném pripadé se nazyva soustava nehomogenni.

Homogenni soustava linearnich rovnic (SLR) ma vzdy feSeni a to:
@ pouze trivialni (nulové) feSeni xy = xo = --- = x, = 0,
jestlize h(A) = n.

@ nekone¢né mnoho fedeni, jestlize h(A) < n. Tato feeni Ize
vyjadfit pomoci n — h(A) nezavislych parametru.
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Geometricka interpretace
Resime SLR o 2 neznamych = hledame prase&ik pfimek.

@ SLR ma prave jedno feSeni:

2x+y=1
x—y=0 y=1x

Reseni:x=y =1

Prasedik: [1, 3] ] .
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Soustavy linearnich rovnic

@ SLR nema feseni:

X—y=-—1
x—y=0

Pfimky se neprotinaji.
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Soustavy linearnich rovnic

@ SLR ma nekone¢né mnoho reseni:

=
|

2X — 2y =0 2y=2x

y=x
x—y=0
P¥imky splynou. q X
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Soustavy linearnich rovnic

Resime SLR o 3 neznamych = hledame prase&ik rovin.

@ SLR ma prave jedno feSeni:

X+y+z=

X—y+z=0

X+y—z=2
Reseni:x=1,y=15,z=-}
Prasedik: [1, 3, — 1]
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Soustavy linearnich rovnic

@ SLR nema feSeni (roviny nemaji prave 1 spole¢ny bod):

X+y+z=1
X—y+z=3 -
X—y+z=-3

Druha a treti rovina jsou rovnobézné
(maji stejny normalovy vektor).

Michal Fusek (fusekmi@feec.vutbr.cz) 26/40



Soustavy linearnich rovnic

@ SLR nema feSeni (roviny se po dvou protinaji ve 3 rovnobéznych

pfimkéach):
X—y+z=0
X+y+z=1

X+z=2

Pro normalové vektory

ny=(1,-1,1)
o= (1,1,1)
nz = (1,0,1)

!

=

plati no =2 - nz — nj.
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Soustavy linearnich rovnic

@ SLR mé& nekone¢né mnoho feSeni (rovnobézné primky splynou):

X—-y+z=0
X+y+z=1

x+z:1

2

Reseni: [t, 5,5 — ]

Pro normalové vektory

iy =(1,-1,1)
o =(1,1,1)
nz = (1,0,1)

plati i = 2 i — 7).
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Soustavy linearnich rovnic

Frobeniova véta o reSitelnosti SLR

Soustava linearnich rovnic Ax = b je feSitelna prave tehdy, kdyz

h(A) = h(A|b).

Jestlize
@ h(A) # h(A|b), soustava nema reseni.

@ Jestlize h(A) = h(A|b) = n, soustava ma prave jedno reseni.

@ Jestlize h(A) = h(A|b) < n, soustava ma nekone¢né mnoho
reseni, ktera Ize vyjadrit pomoci n — h(A) nezavislych parametra.

Dveé soustavy linearnich rovnic se nazyvaji ekvivalentni, jestlize maji
shodné feseni.
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Postup pfi feSeni SLR

v rv

(1) Pomoci GEM prevedeme rozSifenou matici soustavy (A|b) na
schodovity tvar.

(2) Pomoci Frobeniovy véty rozhodneme, zda ma soustava feseni.

(3) Je-li soustava resitelnda, priradime schodovité matici soustavu
linearnich rovnic (je ekvivalentni s pavodni soustavou).

(4) Postupné feSime rovnice od posledni a ziskané vysledky
dosazujeme do nasledujicich rovnic. Ma-li soustava nekonec¢né
mnoho feSeni, zvolime vhodné proménné za nezavislé parametry.
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Soustavy linearnich rovnic

Priklad
Vyreste soustavu lineérnich rovnic

xX+3y+z=2,
2x+2y —z= -1,
2x +5y +3z=8.

Reseni:
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Soustavy linearnich rovnic

Priklad
Vyreste soustavu lineérnich rovnic

xX+3y+z=2,
2X +2y +6z= -1,
2x +5y +3z=8.

Reseni:
SLR nema reseni.
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Soustavy linearnich rovnic

Priklad
Vyreste soustavu lineérnich rovnic

X+3y+z=2,
2x +2y +6z = 20,
2x + 5y +3z =8.
Reseni:
X 14 — 4p
y| = p—4 |,peR
4 p
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Soustavy linearnich rovnic

Priklad
Vyreste soustavu lineérnich rovnic

X+2y —2z+11u = —-28,
2y —3z+ 17u = —43,
2x+2y —z+5u=-13,
8x +6y —z+3u=-9.

Reseni:
X 15 — po + 6p4
3p, _ 17, _ 43
v = 2p2 2p1 2 ap1:p2€R
z P2
u P1
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Soustavy linearnich rovnic

Je-li matice A soustavy Ax = b regularni, pak ma tato soustava vzdy
jediné feseni. J

@ Reseni je mozné ziskat pouzitim inverzni matice A~

Ax=b /A’

x=A"b.

@ Postup je zdlouhavy kvuli vypoétu inverzni matice A",

Michal Fusek (fusekmi@feec.vutbr.cz) 35/40



Soustavy linearnich rovnic

Priklad

Vyreste soustavu lineérnich rovnic
X+y+2z=3,
2X+ 7y +z= -2,
X+2y+z=4.
Reseni:
11 1 3 5 1 -6
A=|2 7 1|, b=|-2|, A'=[-1 0 1
1 2 1 4 -3 -1 5
X 5 1 -6 3 —11
yl=A"Tb=[-1 0 1 |-[-2]|=] 1
z -3 -1 5 4 13
)
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Vyuziti determinantu pfi feSeni linearnich rovnic

Cramerovo pravidlo

Uvazujme soustavu n lineérnich rovnic o0 n neznamych Ax = b.
Jestlize A je regularni matice fadu n, pak ma soustava linearnich
rovnic Ax = b jediné feSeni x, pro jehoz i-tou slozku plati

LY
I ’A|7

kde A, je matice vznikla z matice A nahradou jejiho i-tého sloupce za
sloupec pravych stran b.

@ Lze spocitat jednotlivé nezname bez nutnosti znat hodnoty
ostatnich neznamych.

@ Pro velké soustavy nutnost pocitat determinanty vysokych radu.
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Vyuziti determinantu pfi feSeni linearnich rovnic

Priklad
Pomoci Cramerova pravidla feste soustavu linearnich rovnic
2X1 + Xo — X3 = 1
X1 +3X0+x3=0
—X1 +2X> + X3 = 3.

Reseni:
2 1 —1 Xq 1
1 3 1 X | =10
4 2 1 X3 3

Uréime determinanty matic A a Ay, Ao, As:

2 1 -1
Al=|1 3 1|=-5
1 2 A
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Vyuziti determinantu pfi feSeni linearnich rovnic

Protoze je |A| # 0, Ize pouzit Cramerovo pravidlo.

11 -1 2 1 -1
|A|=10 8 1|=13,|A2]=|1 0 1|=—-11,
3 2 1 -1 3 1
2 1 1
|Azg|=|1 3 0/=20
-1 2 3
Tedy
o Al 18 18 A -1 1
'""A] 5 5 T Al -5 5’
As| 20
L
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Vyuziti determinantG pfi feSeni linearnich rovnic

Ptiklad
UrcCete neznamou x» ze SLR.

—2X1 +4x2 +3x3 — X4 = 1,
33Xy — 8Xo + 2X3 + 4x4 = 3,
2Xq1 — 2Xo + X4 = 0,
Xq+2Xo —2x4 = 1.

Xo = 2
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