10.

HI.ADANIE ZAKONITOSTI

. Pit zavodnikov (Adam, Boris, Cyril, Dusan, Emil) bezalo 100 metrov.

Kolko je takych poradi v cieli, kde Adam dobehne pred Borisom?

Nech S, 0, Sn,1, Sn,2 0znacuje stcet, ktory dostaneme, ak s¢itame kazdy
treti prvok v n—tom riadku Pascalovho trojuholnika (pri Sy, o zacneme
prvym prvkom zlava, pri Sn,1 zacneme druhym a pri Sy, o tretim ziava).
Vyslovte hypotézu o hodnote ¢isla S1g,1.

Urcte:
— i+1\i)’
. Urcte:
r r+1 r+2 n
+ + + -+ .
r T T r
Urcte: .
n m
1 .
=2 (O0)
=1
Dokazte: .
4 - 2n < 4n
2n+1 ~ \n
Dokazte:

V postupnosti 1,9,8,9,7,3,7,6,3,9 sa kazdy mnasledujici c¢len
zaCinajuc piatym c¢lenom rovnd poslednej cifre siactu predoslych
Styroch ¢lenov.  Zistite, ¢ sa vyskytnu eSte raz c¢islice 1,9,8,9
bezprostredne za sebou.

V postupnosti 1,9,8,9,7,3,7,6,3,9 sa kazdy mnasledujici clen
zaCinajuc piatym c¢lenom rovnd poslednej cifre siactu predoslych
Styroch c¢lenov.  Zistite, ¢ sa vyskytni eSte raz ¢islice 3,0,7,1
bezprostredne za sebou.

Univerzalna postupnost éfsel 1,2,...,n je koneéna postupnost tychto
¢isel, pre ktoru plati, ze vySkrtnutim niektorych ¢lenov dostaneme
lubovolnt permutaciu ¢éisel 1,2,...,n. Napr. 1,2,3,1,2,3,1 je uni-

verzalna postupnost éisel 1,2, 3. Zistite akd je minimalna dlzka univ.
postupnosti ¢isel 1,2, 3, 4.



MATEMATICKA INDUKCIA A DIRICHLETOV PRINCIP

1. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené c¢islo n > 2 plati:

2n
n+1

TR S
49 n?2 —

2. Dokézte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n > 2 plati:

n +1<n—1
n? n+1

O =

L
4

3. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n > 3 plati:
1 n
(1 + ) <n.
n

4. Dokazte, ze pre kazdé redlne ¢islo a > —1 a pre kazdé nenulové
prirodzené ¢islo n plati:

(14+a)">1+na.

Potom skuste tito nerovnost vyuzit v dokaze nerovnosti

1 n 1 n+1
VEN;<1+> <<1+> .
n n+1

5. Dokézte, ze pre rozne kladné realne ¢isla a,b a pre prirodzené cislo
n > 1 plati:

9" (g" 4 b") > (a + b)".

6. Dokazte, ze pre prirodzené n > 1 plati:

1 n 1 T 1 - 1
23 33 nd 4
7. Nech F; oznacuje i—ty ¢len Fibonacciho postupnosti. Dokazte, ze

Fro+ Fp = Fopa.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Dana je mnozina obsahujica 10 prirodzenych ¢isel medzi 1 a 99
(vratane). Dokazte, ze existuju dve disjunktné neprédzdne podmnoziny
tejto mnoziny s rovnakym stuc¢tom svojich prvkov.

Dokézte, ze kazdd 55 prvkovd podmnozina mnoziny {1,2,...,100}
obsahuje dve ¢isla, ktorych rozdiel je 9.

Dokéazte, ze kazdd mnozina n celych ¢isel obsahuje podmnozinu éisel,
ktorych sicet je delitelny cislom n.

Dokazte, ze na kazdom mnohostene sa najdu aspon dve steny, ktoré
maju rovnaky pocet hréan.

Nech A je mnozina 19 navzajom roéznych prirodzenych ¢isel, vybranych
z aritmetickej postupnosti 1,4,7,...,100. Dokéazte, ze A musi obsa-
hovat dve rozne &fsla, ktorych sticet je 104.

Pan Jan Hypoch tak dlho otravoval lekara, az mu lekar predpisal lieky.
Balenie obsahuje 48 tabletiek, ktoré méa J4n spotrebovat v priebehu 30
dni. Ich konzumé&ciu si méze navrhntt sdm, ale musi dodrzat pravidlo:
kazdy dent musi zjest aspon jednu tabletku a poslednd mu musi vyjst
na 30. den. V pribalovom letaku sa Jan docital, ze ak v priebehu
nejakej postupnosti po sebe idtcich dni spotrebuje pacient prave 18
tabletiek, vypadaji mu zuby. A pokial v priebehu nejakej postupnosti
po sebe iducich dni spotrebuje prave 11 tabletiek, odpadnd mu palce
na nohdch. Bude sa moct Jén po skonéeni terapie uhryznit do palca
na nohe?

Dokézte, ze pre kazdé n € N obsahuje akékolvek permutécia éisel
1,2,...,n% + 1 monoténnu podpostupnost dlzky aspoii n + 1.

7 kazdych 52 celych &isel vieme vybrat dve také, Ze ich rozdiel alebo
stucet je delitelny 100. Dokéazte.



DOKAZY V TEORII MNOZIN A PRINCIP INKLUZIE A EXKLUZIE

1. Dokazte, ze lubovolnd nekoneénd mnozina M obsahuje spocitatelni
podmnozinu.

2. Dokézte, ze lubovolnd podmnozina spocitatelnej mnoziny je nanajvys
spocitatelna mnozina.

3. Dokézte, 7e zjednotenie nanajvys spocitatelného systému nanajvys
spocitatelnych mnozin je nanajvys spocitatelnd mnozina.

4. Dokazte, ze interval (a,b) redlnej osi je ekvivalentny s lubovolnym
intervalom (c, d) realnej osi.

5. Dokazte, ze kazda nekoneénd mnozina M je ekvivalentnd s niektorou
svojou vlastnou podmnozinou.

6. Nech je M Iubovolnd mnozina a P (M) jej potencnd mnozina. Dokézte,
ze |[M| < |P(M)|.

7. Dokéite, ze zobrazenie f : A — B je prosté prave vtedy ked pre vietky
C,DCAije
flenD)=f(C)n f(D).

8. Kolkymi spoésobmi sa daji zoradif pismens A, D, E, K, L, N, P, O, R,
S, V tak, Ze po vynechani niektorych pismen nevznikne ani jedno zo

slov PRASE, LES, SLON.

9. Kolkymi sposobmi sa daji zoradit pismena A, D, E, K, L, N, P, O, R,
S, T, V tak, ze po vynechani niektorych pismen nevznikne ani jedno
zo slov PAT, MAT, DRAK.

10. Kolkymi spdsobmi sa daji zoradif pismens A, D, E, K, L, N, P, O, R,
S, V tak, ze po vynechani niektorych pismen nevznikne ani jedno zo
slov DEKA, ROPA, VODA.

11. Na vecierku bolo 7 manzelskych parov. Kolkymi sposobmi je mézeme
rozdelit na 7 taneénych pdrov tak, aby ani jeden muZ netancoval s
svojou manzelkou?

12. Mnoziny A, B, C' si podmnoziny mnoziny prirozenych ¢isel. Vieme, ze
|A| =13,|B| =17,|C| =19,|]ANnB| < 10,|[ANC| < 10,|BNC| < 10.
Kolko minimélne prvkov ma mnozina A U B U C? Urobte ¢o najlepsi
odhad.

13. Méame 1985 mnozin, kazda ma 45 prvkov a zjednotenie kazdych dvoch
mnozin obsahuje prave 89 prvkov. Kolko prvkov obsahuje zjednotenie
vSetkych tychto 1985 mnozin?
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PRVOCISLA

. Najdite také celé ¢isla x a y, ze

754x + 221y = nsd (754, 221).

21n+44

T3 Vv zékladnom tvare.

Dokézte, ze pre kazdé prirodzené n je zlomok

Dokéite, ze vyrazy 2x + 3y, 9z + 5y si délitelné &islom 17 pre tie isté
dvojice prirodzenych ¢isel x, y.

Dokézte, ze vyrazy 23z 4y, 192 4 3y st délitelné ¢islom 50 pre tie isté
dvojice prirodzenych ¢&isel z, y.

Nech z,y st kladné celé ¢isla také, ze obe ¢&isla 3x + 5y a ba + 2y st
delitelné ¢islom 60. Zdovodnite, preco ¢islo 60 deli aj sucet 2z + 3y.

Pit prvocisel tvori pit po sebe idtcich ¢lenov aritmetickej postupnosti
s diferenciou d = 6. Urcte tieto ¢isla.

Ukézte, ze je mozné najst 1000 po sebe idtcich prirodzenych éisel,
ktoré su zlozené.

Existuje 1 000 000 za sebou idtcich prirodzenych ¢isel, z ktorych kazdé
je delitelné druhou mocninou nejakého prvocisla?

Dokézte, ze ak mé byt P = 2P — 1 prvoéislo, je nutné, aby aj p bolo
prvocislo.

Nech p, g st prvoéisla vicsie ako 3. Potom &islo p? + 7¢® — 23 nie je
prvocislo. Dokazte.

Dokézte, Ze sicin lubovolného poétu prirodzenych éisel tvaru 4n + 1
je opét éislo toho tvaru.

Dokézte, ze existuje nekonecne vela prvocisel tvaru 4n + 1.
Dokézte, ze existuje nekonecne vela prvocisel tvaru 6n — 1.

Nech n > 2. Potom aspon jedno z ¢&isel 2" — 1,2™ + 1 je zlozené.
Dokazte.

Dokézte, ze z lubovolne zvolenych, navzdjom réznych 50 prvocisel
mozno vzdy vybrat 13 &isel tak, ze rozdiel kazdych dvoch z nich je
delitelny piatimi.
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. Ukazte, ze cislo

Nech p je prvocislo. Dokézte, ze kazdé z kombinaénych ¢isel

(1)) 6 62)

je delitelné &islom p.

Nech p je nepédrne prvocislo. Zistite pocet takych podmnozin A
mnoziny {1,2,---,2p}, ze

e A obsahuje prave p prvkov

e sicet vietkych prvkov mnoziny A je delitelny éislom p.

Ak n je zlozené é&islo, tak vieme vzdy najst prvoéislo p < /n, ktoré
deli ¢islo n. Dokazte.

DELITELNOST, POZICNY ZAPIS, KONGRUENCIE

2100 1 10 je delitelné trindstimi.

. Ak n je prirodzené &islo, tak n® —n je delitelné piatimi. Dokézte.

Nech 2n+1 a 3n+ 1 st uplné druhé mocniny. Dokazte, ze potom c¢islo
n je delitelné ¢islom 40.

Dokézte, ze kazdé dve po sebe idice Fibonacciho ¢isla st nestdelitelné.
Aké je posledné dvojcislie ¢isla 312347
Dokazte, ze ¢islo 1000! kondéi 249 nulami.

Cislo 4444**% zapisané v desiatkovej ststave m4 ciferny sicet A. Nech
B je ciferny stucet ¢isla A. N4jdite ciferny sicet ¢isla B.

Dokazte, ze kazdd podmmnozina 55 ¢isel vybranych z mnoziny
{1,2,3,--- ,100} musi obsahovat ¢&isla, ktorych rozdiel je 10, 12, 13,
ale nemusi obsahovat dvojicu é&isel s rozdielom 11.

Dokézte, ze 12 deli n* — 4n? + 5n% — 2n,n > 0.
Dokézte, ze 13 deli 270 + 370,

Dokéite, ze ak n deli nejaké Fibonacciho éislo, tak deli nekoneéne vela
Fibonacciho ¢isel.

Dokézte, ze neexistuje ziadne celé ¢islo n > 1, pre ktoré plati n|(2"—1).



13.

14.
15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.

28.

Dokéite, 7e pre kazdé k € {0,1,2,...} plat{ 19| (226’““ + 3) .
Rieste rovnicu: 26x =4 (mod 9).
Néjdite vsetky n € N, pre ktoré plati 7| (n-2" +1).

N3jdite vietky prirodzené é&isla n, pre ktoré mé éislo 2" +n? na mieste
jednotiek ¢&islicu 7. Svoju hypotézu potvrdte dokazom.

Zistite, pre ktoré n € N je ¢&islo 22" — 27* delitelné siedmimi.
Dokaite, 7e pre kazdé n € N plati: 127](22% 4 111).
Dokézte, ze pre kazdé n € N plati: 25/(4*"*1 —10n — 4).
Dokéite, ze pre kazdé k € N plati 37] (226“2 - 16) .
Néjdite vietky n € N, pre ktoré plati 10|(n'® + 1).

Dokéazte, ze 22|(2% 4 314 + 513 4 212),

Dokazte, ze 13|(16'° + 2914 4 4213).

Dokéazte, ze pre kazdé n € N plat{ 3|(22"+1 + 1).

Dokézte, 7e pre kazdé n € N plat{ 7|(43+1 4 23n+L 4 1),
Dokézte, ze pre kazdé n € N plati 12|(n* — 4n3 + 5n? — 2n).
Zistite, ¢i plati 9](1312 4 1211 + 1119).

Dokézte, ze pre kazdé n € N plati 1897((2903™ — 803™ — 464™ + 261™).



