Nekonecno a dokazové techniky

@ Nekoneéno-trochu histérie

@ RO6zne metddy riesenia dloh
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Druhy paradoxov

o Vyzera, Ze to plati, ale neplati

o Vyzera, Ze neplati, ale plati
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o Vyzera, Ze to plati, ale neplati:
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o Vyzera, Ze neplati, ale plati:
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Paradoxy

Banach-Tarski:
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Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor
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Nekonec¢no a c¢as

@ 4. st. BC: Zenonove paradoxy (vieme scitat nekoneéné rady,
zrejme aj on vedel, Ze sa myli)

@ 3. st. BC: Euklides-prvocisel je nekone¢ne mnoho

@ 207 BC: Aristoteles: nekonecno je nieco ako Cas, nie je to
permanennd entita, skdr nieCo, k ¢omu sa blizime

@ 13. st. - Tomas Akvinsky: nekonecne velky sibor neméze
existovat, stbory veci vieme Specifikovat podla poctu veci v
nich a ziadne Cislo nie je nekonecné

e G. Cantor-kardinality mnozin (prevratné objavy prijala len ast
matematickej obce, mnohi vplyvni matematici ho nepochopili)
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Vlastnosti zobrazeni

o Definicia. Ak existuje bijekcia mnoziny A na mnozinu B
hovorime, Ze mnozina A je ekvivalentna s mnozinou B a
piseme A ~ B.
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Vlastnosti zobrazeni

o Definicia. Ak existuje bijekcia mnoziny A na mnozinu B
hovorime, Ze mnozina A je ekvivalentna s mnozinou B a
piseme A ~ B.

@ Veta. Pre lubovolné mnoziny A, B, C plati

o A~ A
e A~B=B~A
e ABAB~C=A~C
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Mohutnosti (kardinality) mnozin

@ konecné mnoziny
@ nekonecné mnoziny
e spoditatelné (existuje bijekcia s mnozinou prir. Cisel)
e nespocitatelné (neexistuje bijekcia s mnozinou prir. &isel)
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Mohutnosti mnozin

@ Mnozina celych Cisel
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Mohutnosti mnozin

@ Mnozina racionalnych Cisel
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Mohutnosti mnozin
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Mohutnosti mnozin

@ Mnozina redlnych Cisel
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Riesenie problémov

Hladanie zakonitostf

Kreslenie obrazkov

Formulovanie ekvivalentnych problémov
Modifikacia problému

Vyber efektivneho oznacenia

Vyuzitie symetrie

Rozdelenie problému na Specialne pripady
Spatny postup

Nepriamy postup

Sledovanie parity

Skimanie extrémnych pripadov

Zovseobecnenie
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Dokazové techniky

Matematické tvrdenia:
@ vSeobecné
@ existencné
Doélezité dokazové techniky
@ priame odvodenie
@ kontrapozicia (nepriamy ddkaz)
@ dbkaz sporom
@ Matematickd indukcia
Uzito¢né "pomdcky"
@ Dirichletov princip

@ Princip inkllizie a exklizie
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Matematicka indukcia

Nech a € Z a nech P(n) je tvrdenie o n pre kazdé celé n > a.
Princip mat. indukcie stanovuje, ze:
Ak

e P(a) je pravdivé
@ pre kazdé celé ¢islo k z pravdivosti P(k) vyplyva pravdivost
P(k +1), tak P(n) je pravdivé pre vsetky celé ¢isla n > a.
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Matematicka indukcia-trochu inak

Nech a € Z a nech P(n) je tvrdenie o n pre kazdé celé n > a.
Druhy princip mat. indukcie stanovuje, ze:
Ak

e P(a) je pravdivé

@ pre kazdé celé Cislo k > a z pravdivosti
P(a),P(a+1),...,P(k) vyplyva pravdivost P(k + 1), tak
P(n) je pravdivé pre vsetky celé &isla n > a.
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Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet
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Dirichletov princip

Ak je kn + 1 objektov (k > 1) rozdelenych do n $katdl, tak jedna
zo skatul obsahuje aspon k£ + 1 objektov.
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Princip inkllzie a exkldzie
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Princip inkllzie a exkldzie

@ Dve mnoziny
|[AUB| = |A|+ |B| - |AN B|

@ Tri mnoziny
[AUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|-|ANC|—|BNC|+|ANnBNC|
@ n— mnozin
n
UAZ- :Z\Aﬂ— Z |A; N A;| + Z |A; N A; N Ag|—
) =1 1,731<J 1,5,k;1<j<k

4o (=)"THAL N AN Ay
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TEORIA CISEL
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Delitelnost (NSD, NSN)

e Ako zistim NSD(a,b)?
e Ako zistim NSN(a,b)?
e NSD(a,b)- NSN(a,b) =7
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Delitelnost (NSD, NSN)

@ Nech by,by € N, by > by. Potom existuju
q,bs € Z,0 < by < by také, ze

b1 = gbs + b3.
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Delitelnost (NSD, NSN)

@ Nech by,by € N, by > by. Potom existuju
q,bs € Z,0 < by < by také, ze
b1 = gbs + b3.

o Aké je NSD(by,by) a NSD(by, bs)?
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Delitelnost (NSD, NSN)

@ Nech by,by € N, by > by. Potom existuju
q,bs € Z,0 < by < by také, ze

b1 = gbs + b3.

Aké je NSD(by,by) a NSD(by,bs)?
by = q,.bg + by

by >by >b3 > >
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Delitelnost (NSD, NSN)

@ Nech by,by € N, by > by. Potom existuju
q,bs € Z,0 < by < by také, ze

b1 = gbs + b3.

Aké je NSD(by,by) a NSD(by,bs)?
by = q,.bg + by

by > by >bg > >
Bezoutova veta. Nech a,b € N. Potom existuja s,t € Z
také, ze

sa+th= NSD(a,b).
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Delitelnost (NSD, NSN)

@ Nech by,by € N, by > by. Potom existuju
q,bs € Z,0 < by < by také, ze

b1 = gbs + b3.

Aké je NSD(by,by) a NSD(by,bs)?
by = q,.bg + by

by >by >b3 > >

Bezoutova veta. Nech a,b € N. Potom existuja s,t € Z
také, ze
sa+th= NSD(a,b).

@ Euklidov algoritmus
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Euklides
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Etienne Bézout
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Aplikacie Bezoutovej vety

Rovnica
ax + by = ¢,

kde a,b, c st celé Cisla, ma celociselné rieSenie x,y prave vtedy,
ked nsd(a,b) deli c.

Ak navyse (xo,y0) je nejaké celoliselné riesenie, tak pre kazdé celé
Cislo k aj Cisla

=20 =Y :yo_‘_ja
kde d = nsd(a,b), st rieSenim a vsetky celociselné rieSenia maju

tento tvar.



Prvocisla

@ Prvocisel je nekonecne vela

e Fundamentalna veta aritmetiky. Kazdé prirodzené Cislo
vacsie ako 1 sa da jednoznacne rozlozit na stcin prvocisel.
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Kongruencie

Relicia kongruencie alebo kongruencia je ekvivalencia na algebre (napr. grupe), ktora
Je zliéitelnd so vSetkymi operdciami na tejto algebre (teda napriklad, ak sd tri pary
prvkov ekvivalentné a vysledky nejakej operacie na tychto paroch sd tieZ ekvivalentné,
potom existuje pre tieto pary zhodnost). Teda ak sd operandy na rovnakom mieste po
dvoch ekvivalentné, potom musia aj vysledky operacie byt ekvivalentné.
@ Nech (X, o) je algebra, R je ekvivalencia na X. Potom R je
kongruencia na X ak plati:
[a,b] € RA[c,d| € R=[aocc,bod] € R.
@ Hovorime, ze dve &isla a,b € Z sh kongruentné, ak ich rozdiel
je delitelny &islom m, ktoré nazyvame modul (m|(a — b)).

Formalne
a=b (modm).
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Priklady kongruencif

=0 (mod m) _

—d  (modm) } = a+c=b+d (modm).
teda = je kongruencia na (Z,+).

o Ale aj

2 Eiggzg } = a-c=b-d (modm).

teda = je kongruencia aj na (Z,-).
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Pierre de Fermat
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Mala Fermatova veta

e Veta.Nech p je prvoéislo a a € Z, NSD(a,p) = 1 potom

a?'=1 (mod p).
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Mala Fermatova veta

e Veta.Nech p je prvoéislo a a € Z, NSD(a,p) = 1 potom

a?'=1 (mod p).

e Dodkaz. VSimnime si ¢isla 1.a,2.a,3.a, -+ ,(p — 1).a, zrejme
st nesidelitelné s prvocislom p a ziadne dve nie si
kongruentné (mod p). Podobne si na tom ¢&isla
1,2,--- ;p—1 a preto

(p—1!I'=1la2a3.a.---(p—1)a (mod p).

Po vykrateni dostaneme
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Cinska veta o zvy$koch

Veta. Nech NSD(m,n) =1, a,b € Z, potom existuje x € Z
také, ze

(mod m),
(mod n).
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Leonhard Euler
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Eulerova funkcia

o Definicia:
p(n) — pocet prir. Cisel, pre ktoré plati:
e si mensie ako n,
@ sl nestdelitelné s n.
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Eulerova funkcia

o Definicia:
p(n) — pocet prir. Cisel, pre ktoré plati:
e si mensie ako n,
@ sl nestdelitelné s n.

o Vlastnosti:
e Ak p je prvodislo, tak
° o(p) =p—1,

o o(p*)=p"—p"".

o Ak NSD(m,n) =1, tak p(m.n) = o(m).o(n).
o Ak n = p’fl.pgz oo phs, tak

wn -2 ) )
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Eulerova veta

Eulerova veta. Nech NSD(a,n) =1, potom
a?™ =1 (mod n).

Dokaz. Inspirujte sa dékazom Fermatovej vety.
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Dokonalé a iné ¢&isla

Dokonalé gislo je prirodzené Cislo, ktoré je sic¢tom vsetkych
svojich vlastnych delitelov.
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Dokonalé a iné ¢&isla

6=1+2+3
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Dokonalé a iné ¢&isla
6=1+2+3

28=14+2+3+4+5+6+7
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Dokonalé a iné ¢&isla

6=1+2+3

28=14+2+3+4+5+6+7

496 =1+2+3+4+5+--+30+31
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Dokonalé a iné ¢&isla
6=1+2+3

28=14+2+3+4+5+6+7

496=14+2+3+44+54+---4+304+31

8128=1+2+3+4+5+---+127
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6=1+2+3
26=1+24+3+44+54+64+7
— 13433

496=14+2+3+44+54+---4+304+31

8128=1+2+3+4+5+---+127
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6=14+24+3
26=1+24+3+44+54+64+7
— 13433
496 =1+2+3+4+5+--+30+31
_ 13133 153 4 73

8128=1+2+3+4+5+---+127
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6=1+2+3
28=1+2+3+4+5+6+7
—134+33
496 =14+2+3+4+5+---+30+31
— 134+ 33153473
8128 =1+2+3+4+5+---+127
=13 4+3 4534+ 4+93 ... 4158
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Dokonalé a iné ¢&isla

610 = 1102
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Dokonalé a iné ¢&isla

610 = 1102

2810 = 111005
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Dokonalé a iné ¢&isla

610 = 1102
2819 = 111009

49619 = 1111100004
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Dokonalé a iné ¢&isla

610 = 1102
2819 = 111009
49619 = 1111100004

812819 = 11111110000002
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Dokonalé a iné ¢&isla

610 = 1102
_ 22 + 21

2819 = 111009
49619 = 1111100004

812819 = 11111110000002
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Dokonalé a iné ¢&isla

610 = 110,
— 9249l
2819 = 11100,
=2 423 4 22

49619 = 1111100004

812819 = 11111110000002
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Dokonalé a iné ¢&isla

610 = 110,
— 9249l
2819 = 111005
=2142% 422
49619 = 111110000,
=2% 427420427421

812819 = 11111110000002
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Dokonalé a iné ¢&isla

610 = 110,
— 9249l
2819 = 111005
=2142% 422
49619 = 111110000,
=2% 427420427421

812819 = 11111110000002
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Dokonalé a iné ¢&isla

6=(1+2)-2
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Dokonalé a iné ¢&isla

6=(1+2) 2

28 = (1+2+4)-22
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Dokonalé a iné ¢&isla

6=(1+2)-2

28 = (1+2+4)-22

496 = (1+2+4+8416) -2
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Dokonalé a iné ¢&isla

6=(1+2)-2
=(2°-1)-2'

28 = (1+2+4)-22

496 = (1+2+4+8416) -2
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Dokonalé a iné ¢&isla

6=(1+2)-2
=(22-1)-2!

28 = (1+2+4)-22
= (22 —-1)-2?

496 = (1+2+4+8416) -2
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Dokonalé a iné ¢&isla

6=(1+2)-2
=(22-1)-2!

28 = (1+2+4)-22
= (22 —-1)-2?

496 = (1+2+4+8416) -2

=(2°-1)-2*
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Euklides a dokonalé &isla

o Euklides: Ak 2" — 1 je prvotislo, potom (2" — 1) - 271! je
dokonalé ¢&islo.

@ Mersenn: Ak 2" — 1 je prvocislo, tak n je prvocislo.
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6machos z Gerasy

© n—té dokonalé ¢islo ma n cifier,

@ dokonalé ¢isla kondia cifrou 6 alebo 8 (na striedacku),

© Euklidovym postupom dostaneme vsetky parne dokonalé Cisla,
Q kazdé dokonalé Cislo je parne,

© dokonalych Cisel je nekone¢ne mnoho.
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Dokonalé a iné ¢&isla

(2P —1)- 9p—1
6

28

496

8128
33550336
8589869056

— = =g Ot W NS

~N W
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Dokonalé a iné ¢&isla

© n—té dokonalé &islo ma n cifierx,

@ dokonalé ¢isla kondia cifrou 6 alebo 8 (na striedacku)x,

© Euklidovym postupom dostaneme vsetky parne dokonalé Cisla,
Q kazdé dokonalé Cislo je parne,

© dokonalych ¢isel je nekone¢ne mnoho.

p | (2 —1)-2¢71
2 6

3 |28
5

7

496

8128

13 | 335|50336
17 | 8589869056
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Euler a dokonalé &isla

o Euler dokazal, ze Euklidovym postupom dostaneme vsetky
parne dokonalé &isla, (3. hypotéza plati).
@ o(n) vyjadruje stcet vsetkych delitelov &isla n.

o n=pi"ps? - pi¥ = o(n) =c @) o (Py?) o (piF)
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Ako je to s platnostou 4. a 5. hypotézy?

00

y. >
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Tri dolezité tvrdenia

o Bertrandov postulat.Pre kazdé n > 1 existuje aspon jedno
prvocislo p také, ze n < p < 2n.

e Veta o hustote prvocisel. Nech 7(z) je pocet prvocisel od 1
do z, potom 7(x) = O(x/logx).
@ Prvociselny harmonicky rad. Pre lubovolné n plati

1
Z — = O(loglogn).

1<p<n
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DOKAZY PRE ODVAZNYCH
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Prvociselny harmonicky rad

Prvocdiselny harmonicky rad. Pre [ubovolné n platf

Z o O(loglogn).

1<p<n P

Na dbkaz vyuzijeme nasledujiice pomocné tvrdenia 1-5.
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1. pomocné tvrdenie

o L Qsil < (27?) < 4"

@ Z binomickej vety mame:

n _ o2n _ n __ 2n 2n 2n 2n
4" = 22" = (141)? _<0>+(1>+---+<n>+~--+<2n>.

@ VSetky s&itance st kladné, preto (27?) <4,
e Zrejme (27?) je zo vdetkych s&itancov najvacsi, tak je aspof

taky ako ich aritmeticky priemer, preto (2:) > 2311'
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2. pomocné tvrdenie

° 2. (2”;1) < 4n,
@ Z binomickej vety mame:

. . on+1y 2n+1 2n+1, 2n+1 2 +1
A S Bt IRST G Mo IR
Zrejme

on+1)  [(2n+1
n S \n+1 )
preto (2";1) neprekro¢i polovicu celého sictu (tieto dva

sCitance st uprostred riadku v Pascalovom trojuholniku, st
teda najvacsie), preto

<2n+ 1) S
n - 2

1AM 2022



3. pomocné tvrdenie

@ 3. Nechn+1 < p < 2n, tak p[(%?)

@ Zrejme

2n\  2n.(2n—1)..... (n+1)

L= .

o Kazdé pe {n+1,n+2,...,2n} je v Citateli zZlomku, ale nie
je v menovateli, preto p\(%?) Treba si uvedomit, ze tie
prvocisla s "nevykratitelné".
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4. pomocné tvrdenie

@ 4. Nech m(a,b) je pocet prvocisel p € {a,a+1,...,b}, potom

1,2n) < .
m(n+1, n)_loan

o Kedze kazdé prvotislo n + 1 < p < 2n je delitefom &isla (*),
tak aj stcin tychto prvocisel je delitelom &isla (277)

o Kazdé takéto prvocislo je vacsie ako n, preto

n7r(n+1,2n) < 2n )
—\n

2n> _ logy (2:)

n logon

@ Potom

m(n+1,2n) <log, <

Uz vieme, Ze (27?) < 4", tak aj log, (27:‘) < 2n a tym je ddkaz
skonceny.
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5. pomocné tvrdenie

"1 b1
Oznaéme: Z; a,b :Zf.
i

=1 =a t

@ 5. Nech n = 2%. Potom

logy 1 A ‘
H(n)=H(1,2)+ Y H(27'+1,2).
i=2
Zrejme
1 3
+ Eloan < H(n) < 5 + logy n,
preto
H(n) = 6©(logyn).

Ak n nie je mocninou &isla 2, tak sa H(n) d3 zhora, aj zdola ohranié&it

najblizsou nizSou a vysSou mocninou cisla 2.
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Prvociselny harmonicky rad (dokaz)

@ Nech P(n) = Y % a nech n = 2%

1<p<n
Potom
logy 1 ‘ A 1
P(n)=P(1,2)+ > P(2"'+1,2"),kde P(a,b) = > -.
1=2 agpgbp

VyuZijeme odhad pre harmonicky rad a to, ze w(n + 1,2n) < %’;n. Potom pre

jeden tsek mame:

201 < 201
i—120 — T 4—12
1 1 2 4
- < <u< < -,
t 1 —1—7 T e—17" 1
Potom
logy n 1
P(n) = Y O(2) = O(H(logy n)) = O(log, logy n).
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Bertrandov postulat

o Bertrandov postulat.Pre kazdé n > 1 existuje aspon jedno
prvocislo p také, ze n < p < 2n.

Na dbkaz vyuZijeme nasledujiice pomocné tvrdenia 6-7.
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Pomocné pojmy

Oznacme: o,(n) je exponent prvocisla p v prvoc. rozklade &isla n.
Potom
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6. pomocné tvrdenie

@ 0. Dokazeme, ze

@ Zrejme

o (1) = (; J) 2 (ZL J> Z(Li—’h -21%).

Zrejme [2z] — 2|z| <1 a pre i > log, 2n budeme scitovat uz len nuly.

2
Op ((:)) < log, 2n,

pop((2n)) < p]ogp 2n = 2n.

Potom

a preto



7. pomocné tvrdenie

@ 7. Dokazeme, Ze

Hp§4".

p<n

@ Do6kaz urobime mat. indukciou.

e pre malé n tvrdenie evidentne plati (vyskisajte si).
e ak m je parne a n > 2, tak indukény krok je trividlny, lebo n
nie je prvocislo

[Ir= ] psamt<a

p<n p<n—1

e ak m je neparne, potomn =2m+1 a

Me-(Ie)( T »

p<2m+1 p<m-+1 m+2<p<2m+1
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7. pomocné tvrdenie-pokracovanie

Zrejme m + 1 < 2m + 1, preto

H P g 4m+1‘
p<m+1

Dalej (3. pom. tvrdenie)

2m +1
II 2]l ( )
m+2<p<2m+1 m

podla 2. pom. tvrdenia je toto kombinacné &islo zhora ohranicené
Cislom 4™. Preto

I1 p:( 1T p).( 1T p)§4m+1.4m:42m+1.

p<2m+1 p<m+1 m+2<p<2m+1
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Bertrandov postulat (dokaz)

=AB.CD > 24+1 (1. pomoc. tvrdenie)

e A zahtna prvodisla p < v/2n
o B zahtfia prvotisla v2n < p < 2

o C zahffia prvotisla 2 < p<n

e D zahtna prvodislan < p < 2n

@ Do Casti A prispeje max. +/2n prvocisel a kazdé prispeje max.
2n, preto A < (Qn)m

Prvodisla z casti B musia mat v komb. <V:|’sl2e exponent max. 1
a podla 7. pomoc. tvrdenia je teda B <473 .

e Pre p z Casti C' je op(n!) =1 a 0,((2n)!) = 2, preto
OP((2:)) = 0p((2n)!) — 2.0p(n!) =2 —-2=0, teda C = 1.
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Bertrandov postulat (dokaz)

o Ak by D =1, tak

T o (M) < (on)Va%,
2n+1 n

22n710g2(2n+1) < 2(log2 2n)\/ﬂ+4?"

)

4
2n —logy(2n + 1) < (logy 2n)V2n + ?n’

2
3" < (logy 2n)V2n + logy (21 + 1).

Lava strana rastie rychlejsie ako prava a pre n = 1024 uz musi
byt D > 1, pre zvySnych konecne mnoho n stali uvazovat
postupnost:

2,3,5,7,13,23,43,83,163, 317, 631, 1259.
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Veta o hustote prvocisel

Veta o hustote prvocisel. Nech () je polet prvocisel od 1 do
x, potom 7(z) = O(z/logx).
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Veta o hustote prvocisel (dokaz)

@ Dolny odhad:

log, (2:> = log, ( H pOP((Qf))) = Z log, p"P((?)) —

p<2n

5 o(2))

Podla 6. pomocného tvrdenia prispeje prvocislo p najviac 2n,
log, 2n
logy p

potom jeho exponent o, <(27;1)) <log,2n = preto

2 log, 2
log, < n) < Z ;)gg n.long < Z log, 2n < 7(2n). log, 2n.
" p<2n 082P p<2n
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Veta o hustote prvocisel (dokaz)

Z 1. pomoc. tvrdenia vieme, Ze
2n 4n
> 77
nl|] 2n+1
teda pre dost velké n bude log, (*") > n a teda

2n) > .
m(2n) 2 logsy 21

Pre parne z je 7(x) = Q(log —) a vzhladom k tomu, Ze 7 je
neklesajica funkcia, plati tento odhad aj pre neparne Cisla.

1AM 2022



Veta o hustote prvocisel (dokaz)

@ Horny odhad:
Nech 2F~1 < 2 < 2* a budeme odhadovat polet prvodisel
medzi 1 a 2¥. Znovu rozdelime rad na vhodné dseky a
vyuZijeme 4. pomocné tvrdenie.

2221
i—1"

k
m(x) < w(2%) <w(1,2)+ ) w2 41,20 <1+Z
=2 1=2

Posledny sé¢itanec (i = k) ndm dava odhad —2— oz, 7+ €5te musime
zistit, Ci zvysné Cleny klesaji dost rychlo, aby ndm nepokazili
radost.
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Veta o hustote prvocisel (dokaz)

Zrejme
21'
it o3 yreNE>3
21:1 2(Z _ 1) — 47 9 -
Preto:
> /3\! 2k
m() < m(2) + 721 4 1,26). 30 (4) <l d=
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