
Prvńı domáćı úkol

Krteček.

Krteček se svými přáteli chce uzdravit myšku a proto potřebuje źıskat
zázračnou rostlinku chamomilu. Chytrá sova mu prozradila, že pokud vyřeš́ı
jeden těžký př́ıklad (v rámečku), tak mu ukáže, kde chamomilla roste.
Zv́ı̌rátka studuj́ı učebnici matematiky, ale zat́ım řešeńı úlohy nevymysleli.

Najděte všechna přirozená č́ısla n, pro která plat́ı rovnost

n+ d(n) + d(d(n)) + · · · = 2025,

kde d(0) = d(1) = 0 a pro k > 1 je d(k) superdělitel č́ısla k (tj. jeho
největš́ı dělitel d s vlastnost́ı d < k).

Pomozte krtečkovi s úkolem, nev́ı si rady, protože nechodil do školy, ale
silně touž́ı myšku uzdravit.

Za vyřešeńı úkolu m̊užete źıskat 6 bod̊u, řešeńı pośılejte na m̊uj e-mail do
14.4.2025.

Řešeńı. Necht’ n = p1 · p2 · · · pk, kde pi jsou prvoč́ısla a

p1 ≥ p2 ≥ p3 ≥ · · · ≥ pk.

Potom

n+d(n)+d(d(n))+· · · = p1·p2 · · · pk+p1·p2 · · · pk−1+p1·p2 · · · pk−2+· · ·+p1+1+0 = 2025.
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Proto

p1 · p2 · · · pk + p1 · p2 · · · pk−1 + p1 · p2 · · · pk−2 + · · ·+ p1 = 2024,

potom

p1 (p2 · · · pk + p2 · · · pk−1 + p2 · · · pk−2 + · · ·+ p2 + 1) = 2024.

Vzhledem k tomu, že 2024 = 23.11.23 a p1 je prvoč́ıslo, tak

p1 = 2 ∨ p1 = 11 ∨ p1 = 23.

Necht’ p1 = 23. Potom

23 (p2 · · · pk + p2 · · · pk−1 + p2 · · · pk−2 + · · ·+ p2 + 1) = 2024,

potom

(p2 · · · pk + p2 · · · pk−1 + p2 · · · pk−2 + · · ·+ p2 + 1) = 88.

p2 (p3 · · · pk + p3 · · · pk−1 + p3 · · · pk−2 + · · ·+ p3 + 1) = 87.

Vzhledem k tomu, že 87 = 3 · 29 a p2 je prvoč́ıslo, tak p2 = 3 ∨ p2 = 29.
Ale p1 ≥ p2, proto p2 = 3. Potom

3 (p3 · · · pk + p3 · · · pk−1 + p3 · · · pk−2 + · · ·+ p3 + 1) = 87,

(p3 · · · pk + p3 · · · pk−1 + p3 · · · pk−2 + · · ·+ p3 + 1) = 29,

p3 (p4 · · · pk + p4 · · · pk−1 + p4 · · · pk−2 + · · ·+ p4 + 1) = 28.

Vzhledem k tomu, že 28 = 22 · 7 a p3 je prvoč́ıslo, tak p3 = 2 ∨ p3 = 7. Ale
p2 ≥ p3, proto p3 = 2. Potom

2 (p4 · · · pk + p4 · · · pk−1 + p4 · · · pk−2 + · · ·+ p4 + 1) = 28,

(p4 · · · pk + p4 · · · pk−1 + p4 · · · pk−2 + · · ·+ p4 + 1) = 14,

p4 (p5 · · · pk + p5 · · · pk−1 + p5 · · · pk−2 + · · ·+ p5 + 1) = 13,

To by znamenalo, že p4 = 13, ale p4 ≤ p3. Proto pro p1 = 23 úloha řešeńı
nemá a podobnou úvahou zjist́ıme, že ani zbylé dvě možnosti k řešeńı neve-
dou.
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