1 BINARNE OPERACIE

S operaciami ste sa stretli uz na zakladnej skole. Teraz tieto vedomosti zovseobecnime. Zac¢neme
s definiciou bindrnej operacie.

Definicia 1. Binarna operacia na mnozine A je zobrazenie mnoZiny A x A do A.

Co to znamena? Ak mame operéciu o na mnozine A a vyberieme fubovolné dva prvky napr. z,y
z tejto mnoziny, tak aj vysledok operdcie x o y musi patrif do mnoziny A. Napriklad klasické
s¢itanie je operdcia na mnozine N, lebo stucet dvoch prirodzenych ¢isel je vzdy prirodzené ¢islo.
Naopak, klasické od¢itanie nie je operaciou na N, lebo napr. 2 € NAS € N, ale 2—5 € N, ale napr.
na mnozine Z uz operaciou je. To, Ze je to zobrazenie, znamend, ze kazdy vzor mé najviac jeden
obraz, v pripade binarnej operacie je vzor usporiadana dvojica. V definicii hovorime o binarnej
operdcii, lebo s bindrnymi operdciami budeme najviac pracovat, preto pokial budeme hovorit
o bindrnej operécii, tak slovo bindrna mozeme vynechat. Okrem bindrnych operacii, pozndme
aj unérne operécie, napr. odmocninu na mnozine nezdpornych realnych ¢isel. Premyslite si, aké
undrne operdcie esSte poznate. A samozrejme, vo vSeobecnosti moézeme n—prvkom z mnoziny A
priradit prvok tejto mnoziny a v takom pripade hovorime o n—Aarnej operacii na mnozine A.

Uz na zdkladnej skole ste si v§imali niektoré pekné vlastnosti s¢itania a ndsobenia, teraz si
tieto pojmy zopakujeme.

Definicia 2. Hovorime, Ze bindrna operdcia o na mnoZine A je komutativna, ak
Ve,y € A: xzoy=you.
Hovorime, Ze bindrna operdcia o na mnoZine A je asociativna, ak
Vr,y,2 € A: (xoy)oz==xo0(yoz).

Klasické scitanie je komutativna, asociativna operacia na N a zrejme aj na Z,Q a R. Rovnako
to plati aj pre klasické nasobenie. Ale pre klasické odé¢itanie to neplati (toto si vyskisajte). Este
si vysvetlime dva dolezité pojmy:

Definicia 3. Nech o je bindrna operdcia na mnoZine A. Ak existuje taky prvok e € A, o ktorom
plati
Va € A:aoce=eoa=a,

tak prvok e nazyvame neutralnym prvkom operdcie o.

Definicia 4. Nech o je bindrna operdcia na mnoZine A a mech e je neutrdlny prvok tejto
operdcie. Ak o prvkoch a,a’ € A plati

/ /
aoa =a oa=e,
tak prvok a' nazgvame inverznym prvkom k prvku a (vzhladom na operdciu o.)

Zrejme klasické s¢itanie ma neutralny prvok 0 (v tomto pripade nezélezi na tom, ¢i pracujeme
na mnozine N, Z, Q alebo na mnoZine R, lebo v Iubovolnej z tychto mnozin plati 0+a = a+0 =
a). K prvkom mnoziny N neexistuji inverzné (opa¢né) prvky vzhladom na klasické s¢itanie, iba
k 0, ta si je sama sebe inverzna. Ako to bude s klasickym s¢itanim a inverznymi prvkami na
mnozinach Z, Q, R? Premyslite si, ako to je s klasickym ndsobenim a neutralnym a inverznymi
prvkami postupne na mnoziniach N, Z, Q, R.

Nasledujici priklad ndm pomdze objasnit vlastnosti operdcii na nekoneénych mnozindch.



Priklad 5. Na mnozine R su definované operdcie:

1. aocb=a+b-1,

2.axb=2-a-b,

3. aAb=a+2-b.

Uréte ich vlastnosti (operdcie +, —, - st klasické séitanie, odcitanie a ndsobenie na R.).

RieSenie. Na tvod si treba uvedomit, ze sa naozaj jednd o operdcie na mnozine R, ¢o znamens,
ze ak mame dve redlne Cisla a,b, tak aj a +b—1,2-a-b,a + 2 - b st redlne ¢isla a si dané
jednoznac¢ne. Teraz sa postupne budeme venovat jednotlivym operdcidm a ich vlastnostiam
(komutativnost, asociativnost, neutralny prvok, inverzné prvky).

1.

2.

e Operacia o je komutativna, lebo

aob=a+b—1=b+a—1=boa.

Vyuzili sme komutativitu klasického séitania.
Operécia o je asociativna, lebo

(aob)oc = (a+b—1)oc = (a+b—1)+c—1 =a+b+c—2=a+(b+c—1)—1=ao(b+c—1) = ao(boc).

Rada pre zaciatoénikov: vyjadrite si (a o b) o ¢, upravte a potom si vyjadrite a o (bo c), upravte a

potom oba vyrazy porovnajte.

Zistime, ¢i operdcia o ma neutralny prvok. Pre neutrdlny prvok e musi platit:
aoe=eoa=a.

Vzhladom k tomu, Ze o je komutativna operacia, tak sta¢i uvazovat len jednu z
uvedenych rovnosti, teda budeme hladat e tak, aby

aoce=a < ate—1=a < e=1€R.

Operacia o ma teda neutrdlny prvok e = 1 na mnozine R.

Este zistime, ¢i ku kazdému prvku z R existuje vzhladom k o inverzny prvok. Teda
budeme zistovat, & vidy existuje o’ tak, aby

/ /
aoa =a oca=e€e=1.

Znovu vyuzijeme komutativitu, teda budeme pracovat len s jednou z uvedenych
rovnosti:

acd =1 & a+d —-1=1 < a+d =2 < d =2—a.

Vzhladom k tomu, Ze pre kazdé redlne &fslo a je aj 2 — a redlne &fslo, tak inverzny
prvok existuje ku kazdému prvku z R, vzhladom na operéciu o.

e Operacia * je komutativna, lebo

a*xb=2-a-b=2-b-a=bxa.

e Operacia * je asociativna, lebo

(axb)yxc=(2-a-b)xc=2-(2-a-b)-c=4-a-b-c=2-a-(2-b-c)=ax(2-b-c)=ax(bxc).



e Zistime, ¢i operdcia x m4 neutrdlny prvok. Vzhladom k tomu, Ze x je komutativna
opericia, tak budeme pokracovat ako v predchddzajicom pripade, teda budeme
hladaf e tak, aby

axe=a < 2-a-e=aqa.

Pri vyjadreni e musime mysliet na to, Ze a by mohlo byt aj nulové. Ak a # 0 potom

1
2-a-e=a <— 625'

Ak a = 0 tak vlastne riesime rovnicu
2:0-e=0,

ktorej riesenim je Iubovolné redlne ¢islo a teda aj % Preto operéacia x ma neutralny
prvok e = % Vidy treba skontrolovat, ¢i je neutralny prvok z mnoziny, na ktorej je
operacia definovana. Keby operdcia x bola definovana na mnozine celych ¢isel, tak
by neutralny prvok nemala.

e Este zistime, ¢ ku kazdému prvku z R existuje, vzhladom k %, inverzny prvok. Znovu

vyuzijeme komutativitu, teda budeme riesit rovnicu:

*a 1<:>2a' 1<:> o1
axa = — ‘a-a = — a-a = —.
2 2 4

Podobne, ako pri hladani neutralneho prvku, aj teraz musime rozlisit dve moznosti.

Ak a # 0, tak a/ = Tlav ¢o je v tomto pripade realne ¢islo. Ak a = 0, tak dostaneme

rovnicu 0-a’ = %, ktord na mnozine R nem4 rieSenie. Preto inverzny prvok, vzhladom
k operacii *, existuje pre vSetky prvky z mnoziny R \ {0}.

e Operacia A nie je komutativna, lebo napr.
1A2=142-2=5, ale 2A1=2+2-1=4.

Rada pre zaciatocénikov: Ako ndjst protipriklad? Niekedy poméZe metéda "pozriem a vidim”, to sa
teraz dalo uplatnit. Ale mohli sme si vyjadrit aAb = a+2-b, bAa = b+ 2-a a potom tieto vijrazy
porovnat a ndsledne hladaf také a,b, pre ktoré je aAb # bAa.

e Operacia * nie je asociativna, lebo napr.
(IA2)A3=(1+2-2)A3=5A3=5+2-3=11,
ale
1A(2A3) =1A(2+2-3)=1A8=1+2-8=1T7.
e Zistime, ¢i operacia A m4 neutrdlny prvok. Vzhladom k tomu, Ze A nie je komu-
tativna operdcia, tak musime vysSetrif obe rovnosti:
alde=a AN elAa=na.
Teda
ade=a <= a+2-e=a <= 2-e=0 < e¢=0.

Ale
eAa=a < e+2-a=a < e= —a.

V prvom pripade sme dostali jeden vysledok e = 0, pre Iubovolné a € R, ale v
druhom pripade je e zavislé od a, ¢o by znamenalo, ze kazdy prvok by mal svoj



vlastny neutralny prvok (ku kazdému prvku by existoval iny neutralny prvok), ale
ked’ si pozorne prec¢itame definiciu, tak zistime, Ze neutralny prvok musi byt spoloény
pre vetky prvky mmnoziny, na ktorej pracujeme. Preto operdacia A neméa neutrdlny
prvok.

e Vzhladom k tomu, Ze operdcia A nemd neutrdlny prvok, tak nemé zmysel uvazovat
o inverznych prvkoch.

Na jednoduchej ulohe si teraz vysvetlime operacie na koneé¢nych mnozinach.
Priklad 6. Ndjdite vetky operdcie na mnozine {0,1} a urcte ich vlastnosti.

Riesenie. Najskor si musime premysliet, kolko je takychto operacii. Je vyhodné a aj prehladné,
zapisovat vysledky operdcii na koneénych mnozindch do operaénych tabuliek, tzv. Cayleyho
tabuliek. Prvky danej mnoziny zapiSseme do zdhlavi tabulky, tak, ako sme to robili pri tabulkach
reldcii. Do vnitra tabulky zapisujeme vysledky operacie takto:

x| 0 1
0]0x0 Ox1
1]1x0 1x1

Teraz by uz nemal byt problém odpovedat na otdzku, kolko takychto operacii existuje. Pocet
je taky, ako pocet vSetkych tabuliek, ak v ich vnutri st vzdy Styri hodnoty a pre kazdu z nich
méame dve moznosti (vysledok operdcie x moze byt v tejto tlohe len 0 alebo 1). Takze vSetkych
moznost{ je 24 = 16. My si postupne vypiseme vietkych 16 operaénych tabuliek a budeme sa
venovat ich vlastnostiam. Niektoré vlastnosti sa daji z tabulky rychlo vyéitat, niektoré ndm
daju viac zabrat. Komutativita patr{ k tym prijemnejsim. Ak je operacia komutativna, tak pre
vietky prvky plati, Ze a xb = b a, teda tabulka takejto operacie je symetricks podla diagondly
prechadzajicej znakom operécie.

* | 0 1
0 0x0 0x1=1%x0
1|11x0=0x1 1x1

Podobne prijemné je aj hladanie neutrdlneho prvku. Z definicie vieme, Ze ak existuje taky
prvok e € A, o ktorom plati
Va€ A: axe=exa=a,

tak e je neutralnym prvkom danej operacie. To znamena, ze v riadku, aj v stipci takéhoto prvku
sa presne zopakuje zahlavie tabulky. Nech je napr. v nasom pripade 0 neutralnym prvkom,
potom tabulka bude takéto:

|0 1
00 1,
1)1

pricom 1% 1 € {0,1}. Ak bude neutrdlnym prvkom 1, potom tabulka bude takéto:

*]0 1
0.. 0,
110 1

pricom 0% 0 € {0,1}.
Ak k prvku a existuje inverzny prvok a’, tak potom je

/ /
axa =a *a=e,



pricom e je neutrdlny prvok. Teda ak a a a’ st k sebe inverzné, tak prvok e je ako vysledok
umiestneny symetricky v tabulke na miestach a x a’,a’ x a. Napr. v nasledujicej tabulke je 0
neutralny prvok a 1 je sama k sebe inverznd. V tabulke

* |0 1

010 1

171 0

je neutralita prvku 0 zrejmé z prvého riadku a Stipca, inverznost prvku 1 k sebe samému je
vyznacena ¢ervenou. Md prvok 0 inverzny prvok? Pozorne si pozrite riadok a stl})ec, ktory nule
prishicha. Vzhladom k tomu, Ze 0% 0 = 0, je 0 sama sebe inverznym prvkom.

Pre lepsiu ndzornost to este ukdzeme na mnozine {0, 1,2,3}. Nech prvok 2 je neutralny a
prvok 1 bude inverzny k prvku 3 a naopak. V tabulke

*[0 1 2 3

0 0
1. . 1
210 1 2 3
3 3

je neutralita vyznac¢end modrou, inverznost cervenou. Ako je to s inverznym prvkom k ne-
utrdlnemu proku? Existuje vidy? Vzhladom k tomu, Ze ak e je neutrdlny prvok operdcie o, tak
z neutrality plynie eo e = e a z toho dostdvame, Ze e je vidy sam sebe inverznym prvkom.

Ak opericia nemd neutralny prvok, nemodze mat ani inverzné prvky. Kolko moéze mat
operécia neutralnych prvkov? Kolko moze maf prvok inverznych prvkov?

Asociativita bude problematickd, bude treba vyskusat vSetky mozné trojice, ¢o v naSom
pripade (pri dvojprvkovej mnozine) je len 8 trojic, pri viacprvkovych mnozindch ten pocet
prudko rastie. Kolko je vsetkych trojic napr. pri trojprvkovej mnoZine?

Teraz postupne prejdeme vsetkych 16 moznych operacii:

* |0 1

010 0 Je komutativna, asociativna (v tomto pripade je overenie
110 0 obzvast jednoduché), nemd neutrdlny prvok.

x| 0 1
0[1 0 Je komutativna, nie je asociativna ((0* 1) x1 # 0« (1% 1)),
110 0 nemd neutralny prvok.
x| 0 1
0[0 1 Nie je komutativna, nie je asociativna ((I1x1)x1 # 1%(1x1)),
110 0 nemd neutralny prvok.
* |0 1
0]0 Nie je komutativna, nie je asociativna ((1x1)*1 # 1%(1x1)),
111 0 nemd neutralny prvok.
* |0 1
0|0 O Je komutativna, ma neutrdlny prvok, e =1, 1 je sama sebe

110 1 inverzna, 0 nemé inverzny prvok. Asociativitu overime pre
vsetkych osem trojic:



0=0x(0%0 0x0)x0=0, 0=1%x(0%0)=(1%x0)%x0=0,

(0%0) = (0%0) (0%0) = (1%0)

0=0x(1%0)=(0%x1)x0=0, 0=0x(0%1)=(0*1)x0=0,
0=1x(1%x0)=(1%x1)x0=0, 0=1x(0%x1)=(1%x0)x1=0,
0=0x(1%x1)=(0*x1)x1=0, 1=1x(1x1)=(1r1)*1=1.

Vsimnite si, aky vplyv na vysledok ma to, ze sa v trojici nachadza neutralny prvok a zamyslite
sa nad tym, ktoré trojice netreba kvoli komutativite kontrolovat.

* |0
0o[1 1 Nie je komutativna, nie je asociativna ((0x0)x0 # 0%(0%0)),
110 0 nemd neutralny prvok.
* |0 1
01 0 Nie je komutativna, nie je asociativna ((0x0)*0 # 0% (0%0)),
111 0 nemé neutralny prvok.
* 10 1
0/1 0 Je komutativna, asociativna (overte a vyuzite komutati-
110 1 vitu), mé neutrdlny prvok, e = 1, 1 je sama sebe inverznd a
0 je tiez sama sebe inverzny prvok.
x| 0 1
00 1 Je komutativna, asociativna (overte a vyuzite komutati-
111 0 vitu), mé neutrdlny prvok, e = 0 a 0 je inverznym prvkom
sama sebe, 1 je inverznym prvkom sama sebe.
*]0 1
010 1 Nie je komutativna, je asociativna (overte a sktste n4jst
110 1 v tomto pripade SikovnejSie zddvodnenie ako skuSanie
vSetkych moznosti), nem4 neutrdlny prvok.
x| 0 1
010 O Nie je komutativna, je asociativna (overte a skiste ndjst
111 1 v tomto pripade Sikovnejsie zdovodnenie ako skuSanie
vietkych moznosti), nem4 neutralny prvok.
*]0 1
011 1 Je komutativna, nie je asociativna ((1x0)*0 # 1+ (0x0)),
111 0 nemd neutralny prvok.
*]0 1
011 1 Nie je komutativna, nie je asociativna ((0x0)x0 # 0%(0%0)),
110 1 nemé neutralny prvok.




* |0 1

01 0 Nie je komutativna, nie je asociativna ((0x0)x0 # 0%(0%0)),
111 1 nemd neutralny prvok.

> [0
0|0 1 Je komutativna, asociativna (overte a vyuzite komutati-
111 1 vitu), méd neutralny prvok, e = 0 a 0 je sebe aj inverznym

prvkom, ale 1 inverzny prvok nema.

[0
01 1 Je komutativna, asociativna (v tomto pripade je overenie
111 1 obzvast jednoduché), nemd neutrélny prvok.

Tento priklad bol sice zdfhavy, ale sndd prispel k lepsiemu objasneniu operdcif na kone¢nych
mnozinach. Teraz uz asi nikoho neprekvapi nasledujice tvrdenie.

Veta 7. Bindrna operdcia (na mnozine A) md najviac jeden neutrdlny prvok.

Doékaz. Tvrdenie dokdZzeme sporom, teda budeme predpokladat, Ze opericia, nazvime ju o,
bude mat dva rézne neutrélne prvky e a f. Potom

e=eof=foe,
lebo f je neutralny prvok. Ale aj e je neutralny prvok, preto
f=foe=eolf.
Potom
e=eof=/F

¢o je v spore s tym, ze e a f sd rozne.
Rada pre zaciatoénikov: Komu ani dokaz nepomohol pochopit, Ze neutrdlny prvok méze byt len jeden, mozno mu
poméze ak si skisi vyplnit operaéni tabulku pre napr. stvorprvkovii mnoZinu tak, aby tam vznikli dva neutrdine
proky, sice sa mu to nepodari vyplnit, ale jednoznacénost neutrdlneho prvku mu to objasni.

Vzhladom k tomu, Ze asociativita je naro¢nejsia, tak jej budeme venovat zvysentd pozornost.

Priklad 8. Zistite, ¢i su nasledujice operdcie asociativne:

x |0 1 2 3 x [0 1 2 3 [0 1 2 3 |0 1 2 3
00 0 0 O 00 1 2 3 00 1 2 3 0j]0 1 2 3
171 1 1 1 110 1 2 3 171 2 2 2 111 0 0 O
212 2 2 2 210 1 2 3 212 2 2 2 212 0 0 O
313 3 3 3 310 1 2 3 313 2 2 2 313 0 0 O

Riesenie. Postupne sa budeme venovat jednotlivym operdcidm (tabulkdm):
e Vsimnime si, ako funguje operacia x1. Zrejme
0x10=0x11=0x2=0%x3=0,
1%x0=1x1=1x2=1%x3=1,

a takto by sme mohli pokracovat. Vysledkom tejto operacie je vzdy prvok, ktory je vlavo,
takze keby sme aj roznym spdsobom uzdtvorkovali fubovolny pocet prvkov, vysledkom
by bol prvok, ktory bude zapisany najviac vlavo, teda umiestnenie zatvoriek nem4 na
vysledok vplyv, operacia x; je asociativna.



e Podobne funguje aj operacia %9, vysledkom tejto operacie je vzdy prvok, ktory je vpravo,
teda umiestnenie zatvoriek nema na vysledok vplyv, operacia xo je asociativna.

e Opericia x3 ma neutralny prvok a ak budeme kontrolovat asociativnost, tak trojice, v
ktorych je aspon jeden vyskyt neutrdlneho prvku (jeho umiestnenie v danej trojici nie
je podstatné, na ukdzku uvddzame jedno z moznych umiestneni) asociativitu nikdy ne-
porusuju. Lebo (e je neutralny prvok)

(eca)ob=aob A eo(aob)=aob.

Teda sa sta¢i zamerat len na trojice, ktoré neutralny prvok neobsahuji. Tie ale v pripade
operacie x3 davaju vzdy vysledok 2 a preto umiestnenie zatvoriek vysledok neovplyvni,
operacia %3 je asociativna.

e Opericia x4 m4 tiez neutralny prvok, preto sa stac¢i zameraf len na trojice, ktoré neutralny
prvok neobsahuji. V tomto pripade to sice zdanlivo vyzerd rovnako ako pri operécii s,
aj v tomto pripade su vysledky vo zvysku tabulky vSetky rovnaké, ale tentokrat je tym
vysledkom préave neutralny prvok 0 a vd'aka tomu je napr.

(1*41)*42:0*42:2, ale 1*4 (1*42) = 1*402 1,
teda umiestnenie zatvoriek vysledok ovplyvnilo, operacia x4 nie je asociativna.

Priklad 9. Premyslite si (bez toho, aby ste museli skisat vietky moznosti), preco je operdcia
* asociativna:

w N = O F
W N = OO
W N = ==
W NN NN
W W W W w

Ako sme mohli v predchddzajicich tlohéch vidiet, asociativitu nevieme tak jednoducho
z tabulky vyé¢itat ako napr. komutativitu. Aspon Eiastotne ndm v tom poméha nasledujiice
tvrdenie.

Veta 10. Nech o je asociativna operdcia na mmnozZine A a nech e je meutrdlny prvok tejto
operdcie. Potom ku kazdému prvku a € A existuje najviac jeden inverzng prvok.

Doékaz. Tvrdenie dokdZzeme sporom, teda budeme predpokladat, Ze operdcia, nazvime ju o,
bude asociativna, jej neutrdlny prvok oznaéime e a bude existovat prvok, ozna¢ime ho a, ktory
bude mat dva rozne inverzné prvky ai, as. Potom z neutrality prvku e vyplyva

a; = ajoe,

dalej pre inverzny prvok ag plati
aoag =e

a po dosadeni a uplatneni asociativneho zakona dostavame
ap=ajoe=ajo(aocay) = (ajoa)oay =eoas = as.

Co je v spore s tym, Ze a1 a as s rozne.



Toto tvrdenie treba spravne pochopit. Je délezité si v&imnut, Ze sa jedna o implikdciu a nie
o ekvivalenciu. Teda, ak nejaka operacia ma pre kazdy prvok maximélne jeden inverzny prvok,
tak to eSte neznamend, ze je nutne asociativna. Naopak, stac¢i, ak aspon jeden prvok ma viac
ako jeden inverzny prvok, asociativita je porusens. Toto sme mohli vidiet pri operdcii x4. Pre
lepsie pochopenie uvddzam nasledujici priklad.

Priklad 11. Ndjdite operdciu na mnozine {0,1,2,3}, ktord md neutrdlny prvok, ku kazdému
prvku md najviac jeden tnverzny prvok a nie je asociativna.

Riesenie. Vzhladom k tomu, Ze hladdme operdciu na koneénej mnoZine, budeme hladat jej
opera¢nt tabulku. Najskor vyplnime riadok a stlpec pre neutralny prvok. My sme zvolili e = 0,
ale rovnako tispesni by sme boli aj pri inej volbe.

N DN
W w

W N~ O %
w N~ OO

V d'alsom kroku budeme ,kazit“ asociativitu, ale tak, aby sme k Zziadnemu prvku nevyrobili viac
ako jeden inverzny prvok. Takze si vyberieme trojicu, ktord pokazi asociativitu, napr. chceme,
aby

(Ix1)*2# 1% (1x2).

Aby sme nevyrobili ,,vela“ inverznych prvkov, staci ak nebudeme 0 pouzivat ako vysledok vo
volnych polickach tabulky (toto si premyslite). Teraz sa budeme venovat vysledku na lavej
strane nerovnosti. Ak zvolime napr. (1% 1) = 2, tak po dosadeni zistime, Ze este musime urcit
2% 2. Teda

(Ix1)*x2=2%2.

Mozeme zvolif napr. 2 x 2 = 3, potom bude
(Ix1)x2=2x2=3.

Tieto vysledky zapiseme do tabulky

N DN
wW|w

W N~ O X
w N~ OO
V]

Mohli sme vysledok 1x1 zvolit lubovolny? Ako by to dopadlo, keby sme to uréili takto 1x1 = 17
Teraz budeme uréovat vysledky na pravej strane. Najskor potrebujeme uréit vysledok 1x2. Tento
vysledok v tabulke eSte nemdme, dokonca ho moézeme zvolit Tubovolne a vzdy by sme este boli
schopni asociativitu pokazif a zdroven nevyrobit vela inverznych prvkov. Rozoberieme vietky
moznosti:

e ak 1x2 =0, potom pre pravd stranu mame 1 x (1 x2) = 1x0 =1 # 3. (asociativitu sme
pokazili, a ziaden inverzny prvok sme nevyrobili, napriek tomu, ze 12 = 0.)

e ak 1 x2 =1, potom pre pravi stranu mame 1 x (1 x2) = 1x 1 =2 # 3. (asociativitu sme
pokazili, a ziaden inverzny prvok sme nevyrobili.)



e ak 1 %2 = 2, potom pre pravu stranu mame 1 x (1 x2) = 1 x2 = 2 # 3. (asociativitu sme
pokazili, a ziaden inverzny prvok sme nevyrobili.)

e ak 1x2 =3, potom pre pravi stranu mame 1% (1x2) = 1x 3. Teraz stac{ dat 1x3 # 3 a
opat bude asociativita pokazend, a Ziaden inverzny prvok nevyrobime.

Vidime, Ze iloha mé viac rieSeni, jedno z nich je v tabulke:

1
1

3
3

W N~ O ¥
W N = oo
W = NN

Ciernou farbou je vyznaceny riadok a stipec neutralneho prvku, éervenou sme vyznacili vysledky
lavej strany, modrou vysledky pravej strany a zelené vysledky uz moézu byt takmer Tubovolné.
Premyslite si, aké mozu, resp. nemozu byt tie zelené vysledky, aby sme tilohu splnili.

Velmi peknym rieSenim tejto tilohy je nasledujiica operacia na mnozine {0, 1,2, 3}.

w N = O F
W N = OO
W w O
W O W NN
S W W Wwlw

Neutralny prvok je 0, kazdy prvok je sém sebe inverzny a operacia nie je asociativna, lebo napr.
2x(3%3) # (2x3)%3. Navyse, toto riesenie sa d4 zovieobecnit pre n— prvkovi mnozinu nasledovne.
Najmensi prvok bude neutrélny, kazdy prvok bude sdm sebe inverzny (teda na diagondle bude
v kazdom policku neutrdlny prvok) a zvySok tabulky vyplnime najvacsim prvkom.
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2 ALGEBRY S JEDNOU OPERACIOU

2.1 GRUPOIDY A PODGRUPOIDY

V tejto kapitole sa budeme venovat réoznym matematickym struktiram s jednou operdciou,
vSeobecne sa nazyvaju algebry. Prvou z nich budu grupoidy.

Definicia 12. Usporiadani dvojicu (G, o), kde G je neprdzdna mnoZina a o je bindrna operdcia
na mnozine G, nazyvame grupoidom. MnozZinu G nazjvame nosicom a operdciu o operdciou
grupoidu.

Grupoid je teda struktira s jednou operaciou, napr. o, pricom od danej operacie neocakavame
ziadne Specidlne vlastnosti, okrem uzavretosti na svojom nosi¢i G, teda

Va,be G:aobed.

Napriklad (N, +) je grupoid, ale (N, —) nie je grupoid. Pokial existuje takd podmnozina nosica
G, 7ze operdcia o je na nej uzavretd, dostaneme podstruktiru grupoidu G.

Definicia 13. Hovorime, Ze grupoid (H,o) je podgrupoidom grupoidu (G, o), ak plati:
« HCG,
e Va,be H:aobe H.

Poznamka 14. Zrejme H je neprdzdna mnozina, lebo (H,o) musi byt grupoid. Dalej, kazdyj
grupoid je svojim podgrupoidom.

Na ozrejmenie tohto pojmu ndm poslizi jednoduchd tloha.

Priklad 15. Nech M = {0,1,2}. Uréte tabulkou operdciu o tak, aby grupoid (M, o) mal
e prave 1 podgrupoid,
e prdave 2 podgrupoidy,
e prave 3 podgrupoidy.

Riesenie. Postupne vyriesime jednotlivé podilohy.

e Prave 1 podgrupoid

Zrejme sa jedné o pripad, ked jedinym podgrupoidom bude prave (M, o). Teda musime
,pokazit“ vietky jednoprvkové a dvojprvkové podgrupoidy. To znamend, ze 000 # 0, 1ol #
1,202 # 2. Tymto sme zabranili jednoprvkovym podgrupoidom. Podobne musime zabranit
aj dvojprvkovym. Napr. ak nechceme aby ({0, 1}, 0) bol podgrupoid, tak aspon jeden z
vysledov 0 00,001,1 00,101 musi nadobudnit hodnotu 2. Kolko méZe byt vsetkych
dvojprvkovych podgrupoidov? Okrem ({0,1},0) st este dva: ({0,2},0) a ({1,2},0). Aj
tieto dva potrebujeme ,,pokazit“. Prvy z nich pokazime napr. tak, ze bude 0x2 = 1 ¢ {0, 2}.
V druhom pripade sta¢i napr. 22 =0 ¢ {1,2}. Potom jeden z moznych grupoidov je:




Vo vseobenosti, ak chceme skonstruovat grupoid s jedinym podgrupoidom, tak staéf
vhodne vyplnit diagondlu. Vhodne v tomto pripade znamend, Ze do prvého riadku na
diagondle ddme druhy prvok (poradie prvkov médme uréné zahlavim), do druhého riadku
na diagondlu ddme treti prvok, teda do n. riadku ddme (n + 1). prvok a do posledného
riadku ddame na diagondlu prvy prvok.

Prave 2 podgrupoidy

Zrejme okrem podgrupoidu (M, o), musi mat aj nejaky d'alsi podgrupoid. Napr. ({0}, o).
Teda vsetky ostatné jednoprvkové a dvojprvkové podgrupoidy musime ,pokazit“. Potom
jedna z moznosti je:

Prave 3 podgrupoidy

Okrem podgrupoidu (M, o), musi mat dalsie dva. Tu ale nemdzeme vybrat Iubovolné
dva podgrupoidy. Ak by sme zvolili napr. ({1,2},0) a ({0,2},0), tak zistime, Ze to nie je
mozné zariadit. Totiz, v takomto pripade by sme museli ,pokazit“ vsetky jednoprvkové
podgrupoidy a aby sme nestratili podgrupoid ({1,2},0), museli by sme polozit 101 =
2 a202 = 1. Tymto sme vSak uz ,pokazili“ podgrupoid ({0,2},0). Premyslite si to.
Aby ndm nevznikali takéto problémy, je najjednoduchsie volit jednoprvkové podgrupoidy.
Vysktsajte si to. Dalia vhodna volba mozu byt podgrupoidy ({1,2},0) a ({1},0). V
tomto pripade je rieSenim napr.:
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2.2 GRUPY

Pri grupoidoch sme od operécie pozadovali len uzavretost, teraz sa budeme venovat algebram,
ktorych operéacie maju rozne pekné vlastnosti.

Definicia 16. Usporiadani dvojicu (G,o), kde G je neprdzdna mnozina a o je asociativna
operdcia na mnozine G, nazgvame pologrupou. MnozZinu G nazijvame nosicom a operdciu o
operdciou pologrupy.

Priklad 17. Prikladom pologrupy je ((O, 1), -), pricom - je klasické ndsobenie. Treba si uvedo-
mit, Ze ak x,y € (0,1), tak aj sicin x -y € (0,1) a klasické ndsobenie je asociativna (aj ko-
mutativna) operdcia, teda spl/ﬁa vsetky poziadavky z predchddzajicej definicie, je to pologrupa,
dokonca komutatina pologrupa. Dopadlo by to rovnako aj v pripade ((O, 1),+)7 Odpoved’ je
zdpornd, totiZ ((0, 1), —l—) nie je ani grupoid.

Definicia 18. Pologrupa s neutrdlnym prvkom sa nazijva monoid.

Priklad 19. Ak v predchddzajicom priklade trochu zmenime nosié, tak dostaneme monoid.
Zrejme ((O, 1), ) je grupoid (teda operdcia - je na danom nosic¢i uzavretd), navySe operdcia -
je asociativna a 1 je jej neutrdlnym prvkom. Preto je ((0, 1), ) monoid, dokonca komutativny
monoid. Ktoré proky z (0,1) maji inverzné proky, vzhladom na operdciu -?

Definicia 20. Monoid, v ktorom ku kaZdému prvku existuje inverzny prvok, sa nazyjva grupa.
Grupa s komutativnou operdciou sa nazyva komutativna alebo Abelova grupa.

Poznamka 21. Zrejme ((O, 1), ~), z predchddzajuceho prikladu, nie je grupa, lebo napr. % nemd
inverzny pruok.

Poznamka 22. Premyslite si, aké vlastnosti md algebra ((0,1),-).

Priklad 23. Nech A = Z a operdcia o je dand takto: a ob = a + b — 2. Zistite, ¢i (A,o) je
grupa.

RieSenie. Musime dokdzat, Ze operacia o je uzavretd na A, je asociativna, ma neutralny prvok
a ku kazdému celému ¢islu existuje inverzny prvok.

e Uzavretost: Ak a,b € Z, potom aj aob=a+b— 2 € Z, teda o je uzavretd na Z.
e Asociativnost: Nech a,b,c € A, potom:
(aob)oc=(a+b—2)oc=(a+b—-2)+c—2=a+b+c—4,
a(oboc)=ao(b+c—-2)=a+(b+c—2)—2=a+b+c—4.
Teda (aob) oc=a(oboc)
e Neutralny prvok: M4 platift aoe = eoa = a, teda
aoce=a+e—2=a=e=2A2¢cZ,
eca=et+a—2=a=e=2N2cZ.

V oboch pripadoch ndm vysiel ten isty neutrdlny prvok, teda operdcia m& neutralny
prvok e = 2. To, ze ndm v oboch pripadoch vysiel ten isty neutralny prvok, nie je asi
prekvapujice, operdcia o je komutativna a teda stacilo vyriesit len jednu z uvedenych
rovnic.
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e Inverzné prvky: Nech a € A, potom md platif aoa’ = a’ oa = e, teda
aod =2=a+d -2=2=d =4—-ac?Z,
a rovnako to dopadne aj v druhom pripade:

doa=2=d+a—-2=2=d =4—acZ.

Teda (A,0) je grupa. Dokonca je Abelova (komutativna). Komutativnost sme neoverovali a
dokonca sme ju ani nevyuzili pri hladani neutrélneho prvku, ¢ inverznych prvkov. MoZete
skusit tento dokaz vylepsit aplikdciou komutativity. Inspirovat sa mozete v priklade 5. v ¢asti
1.

Priklad 24. Pre pekny priklad na koneéni grupu sa vrdtime k reldciam ekvivalencie. Ak je na
mnozine Z dand reldcia = nasledovne:

a=b < 3|(a—0),
tak uz vieme, Ze = je reldcia ekvivalencie na Z a faktorovd mnoZina je Z/= = {0,1,2}. Tiito

mnozinu znacime Zs a nazyvame ju mnozina zvyskovych tried po delent tromi. Na tejto mnoZine
zavedieme operdciu, @z takto:

w

rol = ol P
N = O I
= Ol Nl DO

Sl D] =

Ako vlastne pocitame? Ak chceme napr. uréit 1 ®3 1, tak vykondme klasické scitanie a teda
dostaneme 1 + 1 = 2, kedZe 2 ddva po deleni tromi zvysok dva, zapiseme to do prislusného
policka tabulky. Dalej napr. 2 @32 =1, lebo 2+ 2 = 4 a 4 ddva po deleni tromi zvysok 1. Z
tabulky vidime, Ze ® je uzavretd na svojom nosici, dalej 0 je neutrdlny prvok a ku kazdému proku
existuje inverzny prvok. Asociativita vyplijva z asociativity klasického séitania. Velmi podobne
vytvorime operdciu ©s.

®3 01 2
0|0 0 O
110 1 2
2 10 2 1

Teda znovu ndsobime klasicky a ako vysledok berieme zvysok po deleni tromi. Zrejme (Z3, @3)
je grupoid. Vzhladom k tomu, Ze vychddzame z klasického ndsobenia, tak je ®3 asociativna
operdcia, teda (Z3, @3) je pologrupa. Z tabulky vieme d'alej zistit, Ze 1 je neutrdlny prvok. Teda
(Zg, @3) je monoid, ale ked’Ze k 0 neexistuje inverzny prvok, tak to nie je grupa. Keby sme vsak
nosi¢ upravili na Zs \ {0}, tak by sme grupu dostali. Keby sme pracovali na Zy, tak pre operdciu
P4 by sme dostali rovnaky vysledok, ako pri Zs. Ako to bude s operdciou ©47 PomédzZeme si
tabulkou.

@4‘GT§§
00 0 0 O
110 1 2 3
210 2 0 2
310 3 2 1

Znovu sme dostali komutativny monoid, ale v tomto pripade nedostaneme grupu, ak budeme
ako novy nosié wvazovat Z4 \ {0}. Preéo to pri Zs fungovalo a pri Zy uZ nefunguje? Problém je
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v tom, Ze 3 je prvocislo a teda mimo “nulového”riadku a stlivca sa 0 ako vysledok nevyskytuje,
preto po vynechani nulového riadku a stl/pca, dostaneme grupoid (s dobrijmi vlastnostams).

Zhrnutie. Nech n € N, potom (Zn,@) je komutativna grupa. Nech p je prvocéislo, potom
(Zp \ {0}, @) je komutativna grupa.

Priklad 25. Peknym prikladom mnekomutativnej grupy, je grupa permutdcii trojprvkovej
mnoZiny s operdciou skladania. Najskor si musime urcéit nosi¢ tejto struktiry. Vypiseme vsetky
permutdcie trojprvkovej mnoziny, napr. {1,2,3}:

3

3 )

12 3 12 3 1
f1:(1 5 3>>f2=<1 3 2)7f3:<2

12 3 12 3 12 3
f4:(2 3 1>’f5:<3 1 2>’f6:(3 2 1)'

Na jednotlivé permutdcie sa mézeme divat ako na zobrazemia, napr. fi =
{[1,1],[2,2],[3,3]}, f2 = {[1,1],[2,3],[3,2]}... f6 = {[1,3],]2,2],[3,1]}. Potom mnosi¢ tejto
algebry je {f1, fa, ..., f6}. Permutdcie budeme skladat tak, ako zvycajne skladdme zobrazenia.
Ako skladame? Napr. foo fy dostaneme takto: V zobrazeni fy je obraz 1 ¢islo 2 a éislo 2 v zob-
razeni fo md obraz ¢islo 3. Teda obraz ¢isla 1 v zobrazeni fs o fy je ¢islo 3. Podobne dostaneme
obraz ¢isla 2: obraz 2 v fy je ¢islo 3 a ¢islo 3 md v fa obraz ¢islo 2, teda (fa2o f4)(2) = 2. Teraz
uZ ani nemusime zistovat obraz ¢isla 3, ten je uz urceny jednoznacne a je to (fao f1)(3) = 1.
Teraz vyplnime operaéni tabulku.

ol fi fo fz3 fi f5 fe
Nl fh fo fs fa fs fe
ol fo i fs fo f35 fa
s\ fs fa fi fo fo S5
fol fa fs fo 5 fi fo
Is|fs fo fo f1 fo f3
fe | fe fs fa f3 fo S

Ll NV

Zrejme ({fl, fo, ... 7fG},o) je grupoid (z tabulky vidime uzavretost), fi je neutrdlny prvok, ku
kazdému prvku existuje inverzniy prvok. Ako je to s asociativnostou? Nie, nebudeme skisat
vsetky mozné trojice. VyuZijeme to, ¢o sme sa naucili pri reldcidch, odkial vieme, Ze skladanie
reldcii je asociativne a Ze kazdé zobrazenie je reldcia. Teda ({fl, fo,..oy fel}, o) je nekomutativna
grupa.

Mozno ste si uz v8imli v opera¢nych tabulkdch, Ze grupy st podobné ako sudoku, v kazdom
riadku a stlpci sa kazdy prvok vyskytuje prave raz. V grupéch totiz plati zdkon o kraten{ (pravy
aj lavy).

Veta 26. Nech (G, o) je grupa. Potom pre lubolné a,b,c € G plati

aoc=boc = a=0b

coa=cob = a=0b.

Premyslite si, ktoré vlastnosti grupy st nutné, aby zdkon o krateni (pravy aj lavy) platil.
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2.3 PODGRUPY

Podobne ako sme pri grupoidoch sktimali ich podgrupoidy, tak sa budeme venovat aj
podstruktiram grap.

Definicia 27. Ak je H podgrupoid grupy G grupou, nazijvame ho podgrupou grupy G.

Poznamka 28. Predchddzajicu definiciu treba chdpaf tak, Ze operdcia grupy G je uzavretd na
mnoZine H a pre kazdyj prvok z mnoziny H plati, e do H patri aj jeho inverzny prvok (vzhladom
na operdciu grupy G ).

Na ozrejmenie problematiky uvadzame niekolko 1loh na podgrupy koneénych grip.

Priklad 29. Ndjdite vsetky podgrupy grupy (Zs,®4):

G0 1 2 3
010 1 2 3
1012 380
212 3 0 1
313 0 1 2

RieSenie. Vyuzijeme poznatky o podgrupoidoch, zrejme grupa (Z4,®4) ma tieto podgrupo-
idy: ({0}, ®4), ({0,2},®4), ({0,1,2,3},®4). Posledny z nich je urcite grupa, lebo je totozny so
(Z4,®4). Dalej, ({0},®4) je tiez grupa, lebo ma jediny prvok, ktory je neutrélny a zdroven
sam sebe inverzny. Podgrupoid ({0,2},®4) je tiez grupa, prvok 0 je neutrélny a prvok 2 je
sdm sebe inverzny, asociativnost nie je treba overovat (podgrupoid ju ,zdedi*). Teda vsetky tri
podgrupoidy si podgrupami.

Priklad 30. Ndjdite vsetky podgrupy grupy (Zs,®s):

o~ oD
mNQ:
S WO |~
~ S M|

RieSenie. Grupa (Zs,®3) mé tieto podgrupoidy: ({0}, ®3), ({0, 1,2}, ®3). Vsetky tieto pod-
grupoidy st podgrupami (zdévodnenie je podobné ako v predchadzajicom priklade).

Priklad 31. Ndjdite vsetky podgrupy grupy permutdcii trojprvkovej mnoZiny.

Riesenie. Tato grupa ma tieto podgrupoidy:

({f1},0), {1, fa}, 0)s ({ f1, f3}:0), (L f1, fe}, 0), ({ f1, fa, f5}, 0)s ({f1s f2, f35 fa, f5, f6}, ©).

Vsetky tieto podgrupoidy si podgrupami.

Doteraz sme sa venovali len podgrupam koneénych grip. Ako hladat podgrupy grupy s
nekoneénym nosicom nam ukazuje nasledujice tvrdenie. Toto tvrdenie samozrejme plati aj pre
konecéné grupy.

Veta 32. Nech H je neprdzdna podmnozina mnoziny G. (H, o) je podgrupou grupy (G, o) vtedy
a len vtedy, ked plati:
Va,be H:aob ' € H,

pricom b~1 je inverzny prvok k pruku b.
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Priklad 33. Dand je grupa (Z,+) a mnozina H = {3-z;x € Z}. Dokdzte, Ze (H,+) je podgrupa
grupy (Z,+).

RieSenie. Stac¢i dokdzat, Ze pre Iubovolné a,b € H je
a+b'eH.

Nech a,b € H. Potom
Ip,q€Z: a=3p,b=3¢,b"! =—-3q.

Vypocitame
a+b1=3p+(=3¢) =3(p—q).

Zrejme p — q € 7 a preto 3(p — q) € H, teda (H,+) je podgrupou (Z,+).
Pomocou podgrupy vieme nasledujticim sposobom urobit rozklad nosi¢a grupy.
Definicia 34. (Rozklady podla podgrupy:)
e Lavy rozklad grupy G podla podgrupy H je mnoZina
{aH: a € G},
kde mnoziny aH = {a-h: h € H} sa nazjvaji Yavé triedy rozkladu.
e Pravy rozklad grupy G podla podgrupy H je mnoZina
{Ha: a € G}
kde mnoziny Ha = {h-a: h € H} sa nazjvaji pravé triedy rozkladu.
Priklad 35. Uréte lavy a pravyj rozklad grupy (Zs, ®4) podla podgrupy ({0,2}, ®4).
Riesenie. Budeme postupovat podla definicie, teda triedy l'avého rozkladu st
0®4{0,2} = {0®40,0®4 2} = {0,2},
194{0,2} ={1®40,1®42} ={1,3},
23440,2} ={2®40,2®42} ={2,0},
334{0,2} ={3440,342} ={3,1}.
Podobne uréime aj triedy pravého rozkladu
{0,2} ©4 0= {04 0,2d, 0} = {0,2},
{0,2} &4 1={0®41,2®4 1} = {1, 3},
{0,2} ©42={0®42,2®4 2} = {2,0},

{0,2} ®43 = {0 @®43,2 Py 3} = {3,1}.

A teda lavy aj pravy rozklad je {{0,2},{1,3}}. Vo vSeobecnosti sa tieto rozklady rovnat ne-
musia, ¢o uvidime v d’alsom priklade. Najskor sa vSak pozrieme, ¢o nam takéto rozklady o
podgrupe prezradia.
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Definicia 36. Podgrupa (H,o) grupy (G,o) sa nazjva normélna podgrupa, ak pre lubovolné
a€ G, heH plati: aohoa™' € H.

To, & je podgrupa normadlna, vieme zistit aj pomocou lavého a pravého rozkladu podla danej
podgrupy.

Veta 37. Ak je lavy a pravy rozklad grupy G podla podgrupy H rovnaky, tak H je normdlna
podgrupa.
Poznamka. Kazda podgrupa komutativnej grupy je normalna. Podgrupy nekomutativnych

grip nemusia byt normélne.

Priklad 38. Ukazte, Ze podgrupa ({f1, f2},0) grupy vsetkych permutdcii trojprvkovej mnoziny
nie je normdalna.
Riesenie.

e Zrejme f3' = fyateda fyo foo f' = fso fao fs = fio fs= fo & {1, fa}, o je v spore
s tym, ze by ({f1, f2},°) mohla byt normdlna podgrupa.

e To, 7e ({f1, f2},°) nie je normdlna grupa, sa da ukézaft aj tak, ze porovname pravy a lavy
rozklad grupy podla tejto podgrupy. Uréime triedy lavého rozkladu podla tejto podgrupy

fiodfi fo} = {fio fi, fio fo} = {1, fo},

faod{fi, fo} ={f20 fi, f20 fo} = {fo, fi},

fso{fi, f2} ={f30 fi, fso fo} = {fs, fu},

fao{fi, fo} = {fao f1, fao fo} = {fu, f3},

fso{fi, fo} ={fs 0 f1, f50 fo} = {f5, fo},

food{fi, fot = {feo f1, fo o fo} = {f6. f5}-
Teda lavy rozklad je {{f1, fo}, {f3, fa}, {[f5, f6} }-

e A pravé triedy rozkladu dostaneme takto

{flan}ofl = {floflanOfl} = {flan}a

{fi,fo} o fa={fi0 fo, f20 fo} = {fo, f},
{fi, fayofs ={fio fs, fao f3} = {f3, f5},
{f1, fo} o fa={f10 fu, f20 fa} = {fu, fe},
{fi,fayofs ={fiofs, fao f5} = {fs f3},

{f1, foy o fo = {fio fe, f20 fo} = {f6, fa}-
Pravy rozklad je {{f1, fo},{f3, f5},{f4, fe}}, teda je iny ako Tavy, ¢o poukazuje na to, ze
sa nejedna o normalnu podgrupu.

MozZno si pozorny ¢itatel uz vsimol, Ze v naSich tlohéach o koneénych grupéach, maji vady
podgrupy taky pocet prvkov, ktory je delitelom poctu prvkov grupy. Toto nie je ndhoda a
funguje to pre Iubovolné grupy a ich podgrupy.

Veta 39. (Lagrangeova veta) Poéet prvkov podgrupy je delitelom poétu prvkov grupy.
Poznamka 40. Ako mézeme takito informdciu vyuzit? Napriklad, ak mdme trindstprokovi
grupu, tak vieme, Ze jej podgrupy si len jednoprvkové a trindstprvkové, teda iné podgrupoidy
nemusime skimat. Dokaz tejto vety vyuZiva zdkon o krdtent.
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3 HOMOMORFIZMY

V tejto kapitole sa budeme venovat vztahom medzi roznymi algebraickymi struktirami. Budeme
sktimat, ¢i st rozne, alebo v istom slova zmysle rovnaké. Ked si vSimneme nasledujice dve
struktiry, zadané tabulkami

|0 1 ola b
010 1 ala b
11 O blb a

tak bez dlhsieho skiimania zistime, Ze staci v prvej tabulke 0 prepisat na a, 1 na b a z prvej
struktiry by sme dostali druhti. Teda by sme mohli vziat zobrazenie f: {0,1} — {a, b}, pricom
by platilo, ze f(0) = a, f(1) = b. Toto zobrazenie je bijekcia (medzi nosi¢mi uvedenych struktur)
a jeho aplikovanim sa dand Struktira v podstate nezmeni. Samozrejme, nie vzdy vieme takéto
zobrazenie najst tak lahko a rychlo, niekedy sa to dokonca ani ned4.

Definicia 41. Nech (A,*), (B, o) su algebry rovnakého typu. Nech h: A — B je také zobrazenie,

Ze pre lubovolné a,b € A plati
h(a*b) = h(a) o h(b),

tak h sa nazyva homomorfizmus algebry A do algebry B.
o Ak h je injektivny homomorfizmus, hovorime, Ze h je monomorfizmus.

o Ak h je surjektivny homomorfizmus, hovorime, Ze h je epimorfizmus.

Ak h je bijektivny homomorfizmus, hovorime, Ze h je izomorfizmus.

Ak h je homomorfizmus algebry A do A, hovorime, Ze h je endomorfizmus.

o Ak h je izomorfizmus A na A, hovorime, Ze h je automorfizmus.

V nasledujicich tilohdch sa budeme venovat izomorfizmom na algebrach s koneénymi nosi¢mi.

Priklad 42. Ndjdite izomorfizmus (ak existuje) medzi grupoidmi dangmi tabulkami:

0
1
1

NN~

1
0
0

~ Q| X
S DS
~ | O

RiesSenie. V tomto pripade najdeme izomorfizmus rychlo, lebo operacia x priradi kazdej dvojici
z {0,1} hodnotu 0, naopak operécia o priradi kazdej dvojici hodnotu 1. Teda h(z) =1 — z je
izomorfizmus medzi nimi, lebo

h(axb) =h(0)=1-0=1.

A podobne
h(a)oh(b) = (1 —a)o(1—0)=1.

Priklad 43. Ukdste, Ze medzi grupoidmi danymi nasledujicimi tabulkami

~ QX
~N QD
S |~
~ O O
S =D
S |~

nie je mozné ndjst homomorfizmus.
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Riesenie. Budeme predpokladat, Zze taky homomorfizmus existuje. Ak by sme polozili
h(0) =0, tak
h(0)oh(0)=000=1 A h(0x0)=h(0)=0,

teda by neplatilo
h(0x0) = h(0) o h(0).

Ak naopak polozime h(0) = 1, potom
h(0%0)=h(0)=1 A h(0)oh(0)=101=0,

¢o zase porusuje podmienku homomorfizmu. Ziadna d’alsia moznost pre h(0) uz neexistuje, teda
nemoze existovat ani homomorfizmus.

Priklad 44. V kapitole o grupdch sme zistili, Ze ak n € N, tak (Zn,@n) je Abelova grupa.
Rowvnako, ak p je prvocislo, tak (Zp\{()}, G)p) je Abelova grupa. Teda ak z mnoZiny Zr; vyhodime
0 a pouZijeme operdciu ndsobenia, dostaneme Abelovu grupu a (ZG, 696) je tiez Abelova grupa.

|0 1 2 8 4 5 or |1 2 8 4 5 6
010 1 2 3 § 5 111 2 3 4 5 6
1011 2 38 4 5 0 212 4 6 1 3 5
212 38 4 5 0 1 513 6 2 5 1 4
518 4 5 0 1 2 J14 1 5 2 6 3
414 5 01 2 3 515 8 1 6 4 2
515 01 2 38 4 616 5 4 3 2 1

Otdzka znie, ¢i sme dostali dve naozaj rozne Sestprvkové grupy, alebo ¢i sa dd ndjst izomorfizmus
medzi (Z7 \ {0}, ©7) a (Ze, ®s)-

RieSenie. Odpovedou na tiito otdzku je zobrazenie f: Zg — Z7 \ {0} dané takto: f(0) =
1,f(1)=3,f(2) =2,f(3) =6, f(4) =4, f(5) =5. Teda (Z7 \ {0}, ®7) a (Z¢, D¢) st izomorfné.

Ako hladat zobrazenie f? Treba si uvedomit, Ze neutralny prvok z prvej mnoziny by sa mal
zobrazit na neutralny prvok druhej mnoziny (teda f(0) = 1) a potom si treba vSimnut inverzné
prvky, aby sa zachovalo to, ze obraz inverzného prvku bude inverzny prvok obrazu prvku (toto si
dobre premyslite). V prvej tabulke je okrem neutralneho prvku len prvok 3 sdm sebe inverzny,
v druhej tabulke je takymto prvkom (okrem neutrélneho) prvok 6 (teda f(3) = 6). Potom
napr. v prvej tabulke st 2 a 4 navzajom inverzné a rovnako je to aj v druhej tabulke, teda
prva volba padla na f(2) = 2, f(4) = 4, zvySok sme dour¢ili opat podla inverznych prvkov.
Volba f(2) = 2, f(4) = 4, viak nemusela vo vieobecnosti byt tispesnd, v takom pripade by sme
vyskuasali iné dvojice navzajom inverznych prvkov, v tomto konkrétnom pripade by sme vzali
f(2)=4a f(4)=2.

Ako skontrolujeme, Ze sme naozaj nasli izomorfizmus? To, ze f je bijekcia, je zrejmé. Este
treba skontrolovat, ¢ je splnend vlastnost homomorfizmu, teda, ¢i pre lubovolné dvojice plati

fla®eb) = f(a) ©7 f(b).

Obe operacie siu komutativne, navyse ak a = 0V b = 0 (teda ak aspon jeden z prvkov je
neutralny), tak dostaneme

f0®6b) =f(0) A f(0)©7 f(b) =107 f(b) = f(b).
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Teda staci skontrolovat ”len” vietky dvojice zo zvysnych 5 prvkov. Ind moznost je, Ze aplikujeme
zobrazenie f na prvi tabulku, teda prepiSeme v nej vietky 0 na 1, 1 na 3 atd’. a potom ju
porovname s druhou tabulkou, ¢ st totozné. Po prepisani dostaneme

e(1 3 2 6 4 5
111 3 2 6 4 5
313 2 6 4 5 1
212 6 4 5 1 3
616 4 5 1 3 2
414 5 1 3 2 6
515 1 3 2 6 4

T4to tabulka este potrebuje zasah, je potrebné poprestvat riadky a stipce tak, aby hodnoty v
zahlaviach v riadku a stlpci boli usporiadané vzostupne. Po presune dostaneme (Z7 \ {0}, @7).
Nasledujuci priklad nam priblizi homomorfizmy na nekoneénych mnozinach.

Priklad 45. Zrejme (R, +), (R™T,-) si grupy, dokonca Abelove. Potom h: R — R™ h(x) = €*
je homomorfizmus medzi nimi, lebo:

h(a+b) = e = ¢ . et = h(a) - (b).
Ked si uwvedomime, Ze h je bijekciou R na RT, tak vidime, Ze sa jednd o izomorfizmus.
Priklad 46. Ndjdite epimorfizmus (ak existuje) medzi (Z4, @4) a (Zg, EDQ).

RieSenie. Nagou tlohou bude teda ndjst homomorfizmus, ktory je surjektivny. Teda budeme
hladaf zobrazenie f: {0,1,2,3} — {0,1} tak, aby

fla®4b) = f(a) @2 f(b),

pricom pre vietky prvky z {0,1} mus{ existovat vzor z {0, 1,2, 3}.

Zrejme musi byt f(0) = 0 alebo f(0) = 1, ind moznost nemo6ze nastat. Budeme sa najskor
venovat prvej moznosti (f(0) = 0) a pozrieme sa na f(1). Tu opat plati, ze f(1) = 0 alebo
f(1) = 1. Takze rozoberieme postupne obe moznosti

e Nech f(0) = 0 a f(1) = 0. Teraz pomocou vlastnosti homomorfizmu budeme urcovat
obrazy pre ostatné prvky Z4. Teda, ak f je homomorfizmus, musi platit

fAeal) = f(1) @2 f(1),

po dosadenti je
fA@s1)=f(2) A f1) @2 f(1)=0820=0,
teda
f(2) =0.
Podobne dostaneme aj f(3), lebo

f(1@42) = f(1) @2 f(2),

po dosadenti je
fA@s2)=FB) A f(1) @2 f(2) =0@20=0,

teda

f(3)=0.
To znamenad, ze sme dostali zobrazenie, ktoré nie je surjektivne a preto to nie je epimor-
fizmus.
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e Nech f(0) =0 a f(1) = 1. Podobne ako v predchédzajicom pripade, musi platit

fA®a1) = f(1) @2 f(1),
po dosadenti je
fAes)=f(2) AN [ @2 f(1)=1821=0,
teda
f(2)=0.
Podobne dostaneme aj f(3), lebo

fA®a2) = f(1) @2 f(2),

po dosadenti je
fA@a2)=f3) A fH@2f(2)=1620=1,
teda
fB3)=1

Toto zobrazenie je surjektivne, este vak musime skontrolovat, ¢ rovnost

fla®ab) = f(a) @2 f(b),

plati pre vsetky dvojice z {0,1,2,3}. Teraz tych dvojic nie je vela, navySe operacie si
komutativne, s neutrdlnymi prvkami. Teda vyberame dvojice len z prvkov {1, 2,3}, ¢o je
3-3 = 9 dvojic, vd aka komutativite staci skontrolovat len 6 dvojic (tri dvojice st také, ze
a = b, pre zvysné tri plati a # b).

Ale mozeme sa na celtd tlohu pozrief aj inak. Vsimnite si, Ze parnym ¢islam zobrazenie f
priradilo hodnotu 0 a nepdrnym 1. Teda staci skontrolovat len ako dopadne obraz sictu
dvoch parnych, dvoch neparnych prvkov a potom este obraz stic¢tu dvoch prvkov s opaé¢nou
paritou. Toto si dobre premyslite.

Priklad 47. Ndjdite epimorfizmus (ak existuje) medzi (Zs, ®3) a (Zz, ®2).

RieSenie. Budeme predpokladat, Ze taky epimorfizmus existuje, teda sktsime ho najst. Zrejme
pre f(0) mdzu nastat len dve moznosti (podmienky sii rovnaké ako v predchddzajicom priklade,
len namiesto Z4 mdme teraz Zs) f(0) = 0 alebo f(0) = 1. Najskor sa budeme venovat prvej
moznosti, nech teda f(0) = 0. Potom pre f(1) opét dostaneme dve moZnosti a obe ich postupne
vysSetrime.

e Nech f(0) =0 a f(1) = 0. Potom, ak f je homomorfizmus, musi platit
fLes1) = f(1) @2 f(1),

po dosadenti je
fAezl)=f(2) N f(1)@2 f(1)=0®20=0,

teda

f(2)=0.
To znamenad, ze sme dostali zobrazenie, ktoré nie je surjektivne a preto to nie je epimor-
fizmus.
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e Nech f(0) =0a f(1) = 1. Potom

fesl) = f(1) @ f(1),

po dosadenti je
fAesl)=f(2) A fQ)@2f(1)=0820=0,

teda
f(2)=0.
Teraz sme dostali surjektivne zobrazenie a este musime skontrolovat, ¢i rovnost

fla®3b) = f(a) @2 f(b),

plati pre vsetky dvojice z {0,1,2}. Teda by to malo platit aj

f(2@32) = f(2) @2 f(2),

ale
f2832)=f(1)=1 A f(2)&2f(2)=0820=0.

Takze f je sice surjektivne zobrazenie, ale nie je to homomorfizmus.

e Este ndm ostala moznost f(0) = 1. Pozrime sa, ¢o by ndm tdto moznost priniesla. Pre
homomorfizmus musi platit

f(0®30) = f(0) B2 £(0).
Pre ttito moznost dostdvame
fO®30)=f(0)=1 A [f(0)D2 f(0)=1@21=0,

teda f nie je homomorfizmus (a preto nemoze byt ani epimorfizmus) a zdroven sme uz
vycerpali vSetky moznosti, teda epimorfizmus medzi (Zg, 69) a (ZQ, EB) neexistuje.

Premyslite si, pre aké m,n € N ezistuje epimorfizmus medzi (Zn, EBn) a (Zm, EBm). Dalej si
premyslite, ¢ vobec malo v predchddzagficej tilohe zmysel skisat moznost f(0) = 1.

Predpokladdm, Ze uvedené tlohy dostatoéne objasnili podstatu hladania izomorfizmov a
epimorfizmov. Konstrukcie zvysnych typov homomorfizmov, teda monomorfizmu, endomorfizmu
a automorfizmu, st velmi podobné.
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4 KONGRUENCIE

Uz na zékladnej skole pri zlomkoch ste sa stretli s relaciou ekvivalencie, len ste si to neuvedomili.
Zlomky % a % sa rovnaju (samozrejme sa rovnaji aj s mnohymi dalsimi) a tak by sme mohli
reldciu ekvivalencie na mnozine Z x NT definovat tak, ze dve dvojice [m,n], [m’, n'] st v rel4cii,
ak sa rovnaju zlomky %, 7;:—,/, faktorovd mnozina by obsahovala vsetky zlomky v zdkladnom
tvare. A samozrejme, ak budeme zlomky napr. sé¢itovat, tak vysledok sa nezmeni, ak namiesto
% + % séitame % + 1%, oba vysledky budt z tej istej triedy. Podobne je to aj napr. pri nasobeni.
Presne na takomto principe je zalozeny aj posledny, dolezity pojem tohto tematického celku.

Definicia 48. Nech (X, o) je algebra, R je ekvivalencia na X. Potom R je kongruencia na X
ak plati:
[a,b] € RA[e,d] € R=[aocc,bod] € R.

Ingmi slovami, reldcia kongruencie alebo kongruencia je ekvivalencia na algebre (napr. grupe),

ktord dobre funguje so vsetkymi operdciami na tejto algebre. Teda ak si operandy na rovnakom

mieste po dvoch ekvivalentné, potom musia aj visledky operdcie byt ekvivalentné.
Problematiku si objasnime na nasledujticich prikladoch.

Priklad 49. Zistite, ¢i relicia = dand takto
a=b < 6[(a—b),
je kongruencia na mnozine Z vzhladom na klasické séitanie.

Riesenie. Zrejme (Z, —|—) je Abelova grupa a relacia = je ekvivalencia na mnozine Z (toto sme
uz riesili v predchédzajicich kapitolach). Vsimnime si rozklad mnoziny Z, dany ekvivalenciou
=. Rozklad ma 6 tried a dve celé ¢isla st spolu v jednej triede, ak davaji rovnaky zvySok po

deleni Siestimi. Jednotlivé triedy oznacime postupne 0, 1,2, 3,4, 5, pricom ¢islo a € Z je prvkom
triedy i <= 3k € Z: a = 6k + i. Podla definicie kongruencie uz zostéva overit len to, & plati

[(a=b)A(c=d)] = (a+c=b+d).
Tvrdenie dokdzeme priamo. Teda nech je splneny predpoklad
a=bAc=d,
potom podla definicie reldcie = plati
6|(a — b) A 6|(c — d).

Potom
6|[(a—b)+ (c—d)],

po vhodnej tprave dostaneme
6|[(a+c)— (b+d)],

¢o je ekvivalentné s tym, ze
at+c=b+d.

Teda = je kongruencia na mnozine Z vzhladom na klasické s¢itanie.
Co to znamend? Pokial nds pri s¢itovani dvoch ¢isel zaujima len aky zvySok po delen{ Siestimi
d4va vysledok, tak nemusime s¢itovat tie dve zadané &fsla, ale len ich zvysky po deleni Siestimi.
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To znamend, Ze zo (Z, —i—) sa presunieme do (Z@, 696), ¢im si tlohu zjednodusime (teda aspon
ti, ktor{ neradi pracuji s velkymi ¢islami). Potom si vystacime s touto tabulkou:

3 4 5

G w = oD
U W= oo
RS, SR ICRE R
S, N I
OO Ol A W
WM R O Ul
B W N = O ot

Teraz si ilohu trochu skomplikujeme.
Priklad 50. Zistite, ¢i reldcia = dand takto
a=b < 6|(a —b),
je kongruencia na mnozine Z vzhladom na klasické ndsobenie.
Riesenie. Podobne ako v predchiadzajiicej tilohe treba zistit len to, & plati
a=bANc=d=a-c=b-d.
Tvrdenie dokdzeme znovu priamo. Teda nech je splneny predpoklad
a=bAc=d,
potom podla definicie reldcie = plati
6](a — b) A 6|(c — d).
Teraz musime urobit jeden umely krok. Zrejme ak 6|(a — b) = 6|c - (a — b), potom

6|[c-(a—Db)+b-(c—d),

po tuprave
6’[c-a—c-b—|—b-c—b-d],
teda
6|[c-a—b-d],
¢o je ekvivalentné s tym, ze
a-c=b-d.

Teda = je kongruencia na mnozine Z vzhladom na klasické nisobenie.
Co to znamend v tomto pripade? V podstate to isté, ¢o v priklade 49., akurdt pre operaciu
nésobenia, teda namiesto v (Z,-) budeme pocitat v (Zg, ®g) a vystacime si s touto tabulkou:

G |0 1 2 3 4 5
0|0 0 0 0 0 O
110 1 2 3 4 5
210 2 4 0 2 4
310 3 0 3 0 3
4 10 4 2 0 4 2
510 5 4 3 2 1

Studenti, ktorf riesili matematicki olympiddu, sa uz s tymto urcite stretli, a zrejme poznaji
aj nasledujicu definiciu.
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Definicia 51. Hovorime, Ze dve ¢isla a,b € 7 si kongruentné, ak ich rozdiel je delitelnyj ¢islom
m, ktoré nazgvame modul (m|(a —b)). Formdlne

a=b (modm).

Poznamka 52. Predchddzajice priklady mézeme preto zovseobecnit. Zrejme v reldcii = by sme
¢islo 6 mohli zamenit za lubovolné iné prirodzené ¢islo m. Potom

b (mod m) _

d  (mod m) } = a+c=b+d (modm).
teda = je kongruencia na (Z,+).
Podobne aj

b (mod m)
d (mod m)

a
Cc

} = a-c=b-d (modm).

teda = je kongruencia aj na (Z,-).

Vyuzitie tejto kongruencie je najma v tedrii ¢isel, na ilustraciu uvadzam nasledujici priklad.
Priklad 53. Aké su posledné dve éislice ¢isla 312342

Riesenie. Posledné dve cifry ¢isla urcuje zvysok po deleni ¢islom 100, preto pouzijeme kongru-
enciu s modulo 100. Vzhladom k tomu, Ze

a — p = (CL _ b)(an—l + an—2b + an—3b2 ot bn—l)
a vieme, ze a = b (mod m) znamen4, ze p|(a — b), dostdvame
a=b (modm)=a"=0" (modm),

preto budeme postupne umociovat &slo 3 a budeme hladat takd mocninu, ktord konéf na 01.

Zrejme
32=9 (mod 100),

3'=9.9=81 (mod 100),
32=81-81=61 (mod 100),
319=61-9=49 (mod 100),
320=49-49=1 (mod 100).

Ako ndm tdto informdcia poméze? Vyuzijeme, ze 1™ = 1 a 1234 = 61 - 20 + 14 a teda 3'?3* =
(320)61 . 314, Potom
(320)61 =161 =1 (mod 100),

31231 =3 (mod 100),
314=49.81=69 (mod 100),

preto uvedené ¢islo koné¢i dvojéislim 69.

Poznamka 54. Koho tdto iloha zaujala, tak si méze vyhladat Eulerovu vetu, pomocou ktorej
by sme mocninu &isla 3, ktord je kongruentnd s 1 dokdzali ndjst efektivnejsie.
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Vztah medzi kongruenciami a normalnymi podgrupami vyjadruji nasledujtice tvrdenia.

Veta 55. Nech (G,0) je grupa, R je kongruencia na G. Nech 1 € G je neutrdlny prvok v G.
Potom H = [1]gr = {x;z € G Az, 1] € R} je normdlna podgrupa grupy G.

Zmysel tohto tvrdenia ukazeme na nasledujicom priklade.

Priklad 56. Na mnoZine permutdcii mnoziny {1,2,3} urcte reldciu R tak, aby R bola kongru-
encia na tejto mnoZine vzhladom na operdciu skladania (vieme, Ze sa jednd o grupu, oznacéme
ju (G,0)) a potom podla predchddzajiceho tvrdenia ndjdite podgrupu grupy (G,o) a overte, Ze
je normdlna.

Riesenie. Toto je pomerne ndro¢n4 tiloha, obzvlast pre zaciato¢nikov. Musime néjst relaciu R,
ktord bude relaciou ekvivalencie na mnozine { f1, f2, ..., f¢} a zdroven bude platit pre ITubovolné
fi? f] 3 fmv f’n

[fi,fj] € RA [fms fnl € R=[fio fm, fio fa] € R,

teda R je kongruencia. Spominant grupu permutécii si pripomenieme opera¢nou tabulkou (vy-
robili sme ju priklade 25.):

o | fi fo fs fi f5s fe
Nl fa fs fa 5 fo
ol fo i fs fo f35 fa
s fs fa fr fo fo fs
fol fa f5 fo 5 fi fo
s fs fo fo f1 Jo fs
fe | fo fs fo f3 fa fi

Nie je problém vyrobif reldciu ekvivalencie na tejto mnozine, sta¢i vyrobit Tubovolny rozklad,
napr. {{f1, fo, 3}, {f1, f5, f¢}}. Tento rozklad m4 dve triedy, mézeme ich oznacit takto: fi, f4
a teraz by sme mali skontrolovat, ¢i tato reldcia je aj kongruencia. Teda musime zistit, & napr.
plati, ze ak zoberieme Tubovolny prvok z triedy fi a Iubovolny prvok z triedy f4 vysledok bude
vzdy z tej istej triedy. Vyskisame to. V§imneme si, Ze napr.

fiefi AN fi€fs AN fiofi=fi€ fa,
f2e€fi AN fs€fs N frofs=fs€ f1.

Toto je ale poruSenie toho, ¢o od kongruencie pozadujeme. To znamend, Ze uvedeny roz-
klad neindukuje ti sprdvnu reldciu ekvivalencie. Vyskisame iny (sndd vhodnejsi) rozklad
{f1, f1, fs3{f2, f3, fé}}. Rozklad m4a opit len dve triedy, mozeme si ich oznacit fi, fo. Pre
lepsiu nézornost si v tabulke vyznacime prvky tychto tried réznymi farbami, prvky z fi budd
vyznatené Gervenou, tie z fo Giernou:

o | f1 fo fs Ji f5s fe
il fo fs fo fs fe
fal fo 1 fs fo f3 Ja
31 fs fr fr fo fo fs
Jol fa f3 fo f5 [1 Jfe
fs|fs feo fo Ji fa f3
fe | fo 5 fo f3 fo fi

A teraz budeme vypliiaf tabulku pre ({f1, f2},0), teda budeme kontrolovat, & sme uz koneéne
dostali kongruenciu.
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Ako takito tabulku vyplnime? Zopakujeme si definiciu kongruencie a uvedomime si, ¢o
znamend. Tabulka bude mat len dva riadky a stfpce, teda potrebujeme uréit vysledky
fiofi, fio fa, fao fi, f2o fo. Najskor uréfme fi o fi, pozrieme si v tabulke vietky také vysledky,
kde st obe f;, fj z fi, to znamend, Ze st vyznacené Eervenou farbou. Vidime, ze vietky takéto
vysledky st cervené, teda st z triedy fi, preto fi o fi = fi. Podobne uréime aj fi o fa, teda
sa pozrieme, aké su vysledky, ak lavy operand je ¢erveny a pravy ¢ierny-teda sledujeme riadky
prisltichajice k ¢ervenym a stfpce k ¢iernym vstupom. VSetky takéto vysledky su cierne, teda
z triedy fo. Takto uréime aj zvysné dva vysledky a dostaneme tabulku

Vdaka tomu, ze sme boli schopni tito tabulku jednoznac¢ne vyplnit (teda sa nestalo, ze by
sme pri niektorom policku dostali ¢erveny aj Cierny vysledok zarover), médme skontrolované,
ze reldcia dand rozkladom {{f1, f1, f5}{f2, f3, fe}} je kongruencia. Teraz eSte musime najst
podgrupu, ktord bude podla vety 55. normélna. Do tejto podgrupy patria také prvky, ktoré
su v tej istej triede rozkladu ako neutralny prvok pévodnej grupy. Neutralny prvok je fi, teda
podgrupa H = {f1, f1, f5} je normélna. Ak to chceme skontrolovat, musime urobit lavy a pravy
rozklad podla tejto podgrupy a pre normdlnu grupu sa oba rozklady rovnaji. Skontrolujte si
to a premyslite si, preco sa v tomto pripade d4 dopredu oc¢akavat pozitivny vysledok, napriek
tomu, ze poévodnd grupa nie je komutativna.

Veta 57. Nech (G,o) je grupa, H C G je jej nmormdlna podgrupa. Potom relicia R =
{[z,y;z,y € GAy Loz € H} je kongruencia na G.

Priklad 58. Vyberte si lubovolni normdinu podgrupu grupy (Zs,®4) a podla predchddzajiceho
tuordenia ndjdite reldciu R a overte, Ze sa jednd o kongruenciu na Zy.

RieSenie. 7Z prikladu 29. vieme, Zze grupa (Z4,®4) ma tieto podgrupy:
({0}, ®4), ({0,2}, ®4), ({0,1,2,3},®4). Této grupa je komutativna, preto vsetky jej pod-
grupy sd normdlne. Vyberieme si podgrupu ({0,2}, ®4) a aplikujeme predchddzajice tvrdenie.
Teda treba skontrolovat, ktoré dvojice do reldcie R patria a ktoré nepatria. Napr. dvojica
[0,0] € R, lebo 0 € Zy4, inverzny prvok k 0 je 0 a

064 0=0 € {0,2}.

Podobne zistime, ze aj dvojice [1, 1], [2, 2], [3, 3] patria do R. Podrobne vysvetlime dvojicu [1, 1].
Zrejme 1 € Z4, inverzny prvok k 1 je 3 a

3@41=0c¢{0,2}.
Naopak, napr. dvojica [0,1] € R, lebo 0,1 € Z4, inverzny prvok k 1 je 3 a

3@¢40=3¢1{0,2}.
Takto postupne zistime, ze R = {[0,0],[1,1],[2,2],[3,3],[0,2], [2,0],[1, 3], [3,1]}. Zrejme reldcia
R je reldciou ekvivalencie (overte si to). Rozklad mnoziny Z, vzhladom k R je {{0,2},{1,3}},

faktorovd mnozina Z, /g = {0,1}. Treba este overit, ze plat{

[a,b] € RA[c,d] € R= [a®4c,bDyd] € R.
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teda z tabulky pre (Z4, ®y4)

Ps 10 1 2 3
0 (0 1 2 3
111 2 3 0
212 3 0 1
313 0 1 2

vytvorfme tabulku pre ({0,1}, ®)

Ako tito tabulku vyrdbame? Podobne ako v predchddzajicom priklade. V tabulke pre (Z4, ®y4)
su ¢ervenou farbou vyznacené prvky z triedy 0, prvky z triedy 1 si vyznacené ¢iernou farbou. Ak
mame vyplnit v tabulke pre ({0,1},®) napr. vysledok 0 0, tak si pozrieme vsetky vysledky
pre Cervené séitance v tabulke pre (Z4,®4). Vo vsetkych pripadoch je vysledok ”cerveny”,
teda prislusné policko vieme jednoznacne vyplnit a vpiSeme tam 0. Podobne postupujeme aj pri
vyplitovani zvy$nych troch policok. Ked'ze bol vzdy vysledok jednoznaény, mame skontrolované,
ze R je kongruencia.

Definicia 59. Nech (G,0) je grupa, H C G je jej normdlna podgrupa. Nech relicia R =
{[z,y];2,y € GAy tox € H} je kongruencia na G (to, Ze R je kongruencia uZ vieme z vety
57.). Potom grupa tried grupy G vzhladom na normdlnu podgrupu H sa nazijva faktorovou
grupou a oznacuje sa G/H.

Poznamka 60. V priklade 58. je faktorovou grupou ({0,1},®). Vsimnite si, Ze ({0,1},®) je
izomorfnd s grupou (ZQ, 692).

Poznamka 61. V priklade 49. sme mali faktorovi mnozinu Z/= = Z¢ = {0,1,2,3,4,5}. Zistili
sme, Ze reldcia = je kongruencia vzhladom na klasické scéitanie na Z, teda teda (ZG,@g) je
faktorovd grupa. K akej normdlnej podgrupe podla vety 57. bola tdto kongruencia vytvorend?
Vsimnite si podgrupu H = {6 - k: k € Z}. Ukdzte, Ze je to naozaj podgrupa (ndvod ndjdete
v priklade 33.). To, Ze je to nmormdlna podgrupa vypljva z toho, Ze (Z, —1—) je komutativna a
prepojenie s reldciou = plynie z vety 57.
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5 ULOHY NA PRECVICENIE

5.1 OPERACIE
1. Na mnozine A = {a,b, ¢} definujte (tabulkou) operéciu, ktora je

(a) komutativna a asociativna,
(b) komutativna, ale nie je asociativna,
(¢) asociativna, ale nie je komutativna,

(d) nie je ani komutativna, ani asociativna.

Vysledky: Napr.:

x | a b ¢ * | a b c x |a b ¢ * | a b c
a c c c a a b c a a b c a a c c
) b c c c b) b b a a °) b a b c d) b b a c
c c c c c c a a c a b c c c b c
2. Na mnozine Z si definované operacie
(a) aob=a+b+1,
(b) axb=2a+0b,
(c) aAb = a® + b3
(d) axb=a+b—a-b.
Urcte ich vlastnosti.
Vysledky: a)o je komutativna, asociativna, m4 neutralny prvok e = —1, ku kazdému prvku z Z existuje inverzny prvok —2 — a, b) *

nie je komutativna, nie je asociativna, nemd neutralny prvok, teda ani inverzné prvky, ¢c) A je komutativna, nie je asociativna, nemd

neutrdlny prvok, teda ani inverzné prvky, d) * je komutativna, asociativna, ma neutrdlny prvok e = 0, inverzny prvok existuje len

a
a—1

pre tie a € Z, pre ktoré je zlomok celé ¢islo.

3. V ktorych z nasledujucich pripadov je skladanie funkcii operacia na F'?

(a) F' je mnozina vsetkych konstantnych funkeif,
(b) F je mnozina vsetkych linedrnych funkcii,

(¢) F je mnozina vSetkych kvadratickych funkeii.

Vysledky: a) jednd sa o operdciu, b) jednd sa o operdciu, c) nejednd sa o operédciu. Treba si dobre uvedomit definiciu operacie a

uvedomit si, Ze napr. v €asti a) treba zistit, &i zlozenim dvoch linedrnych funkcii, bude opét funkcia linedrna.

4. Na intervale (0,1) definujeme operdciu x; nasledovne: a x; b = max{a,b}. Rozhodnite o
pravdivosti tvrdenia: Operécia 1 je asociativna na (0,1). Svoju odpoved zdovodnite.
Vysledky: Tvrdenie je pravdivé, pri zdé6vodneni mézete postupovat rozobranim vietkych moznosti pre vstupy vzhladom na ich klasické

usporiadanie.

5. Na intervale (0,1) definujeme operdciu % nasledovne: a x2 b = min{a, b}. Rozhodnite o
pravdivosti tvrdenia: Operéce %o je asociativna na (0, 1). Svoju odpoved zdovodnite.
Vysledky: Tvrdenie je pravdivé, pri zdé6vodneni mézete postupovat rozobranim vietkych moznosti pre vstupy vzhladom na ich klasické

usporiadanie.

6. Na mnozine NT definujeme operaciu *3 nasledovne: a x3 b = NSD{a,b}. Rozhodnite o
pravdivosti tvrdenia: Operdcia %3 je asociativna na NT. Svoju odpoved zddévodnite.

Vysledky: Tvrdenie je pravdivé, pre zdévodnenie mbzete vyuzit asociativitu minima.
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7. Na mnozine Nt definujeme operdciu x4 nasledovne: a x4 b = NSN{a,b}. Rozhodnite o
pravdivosti tvrdenia: Operdcia x4 je asociativna na NT. Svoju odpoved zdévodnite.

Vysledky: Tvrdenie je pravdivé, pre zdévodnenie mézete vyuzit asociativitu maxima.

8. Na intervale (0,1) definujeme operdciu x5 nasledovne: a x5 b = #‘Lab. Rozhodnite o
pravdivosti tvrdenia: Operécia %5 je asociativna na (0, 1). Svoju odpoved zdovodnite.

Vysledky: Tvrdenie je pravdivé, pre zdovodnenie si vyjadrite obe mozné usporiadania zatvoriek, upravte a porovnajte

9. Na intervale (0,1) definujeme operaciu xg nasledovne: a x5 b = %. Rozhodnite o

pravdivosti tvrdenia: Operacia xg je asociativna na (0, 1). Svoju odpoved zdévodnite.

Vysledky: Tvrdenie je pravdivé, pre zdovodnenie si vyjadrite obe mozné usporiadania zatvoriek, upravte a porovnajte
10. N4jdite asociativnu operdcie na mnozine realnych ¢isel x1, x2, x3 (rdzne!), tak, aby platilo:

ax1b+a*xyb

a*gbz 5

Vysledky: napr.: a x1 b =6,a*x3b=4 = a*3b=>.

11. Najdite dve rozne asociativne operacie * a o, obe nad R, tak aby operacia & nad R, ktora
je definovana nasledovne
a®b=(axb)— (aob)
a) bola asociativna,
b) nebola asociativna.

Vysledky: napr.:

a)axb=6,ao0b=4=>a®b=2,blaxb=a-baob=a+b=>adb=a-b— (a+b).

12. * Nech p # 0, g # 0,r st pevne zvolené realne ¢isla. Na mnozine R je definovand operacia
o nasledovne:
aob=pa+qb+r.

Aké musia byt &sla p, ¢, 7, ak
e operacia o m4 byt asociativna,
e operacia o m4 byt komutativna,

e operacia o m4 maf neutralny prvok,

ku kazdému prvku z R m4 existovat inverzny prvok.

5.2 ALGEBRY A PODALGEBRY
1. Na mnozine A = {a, b, ¢, d} definujte operéciu  tak, aby grupoid (A, x) mal

(a) prave jeden podgrupoid,
(b) préve dva podgrupoidy,
(c) prave tri podgrupoidy,

)

(d) préave pat podgrupoidov.
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Vysledky: napr.:

a) b)

A0 oQ|x*
a0 oo
[SURS RN KS
L0 o0
[SEESURSHESH §<H
Q0 ot
Q2 aQe
SRS SN S
o oaolo
0 A AR

c) d)

A0 o
Qa0 oele
oo ool
o an|o
0 oo ala
a0 o)X
[SRESRES
[SEESURS ol AS )
oo aon|e
Le 0 o

a) Podgrupoid je len (A, %), b) podgrupoidy su (A, x), ({a},*), c) podgrupoidy sd (A, x), ({a}, x), ({b}, x), d) podgrupoidy su

(A, %), ({a}, %), ({0}, %), ({e}, %), ({d}, %)-

2. Na mnozine M = {a, b, c,d} je dand operacia o nasledovne:

ola b ¢ d
alc a ¢ c
bla b ¢ d
clec ¢ b b
dlec d b b

(a) Je (M, o) pologrupa?

(b) Vypiste vsetky dvojprvkové podgrupoidy (M, o).
Vysledky: a) Nejedna sa o pologrupu, je poruSend asociativita, napr. ¢ o (cod) # (coc) o d. Dvojprvkové podgrupoidy su:
({b, c}, 0), ({b,d}, 0).

3. Na mnozine A = {a,b,c,d} definujte operaciu x tak, aby (A, x)

(a) bol grupoid, ale nie asociativny grupoid,

(b) bol asociativny grupoid bez neutralneho prvku,

(¢) bol asociativny grupoid s neutralnym prvkom,

(d) bola grupa.

Vysledky: napr.

* a b c d x |a b c d
a a c c d a a b c d
a) b b a c d b) b a b c d
c c b c d c a b c d
d d d d d d a b c d
* a b ¢ d * | a b c d
a a b c d a a b c d
c) b b b b b d) b b c d a
c c b b b c c d a b
d d b b b d d a b c

4. Na mnozine Z su definované operécie

(a) acb=a+b-1,
(b) axb=a-b,
(¢c) aAb=a-b— 1.

Zistite, v ktorych pripadoch sa jedna o grupu.

Vysledky: a) je grupa, b) nie je grupa, napr. 2 nemd inverzny prvok, c¢) nie je grupa, je porusend asociativita.

5. Nech A = {a,b,c,d,e, f}. Najdite operéciu o tak, aby (A, o) bol grupoid, ale nie grupa, a

aby aspon jeden jeho podgrupoid bol grupou na svojom nosici.
Vysledky: Napr.:

0 a0 Q|0
S0 a0 e
[SEESERSEESERSERS K]
e e a0
[SEESEESEESEES IRV § <9
L e e
2 2 2 8 8 =

Zrejme (A, o) nie je grupa, nie je asociativna, ale podgrupoid ({a, b}, o) je grupa, izomorfné so (ZQ, @Q)A
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10.

11.

12.

13.

14.

. Nech A ={a,b,c,d,e, f}. Njdite operaciu o tak, aby (A, o) bol neasociativny grupoid s

neutralnym prvkom a kazdy jeho prvok mal prave jeden inverzny prvok.

Vysledky: Inspirujte sa prikladom 11..

Na mnozine A = {a, b, c,d} najdite nekomutativnu grupu, ak sa to dd. Svoju odpoved
zdovodnite.

Vysledky: Takd grupa neexistuje. Dékaz sktiste urobit sporom.

. Namnozine A = {a, b, ¢, d, e, f} najdite nekomutativnu grupu, ak sa to dd. Svoju odpoved

zdovodnite.

Vysledky: Takd grupa existuje, je izomorfnd s grupou z prikladu 25..

. Na mnozine M = {0,a,b,c,d, 1} je dand operacia o nasledovne:

— Q0 o e OO0
= QL O O O OO
—_ oo O oc
— = R Q.
e e e

— Q8 OO0 oe
— A 0 e OO0

Je (M, o) pologrupa? Svoju odpoved zdovodnite.

Vysledky: Operéacia je na M uzavretd, aj asociativna, teda (M, o) je pologrupa. Nezabudnite na zdévodnenie asociativity.

Na mnozine M = {0, a,b,c,d, 1} je dand operacia o nasledovne:

— Q. 0 oo Q O|o
—_ o0 o0 OO
_ o0 oo oo
— Q. 0 Qe Ol
e e R

—Q 0o oo ol
— O O O OO

Je (M, o) pologrupa? Svoju odpoved zdévodnite.

Vysledky: Operacia je na M uzavretd, aj asociativna, teda (M, o) je pologrupa. Nezabudnite na zdévodnenie asociativity.
* Nech aq,as, - ,a, si prvky grupy. Zapiste inverzny prvok k prvku aj.as.--- .ap.
* Dokéazte, ze ak v grupe (G, .) plati a.b = a, tak b =e.

* Dokézte, ze v konecnej grupe s parnym (sudym) po¢tom prvkov existuje prvok a, pre
ktory plati: a # e, a.a = e.

* Dokézte, ze ak x o x = e pre kazdy prvok z grupy (G,o), tak (G,o) je komutativna
grupa.
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5.3

1.

HOMOMORFIZMY A KONGRUENCIE

Na mnozine A = {a,b,c,d} je tabulkou dand operdcia o a na mnozine B = {1,2,3,4}
operacia *. Zistite, ¢i existuje izomorfizmus medzi grupoidmi (A,o) a (B,*). V pripadé
kladnej odpovede izomorfizmus najdite, v opaénom pripade zdévodnite jeho neexistenciu.

ola b ¢ d 1 2 3 4
ala b a ¢ 113 1 4 1
blb d b c 211 2 4 2
cla b ¢ d 314 4 2 3
dlc ¢ d a 411 2 3 4
Vysledky: Izomorfizmus existuje: f(a) = 2, £(b) = 1, f(c) = 4, f(d) = 3.

. Na mnozine A = {a,b,c,d} je tabulkou dand operdcia o a na mnozine B = {1,2,3,4}

operacia *. Zistite, ¢i existuje izomorfizmus medzi grupoidmi (A,o) a (B,*). V pripadé
kladnej odpovede izomorfizmus najdite, v opa¢nom pripade zdévodnite jeho neexistenciu.

ola b ¢ d |1 2 3 4
ala b ¢ d 113 1 4 1
blb d b c 211 2 4 3
clec b ¢ d 314 4 2 3
d|ld ¢ d a 411 3 3 4

Vysledky: Izomorfizmus neexistuje, napr. grupoid (A, o) mé neutrdlny prvok, ale grupoid (B, x) nemd neutrdlny prvok.

. Néjdite epimorfizmus algebier (Zg,®¢) na (Za, ®2), (Zs,®¢) na (Zs,ds3), (Ze, Be) na

(Zs, ®s5).
Vysledky: Epimorfizmus (Zg, @g) na (Zz, ®2) je f(0) = f(2) = f(4) =0, f(1) = f(3) = f(5) = 1, epimorfizmus (Zg, ®g) na (Zz, H3)
je f(0) = f(3) =0,f(1) = f(4) = 1, f(2) = f(4) = 2, epimorfizmus (Zg, ®g) na (Zs, B5) neexistuje. Pozor, nestaci epimorfizmy

néjst, treba ukazat, ze to epimorfizmy su.

. Na mnozine A = {a, b, c,d} je dand reldcia R takto

R ={[a,al,|a,b],[b,al,[b,b],[c, ], [c,d],[d,c],[d,d]}.

Dalej je na mnozine A tabulkou dand operdcia o takto

o‘ab c d
ala b ¢ d
blb a d c
cle d a b
dld ¢ b a

Dokézte, Ze reldcia R je kongruencia na mnozine A vzhladom na operéciu o.

. Na mnozine A = {a,b,c,d, e, f} je dany rozklad S nasledovne:

S= {{(I, 6}7 {b7 d}7 {C}a {f}}

e Urcte relaciu ekvivalencie R, ktora je dand rozkladom S.

e Na mnoZine A urcte operéciu o tak, aby R bola reldciou kongruencie na A vzhladom
k operécii o.

Vysledky: R = {[a, a], [b, b], [c, c], [d, d], [e, €], [f, f], [a, €], [e, a], [b, d], [d, b]}, operdcia mdze byt napr. Va,b € A;aob = a.
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6. Na mnozine A = {a,b,c,d, e, f} je dany rozklad S nasledovne:

S = {{a’v b,c, 6}7 {d}v {f}}

e Urcte relaciu ekvivalencie R, ktora je dand rozkladom S.

e Na mnozZine A urcte operéciu o tak, aby R bola reldciou kongruencie na A vzhladom
k operécii o.

Vysledky: R = {[a,a], [b,b], [c, ], [d,d], [e, €], [f, f], [a,b], [a, c], [a, €], [b, a], [b, c], [b, €], [c, a], [c, b], [c, €], [e, al, [e, b], [e, c]}, operdcia

mbze byt napr. Va,b € Ajaob = a.
7. * Dokazte, ze 13|(270 + 370).

8. * Cislo 4444**4* zapisané v desiatkovej sistave m4 ciferny sticet A. Nech B je ciferny sicet
cisla A. N4jdite ciferny sicet ¢isla B.
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