
1 Množiny a logika

1.1 Úvod do štúdia

Znalost’ elementárnych matematických poznatkov sa ukázala prospešnou pre život človeka. Celá
história rozvoja l’udskej spoločnosti je preto spätá s rozvojom matematiky. V minulosti roz-
voj matematických poznatkov súvisel s rozvojom pŕırodných vied, preto sa matematika často
zarad’uje medzi pŕırodné vedy. Podstata matematiky je však ovel’a širšia ako len skúmanie
vzt’ahov v živej, či neživej pŕırode. Matematika vytvorila na základe abstrakcíı ideálne objekty,
prostredńıctvom, ktorých môže skúmat’ aj ekonomické procesy, jazykové zákonitosti, sociolo-
gický výskum atd’. Dokonca sa dá povedat’, že matematiku použ́ıvajú všetky vedné oblasti ako
vhodný jazyk, pomocou ktorého formulujú odhalené zákonitosti a úroveň a zrelost’ pŕıslušnej
vednej discipĺıny je do značnej miery závislá od miery použ́ıvania matematického jazyka, metód
a modelov.

V rámci predmetu Diskrétna matematika sa postupne zoznámite s dôležitými matema-
tickými pojmami, ale najmä by ste si mali osvojit’ matematický jazyk, ktorý sa od bežného
jazyka ĺı̌si nielen symbolmi, ale aj spôsobom tvorenia výrokov, ktorými sú v tomto jazyku
špeciálne formuly. Dôvod pre použ́ıvanie predmetového, matematického, jazyka je nielen to, že
niektoré matematické poznatky by sa v bežnom jazyku vyjadrovali t’ažkopádne, ale aj v tom,
že bežný jazyk umožňuje utváranie rôznych paradoxov. Napŕıklad, ak uvažujeme o výrokoch

1. 2 + 2 = 4.

2. 2 + 2 = 5.

3. Práve jeden z týchto výrokov (t.j. 1.-3.) je pravdivý.

Ako je to s výrokom 3? Ak by bol výrok 3 pravdivý, tak by to znamenalo, že výroky 1 a 2 musia
byt’ nepravdivé, ale zrejme výrok 1 pravdivý je. Ak by naopak bol výrok 3 nepravdivý, potom by
tam museli byt’ aj zvyšné dva výroky nepravdivé (to by bolo nula pravdivých výrokov), alebo by
zvyšné dva výroky museli byt’ pravdivé. Ani jedna z týchto možnost́ı však nie je možná a preto
sa jedná o tzv. paradox. Tento paradox vznikol preto, lebo výrok 3 hovoŕı o pravdivosti výrokov
1-3, teda sa jedná o tzv. sebavzt’ažné výroky a proti ich utváraniu už protestoval starogrécky
logik Chrysippos. Ešte uvedieme d’aľśı známy paradox holiča, ktorý pochádza od B. Russela.
Holič má nad vchodovými dverami reklamný nápis:

”
Hoĺım všetkých občanov, ktoŕı sa neholia

sami.“ Ako je to so samotným holičom? Ak sa hoĺı sám, tak reklamný nápis je nepravdivý,
ale nepravdivý je aj v tom pŕıpade, ak sa sám nehoĺı. Bude treba si zvyknút’ aj na štruktúru
matematických textov. Niektoré pojmy a objekty sa nedefinujú, sú to tzv. primit́ıvne pojmy, ich
význam je nám intuit́ıvne známy, vychádza zo základných postulátov, axióm. V teórii množ́ın je
to pojem množina a byt’ prvkom množiny. Ostatné pojmy a objekty vymedzujeme v defińıciách.
Vlastnosti a vzt’ahy medzi objektami sú zvyčajne zhrnuté do matematických tvrdeńı, ktorých
pravdivost’ sa overuje, teda je potrebné ich dokázat’. Defińıcie a tvrdenia majú zauž́ıvané formy.

Prajem pŕıjemné č́ıtanie a na povzbudenie jeden citát.
Winston Churchill:

”
Chcete vyniknút’? Muśıte pracovat’, kým sa ostatńı budú bavit’. “

1.2 Úvod do teórie množ́ın

V úvodnej kapitole sa budeme venovat’ predovšetkým množinám, ktoré nás budú sprevádzat’

celým štúdiom matematiky. Pojem množina patŕı medzi najzákladneǰsie pojmy v matema-
tike, dá sa povedat’, že teória množ́ın je vhodný základ pre všetky matematické discipĺıny.
Primit́ıvnymi pojmami v teórii množ́ın sú množina, prvok množiny, resp. byt’ prvkom množiny.
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Rozsah týchto pojmov sa vymedzuje pomocou základných postulátov–axióm, ktoré o nich pred-
pokladáme. Všetky ostatné pojmy teórie množ́ın možno pomocou nich postupne definovat’.
Zrejme tieto základné pojmy sú už študentom známe z predchádzajúceho štúdia. Pod množinou
teda intuit́ıvne rozumieme súhrn (skupinu, súbor) nejakých navzájom odlǐsných objektov, ktoré
podl’a nejakého kritéria tvoria jeden celok.

Množina je určená vtedy, ak o každom objekte možno rozhodnút’, či je jej prvkom, alebo
nie je jej prvkom. Ak prvok x je prvkom množiny A, tak ṕı̌seme x ∈ A, v opačnom pŕıpade
ṕı̌seme x ̸∈ A. Ak napr. prvkami množiny A sú č́ısla 1, 2, 3 a iné prvky množina A nemá,
zapisujeme to takto A = {1, 2, 3}, ale rovnako správny zápis bude aj A = {2, 1, 3}, na porad́ı
prvkov totiž nezálež́ı. V takomto pŕıpade hovoŕıme, že množina je daná vymenovańım prvkov.
Prázdnu množinu, teda množinu, ktorá nemá žiaden prvok, budeme označovat’ symbolom ∅,
alebo takto {}. Študenti ju zvyknú nesprávne zapisovat’ takto {∅}, toto je však jednoprvková
množina, ktorej prvkom je prázdna množina. Nesprávne použ́ıvanie týchto zápisov budeme
trestat’ stratou bodov.

Zo základnej a strednej školy určite poznáte č́ıselné množiny, ktoré sa označujú nasledovne

� N – množina prirodzených č́ısel,

� Z – množina celých č́ısel,

� Q – množina racionálnych č́ısel,

� R – množina reálnych č́ısel,

� C – množina komplexných č́ısel.

Poznámka 1. V literatúre sa niekedy aj č́ıslo 0 považuje za prirodzené č́ıslo. Aby nedochádzalo
k nedorozumeniam, tak v týchto textoch bude vždy vyznačené, ak budeme s nulou pracovat’ ako
s prirodzeným č́ıslom (symbolicky ako N0, alebo slovne).

Poznámka 2. Už aj v tomto krátkom úvode sme si mohli všimnút’, že niektoré množiny majú
konečne vel’a prvkov a iné nekonečne vel’a prvkov. Teda poznáme množiny konečné a ne-
konečné. Ak symbolom M označ́ıme nejakú množinu, počet prvkov (jej mohutnost’, alebo kar-
dinalitu) označujeme symbolom |M |. Pri konečných množinách je to jednoduché, napŕıklad
|∅| = 0, |{1, ⋆, ◦}| = 3, |{1, {⋆, ◦}}| = 2. Nekonečné množiny rozlǐsujeme spoč́ıtatelné a ne-
spoč́ıtatelné. Spôsobu, ako ich od seba odĺı̌sit’, sa budeme venovat’ až v časti o zobrazeniach.

Defińıcia 3. Hovoŕıme, že množina A je podmnožinou množiny B a ṕı̌seme A ⊆ B, ak každý
prvok množiny A je prvkom množiny B. Ak chceme zdôraznit’, že A ⊆ B a A ̸= B, tak ṕı̌seme
A ⊂ B a hovoŕıme, že A je vlastná podmnožina množiny B.

Poznámka 4. Pre každú množinu A plat́ı: ∅ ⊆ A, A ⊆ A.

Dve množiny A,B sa rovnajú vtedy, ked’ obsahujú tie isté prvky. Tento vzt’ah sa dá vyjadrit’

pomocou práve definovaného pojmu podmnožina.

Defińıcia 5. Hovoŕıme, že množiny A,B sa rovnajú, ak je splnené, že A ⊆ B a zároveň aj
B ⊆ A.

Treba si dobre premysliet’ rozdiel medzi ∈ a ⊆. Ak A = {1, 2, 3}, tak 1 ∈ A a {1} ⊆ A.
Plat́ı aj {1} ∈ A? Neplat́ı, lebo prvok {1} sa nevyskytuje v množine {1, 2, 3}. Je totiž rozdiel,
či naṕı̌seme 1 alebo {1}, sú to dva rôzne prvky. Skúste vymysliet’ dvojicu množ́ın A,B tak, aby
A ⊆ B a zároveň A ∈ B.

Ak budeme chciet’ pokračovat’ vo výklade d’alej, nutne budeme potrebovat’ logické pojmy, bez
logických pojmov a logického usudzovania je matematika nemyslitel’ná. Preto si teraz postupne
vel’mi stručne zopakujeme výrokový a predikátový počet.
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1.3 Výrokový počet

Primit́ıvny pojem, ktorý vo výrokovom počte nedefinujeme, je pojem výrok. Pod výrokom ro-
zumieme každý oznam, u ktorého má zmysel hovorit’, či je, alebo nie je pravdivý, pričom z
týchto možnost́ı nastáva práve jedna. Vo výrokovom počte sa nebudeme zaoberat’, či je nejaký
výrok pravdivý, alebo nepravdivý. Budeme sa venovat’ najmä spôsobu vytvárania tzv. zložených
výrokov. Tieto zložené výroky tvoŕıme pomocou logických spojok a tým sa teraz postupne bu-
deme venovat’.

Ak A je výrok, tak ¬A je jeho negácia, teda výrok, pre ktorého pravdivostnú hodnotu plat́ı:
ak A je pravdivý, tak ¬A je nepravdivý a naopak, ak A je nepravdivý, tak ¬A je pravdivý.
Ak je výrok A zaṕısaný v bežnom jazyku, tak jeho negáciu tvoŕıme napr. pomocou slovného
spojenia

”
nie je pravda, že “, zámenou

”
je“ za

”
nie je“, pŕıpadne pomocou predpony

”
ne“.

Napŕıklad, ak máme výrok: Č́ıslo 2 je párne. Tak jeho negáciou je: Č́ıslo 2 nie je párne
(alebo: Č́ıslo 2 je nepárne).

Ak A,B sú výroky zaṕısané v bežnom jazyku, tak
”
A a B“ je opät’ výrok a nazývame ho

konjunkciou výrokov A,B. Ked’ sú výroky A,B zaṕısané pomocou matematického jazyka, tak
spojku

”
a“ nahrad́ıme symbolom konjukcie ∧. Konjunkcia výrokov A,B je pravdivá iba vtedy,

ked’ výroky A,B sú pravdivé.
Výroky A,B môžeme spojit’ aj spojkou

”
alebo“, symbolicky zapisujeme A ∨ B a vtedy

hovoŕıme o disjunkcii. Disjunkcia výrokov A,B je pravdivá, pokial’ aspoň jeden z výrokov A,B
je pravdivý (teda aj oba výroky môžu byt’ zároveň pravdivé).

Najčasteǰsie sa v matematike stretávame so spojeńım
”
ak A, tak B“, toto spojenie symbo-

licky znač́ıme A ⇒ B a nazývame ho implikácia s predpokladom A a tvrdeńım B. Č́ıtame to
aj

”
z A vypýva B“, alebo

”
A implikuje B“, resp.

”
ked’ A, potom B“. Implikácia A ⇒ B je

nepravdivá jedine v tom pŕıpade, ak A plat́ı a B neplat́ı.
Posledným spojeńım výrokov A,B je

”
A práve vtedy, ked’ B“, toto spojenie symbolicky

znač́ıme A⇔ B a nazývame ho ekvivalencia výrokov A,B. Ekvivalencia A⇔ B je pravdivá ak
výroky A,B majú rovnakú pravdivostnú hodnotu.

V matematike je daná závislost’ pravdivosti zložených výrokov od pravdivosti ich zložiek
nasledujúcou tabul’kou.

ph(p) ph(q) ph(¬p) ph(p ∧ q) ph(p ∨ q) ph(p⇒ q) ph(p⇔ q)

1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Tvorenie zložených výrokov nepodmieňujeme ani obsahovou, ani formálnou súvislost’ou ich
zložiek. Teda z pohl’adu matematickej logiky je korektný aj výrok

”
ak 2 + 2 = 5, tak existuje

trojuholńık, ktorého všetky vnútorné uhly sú pravé“, dokonca je to pravdivý výrok.
Premennú, ktorej oborom je množina výrokov, nazývame výroková premenná. Z výrokových

premenných tvoŕıme pomocou logických spojok ¬,∧,∨,⇒,⇔ výrokové formuly. Výroky typu
A∧B,A∨B,A⇒ B,A⇔ B nazývame zložené výroky. Výrok, ktorý nie je zloženým výrokom,
nazývame atomárny výrok.

Defińıcia 6. (Zápis výrokových formúl)

1. Každá výroková premenná je výroková formula.

2. Ak φ,ψ sú výrokové formuly, tak aj ¬(φ), (φ) ∧ (ψ), (φ) ∨ (ψ), (φ) ⇒ (ψ), (φ) ⇔ (ψ) sú
výrokové formuly.
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Poznámka 7. Predchádzajúca defińıcia nehovoŕı o tom, ktorý zápis nie je výroková formula, v
takom pŕıpade predpokladáme, že výrokovými formulami sú len tie zápisy, u ktorých to môžeme
uvedenými kritériami (1. a 2.) zdôvodnit’.

Pŕıklad 8. Nech A,B,C sú výrokové premenné. Zistite, či

(A⇔ B) ⇒
(
(A ∧ C) ⇔ (B ∧ C)

)
je výroková formula.

Riešenie.

a) Podl’a 1. sú A,B,C výrokové formuly.

b) Podl’a a) a 2. sú aj A⇔ B,A ∧ C,B ∧ C výrokové formuly.

c) Z b) a 2. vyplýva, že aj
(
(A ∧ C) ⇔ (B ∧ C)

)
je výroková formula.

d) Z b), c) a 2. vyplýva, že aj (A⇔ B) ⇒
(
(A ∧ C) ⇔ (B ∧ C)

)
je výroková formula.

Postupnost’ A,B,C,A⇔ B,A∧C,B∧C,
(
(A∧C) ⇔ (B∧C)

)
, (A⇔ B) ⇒

(
(A∧C) ⇔ (B∧C)

)
sa nazýva vytvárajúcou postupnost’ou formuly (A⇔ B) ⇒

(
(A ∧ C) ⇔ (B ∧ C)

)
.

Pre každú výrokovú formulu môžeme vytvorit’ tabul’ku pravdivostných hodnôt podl’a nasle-
dujúceho návodu:

1. Do záhlavia naṕı̌seme všetky členy vytvárajúcej postupnosti formuly.

2. Pod premenné vyṕı̌seme do riadkov všetky možné n–tice utvorené z pravdivostných hodnôt
0, 1. Ak má formula n premenných, tak n–t́ıc je 2n. Všimnite si systém vypisovania týchto
n−t́ıc. Pod premennou C sa striedajú hodnoty 0, 1 v každom riadku, pod premennou B
v každom druhom riadku a pod premennou A v každom štvrtom riadku (takto by sme
pri väčšom počte premenných postupovali v striedańı v každom 2n−tom riadku). Tento
systém nám zabezpeč́ı to, že ziadna možnost’ nebude vynechaná, resp. zopakovaná.

3. V zhode s tabul’kou pre pravdivostné hodnoty logických spojok vyṕlňame st́lpce pod
ostatnými členmi vytvárajúcej postupnosti.

Pre formulu F = (A⇔ B) ⇒
(
(A ∧ C) ⇔ (B ∧ C)

)
vytvoŕıme nasledujúcu tabul’ku.

A B C A⇔ B A ∧ C B ∧ C (A ∧ C) ⇔ (B ∧ C) F

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 0 1
1 0 0 0 0 0 1 1
0 1 1 0 0 1 0 1
0 1 0 0 0 0 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1

V matematike sú osobitne dôležité také formuly, ktoré majú v poslednom st́lpci takejto tabul’ky
len hodnoty 1. Takéto výrokové formuly sú pravdivé po dosadeńı l’ubovolných výrokov za pre-
menné. Nazývame ich tautológie. Teda formula A⇔ B) ⇒

(
(A ∧C) ⇔ (B ∧C)

)
je tautológia.

Ak má formula v poslednom st́lpci takejto tabul’ky len hodnoty 0, nazýva sa kontradikcia. Ak
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Ψ,Φ sú výrokové formuly a ak Ψ ⇔ Φ je tautológia, hovoŕıme, že formuly Ψ,Φ sú ekvivalentné,
ṕı̌seme Ψ ≡ Φ. Ak Ψ ⇒ Φ je tautológia, hovoŕıme, že Φ je logickým dôsledkom Ψ.

Pomocou tabuliek pravdivostných hodnôt vieme pre výrokové premenné A,B,C odvodit’,
že plat́ı:

1. A⇔ ¬(¬A),

2. (A ∧B) ⇔ (B ∧A), (A ∨B) ⇔ (B ∨A),

3. (A ∧B) ∧ C ⇔ A ∧ (B ∧ C), (A ∨B) ∨ C ⇔ A ∨ (B ∨ C),

4. A ∧ (B ∨ C) ⇔ (A ∧B) ∨ (A ∧ C), A ∨ (B ∧ C) ⇔ (A ∨B) ∧ (A ∨ C),

5. ¬(A ∧B) ⇔ ¬A ∨ ¬B, ¬(A ∨B) ⇔ ¬A ∧ ¬B,

6. (A⇔ B) ⇔
(
(A⇒ B) ∧ (B ⇒ A)

)
,

7. ¬(A⇒ B) ⇔ A ∧ ¬B,

8. A⇒ B ⇔ ¬B ⇒ ¬A.

Poznámka 9. Tieto ekvivalencie si dokážeme na cvičeniach a neskôr ich budeme často použ́ıvat’

napr. pri dôkazoch rovnosti množ́ın, negovańı zložených výrokov, atd’. Posledná ekvivalencia je
obzvlášt’ dôležitá, implikácia ¬B ⇒ ¬A je známa ako obmenené tvrdenie k implikácii A ⇒ B.
Táto ekvivalencia má aj špeciálny názov, jedná sa o prinćıp kontrapoźıcie.

1.4 Predikátový počet

Vo výrokovom počte sme sa zaoberali tvorbou zložených výrokov a závislost’ou ich pravdivosti
na pravdivosti jednotlivých zložiek. Štruktúre atomárnych výrokov sme sa nevenovali. Toto
urob́ıme až v tejto časti, pričom sa zameriame na štruktúru takých typov výrokov, s ktorými sa
v matematike stretávame najčasteǰsie. Najskôr spomenieme pomocné pojmy, ktoré budeme po-
trebovat’ pre pochopenie základných defińıcíı predikátového počtu. Všetky tieto pojmy budeme
počas semestra podrobne študovat’, preto ich teraz objasńıme zjednodušene. Už na strednej
škole ste sa stretli s pojmom usporiadaná dvojica, resp. n–tica. Usporiadaná dvojica je mate-
matický objekt, ktorý má pevne danú prvú a druhú zložku (teda na porad́ı zálež́ı), napr. [a, b],
kde a je prvá zložka a b je druhá zložka. Podobne by sme mohli zaviest’ usporiadanú n–ticu
[a1, a2, . . . , an], kde ak je jej k–ta zložka. S usporiadanými n–ticami súviśı pojem kartézsky
súčin.

Defińıcia 10. Nech A,B sú množiny. Pod kartézskym súčinom A×B množiny A a možiny B
rozumieme množinu všetkých usporiadaných dvoj́ıc, ktorých prvá zložka je z množiny A a druhá
zložka je z množiny B. Ak A = B, tak namiesto A×A, ṕı̌seme A2.

Podobne vieme definovat’ aj kartézsky súčin n–množ́ın, ako množinu usporiadaných n–t́ıc,
zapisujeme A1 × A2 × . . . An. Ak A1 = A2 = · · · = An, zapisujeme An. Podrobne sa bu-
deme kartézskemu súčinu venovat’ pri množinových operáciách, tam bude defińıcia doplnená
o formálny zápis. V matematike sa často zaoberáme skúmańım vzt’ahov medzi objektami,
napŕıklad už na základnej škole ste porovnávali prirodzené č́ısla. Rozsah pojmu vzt’ah nie je
vymedzený žiadnou defińıciou ani skupinou postulátov (axióm). Preto zavedieme pojem binárna
relácia, ktorý chápeme ako množinu usporiadaných dvoj́ıc. Ak R je relácia a dvojica [a, b] je
jej prvkom, tak to zapisujeme [a, b] ∈ R, ale často aj takto aRb. Teda napŕıklad < je relácia
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na množine prirodzených č́ısel, v geometrii ste sa stretli s reláciou kolmost’ ⊥, pŕıpadne rov-
nobežnost’ ∥. Všeobecne by sme mohli uvažovat’ o n–árnej relácii, my sa však budeme venovat’

najmä binárnym reláciám, a preto ich budeme zjednodušene nazývat’ relácie. Čoskoro budeme
reláciám venovat’ hodne času, zatial nám stač́ı táto stručná informácia. Posledný pojem, ktorý
potrebujeme, je pojem operácie. S operáciami sa stretávate od začiatku školskej dochádzky, je
to napŕıklad sč́ıtanie, odč́ıtanie, atd’. Teda, ak hovoŕıme o binárnej operácii, tak k dvom ope-
random (napŕıklad k dvom č́ıslam 3 a 5) je istým spôsobom jednoznačne priradený výsledok
(napŕıklad 3 + 5 = 8). Tento spôsob určuje práve operácia (v našom pŕıpade to bolo sč́ıtanie).
Teraz sa už môžeme posunút’ k prvej defińıcii predikátového počtu.

Defińıcia 11. Nech A je množina. Term nad A je definovaný takto:

1. Každá premenná, ktorej oborom je množina A, je term nad A.

2. Symbol každého prvku z A je term nad A.

3. Ak f je n–árna operácia, o ktorej plat́ı D(f) ⊆ An, H(f) ⊆ A a ak t1, · · · , tn sú termy
nad A, tak f(t1, · · · , tn) je term nad A.

Pŕıklad 12. Napŕıklad ak budeme pracovat’ na množine reálnych č́ısel a x, y, z budú reálne
premenné, potom

(
(x+ y) · z

)
· (x− z) je term nad R, lebo

a) x, y, z sú termy podl’a 1.

b) Podl’a 3. sú aj x+ y, x− z termy.

c) Podl’a b) a 3. je (x+ y) · z term.

d) Podl’a b), c) a 3. je potom aj
(
(x+ y) · z

)
· (x− z) term.

Ale napŕıklad x > 5 nie je term nad R, lebo < nie je ani premenná, ani symbol z množiny R,
ani operácia.

Na základnej a strednej škole ste sa s termami bežne stretávali, každý korektne zaṕısaný
algebraický výraz je term.

Defińıcia 13. Nech A je množina. Ak t1, t2 sú termy, R je relácia definovaná na A, tak t1Rt2
je atomická formula predikátového počtu nad A. Každá atomická formula predikátového počtu
nad A je formula predikátového počtu nad A. Ak φ,ψ sú formuly predikátového počtu nad A,
tak aj ¬(φ), (φ) ∧ (ψ), (φ) ∨ (ψ), (φ) ⇒ (ψ), (φ) ⇔ (ψ), sú formuly predikátového počtu nad A.
Ak x je premenná a φ(x) je formula s premennou x, ktorá neobsahuje ∀x ani ∃x, tak ∀x, φ(x)
aj ∃x, φ(x) sú formuly predikátového počtu.

Poznámka 14. Pŕıkladmi atomických formúl sú rovnice a nerovnice. Zápis ∃x č́ıtame
”
existuje

x“, ∃ je existenčný kvantifikátor. Použijeme ho vtedy, ak chceme povedat’, že existuje aspoň jeden
prvok z množiny, nad ktorou pracujeme, pre ktorý plat́ı formula za kvantifikátorom. Zápis ∀x
č́ıtame

”
pre každé x“, ∀ je všeobecný kvantifikátor. Použijeme ho vtedy, ak chceme povedat’, že

pre všetky prvky z množiny, nad ktorou pracujeme, plat́ı formula za kvantifikátorom.
Ak x, y, z sú reálne premenné, tak potom

1. x > 1 ⇒ x2 − 1 > 0,

2. ∃x : (x2 − 1 = 0),

3. ∀x : (x2 ≥ 0),
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sú podl’a predchádzajúcej defińıcie formuly predikátového počtu nad R. Zdôvodnenie si dobre
premyslite.

Defińıcia 15. Nech Ψ,Φ sú formuly predikátového počtu. Hovoŕıme, že Ψ je podformulou for-
muly Φ, ak formulu Ψ môžeme źıskat’ z formuly Φ vynechańım niekol’kých symbolov na začiatku
a na konci (niekol’ko môže znamenat’ aj 0).

Pŕıklad 16. Ak x je reálna premenná, tak potom (x + 2 < 6) ⇒ (x2 + 1 > 7) a x + 2 < 6 sú
formuly predikátového počtu nad R a podl’a predchádzajúcej defińıcie je x + 2 < 6 podformulou
formuly (x+ 2 < 6) ⇒ (x2 + 1 > 7).

Defińıcia 17. Ak ∀x : (V ), resp. ∃x : (V ) je podformula formuly Ψ, tak V nazývame dosahom
pŕıslušného výskytu kvantifikátora ∀x, resp. ∃x vo formule Ψ.

Pŕıklad 18. Napŕıklad vo formuli nad R(
∀x : (∃y : x ≤ y)

)
∧ ∀x : (x < 0 ⇒ x < x2),

má prvý výskyt kvantifikátora ∀x dosah ∃y : x ≤ y, druhý výskyt kvantifikátora ∀x, má dosah
x < 0 ⇒ x < x2, dosah kvantifikátora ∃y, je x ≤ y.

Defińıcia 19. Výskyt premennej x vo formule sa nazýva

� viazaným, ak sa nachádza v dosahu kvantifikátora ∀x alebo ∃x.

� vol’ným, ak nie je viazaný.

Defińıcia 20. Premenná sa nazýva vol’nou vo formule V, ak má aspoň jeden vol’ný výskyt vo
formule V. Premenná sa nazýva viazanou vo formule V, ak má všetky výskyty vo formule V
viazané. Formulu predikátového počtu nazývame uzavretou formulou, ak všetky jej premenné sú
viazané. Formulu predikátového počtu nazývame výrokovou formou, ak aspoň jedna jej premenná
je vol’ná.

Poznámka 21. Typickým pŕıkladom výrokovej formy sú rovnice, nerovnice. Ak vo výrokovej
forme nad množinou A s vol’nou premennou x, dosad́ıme za x (za všetky vol’né výskyty premennej
x) nejaký prvok a ∈ A, tak môžeme, ale aj nemuśıme dostat’ výrok. Napŕıklad ak dosad́ıme do
nasledujúcej výrokovej formy nad R

4− x =
3

x

za x č́ıslo 1, dostaneme pravdivý výrok, ak dosad́ıme č́ıslo 2, dostaneme nepravdivý výrok. Ak
ale dosad́ıme 0, tak na pravej strane rovnice dostaneme zápis 3

0 , ktorý nereprezentuje žiadne
reálne č́ıslo (aj ked Chuck Norris by mal možno iný názor). Množinu všetkých takých prvkov,
po dosadeńı ktorých dostaneme pravdivý výrok, nazývame obor pravdivosti výrokovej formy. Pre
nás bude v štúdiu množ́ın práve toto dôležité, lebo množiny okrem vymenovania prvkov, môžeme
zadávat’ aj ako obor pravdivosti výrokovej formy, čo zapisujeme takto

M = {x ∈ A : V (x)}.

Znamená to, že množina M obsahuje všetky prvky z množiny A, pre ktoré je výroková forma V
s vol’nou premennou x pravdivým výrokom. Napŕıklad interval ⟨1, 3) môžeme zaṕısat’ aj nasle-
dujúcim spôsobom

M = {x ∈ R : 1 ≤ x < 3}.
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Jedným z najdôležiteǰśıch výsledkov tohto semestra by malo byt’ to, že študenti budú vediet’

s porozumeńım č́ıtat’ matematické texty a budú vediet’ matematickým jazykom (teda pomocou
formúl predikátového počtu) správne zapisovat’ svoje postupy a výsledky. Toto treba trénovat’.
My si teraz aspoň na niekol’kých pŕıkladoch ukážeme, ako trénovat’. Ak máme napŕıklad takéto
tvrdenie

∀x ∈ R : x2 ≥ 0,

tak ho č́ıtame:
”
Pre každé reálne č́ıslo plat́ı, že jeho druhá mocnina je väčšia alebo rovná nule.“

Alebo napr. aj takto:
”
Druhá mocnina reálneho č́ısla je nezáporná.“ Všimnite si, že v tom

druhom vyjadreńı
”
vypadol“ všeobecný kvantifikátor. Toto je bežné a aj to druhé vyjadrenie je

v poriadku. Všimnime si d’aľsie tvrdenie:

∀x, y, z ∈ R : x+ (y + z) = (x+ y) + z.

Toto môžeme č́ıtat’ takto:
”
Pre l’ubovolnú trojicu reálnych č́ısel plat́ı asociat́ıvny zákon pre

operáciu sč́ıtania“, ale úplne v poriadku bude aj
”
Operácia sč́ıtania je asociat́ıvna na množine

reálnych č́ısel.“ Tvrdenie bude trochu náročneǰsie, ak obsahuje existenčný aj všeobecný kvanti-
fikátor. Budeme sa venovat’ tvrdeniu

∀x ∈ R ∃y ∈ R : x+ y = 1.

Prepis do bežného jazyka je napr. takýto:
”
Ku každému reálnemu č́ıslu x vieme nájst’ (existuje)

aspoň jedno také reálne č́ıslo y tak, že ich súčet je 1.“ Čo to znamená? Všeobecný kvanti-
fikátor pre x nám hovoŕı, že

”
nepriatel’“ nám môže vybrat’ akékol’vek (l’ubovolné) reálne č́ıslo x.

Napŕıklad by vybral č́ıslo 13. Potom tam nasleduje existenčný kvatifikátor pre y a to znamená,
že muśıme nájst’ aspoň jedno reálne y tak, aby 13 + y = 1. Vieme také y nájst’? Samozrejme,
y = −12. A takto by

”
nepriatel’“ mohol postupne vybrat’ všetky reálne x a my by sme pre každé

hl’adali y. V podstate si úlohu môžeme zjednodušit’, lebo už je asi zrejmé, že ak nám vyberie

”
nepriatel’“ č́ıslo x, my vieme y nájst’ ako rozdiel 1− x. Vzhl’adom k tomu, že 1− x je pre každé
reálne x opät’ reálne č́ıslo, tak aj vieme, že toto tvrdenie je pravdivé.

Urob́ıme teraz malú zmenu, ktorá však bude mat’ vel’ké následky. Tvrdenie
”
jemne“ zmeńıme

a dostaneme
∃y ∈ R ∀x ∈ R : x+ y = 1.

Dostali sme rovnaké tvrdenie? Ani náhodou. Prepis do bežného jazyka mnohým rozdiel ukáže:

”
Existuje aspoň jedno reálne č́ıslo y také, že potom pre l’ubovolné reálne č́ıslo x je x + y = 1.“
Čo toto znamená? To znamená, že by malo existovat’ (aspoň jedno) reálne č́ıslo tak, že nech
k nemu pripoč́ıtame akékol’vek č́ıslo, dostaneme vždy výsledok 1. Čo by to znamenalo? Keby
napr. platilo, že y = 5, tak potom by pre l’ubovolné x ∈ R muselo platit’ x + 5 = 1, ale z tejto
jednoduchej rovnice dostaneme, že x = −4 a pre x ∈ R \ {−4} to neplat́ı. Takže vol’ba y = 5
nebola dobrá. Otázka je, či vôbec v tomto pŕıpade existuje vhodná vol’ba. Takéto y neexistuje,
keby existovalo, tak by to znamenalo (a toto si dobre premyslite), že 1 − y bude pre to isté y
dávat’ rôzne výsledky, čo je nezmysel. Teda toto tvrdenie pravdivé nie je, lebo také y neexistuje.

Takže pokial’ pracujeme s rôznymi kvantifikátormi, tak ich poradie nemôžeme l’ubovolne
zamieňat’, lebo takéto zámeny menia zmysel tvrdeńı.

1.5 Množinové operácie

Už sme spomı́nali, že množina môže byt’ zadaná vymenovańım prvkov, alebo ako obor pravdi-
vosti nejakej výrokovej formy. Uvedieme si preto aspoň pár jednoduchých pŕıkladov.
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Pŕıklad 22. Vyṕı̌ste všetky prvky množiny M, ktorá je zadaná nasledovne

M = {n ∈ N : 5 ≤ n < 10}.

Riešenie. Zrejme pre každý prvok n z množiny M muśı byt’ splnené 5 ≤ n < 10 a zároveň
muśıme dodržat’ to, že sa jedná len o prirodzené č́ısla. Preto

M = {5, 6, 7, 8, 9}.

Bude užitočné, ak si tento spôsob zadávania množ́ın precvič́ıme aj pri definovańı rôznych
typov intervalov na množine reálnych č́ısel. Zrejme

� uzavretý interval je ⟨a, b⟩ = {x; a ≤ x ≤ b},

� otvorený interval je (a, b) = {x; a < x < b},

� zl’ava otvorený a sprava uzavretý interval je (a, b⟩ = {x; a < x ≤ b},

� sprava otvorený a zl’ava uzavretý interval je ⟨a, b) = {x; a ≤ x < b}.

Poznámka 23. Dôležité upozornenie (priam výstraha) je, že vždy je a < b. To znamená, že
napr. zápisy ⟨5,−1⟩, ⟨1, 1⟩ nebudeme tolerovat’ (budeme ich pŕısne trestat’ bodovými stratami).
Totǐz napr. zápis ⟨5,−1⟩ je podl’a defińıcie množina {x; 5 ≤ x < −1}, čo je evidentne prázdna
množina a pre pre prázdnu množinu máme vhodneǰsie možnosti zápisu. Zápisu ⟨1, 1⟩ vyhovuje
jednoprvková množina {1}, čo je opät’ vhodneǰśı zápis.

Teraz sa budeme postupne venovat’ množinovým operáciám. Pre neformálne pochopenie je
užitočné zobrazovat’ množinové operácie a vzt’ahy pomocou tzv. Vennových diagramov. Tieto
znázorňujú všetky možné vzt’ahy niekol’kých množ́ın. Pre dve, tri a štyri množiny máme takéto
diagramy:

Prinćıp Vennových diagramov vysvetĺıme pre dve množiny. Na obrázku máme množiny A a
B a máme tam vyznačené štyri poĺıčka a, b, c, d. V poĺıčku a sa nachádzajú prvky, ktoré patria
do množiny A, ale nepatria do množiny B. V poĺıčku c sú prvky, ktoré patria do množiny B a
nepatria do A. V poĺıčku b sú prvky, ktoré majú množiny A,B spoločné a do poĺıčka d patria
prvky, ktoré nepatria ani do jednej z množ́ın A,B. Analogicky to funguje aj pre viac množ́ın.

Ku každým dvom množinám A,B môžeme priradit’ množinu

A ∪B = {x;x ∈ A ∨ x ∈ B},

ktorú nazývame zjednotenie množ́ın A,B, pričom

x ∈ A ∪B ⇔ x ∈ A ∨ x ∈ B.
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Graficky to môžeme znázornit’ takto:

Zrejme pre zjednotenie platia nasledujúce rovnosti:

� A ∪ ∅ = A,

� A ∪A = A,

� A ∪B = B ∪A,

� A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C.

Ďalej každým dvom množinám A,B môžeme priradit’ množinu

A ∩B = {x;x ∈ A ∧ x ∈ B},

ktorú nazývame prienik množ́ın A,B, pričom

x ∈ A ∩B ⇔ x ∈ A ∧ x ∈ B.

Graficky to môžeme znázornit’ takto:

Pre prienik platia nasledujúce rovnosti:

� A ∩ ∅ = ∅,

� A ∩A = A,

� A ∩B = B ∩A,

� A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C.

Ak o množinách A,B plat́ı A ∩B = ∅, hovoŕıme, že množiny A,B sú disjunktné.
K l’ubovolným dvom množinám A,B môžeme priradit’ množinu

A \B = {x;x ∈ A ∧ x ̸∈ B},

ktorú nazývame rozdiel množ́ın A,B, pričom

x ∈ A \B ⇔ x ∈ A ∧ x ̸∈ B.
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Graficky to môžeme znázornit’ takto:

Rozdiel množ́ın má nasledujúce vlastnosti:

� A \ ∅ = A,

� A \A = ∅,

� A \B ̸= B \A,

� A \ (B \ C) ̸= (A \B) \ C.

Ešte uvedieme poslednú množinovú operáciu, pre l’ubovolné dve množiny A,B existuje množina

A∆B = (A \B) ∪ (B \A),

ktorú nazývame symetrický rozdiel množ́ın A,B. Graficky to môžeme znázornit’ takto:

Symetrický rozdiel množ́ın má takéto vlastnosti:

� A∆B = B∆A,

� A∆(B∆C) = (A∆B)∆C,

� A ∩ (B∆C) = (A ∩B)∆(A ∩ C).

Pre lepšie pochopenie množinových operácíı uvádzame nasledujúci pŕıklad.

Pŕıklad 24. Nech A = {1, 2, 3, 13}, B = {2, 4, 6, 13}, C = {1, 3, 6, 13}. Určte

A ∩B,B ∪ C,C \A,A∆B,A∆(B∆C).

Riešenie. Do množiny A ∩B patria tie prvky, ktoré patria do A a zároveň do B. Teda

A ∩B = {2, 13}.

Pre množinu B∪C plat́ı, že obsahuje všetky prvky, ktoré patria do B alebo do C, teda vyṕı̌seme
si najskôr prvky z množiny B a potom tam pridáme tie, ktoré patria do množiny C. Ak by sa
nejaké prvky zopakovali, nebudeme ich tam ṕısat’ dvakrát. Teda

B ∪ C = {2, 4, 6, 13, 1, 3} = {1, 2, 3, 4, 6, 13}.
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Pri určovańı prvkov množiny C \ A muśıme z množiny C
”
vyhodit’“ všetky také prvky, ktoré

patria do množiny A, potom
C \A = {6},

museli sme vyhodit’ z množiny C prvky 1, 3, 13. Do symetrického rozdielu množ́ın A,B patria
tie prvky, ktoré tieto dve množiny nemajú spoločné, ich spoločné prvky sú len prvky 2, 13, preto

A∆B = {1, 3, 4, 6}.

Posledná čast’ úlohy je trochu náročneǰsia, ale tam využijeme to, že symetrický rozdiel je
asociat́ıvny (čo znamená, že ∀A,B,C : A∆(B∆C) = (A∆B)∆C a využijeme predchádzajúci
výsledok. Teda

A∆(B∆C) = (A∆B)∆C = {1, 3, 4, 6}∆{1, 3, 6, 13}.

Teraz už postupujeme ako pri určovańı A∆B. Potom

A∆(B∆C) = {4, 13}.

Poznámka 25. Všimnite si, že množina A∆(B∆C) obsahuje len také prvky, ktoré patria do
všetkých troch množ́ın (prvok 13) alebo také prvky, ktoré sa vyskytujú práve v jednej z uvedených
troch množ́ın (prvok 4). Toto nie je náhoda, takto to funguje pre l’ubovolnú trojicu množ́ın.

Ak M je základná množina a A ⊆M, potom

A′
M =M \A

je doplnok množiny A vzhl’adom k množine M, pričom

x ∈ A′
M ⇔ x ∈M ∧ x ̸∈ A.

Táto operácia je špeciálna v tom, že vždy muśı byt’ určené k akej množine rob́ıme doplnok. Ak
M = {1, 2, 3}, A = {1, 2}, tak A′

M = {3}. Ak bude množina P = {1, 2, 3, 4}, tak A′
P = {3, 4}.

Pre doplnok platia nasledujúce rovnosti:

� (A′
M )′M = A,

� (A ∪B)′M = A′
M ∩B′

M ,

� (A ∩B)′M = A′
M ∪B′

M ,

� (A \B)′M = A′
M ∪B.

Pre množinové operácie platia mnohé d’aľsie pekné vzt’ahy, tie si postupne dokážete na
cvičeniach.

Vel’mi užitočným matematickým pojmom je usporiadaná dvojica, resp. vo všeobecnosti uspo-
riadaná n–tica. Pre usporiadané dvojice je charakteristická nasledujúca vlastnost’:

[a, b] = [c, d] ⇔ a = c ∧ b = d.

Poznámka 26. Študenti často zamieňajú {a, b} a [a, b]. Kým {a, b} je zápis dvojprvkovej
množiny, kde na porad́ı prvkov nezálež́ı a rovnako túto dvojprvkovú množinu môžeme zaṕısat’ aj
takto {b, a}, tak [a, b] je usporiadaná dvojica a tam je poradie pevne dané.

Na záver ešte uvedieme defińıciu dôležitého, nám už známeho, pojmu.
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Defińıcia 27. Nech A,B sú množiny. Pod kartézskym súčinom A × B množiny A a množiny
B rozumieme množinu všetkých usporiadaných dvoj́ıc, ktorých prvá zložka je prvkom množiny
A a druhá je prvkom množiny B. Teda

A×B = {[x, y];x ∈ A ∧ y ∈ B},

pričom
[x, y] ∈ A×B ⇔ x ∈ A ∧ y ∈ B.

Pŕıklad 28. Nech A = {1, 2, 3}, B = {◦, ⋆}. Určte A×B,B ×A.

Riešenie. Aplikovańım predchádzajúcej defińıcie dostaneme

A×B = {[1, ◦], [1, ⋆], [2, ◦], [2, ⋆], [3, ◦], [3, ⋆]},

B ×A = {[◦, 1], [⋆, 1], [◦, 2], [⋆, 2], [◦, 3], [⋆, 3]}.

Zrejme ste si už všimli, že A × B sa nemuśı rovnat’ B × A. Rovnost’ nastáva len vtedy, ak
A = B, alebo je niektorá z množ́ın A,B prázdna. Často sa stretávame s tým, že A = B, vtedy
namiesto zápisu A×A použ́ıvame zápis A2. Pri kartézskom súčine n množ́ın A1×A2×· · ·×An,
je výsledkom množina usporiadaných n–t́ıc, kde prvá zložka n–tice je z množiny A1, druhá z
množiny A2 a tak d’alej, až n–tá je z množiny An. Ak plat́ı A1 = A2 = · · · = An, potom
namiesto A1 ×A2 × · · · ×An, zapisujeme An.

Poznámka 29. Všimnite si ako spolu súvisia logické a množinové operácie. Začnite napŕıklad
konjunkciou a prienikom.

2 Dôkazy

Matematika nie je
”
divácky šport“, pestovat’ ju treba akt́ıvne, pričom riešenie problémov je

účinný spôsob, ako objavit’ krásy matematiky a zistit’, čo vlastne matematika je. Dôležitou
súčast’ou riešenia problémov je aj overovanie pravdivosti tvrdeńı a zovšeobecňovanie a preto sa
teraz spoločne budeme venovat’ dôkazovým technikám. Dôkazom l’ubovolného tvrdenia (vety)
rozumieme postupnost’ logických úvah, ktoré ukazujú, že platnost’ tvrdenia logicky vyplýva z
platnosti prijatých axióm a z tvrdeńı, ktoré už boli skôr dokázané. Základné typy dôkazov sú:

� priamy dôkaz,

� nepriamy dôkaz,

� dôkaz sporom,

� dôkaz matematickou indukciou.

My sa postupne v nasledujúcich kapitolách zoznámime so všetkými typmi dôkazov.
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2.1 Dôkazy rovnosti množ́ın

Vzhl’adom k tomu, že sme sa doteraz venovali najmä množinám, tak ako prvý typ dôkazov,
budú práve dôkazy rovnosti množ́ın. Aké úlohy si máme pod týmto pojmom predstavit’?
Zadanie môže byt’ napŕıklad takéto:

Dokážte, že plat́ı:
A \ (A \B) = A ∩B.

Zadanie je pomerne stručné, snád’ aj jasné, teraz sa budeme venovat’ spôsobu jeho úspešného
vyriešenia. Tento typ dôkazu nebol explicitne uvedený medzi základnými typmi dôkazov, je
to totiž špeciálny pŕıpad priamych dôkazov. Priamy dôkaz matematického tvrdenia spoč́ıva v
tom, že z už dokázaných tvrdeńı (viet) a axióm dokážeme toto tvrdenie po konečnom počte
korektných úsudkov. Ako si toto predstavit’ a čo to znamená, ak takýmto spôsobom budeme
chciet’ dokázat’ rovnost’ množ́ın? V prvom rade si treba uvedomit’, kedy sa dve množiny rovnajú.
Z predchádzajúcich kapitol vieme, že

(
A = B

)
⇔

(
A ⊆ B ∧ B ⊆ A

)
. Teda takýto dôkaz bude

mat’ dve časti, v prvej časti dokážeme platnost’ inklúzie A ⊆ B a v druhej časti platnost’ inklúzie
B ⊆ A. Ďalej si treba uvedomit’, čo znamená, že napr. A ⊆ B, to opät’ vieme z predchádzajúcich
kapitol a teda

A ⊆ B ⇔ ∀x : x ∈ A⇒ x ∈ B.

Preto ak chceme dokázat’ túto inklúziu, muśıme o každom prvku z množiny A dokázat’, že patŕı
aj do množiny B. Je zrejmé, ze pri nekonečných množinách nemôžeme postupovat’ tak, že to
dokážeme o každom prvku, tol’ko času ani papiera nemáme. Preto si vyberieme jeden prvok z
množiny A, napr. x, ktorý nebude nič́ım špeciálny, jediná informácia o ňom bude, že x ∈ A. Ak
sa nám podaŕı ukázat’, že x ∈ B, budeme dôkaz tejto inklúzie považovat’ za úspešne dokončený.
A skôr ako sa pust́ıme do konkrétneho dôkazu, je nutné upozornit’, že bez znalost́ı základných
vlastnost́ı a defińıcíı množinových a logických operácíı, bude pochopenie jednotlivých krokov
náročné a zrejme aj nemožné.

Pŕıklad 30. Dokážte, že plat́ı: A \ (A \B) = A ∩B.

Dôkaz. Dôkaz bude mat’ dve časti. V prvej časti dokážeme, že

A \ (A \B) ⊆ A ∩B.

Postupne budeme pre prvok x (vieme o ňom len tol’ko, že patŕı do množiny A\(A \B)) aplikovat’

defińıcie množinových operácíı. Dbáme na to, že operácie v zátvorkách majú prednost’.

Nech x ∈ A \ (A \B) ⇒ x ∈ A ∧ x ̸∈ A \B.

V tomto kroku sme zátvorku (A \ B) brali ako jednu množinu, teda prvok x patŕı do rozdielu
množiny A a množiny (A \B). Z defińıcie rozdielu vieme, že do množiny A patŕı a do množiny
(A\B) nepatŕı. V zátvorke je opät’ rozdiel množ́ın. Ak by x do rozdielu A\B patrilo, potom by
platilo, že x ∈ A ∧ x ̸∈ B. V našom pŕıpade však do tohto rozdielu nepatŕı, tak muśıme urobit’

negáciu a teda pre x bude platit’

x ̸∈ A ∨ x ∈ B.

A takto budeme pokračovat’ a budeme sa snažit’ postupne ukázat’, že x ∈ A ∩ B. Teda dôkaz
tejto časti bude nasledujúci:

Nech x ∈ A \ (A \B) ⇒ x ∈ A ∧ x ̸∈ A \B ⇒ x ∈ A ∧ (x ̸∈ A ∨ x ∈ B) .
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Teraz využijeme distributivitu konjunkcie vzhl’adom na disjunkciu:

A ∧ (B ∨ C) = (A ∧B) ∨ (A ∧ C) ,

teda budeme pokračovat’ takto:

x ∈ A ∧ (x ̸∈ A ∨ x ∈ B) ⇒ (x ∈ A ∧ x ̸∈ A) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B) ⇒ x ∈ A ∩B.

V poslednom kroku sme využili to, že konjunkcia x ∈ A ∧ x ̸∈ A je vždy neprevdivá a aby
disjunkcia (x ∈ A ∧ x ̸∈ A)∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B) bola pravdivá, muśı platit’ x ∈ A∧ x ∈ B. Týmto
sme dokázali, že plat́ı

A \ (A \B) ⊆ A ∩B.
V druhom kroku dokážeme opačnú inklúziu: A∩B ⊆ A\ (A \B) . Postupovat’ budeme podobne
ako v prvom kroku, ale využijeme aj jeden umelý krok.

Nech x ∈ A ∩B ⇒ x ∈ A ∧ x ∈ B ⇒ (x ∈ A ∧ x ̸∈ A) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B) ,

poslednú implikáciu si dobre premyslite. Konjunkcia (x ∈ A ∧ x ̸∈ A) nie je nikdy pravdivá, teda
pravdivostná hodnota celej disjunkcie bude závisiet’ len na pravdivostnej hodnote konjunkcie
(x ∈ A ∧ x ∈ B) . Tento, zdanlivo zbytočný, umelý krok nám pomôže dokončit’ dôkaz tejto časti.
Stač́ı použit’ distributivitu konjunkcie vzhl’adom na disjunkciu a dostaneme

⇒ x ∈ A ∧ (x ̸∈ A ∨ x ∈ B) ⇒ x ∈ A ∧ x ̸∈ A \B ⇒ x ∈ A \ (A \B) .

Teda plat́ı aj opačná inklúzia a preto plat́ı rovnost’:

A \ (A \B) = A ∩B.

□
Nie vždy dopredu vieme, že rovnost’ naozaj plat́ı. Preto je dobré nakreslit’ si Vennove dia-

gramy pre obe strany rovnosti. Nie je to śıce dôkaz, ale pomôže nás to nasmerovat’, aby sme
vedeli, či danú rovnost’ budeme dokazovat’, alebo naopak budeme musiet’ nájst’ protipŕıklad, teda
konkrétne množiny, pre ktoré daná rovnost’ neplat́ı.

Pŕıklad 31. Zistite, či pre l’ubovolné množiny plat́ı

A \ (B \A) = A ∩B.

Riešenie. Teraz nevieme, či rovnost’ plat́ı, tak je vhodné nakreslit’ si pre obe strany Vennove
diagramy.
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Z obrázku vid́ıme, že rovnost’ nemuśı platit’ pre l’ubovolné dve množiny. Zároveň sa dá vidiet’,
že rovnost’ bude platit’ pre také dve množiny A,B, pre ktoré plat́ı A = A ∩ B, teda také, že
A ⊆ B. Preto odpoved’ou je, že rovnost’ neplat́ı pre l’ubovolné dve množiny A,B a treba uviest’

aj konkrétne dve množiny, ktoré rovnost’ porušujú. Teda napŕıklad takéto

A = {⋆,∆}, B = {◦}.

Potom
A \ (B \A) = {⋆,∆} \

(
{◦} \ {⋆,∆}

)
= {⋆,∆} \ {◦} = {⋆,∆}

a
A ∩B = {⋆,∆} ∩ {◦} = ∅.

V tomto pŕıpade je
A \ (B \A) ̸= A ∩B.

Premyslite si, či plat́ı aspoň inklúzia A ∩ B ⊆ A \ (B \A) . Ak áno, tak tvrdenie dokážte, ak
nie, nájdite vhodný kontrapŕıklad. Vhodnou nápovedou sú opät’ Vennove diagramy. □

2.2 Priamy dôkaz implikácie

Väčšina matematických tvrdeńı je v tvare implikácie alebo ekvivalencie. Jedným z možných
spôsobov, ako tvrdenie v tvare implikácie dokázat’, je priamy dôkaz. Samozrejme, dá sa využit’

aj pri dokazovańı ekvivalencie a to tak, že postupne dokážeme obe implikácie. Čo je to teda
priamy dôkaz implikácie A ⇒ B? Podstata priameho dôkazu, spoč́ıva vo vytvoreńı ret’azca
implikácíı A ⇒ B1, B1 ⇒ B2, . . . , Bk ⇒ B, kde B1, B2, B3, . . . , B sú axiómy alebo dokázané
tvrdenia, a následného logického záveru: A ⇒ B. Čiže postupujeme od predpokladu k záveru,
čo vyzerá byt’ taká prirodzená cesta, ale čoskoro aj sami zist́ıte, že nie je vždy najschodneǰsia.
Prinćıp priameho dôkazu ukážeme na jednoduchej úlohe.

Pŕıklad 32. Dokážte, že súčet dvoch nepárnych (lichých) č́ısel je č́ıslo párne (sudé)

Dôkaz. Tvrdenie si preṕı̌seme do tvaru implikácie:

Nech m,n sú nepárne č́ısla, potom súčet m+ n je párne č́ıslo.

Budeme predpokladat’, že predpoklad v danej implikácii plat́ı, teda, že m a n sú nepárne č́ısla.
Potom sa budeme sa snažit postupne odvodit’, že plat́ı aj záver implikácie. Teda predpokladáme,
že

∃k, l ∈ Z : m = 2 · k + 1 ∧ n = 2 · l + 1.

Pre ich súčet plat́ı:

m+ n = (2 · k + 1) + (2 · l + 1) = 2 · k + 2 · l + 2 = 2 · (k + l + 1).

Zrejme súčet k+ l+1 je celé č́ıslo a teda 2 · (k+ l+1) je párne (sudé) č́ıslo. Teda je splnený aj
záver implikácie a tým je dôkaz úspešne skončený. □

Všimnite si, že tvrdenie v zadańı nie je formulované ako implikácia. Toto je pomerne častý
jav a pred dokazovańım je preto vhodné tvrdenie preformulovat’, aby bolo jasne určené, čo je
predpoklad, a čo záver.

Pŕıklad 33. Dokážte, že druhá mocnina nepárneho (lichého) č́ısla je č́ıslo nepárne.

16



Dôkaz. Opät’ je vhodné tvrdenie preṕısat’ do tvaru implikácie:

Nech n je nepárne č́ıslo, potom jeho druhá mocnina je nepárne č́ıslo.

Budeme predpokladat’, že predpoklad v danej implikácii plat́ı, teda, že n je nepárne č́ıslo. Potom

∃k ∈ Z : n = 2 · k + 1.

Pre jeho druhú mocninu plat́ı:

n2 = (2 · k + 1)2 = 4 · k2 + 4 · k + 1 = 2 · (2 · k2 + 2 · k) + 1.

Zrejme súčet 2 · k2+2 · k je celé č́ıslo a teda n2 je nepárne (liché) č́ıslo. Teda je splnený aj záver
implikácie, tým je dôkaz úspešne ukončený. □

Toto tvrdenie plat́ı aj obrátene, teda plat́ı, že

2 ̸ |n2 ⇒ 2 ̸ |n,

teda plat́ı ekvivalencia
2 ̸ |n⇔ 2 ̸ |n2.

Ak chceme dokázat’, že ekvivalencia je pravdivá, zvyčajne to dokazujeme v dvoch krokoch a
to tak, že si ju rozdeĺıme na dve implikácie a tie postupne dokážeme. Nám sa podarilo ukázat’

zatial len jednu z týchto implikácíı
2 ̸ |n⇒ 2 ̸ |n2.

Keby sme chceli priamo dokázat’ aj opačnú implikáciu (2 ̸ |n2 ⇒ 2 ̸ |n), tak by sme si zbytočne
skomplikovali život. V nasledujúcej kapitolke si ukážeme, ako jednoduchšie túto čast’ ekvivalencie
dokázat’.

2.3 Nepriamy dôkaz

Nepriamy dôkaz použ́ıvame pri dôkazoch implikácie A ⇒ B. Z kapitoly o výrokovom počte
vieme, že táto implikácia je ekvivalentná s obmenenou implikáciou ¬B ⇒ ¬A (prinćıp kon-
trapoźıcie), teda postupujeme tak, že najskôr vytvoŕıme obmenenú implikáciu a túto potom
dokazujeme priamo. Menej formálne to môžeme povedat’ tak, že namiesto tvrdenia

”
Ak platia predpoklady, tak plat́ı záver“,

budeme dokazovat’ tvrdenie

”
Ak neplat́ı záver, tak neplat́ı aspoň jeden z predpokladov.“

A teraz takýmto spôsobom dokážeme druhú čast’ ekvivalencie 2 ̸ |n⇔ 2 ̸ |n2, z predchádzajúcej
kapitoly.

Pŕıklad 34. Dokážte, že
2 ̸ |n2 ⇒ 2 ̸ |n.

Dôkaz. Tvrdenie dokážeme nepriamo. Najskôr je potrebné vytvorit’ k pôvodnej implikácii
jej obmenu, teda

2|n⇒ 2|n2.
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Túto implikáciu dokážeme priamo, čiže budeme predpokladat’, že 2|n a dokážeme, že aj 2|n2.
Nech 2|n, potom zrejme plat́ı, že ∃k ∈ Z : n = 2 · k. Pre druhú mocninu potom plat́ı:

n2 = (2 · k)2 = 4 · k2 = 2 · (2 · k2).

Zrejme 2·k2 je celé č́ıslo, preto n2 je párne (sudé) č́ıslo, teda 2|n2. Týmto sme dokázali pravdivost’

obmenenej implikácie, tá má však vždy rovnakú pravdivostnú hodnotu, ako pôvodná implikácia,
preto je dôkaz úspešne ukončený. □

Pŕıklad 35. Dokážte, že ak p je prvoč́ıslo väčšie ako 2, tak je nepárne (liché).

Dôkaz. Aj toto tvrdenie dokážeme nepriamo. Jeho obmenou je

Ak je p párne (sudé), tak p nie je väčšie ako 2 alebo p nie je prvoč́ıslo.

Všimnite si najmä negáciu predpokladov, teda budeme dokazovat’, že aspoň jeden z predpo-
kladov (v tejto úlohe boli dva) neplat́ı. Ďalej si treba uvedomit’, že pracujeme na množine
prirodzených č́ısel, úloha je totiž o prvoč́ıslach. Budeme teda predpokladat’, že p je párne, po-
tom

∃k ∈ N : p = 2 · k.
Potom máme dve disjunktné možnosti

� k ≤ 1 ⇒ p = 2 · k nie je väčšie ako 2,

� k > 1 ⇒ p = 2 · k nie je prvoč́ıslo (každé prvoč́ıslo p má práve dva rôzne delitele, 1 a p).

Tým je tento dôkaz hotový. □

2.4 Dôkaz sporom

Pri dokazovańı sporom nebudeme dokazovat’ priamo zadané tvrdenie, ale vyjdeme z jeho negácie,
o ktorej dokážeme, že je nepravdivá. Z toho potom plynie, že pôvodné tvrdenie je pravdivé. Do-
teraz sme nepravdivost’ tvrdenia

”
dokazovali“ len hl’adańım vhodných kontrapŕıkladov. Ako

budeme teraz dokazovat’, že daná negácia je nepravdivá? Ako jedna z možnost́ı ostáva stále
nájdenie kontrapŕıkladu, ale nie vždy s ňou vystač́ıme. V takom pŕıpade budeme predpokladat’,
že táto negácia plat́ı, a odvod́ıme z nej spor, čiže tvrdenie, ktoré je bud’ v rozpore s týmto pred-
pokladom, alebo je evidentne nepravdivé. Toto odvodenie urob́ıme podobne ako pri priamom
dôkaze.

Jedným z najznámeǰśıch ukážok dôkazov sporov je dôkaz toho, že prvoč́ısel je nekonečne
vel’a. Nemôžeme ho vynechat’.

Pŕıklad 36. Dokážte, že prvoč́ısel je nekonečne vel’a.

Dôkaz. Tvrdenie dokážeme sporom, teda budeme predpokladat’, že plat́ı opak, čiže, že prvoč́ısel
je konečne vel’a. Ak ich je konečne vel’a, tak, potom existuje n ∈ N také, že p1, p2, . . . , pn sú
všetky možné prvoč́ısla. Teraz urob́ıme umelý krok a vyrob́ıme č́ıslo s, nasledujúcim spôsobom

s = p1 · p2 · · · pn + 1.

Čo vieme o č́ısle s povedat’? Určite plat́ı, že

s > pi, pričom i ∈ {1, 2, . . . , n},

ale zároveň plat́ı aj
pi ̸ |s, pričom i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Čo to znamená? Aké môže byt’ č́ıslo s? Môžu nastat’ dva rôzne pŕıpady.
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� Č́ıslo s môže byt’ prvoč́ıslo, ale určite to nie je ani jedno z prvoč́ısel p1, p2, . . . , pn, lebo od
každého z nich je s väčšie. Ale my sme predpokladali, že p1, p2, . . . , pn sú všetky prvoč́ısla
a žiadne iné neexistujú. Takže táto možnost’ je v spore s našim predpokladom.

� Ak by s bolo zložené č́ıslo, tak potom nutne muśı byt’ delitel’né nejakým prvoč́ıslom, my
sme však zistili, že nie je delitel’né ani jedným z p1, p2, . . . , pn, ale podl’a predpokladu toto
mali byt’ všetky prvoč́ısla. To opät’ znamená, že máme tých prvoč́ısel

”
málo“, a teda aj

táto možnost’ je v spore s predpokladom.

Vzhl’adom k tomu, že už žiadna iná možnost’ neexistuje a obe predchádzajúce boli v spore s
predpokladom, prvoč́ısel nemôže byt’ konečne vel’a. Pre lepšie pochopenie oboch možnost́ı sa
skúste

”
pohrat’“ a nájst’ také po sebe idúce prvoč́ısla p1, p2, . . . , pn, aby p1 · p2 · · · pn + 1 nebolo

prvoč́ıslo. □
V literatúre sa dajú nájst’ rôzne d’aľsie dôkazy tohto tvrdenia, obzvlášt’ pekný je dôkaz, ktorý

využ́ıva vlastnosti členov Fibonacciho postupnosti.
Ďaľśım známym tvrdeńım, ktoré je vhodné dokazovat’ sporom, je tvrdenie, že

√
2 nie je

racionálne č́ıslo. Tentokát sa nebudeme držat’ trad́ıcie a dokážeme trochu iné tvrdenie.

Pŕıklad 37. Dokážte, že 7
√
7 nie je racionálne č́ıslo.

Dôkaz. Tvrdenie dokážeme sporom, preto ho najskôr znegujeme. Po negácii dostaneme

7
√
7 je racionálne č́ıslo.

Budeme predpokladat’, že toto tvrdenie je pravdivé. To znamená, že sa 7
√
7 dá zaṕısat’ v tvare

zlomku p
q , kde p, q ∈ Z, q ̸= 0 a p, q sú nesúdelitel’né. Teda

7
√
7 =

p

q
,

po umocneńı dostaneme

7 =
p7

q7
.

Obe strany rovnice vynásob́ıme č́ıslom q7

7q7 = p7.

Zrejme l’avá strana rovnice je delitel’ná 7 a preto aj pravá strana muśı byt’ delitel’ná 7. Potom teda
plat́ı 7|p7, ale 7 je prvoč́ıslo a teda z toho vyplýva, že 7|p a teda 77|p7 (toto si dobre premyslite).
Preto p7 vieme zaṕısat’ ako p7 = 77.k, pričom k ∈ Z. Dosad́ıme do poslednej rovnice

7q7 = 77.k,

po úprave dostaneme
q7 = 76.k,

ale z poslednej rovnice vyplýva, že 7|q a ked’ si uvedomı́me, že 7|p, tak sa dostaneme k sporu s
tým, že p, q sú nesúdelitel’né. Negované tvrdenie je evidentne nepravdivé, preto plat́ı to pôvodné
tvrdenie. Tým je dôkaz ukončený. □

Na záver sa budeme ešte venovat’ dôkazu sporom takého tvrdenia, ktoré má tvar implikácie.
Ak máme dokázat’ sporom tvrdenie, ktoré má tvar A⇒ B, najskôr ho znegujeme (nezabudnite
aj na kvantifikátory) a dostaneme tvrdenieA∧¬B. Ďalej už postupujeme ako v predchádzajúcich
úlohách.

Nasledujúce tvrdenie sme už dokázali nepriamym dôkazom, teraz ho dokážeme sporom.
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Pŕıklad 38. Dokážte, že ak p je prvoč́ıslo väčšie ako 2, tak p je nepárne (liché).

Dôkaz. Budeme dokazovat’ sporom, preto tvrdenie znegujeme. Teda dostaneme, že

p je prvoč́ıslo väčšie ako 2 a zároveň je párne.

Potom p = 2 · k pre nejaké prirodzené č́ıslo k > 1. To ale znamená, že p nie je prvoč́ıslo (tu
si treba spomenút’ na defińıciu prvoč́ısel), čo je v spore s predpokladom. Teda plat́ı pôvodné
tvrdenie, a tým je dôkaz skončený. □

2.5 Matematická indukcia

Keby sme mali vyriešit’ nasledujúcu úlohu, zrejme by to rôzni l’udia riešili rôzne.
Kol’ko je

1 + 2 + · · ·+ 99 + 100?

Isto by sa našli trpezliv́ı študenti, ktoŕı by to postupne sč́ıtali. Traduje sa, že takúto úlohu zadal
učitel’malému Gaussovi, ked’ chcel mat’ od neho chv́ıl’u pokoj. Ale Gauus bol už isto aj v detstve
šikovný a všimol si, že

1 + 100 = 101,

2 + 99 = 101,

. . . . . . . . . . . . ,

50 + 51 = 101,

teda s výsledkom bol hned’ hotový, vyšlo mu 50 · 101 = 5050.
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Tento postup sa dá zovšeobenit’ pre l’ubovolné prirodzené č́ıslo n a potom dostaneme

1 + 2 + · · ·+ n =
1

2
· n · (n+ 1).

Overit’ správnost’ tohto tvrdenia môžeme rôznymi spôsobmi, jedným z pomerne účinných
nástrojov, na overenie takýchto tvrdeńı, je prinćıp matematickej indukcie. Tento prinćıp má
nasledujúce dva kroky:

� Dokážeme, že tvrdenie plat́ı pre n0, kde n0 je najmenšia hodnota, pre ktorú má platit’.

� Predpokladáme, že tvrdenie plat́ı pre k, k ≥ n0, dokážeme, že plat́ı aj pre k + 1.

Ak budeme úspešńı v oboch krokoch, tak sme dokázali, že tvrdenie plat́ı, pre všetky celé č́ısla
väčšie ako n0. Je dôležité si uvedomit’, že oba kroky sú nutné, teda ani jeden nie je možné
vynechat’. Pre názornost’ je dobré si predstavit’ za akých podmienok spadne domino. Je nutné,
aby spadla prvá kocka (tvrdenie muśı platit’ pre n0) a potom vždy k−ta kocka muśı zhodit’

nasledujúcu, (k+1)−vú kocku (teda z predpokladu platnosti tvrdenia pre k dokazujeme tvrdenie
pre k + 1).

Teraz postupne ukážeme aplikáciu tohto užitočného prinćıpu v úlohách.

Pŕıklad 39. Dokážte, že pre n ∈ N, plat́ı

1 + 2 + · · ·+ n =
1

2
· n · (n+ 1).

Dôkaz. Rovnost’ dokážeme pomocou matematickej indukcie:

� V prvom kroku dokážeme, že rovnost’ plat́ı pre n = 1, teda pre najmenšie prirodzené č́ıslo.
Budeme použ́ıvat’ označenie L.S. pre l’avú stranu, P.S. pre pravú stranu. Teda

L.S. = 1, P.S. =
1

2
· 1 · (1 + 1) = 1,

L.S. = P.S.

� V druhom kroku budeme predpokladat’, že plat́ı V (k), teda, že je

1 + 2 + · · ·+ k =
1

2
· k · (k + 1),

dokážeme, že plat́ı V (k + 1), teda, že plat́ı

1 + 2 + · · ·+ k + (k + 1) =
1

2
· (k + 1) · ((k + 1) + 1),

po úprave

1 + 2 + · · ·+ k + (k + 1) =
1

2
· (k + 1) · (k + 2).

Táto čast’ je vel’mi dôležitá, pri tvorbe V (k+1) si treba uvedomit’, čo sa skrýva medzi tromi
bodkami na l’avej strane rovnosti, č́ım súčet na l’avej strane zač́ına, č́ım konč́ı a samozrejme
treba správne vytvorit’ aj pravú stranu rovnosti. V tejto úlohe je menej náročné vytvorit’

pravú stranu rovnosti V (k+1). Všetky výskyty k nahrad́ıme výrazom (k+1) tak, ako je
to vyznaěné červenou farbou. V našom súčte na l’avej strane sú všetky prirodzené čisla od
1 po k, čo znamená, že l’avá strana vo V (k + 1) bude obsahovat’ všetky prirodzené čisla
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od 1 po k, čo znamená, že k súčtu, ktorý je vo V (k) pridáme len jeden, posledný člen a
to (k + 1), farebne zvýraznený. Teraz už len uprav́ıme l’avú stranu V (k + 1):

L.S. = 1 + 2 + · · ·+ k + k + 1 = (1 + 2 + · · ·+ k) + k + 1.

Zátvorku môžeme nahradit’ pravou stranou V (k) a dostaneme

L.S. =
1

2
· k · (k + 1) + k + 1.

Po úprave je

L.S. = (k + 1) ·
(
1

2
· k + 1

)
=

1

2
· (k + 1) · (k + 2) = P.S.

Vid́ıme, že sme sa dopracovali k pravej strane V (k+1) a teda aj pre V (k+1) plat́ı, že sa
pravá a l’avá strana rovnajú. Týmto je dôkaz skončený. □

Poznámka 40. Prvý krok matematickej indukcie sa nazýva báza, alebo základ indukcie, druhý
krok v tomto type dôkazov sa nazýva indukčný krok. Predpoklad, že dokazované tvrdenie plat́ı
pre k ≥ n0 sa nazýva indukčný predpoklad.

Pŕıklad 41. Dokážte, že pre n ∈ N, plat́ı

13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =
1

4
· n2 · (n+ 1)2.

Dôkaz. Rovnost’ opät’ dokážeme pomocou matematickej indukcie. Budeme postupovat’ podobne
ako v predchádzajúcom pŕıklade.

� V prvom kroku dokážeme, že rovnost’ plat́ı pre n = 1.

L.S. = 13 = 1, P.S. =
1

4
· 12 · (1 + 1)2 = 1,

L.S. = P.S.

� V druhom kroku predpokladáme, že plat́ı:

13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =
1

4
· n2 · (n+ 1)2,

dokážeme, že plat́ı

13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 + (n+ 1)3 =
1

4
· (n+ 1)2 · ((n+ 1) + 1)2 .

Pozorný čitatel’ si už isto všimol, že sme tentokrát namiesto k použili priamo n, nijako
to neznižuje kvalitu dôkazu, výber ṕısmena je nepodstatný. Pri tvorbe V (n + 1) sme
postupovali podobne ako v predchádzajúcej úlohe, opät’ stačilo na l’avej strane pridat’ len
jeden člen (n+ 1)2.
Upravujeme l’avú stranu V (n+ 1) :

L.S. = [13 + 23 + 33 + · · ·+ n3] + (n+ 1)3.

Súčet v hranatej zátvorke nahrad́ıme pravou stranou V (n) a uprav́ıme. Potom

L.S. =
1

4
· n2 · (n+ 1)2 + (n+ 1)3 = (n+ 1)2

(
1

4
· n2 + n+ 1

)
.
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Upravujeme stále l’avú stranu

L.S. = (n+ 1)2 · 1
4
·
(
n2 + 4n+ 4

)
=

= (n+ 1)2 · 1
4
· (n+ 2)2 =

=
1

4
· (n+ 1)2 · (n+ 2)2 = P.S.

Vid́ıme, že obe strany V (n + 1) sa rovnajú, teda sme dokázali, že uvedená rovnost’ plat́ı
pre všetky prirodzené č́ısla.

□

Pŕıklad 42. Dokážte, že pre n ∈ N, plat́ı

12 + 32 + · · ·+ (2n− 1)2 =
1

3
· n · (4n2 − 1).

Dôkaz. Znovu budeme dokazovat’ pomocou matematickej indukcie.

� V prvom kroku dokážeme, že rovnost’ plat́ı pre n = 1.

L.S. = 12 = 1, P.S. =
1

3
· 1 · (4.12 − 1) = 1,

L.S. = P.S.

� V druhom kroku predpokladáme, že plat́ı:

12 + 32 + · · ·+ (2k − 1)2 =
1

3
· k · (4k2 − 1),

dokážeme, že plat́ı

12 + 32 + · · ·+ (2k − 1)2 + (2(k + 1)− 1)2 =
1

3
· (k + 1) · (4(k + 1)2 − 1),

po úprave

12 + 32 + · · ·+ (2k − 1)2 + (2k + 1)2 =
1

3
· (k + 1) · (4(k + 1)2 − 1),

Ako sme dostali V (k + 1)? Ked’ pozorne preskúmame súčet na l’avej strane V (k), tak
vid́ıme, že je to súčet druhých mocńın všetkých nepárnych prirodzených č́ısel od 1 po
2k−1. Teda súčet vo V (k+1) bude obsahovat’ súčet druhých mocńın všetkých nepárnych
prirodzených č́ısel od 1 po 2(k+1)− 1 = 2k+1, lebo namiesto k aplikujeme k+1. Treba
si uvedomit’, že medzi 2k − 1 a 2k + 1 nie je už žiadne liché prirodzené č́ıslo a teda súčet
na l’avej strane je 12 + 32 + · · ·+ (2k − 1)2 + (2k + 1)2. Pravú stranu dostaneme rovnako
ako v predchádzajúcich pŕıkladoch. A teraz sa už môžeme pustit’ do úpravy l’avej strany
V (k + 1) :

L.S. = 12 + 32 + · · ·+ (2k− 1)2 + (2(k+ 1)− 1)2 = [12 + 32 + · · ·+ (2k− 1)2] + (2k+ 1)2.

Súčet v hranatej zátvorke je l’avá strana V (k) a teda ho nahrad́ıme pravou stranou V (k)
a uprav́ıme. Potom

L.S. =
1

3
· k · (4k2 − 1) + (2k + 1)2 =

23



=
1

3
· k · (2k − 1)(2k + 1) + (2k + 1)2 =

= (2k + 1)

[
1

3
· k · (2k − 1) + (2k + 1)

]
.

Upravujeme stále l’avú stranu

L.S. = (2k + 1) ·
(
k(2k − 1) + 6k + 3

3

)
=

=
2k + 1

3
· (2k2 + 5k + 3) =

=
1

3
· (2k + 1) · (2k + 3) · (k + 1).

Ešte uprav́ıme pravú stranu V (k + 1)

P.S. =
1

3
· (k + 1) · (4(k + 1)2 − 1) =

=
1

3
· (k + 1) · (4k2 + 8k + 3) =

=
1

3
· (k + 1) · (2k + 1) · (2k + 3).

Vid́ıme, že obe strany sa rovnajú, teda dôkaz je úspešne ukončený. □

Pŕıklad 43. Dokážte, že pre n ∈ N, plat́ı

1 + 2 + 3 + · · ·+ (4n+ 1) = (2n+ 1) · (4n+ 1).

Dôkaz. Rovnost’ opät’ dokážeme pomocou matematickej indukcie. V tejto úlohe bude pravde-
podobne najdôležiteǰsie správne zvládnut’ prechod od V (k) ku V (k + 1).

� V prvom kroku dokážeme, že rovnost’ plat́ı pre n = 1. Výpočet l’avej strany je kl’́učový pre
pochopenie druhého kroku matematickej indukcie:

L.S. = 1 + 2 + · · ·+ (4 · 1 + 1) = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15,

P.S. = (2 · 1 + 1) · (4 · 1 + 1) = 15,

L.S. = P.S.

Skôr ako prejdeme k druhému kroku dôkazu, vypoč́ıtame l’avú stranu pre n = 2. Treba si
uvedomit’, že sčitujeme všetky prirodzené č́ısla od 1 po (4 · n+ 1), teda v našom pŕıpade
po (4 · 2 + 1) :

L.S. = 1 + 2 + · · · (4 · 2 + 1) = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 = 45.

Všimnite si, že v porovnańı s pŕıpadom pre n = 1 má tento súčet o štyri sč́ıtance viac.
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� V druhom kroku predpokladáme, že plat́ı:

1 + 2 + 3 + · · ·+ (4k + 1) = (2k + 1) · (4k + 1),

dokážeme, že plat́ı

1+2+3+· · ·+(4k+1)+(4k + 2) + (4k + 3) + (4k + 4) + (4k + 5) = (2(k + 1)+1)·(4(k + 1)+1),

po úprave

1 + 2 + 3 + · · ·+ (4k + 1) + (4k + 2) + (4k + 3) + (4k + 4) + (4k + 5) = (2k + 3)(4k + 5).

Ako sme dostali V (k + 1)? Súčet na l’avej strane vo V (k) obsahuje ako sč́ıtance všetky
prirodzené č́ısla od 1 po (4k+1). Preto súčet na l’avej strane vo V (k+1) muśı obsahovat’

ako sč́ıtance všetky prirodzené č́ısla od 1 po (4(k + 1) + 1 = (4k + 5). Ked’že (4k + 1) <
(4k + 5), tak súčet vo V (k + 1) bude obsahovat’ všetky prirodzené č́ısla, ktoré sú vo V (k)
a ešte všetky tie, ktoré sú medzi (4k + 1) a (4k + 5), vrátane (4k + 5). Teda budeme
pridávat’ čisla (4k + 2), (4k + 3), (4k + 4) a (4k + 5). Pravú stranu dostaneme rovnako
ako v predchádzajúcich pŕıkladoch. A teraz sa už môžeme pustit’ do úpravy l’avej strany
V (k + 1) :

L.S. = 1 + 2 + 3 + · · ·+ (4k + 1) + (4k + 2) + (4k + 3) + (4k + 4) + (4k + 5) =

= [1 + 2 + 3 + · · ·+ (4k + 1)] + (16k + 14).

Súčet v hranatej zátvorke je l’avá strana V (k) a teda ho nahrad́ıme pravou stranou V (k)
a uprav́ıme:

L.S. = (2k + 1) · (4k + 1) + 16k + 14 = (8k2 + 6k + 1) + 16k + 14.

Po d’aľśıch úpravách máme:

L.S. = 8k2 + 22k + 15 = (2k + 3)(4k + 5) = P.S.

Vid́ıme, že obe strany sa rovnajú, teda dôkaz je úspešne ukončený. □

Teraz skúsime vyriešit’ trochu náročneǰsiu úlohu, budeme dokazovat’ nerovnost’.

Pŕıklad 44. Dokǎžte, že pre n ∈ N, n > 1 plat́ı

4n

n+ 1
<

(2n)!

(n!)2
.

Dôkaz. Opät’ použijeme na dôkaz matematickú indukciu. Zmena bude už v prvom kroku, treba
si uvedomit’, že sa jedná o nerovnost’, tá má navyše platit’ pre n > 1.

� V prvom kroku dokážeme, že to plat́ı pre n = 2.

L.S. =
42

2 + 1
=

16

3
, P.S. =

(2.2)!

(2!)2
=

4.3.2.1

(2.1)2
= 6,

L.S. < P.S
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� V druhom kroku predpokladáme, že 4k

k+1 <
(2k)!
(k!)2

, dokážeme, že plat́ı 4k+1

k+2 <
(2(k+1))!
((k+1)!)2

.

Budeme upravovat’ pravú stranu V (k + 1) (úprava l’avej strany by nám nepomohla, kto
neveŕı, môže si to vyskúšat’):

P.S. =
(2(k + 1))!

((k + 1)!)2
=

(2k + 2)!

((k + 1) · k!)2
=

=
(2k + 2) · (2k + 1) · (2k)!

(k + 1)2 · (k!)2
=

=
(2k + 2) · (2k + 1)

(k + 1)2
·
[
(2k)!

(k!)2

]
.

Výraz v hranatých zátvorkách je pravá strana V (k), preto ho nahrad́ıme l’avou stranou
V (k), ale nesmieme zabudnút’ na to, že V (k) je nerovnost’, preto po tejto náhrade sa celý
výraz zmenš́ı. Potom

P.S. =
(2k + 2) · (2k + 1)

(k + 1)2
·
[
(2k)!

(k!)2

]
>

(2k + 2) · (2k + 1)

(k + 1)2
· 4k

k + 1
.

Ak sa nám o poslednom výraze podaŕı dokázat’, že je väčš́ı ako l’avá strana V (k + 1), tak
bude dôkaz úspešne ukončený. Toto si dobre premyslite. Vychádzame z toho, že plat́ı

[(x > y) ∧ (y > z)] ⇒ (x > z).

Teda potrebujeme ukázat’, že plat́ı

(2k + 2) · (2k + 1)

(k + 1)2
· 4k

k + 1
>

4k+1

k + 2
.

Nerovnost’ upravujeme a vzhl’adom k tomu, že pracujeme s kladnými č́ıslami, beztrestne
deĺıme a násob́ıme obe strany nerovnosti.

Obe strany predeĺıme 4k

(2k + 2) · (2k + 1)

(k + 1) · (k + 1)2
>

4

k + 2
,

zlomok na l’avej strane vykrátime:

2k + 1

(k + 1)2
>

2

k + 2
.

Prenásob́ıme obe strany (k + 1)2 · (k + 2), dostaneme

(2k + 1) · (k + 2) > 2 · (k + 1)2,

čo je ekvivalentné s
2k2 + 5k + 2 > 2k2 + 4k + 2,

a po jednoduchej úprave máme
k > 1,

čo je v našom pŕıpade postačujúce (tvrdenie má platit’ pre n ∈ N, n > 1). Vzhl’adom k
tomu, že sme robili ekvivalentné úpravy, plat́ı aj toto:

(2k + 2) · (2k + 1)

(k + 1)2
· 4k

k + 1
>

4k+1

k + 2
,

26



ak zhrnieme, čo sme doteraz zistili, dostaneme, že

P.S. >
(2k + 2) · (2k + 1)

(k + 1)2
· 4k

k + 1
> L.S.,

čo znamená, že plat́ı
P.S. > L.S.

□

Nasledujúca úloha je náročneǰsia nielen v tom, že sa opät’ jedná o nerovnost’, ale navyše súčet
na l’avej strane nemá pevný začiatok.

Pŕıklad 45. Dokážte, že pre n ∈ N;n > 1 plat́ı

1

n
+

1

n+ 1
+ · · ·+ 1

3n− 2
≥ 1.

Dôkaz. Dokážeme pomocou matematickej indukcie:

� V prvom kroku dokážeme, že to plat́ı pre n = 2. Tu si treba dobre premysliet’, aký bude
prvý a posledný sč́ıtanec na l’avej strane. Vzhl’adom k tomu, že n = 2, prvý sč́ıtanec bude
1
2 a posledný 1

3·2−2 = 1
4 , preto

L.S. =
1

2
+

1

3
+

1

4
=

13

12
, P.S. = 1,

L.S. ≥ P.S

� V druhom kroku budeme predpokladat’, že plat́ı:

1

n
+

1

n+ 1
+ · · ·+ 1

3n− 2
≥ 1.

dokážeme, že plat́ı

1

n+ 1
+ · · ·+ 1

3n− 2
+

1

3n− 1
+

1

3n
+

1

3n+ 1
≥ 1.

Opät’ si treba dobre premysliet’, aký bude prvý a posledný sč́ıtanec na l’avej strane V (n+1).
Po úspešnom zostaveńı V (n+1) sa zameriame na hl’adanie l’avej strany V (n) v l’avej strane
V (n+ 1). Urob́ıme trik, ktorý sa použ́ıva dost’ často. K l’avej strane V (n+ 1) prič́ıtame a
odč́ıtame to isté (ale vhodne zvolené) č́ıslo. V našom pŕıpade to bude 1

n .

Preṕı̌seme l’avú stranu (všimnite si, že už sme prič́ıtali a odč́ıtali 1
n).

L.S. =
1

n
+

1

n+ 1
+ · · ·+ 1

3n− 2
+

1

3n− 1
+

1

3n
+

1

3n+ 1
− 1

n
=

=

[
1

n
+

1

n+ 1
+ · · ·+ 1

3n− 2

]
+

1

3n− 1
+

1

3n
+

1

3n+ 1
− 1

n
,

všimnite si súčet v hranatých zátvorkách, zrejme je to l’avá strana V (n). My potrebujeme
dokázat’, že l’avá strana V (n + 1) je väčšia ako 1 a z V (n) vieme, že súčet v hranatej
zátvorke je väčš́ı ako 1, teda stač́ı (a toto si dobre premyslite), aby

1

3n− 1
+

1

3n
+

1

3n+ 1
− 1

n
≥ 0,
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potom už bude aj celá l’avá strana V (n + 1) isto väčšia ako 1. Teraz sa pozrime, či je
naozaj

1

3n− 1
+

1

3n
+

1

3n+ 1
− 1

n
≥ 0.

Nerovnost’ upravujeme, ako keby platila a budeme robit’ len ekvivalentné úpravy. Uprav́ıme
na spoločného menovatel’a:

3n(3n+ 1) + (3n+ 1)(3n− 1) + 3n(3n− 1)− 3(3n− 1)(3n+ 1)

3n(3n− 1)(3n+ 1)
≥ 0.

Ked’že porovnávame zlomok s nulou a menovatel’ je isto kladný (premyslite si to), tak
stač́ı, aby aj čitatel’ bol kladný, preto stač́ı overit’, či plat́ı:

3n(3n+ 1) + (3n+ 1)(3n− 1) + 3n(3n− 1)− 3(3n− 1)(3n+ 1) ≥ 0.

Roznásobeńım dostaneme:

9n2 + 3n+ 9n2 − 1 + 9n2 − 3n− 27n2 + 3 ≥ 0.

Po úprave
2 ≥ 0.

Dopracovali sme sa k pravdivému tvrdeniu a kedže sme robili iba ekvivalentné úpravy,
plat́ı aj nerovnost’

3n(3n+ 1) + (3n+ 1)(3n− 1) + 3n(3n− 1)− 3(3n− 1)(3n+ 1) ≥ 0.

A následne potom je splnené aj

3n(3n+ 1) + (3n+ 1)(3n− 1) + 3n(3n− 1)− 3(3n− 1)(3n+ 1)

3n(3n− 1)(3n+ 1)
≥ 0.

Preto aj
1

3n− 1
+

1

3n
+

1

3n+ 1
− 1

n
≥ 0,

a teda l’avá strana V (n+ 1) je väčšia ako 1, dôkaz je úspešne skončený.

□
Na záver ešte pridávam jeden pŕıklad, kde postupy, ktoré sme si doteraz ukázali nebudú

fungovat’. Netreba však upadat’ na duchu, porad́ıme si aj s tým.

Pŕıklad 46. Dokážte, že pre n ∈ N plat́ı

1 +
1

4
+ · · ·+ 1

n2
≤ 2.

Dôkaz. Prvý pokus bude koṕırovat’ doteraz naučené postupy a opät’ použijeme matematickú
indukciu:

� V prvom kroku dokážeme, že to plat́ı pre n = 1 a pre väčš́ı úspech aj pre n = 2.

n = 1 ⇒ L.S. = 1, P.S. = 2 ⇒ L.S. ≤ P.S,

n = 2 ⇒ L.S. = 1 +
1

4
=

5

4
, P.S. = 2 ⇒ L.S. ≤ P.S.

Takže zatial’ sme žiaden problém nezaznamenali, môžeme ı́st’ na d’aľśı krok.
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� V druhom kroku predpokladáme, že plat́ı:

1 +
1

4
+ · · ·+ 1

k2
≤ 2,

dokážeme, že plat́ı

1 +
1

4
+ · · ·+ 1

k2
+

1

(k + 1)2
≤ 2.

Ak by sme teraz postupovali ako v predchádzajúcich úlohách, tak by sme zistili, že neu-
spejeme, lebo vo V (k+1) je súčet na l’avej strane o 1

(k+1)2
väčš́ı ako vo V (k), takže horné

ohraničenie V (k) nám nemôže pomôct’. Toto si dobre premyslite. Pomohlo by nám, keby
sa n vyskytovalo aj na pravej strane. Preto skúsime dokázat’ ”silneǰsie”tvrdenie, silneǰsie
v tom, že budeme na horné ohraničenie súčtu na l’avej strane pŕısneǰśı, teda ho o nejakú
hodnotu zmenš́ıme. Skúsime dokazovat’ nasledujúce tvrdenie

∀n ∈ N; 1 +
1

4
+ · · ·+ 1

n2
≤ 2− 1

n
.

� V prvom kroku dokážeme, že to plat́ı pre n = 1.

n = 1 ⇒ L.S. = 1, P.S. = 2− 1

1
= 1 ⇒ L.S. ≤ P.S.

� V druhom kroku predpokladáme, že plat́ı:

1 +
1

4
+ · · ·+ 1

k2
≤ 2− 1

k
,

dokážeme, že plat́ı

1 +
1

4
+ · · ·+ 1

k2
+

1

(k + 1)2
≤ 2− 1

k + 1
.

Ďalej už postupujeme presne tak, ako v predchádzajúcich úlohách. Upravujeme l’avú
stranu V (k + 1) :

L.S. =

[
1 +

1

4
+ · · ·+ 1

k2

]
+

1

(k + 1)2
.

Súčet v hranatej zátvorke je l’avá strana V (k) a tá je zhora ohraničená 2− 1
k , preto

L.S. = [1 +
1

4
+ · · ·+ 1

k2
] +

1

(k + 1)2
≤ 2− 1

k
+

1

(k + 1)2
.

Ešte potrebujeme dokázat’, že je splnené

2− 1

k
+

1

(k + 1)2
≤ 2− 1

k + 1
= P.S.

Poslednú nerovnost’ budeme upravovat’, pričom postup bude podobný ako v predošlých
pŕıkladoch:

−1

k
+

1

(k + 1)2
≤ − 1

k + 1
,

1

(k + 1)2
+

1

(k + 1)
≤ 1

k
,

k + 2

(k + 1)2
≤ 1

k
,
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k(k + 2) ≤ (k + 1)2,

k2 + 2k ≤ k2 + 2k + 1,

0 ≤ 1.

Dopracovali sme sa k pravdivému tvrdeniu a kedže sme robili iba ekvivalentné úpravy,
plat́ı aj pôvodná nerovnost’, teda

2− 1

k
+

1

(k + 1)2
≤ 2− 1

k + 1
,

preto

L.S. = [1 +
1

4
+ · · ·+ 1

k2
] +

1

(k + 1)2
≤ 2− 1

k
+

1

(k + 1)2
≤ 2− 1

k + 1
= P.S.

Čo znamená, že
L.S. ≤ P.S.

Vzhl’adom k tomu, že ∀n ∈ N je 2− 1
n < 2, tak:

1 +
1

4
+ · · ·+ 1

n2
≤ 2− 1

n
< 2.

Teraz určite mnohým vŕta v hlave, ako sme sa dopracovali k tomu silneǰsiemu tvrdeniu. Uni-
verzálny návod zrejme neexistuje, chce to tréning a trpezlivé skúšanie rôznych nápadov. □

3 Potenčná množina

Teraz sa budeme venovat’ novému pojmu, tzv. potenčnej množine.

Defińıcia 47. Nech X je l’ubovolná množina univerza. Potom množinu, ktorá obsahuje ako
svoje prvky všetky podmnožiny množiny X, nazývame potenčnou množinou množiny X.
Označujeme ju zvyčajne P(X), alebo 2X . Teda

P(X) = {B : B ⊆ X}.

Z defińıcie je zrejmé, že pre l’ubovolnú množinu X plat́ı

∅ ∈ P(X) ∧ X ∈ P(X).

Tento pojem si objasńıme na jednoduchom pŕıklade.

Pŕıklad 48. Nech A = {1}, B = {1, 2}, C = {1, 2, 3}, určte P(A),P(B) a P(C).

Riešenie. Budeme postupovat’ podl’a defińıcie a teda si muśıme uvedomit’, aké podmnožiny
môže mat’ napr. množina A. Je to jednoprvková množina, teda jej podmnožiny môžu byt’ ma-
ximálne jednoprvkové, preto

P(A) = {∅, {1}} = {∅, A}.

Podobne urč́ıme aj P(B), teraz okrem prázdnej množiny a množiny B budeme uvažovat’ aj
všetky možné jednoprvkové podmnožiny, teda

P(B) = {∅, {1}, {2}, {1, 2}} = {∅, {1}, {2}, B}.
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Na záver ešte urč́ıme P(C), teraz okrem prázdnej množiny a množiny C budeme uvažovat’ aj
všetky možné jednoprvkové a dvojprvkové podmnožiny, teda

P(C) = {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}} = {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, C}.

Veŕım, že vd’aka tomuto jednoduchému pŕıkladu je konštrukcia potenčnej množiny ob-
jasnená, zároveň si možno pozorný čitatel’ všimol istú zákonitost’, týkajúcu sa počtu prvkov
potenčnej množiny. Ak je |X| = n, tak P(X) = 2n, teda označenie 2X pre potenčnú množinu
je logické. Tento vzt’ah vieme rôznymi spôsobmi dokázat’. Ked’že P(X) je množina všetkých
podmnož́ın množiny X, tak sa pokúsime nájst’ počet všetkých takýchto podmnož́ın. Ak |X| = n,
tak budeme zist’ovat’, kol’ko má prázdnych, jednoprvkových, dvojprvkových, . . . , n−prvkových
podmnož́ın. Nakol’ko sa jedná o množiny, tak na porad́ı ich prvkov nezálež́ı, prvky sa neopa-
kujú a teda vlastne zist’ujeme počet kombinácíı bez opakovania k−tej triedy z n− prvkov, kde
k ∈ {0, 1, . . . , n}. Teda

|P(X)| =
(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ · · ·+

(
n

n

)
.

Tento súčet by mal byt’ študentom dôverne známy, lebo z binomickej vety dostaneme

(1 + 1)n =

(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ · · ·+

(
n

n

)
,

čo je presne 2n. □
Tento vzt’ah sme mohli dokázat’ aj iným spôsobom a kl’́učovú úlohu teraz zohrá práve

predchádzajúci pŕıklad. Všimnime si P(B) a P(C). Ako sme už zistili, plat́ı

P(B) = {∅, {1}}, {2}, {1, 2}}}.

Ak do množiny B pridáme prvok 3, dostaneme množinu C a teraz pri vymenovańı prvkov
množiny P(C) každý výskyt prvku 3 vyznač́ıme farebne a poradie podmnož́ın jemne uprav́ıme:

P(C) = {∅, {1}}, {2}, {1, 2}, {3}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}} =

= P(B) ∪ {{3}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}.

Všimnite si, že počet množ́ın, ktoré obsahujú prvok 3 je taký istý, ako počet tých, ktoré ho
neobsahujú, navyše, ak by sme v množine {{3}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}} všetky červené trojky
vymazali, dostali by sme P(B). Teda pridańım jedného prvku do množiny X sa zdvojnásob́ı
počet prvkov potenčnej množiny.

Dôkaz založený na tejto myšlienke je jednoduchá aplikácia matematickej indukcie.
Vyskúšajte si to.

Teraz už nebude prolém vyriešit’ nasledujúci pŕıklad.

Pŕıklad 49. Nech A,B sú konečné množiny, nech A má n prvkov a B má m prvkov. Kol’ko
prvkov majú množiny P(A)× P(B) a P(A×B)?

Riešenie. Nech |A| = n, |B| = m, potom už vieme, že |P(A)| = 2n, |P(B)| = 2m. Množina
A× B je množina usporiadaných dvoj́ıc, kde prvá zložka je z množiny A, druhá z množiny B.
Teda prvé zložky vyberáme z n prvkov a druhé z m prvkov, teda máme m · n dvoj́ıc, preto
|A×B| = m · n. Podobnou úvahou zist́ıme, že

|P(A)× P(B)| = 2n · 2m = 2n+m,

|P(A×B)| = 2n·m.
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Pŕıklad 50. Dokážte, že plat́ı: P(A ∩B) = P(A) ∩ P(B).

Dôkaz. Nakol’ko treba dokázat’ rovnost’ množ́ın, dôkaz bude mat’ dve časti. Najskôr
dokážeme, že plat́ı P(A ∩ B) ⊆ P(A) ∩ P(B). To znamená, že muśıme pre l’ubovolný prvok
z množiny P(A ∩ B) ukázat’, že patŕı aj do množiny P(A) ∩ P(B). Muśıme mysliet’ na to, že
prvkami potenčnej množiny sú množiny. Ďalej si treba uvedomit’, že ak M ∈ P(A), tak M ⊆ A.
Teraz už môžeme naṕısat’ dôkaz:

Nech M ∈ P(A ∩B) ⇒M ⊆ A ∩B ⇒M ⊆ A ∧M ⊆ B ⇒

⇒M ∈ P(A) ∧M ∈ P(B) ⇒M ∈ P(A) ∩ P(B).

V tejto časti bolo dôležité si uvedomit’, že ak nejaký prvok patŕı do prieniku dvoch množ́ın, tak
muśı nutne patrit’ do každej z nich. Ďalej doporučujem dobre si vš́ımat’, kedy je použitý znak ∈
a kedy ⊆, to sa totiž nesmie zamieňat’.

V druhom kroku dokážeme inklúziu: P(A) ∩ P(B) ⊆ P(A ∩B). Postupujeme podobne ako
v prvom kroku.

Nech M ∈ P(A) ∩ P(B) ⇒M ∈ P(A) ∧M ∈ P(B) ⇒

⇒M ⊆ A ∧M ⊆ B ⇒M ⊆ A ∩B ⇒M ∈ P(A ∩B).

Teda P(A ∩B) = P(A) ∩ P(B). □

Pŕıklad 51. Zistite, či plat́ı:
P(A ∪B) = P(A) ∪ P(B).

Riešenie. Budeme postupovat’ podobne ako v predchádzajúcej úlohe. Najskôr dokážeme,
že plat́ı P(A) ∪ P(B) ⊆ P(A ∪B).

Nech M ∈ P(A) ∪ P(B) ⇒M ∈ P(A) ∨M ∈ P(B) ⇒

⇒M ⊆ A ∨M ⊆ B ⇒M ⊆ A ∪B ⇒M ∈ P(A ∪B).

V druhom kroku sa budeme snažit’ dokázat’ opačnú inklúziu, teda P(A∪B) ⊆ P(A)∪P(B).

Nech M ∈ P(A ∪B) ⇒M ⊆ A ∪B ⇒

ale d’alej sa už v dôkaze pokračovat’ nedá, tak ako v predošlej úlohe. Nedá sa totiž vo všeobecnosti
naṕısat’, že

M ⊆ A ∪B ⇒M ⊆ A ∨M ⊆ B.

Objasnit’ tento problém nám pomôže nasledujúci kontrapŕıklad. Samozrejme, každý študent si
môže vymysliet’ vlastný kontrapŕıklad.

Kontrapŕıklad. Nech A = {1, 2}, B = {1, 3}. Potom A ∪B = {1, 2, 3} a teda

P(A ∪B) = {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}},

ale

P(A) ∪ P(B) = {∅, {1}, {2}, {1, 2}} ∪ {∅, {1}, {3}, {1, 3}} = {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}}.

Evidentne P(A ∪B) = P(A) ∪ P(B) nie je splnené.
Z uvedeného vyplýva, že P(A) ∪ P(B) ⊆ P(A ∪B) (prvá čast’ dôkazu), ale opačná inklúzia

vo všeobecnosti neplat́ı (pozor, dajú sa nájst’ pŕıklady, kedy plat́ı, odporúčam pohl’adat’), teda
rovnost’ P(A ∪B) = P(A) ∪ P(B) vo všeobecnosti neplat́ı.

Tento pŕıklad by mal byt’ odstrašujúci pre tých, ktoŕı opačnú inklúziu
”
dokazujú“ len me-

chanickým prepisom implikácíı na ekvivalencie. □
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4 Prinćıp inklúzie a exklúzie

Do slovenčiny by sme názov tejto časti mohli preložit’ ako prinćıp zahrnutia a vylúčenia, ale
zrejme ani tento preklad čitatel’ovi nevyjasńı podstatu tohto prinćıpu. Preto si na úvod vyriešime
jeden vel’mi jednoduchý pŕıklad.

Pŕıklad 52. Kol’ko je prirodzených č́ısel menš́ıch ako 100, ktoré sú delitel’né dvomi alebo tromi?

Riešenie. Označme postupne A2 množinu č́ısel menš́ıch ako 100, ktoré sú delitel’né dvomi,
A3 množinu č́ısel menš́ıch ako 100, ktoré sú delitel’né tromi. Potom |A2| = 49, |A3| = 33
(násobky dvoch sú 2, 4, . . . , 98, pričom 2 = 2.1, 4 = 2.2, . . . , 98 = 2.49, podobne násobky troch
sú 3, 6, . . . , 99, pričom 3 = 3.1, 6 = 3.2, . . . , 99 = 3.33). Zrejme počet prirodzených č́ısel menš́ıch
ako 100, ktoré sú delitel’né dvomi alebo tromi nie je 49 + 33, lebo v tomto súčte sú dvakrát
započ́ıtané č́ısla, ktoré sú delitel’né dvomi aj tromi, teda delitel’né šiestimi. Ak A6 je množina
č́ısel menš́ıch ako 100, ktoré sú delitel’né šiestimi, tak |A6| = 16. Preto

|A2 ∪A3| = |A2|+ |A3| − |A6| = 49 + 33− 16 = 66.

Ak si uvedomı́me, že A6 je množina tých č́ısel, ktoré sú delitel’né dvomi a tromi zároveň, teda
sú to č́ısla, ktoré patria do prieniku A2 ∩A3, potom uvedený výsledok môžeme preṕısat’

|A2 ∪A3| = |A2|+ |A3| − |A2 ∩A3|.

Toto isto nikoho neprekvapilo a prinćıp inklúzie a exklúzie pre dve množiny môžeme zaṕısat’ aj
všeobecne

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

Prinćıp inklúzie a exklúzie pre tri množiny nám pomôže objasnit’ nasledujúci pŕıklad.

Pŕıklad 53. Kol’ko je prirodzených č́ısel menš́ıch ako 100, ktoré nie sú delitel’né ani dvomi, ani
tromi, ani piatimi?

Riešenie. Úlohu najskôr pozmeńıme a budeme zist’ovat’ počet prirodzených č́ısel menš́ıch ako
100, ktoré sú delitel’né dvomi alebo tromi alebo piatimi, čo je presný opak zadania, teda na
záver bude stačit’ tento výsledok odč́ıtat’ od 99. Označme: A2, A3, A5, A6, A10, A15, A30, po-
stupne množiny č́ısel menš́ıch ako 100, ktoré sú delitel’né 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30. Podobne ako v
predchádzajúcej úlohe zist́ıme, že: |A2| = 49, |A3| = 33, |A5| = 19, |A6| = 16, |A10| = 9, |A15| =
6, |A30| = 3. Potom podobnou úvahou ako v predchádzajúcej úlohe dostaneme:

|A2 ∪A3 ∪A5| = |A2|+ |A3|+ |A5| − |A6| − |A10| − |A15|+ |A30| =

= 49 + 33 + 19− 16− 9− 6 + 3 = 73.

Treba si uvedomit’, že

A6 = A2 ∩A3, A10 = A2 ∩A5, A15 = A3 ∩A5, A30 = A2 ∩A3 ∩A5,

d’alej muśıme mysliet’ na to, že vd’aka súčtu |A2| + |A3| + |A5| tam boli prvky množiny A30

započ́ıtané trikát, ale odč́ıtańım mohutnost́ı množ́ın A6, A10, A15, boli trikrát odč́ıtané, teda ich
tam muśıme na záver pripoč́ıtat’. Pre lepšiu názornost’ je vhodné si k tomu nakreslit’ obrázok.

My ale zist’ujeme počet prirodzených č́ısel menš́ıch ako 100, ktoré nie sú delitel’né dvomi ani
tromi ani piatimi, teda doplnok k zjednoteniu A2∪A3∪A5. Preto hl’adaný počet je: 99−73 = 26.
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Prinćıp inklúzie a exklúzie pre tri množiny môžeme zaṕısat’ aj všeobecne

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|.

Prinćıp inklúzie a exklúzie pre n− množ́ın je∣∣∣∣∣
n⋃

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =
n∑

i=1

|Ai| −
∑

i,j;i<j

|Ai ∩Aj |+
∑

i,j,k;i<j<k

|Ai ∩Aj ∩Ak|−

+ . . . (−1)n|A1 ∩A2 ∩ . . . An|.

V literatúre sa dajú nájst’ rôzne dôkazy tejto rovnosti, záujemcom doporučujem najskôr
urobit’ vlastné pokusy.

5 Dirichletov prinćıp

Dirichletov prinćıp je jeden zo základných kombinatorických prinćıpov, ktorý nachádza
uplatnenie vo všetkých oblastiach matematiky. Dá sa formulovat’ takto:

Ak je dostatočne vel’ký počet objektov rozdelený do dostatočne malého počtu tried, tak
aspoň jedna trieda obsahuje istý minimálny počet objektov. Presneǰsie je to sformulované v
nasledujúcom tvrdeńı:

Dirichletov prinćıp: Ak máme utriedit’ kn+1 (k ≥ 1) objektov do n tried, potom existuje
aspoň jedna taká trieda, v ktorej je aspoň k + 1 objektov.

Pre lepšie pochopenie premenných k, n uvedieme najskôr vel’mi jednoduchý pŕıklad. Ak
máme 17 holubov a máme štyri holubńıky, tak nutne muśı byt’ aspoň v jednom holubńıku
aspoň pät’ holubov. V opačnom pŕıpade by sme mali v každom holubńıku najviac štyri holuby
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a teda by ich mohlo byt’ len 16. V tomto pŕıpade je n = 4 (to sú holubńıky, teda triedy) a
objektov máme 17, teda 17 = k · n+ 1 = k · 4 + 1, teda k = 4 a k + 1 = 5.

Tento prinćıp predstavuje vel’mi silný nástroj na dôkazy existenčných viet. Na to, aby sme
rozĺı̌sili, kde a ako ho treba použit’, potrebujeme istú skúsenost’, teda dostatočný tréning. Treba
si však uvedomit’, že tento prinćıp nám neposkytuje žiadnu informáciu o tom, ako danú triedu
nájst’, hovoŕı len o jej existencii. Dirichletov prinćıp je známy aj pod inými menami, napr.
holubńıkový, alebo šuflıkový.

Na ilustráciu uvádzame jeden pekný pŕıklad.

Pŕıklad 54. Ukážte, že v každej skupine l’ud́ı sú vždy aspoň dvaja taḱı, ktoŕı majú v rámci tejto
skupiny rovnaký počet známych.

Dôkaz. Predstavme si množinu n l’ud́ı. Sú dve možnosti: bud’ medzi nimi neexistuje osoba,
ktorá má nula známych, alebo existuje aspoň jedna taká osoba. Je zrejmé, že tieto dve možnosti
nemôžu nastat’ naraz. Postupne rozoberieme obe možnosti:

� Nech teda neexistuje osoba, ktorá má 0 známych. Potom z tých n l’ud́ı môže mat’ každý 1
až (n−1) známych (prečo nemôže mat’ n známych?) A teda môžeme aplikovat’ Dirichletov
prinćıp, lebo máme n l’ud́ı a len n−1 možnost́ı. Teda aspoň dvaja z nich musia mat’ rovnaký
počet známych.

� Ak existuje aspoň jedna osoba, ktorá má 0 známych, tak potom si budeme vš́ımat’ zvyšných
n− 1 osôb. Medzi nimi môže byt’ niekto d’aľśı, ktorý má tiež 0 známych, v takom pŕıpade
už vieme o dvoch, ktoŕı majú 0 známych. Alebo tam už nikto taký nie je. Teda ostáva n−1
osôb, všetci majú aspoň jedného známeho. Kol’ko môžu mat’ maximálne známych? Treba
si to premysliet, ale je to max. n− 2 známych a teda znovu môžeme aplikovat’ Dirichletov
prinćıp, lebo máme n− 1 osôb a len n− 2 možnost́ı.

□

6 Úlohy na precvičenie

6.1 Úvod do teórie množ́ın

1. Dané sú množiny A = {1, 4, 5, 6}, B = {3, 4, 6, 7}, C = {2, 5, 6}. Určte A ∪ B, A ∩ C,
C \B, A \ (C \B), A ∩ (B \ C), A△B, A×B, (A× C) \B.
Výsledky: A∪B = {1, 3, 4, 5, 6, 7}, A∩C = {5, 6}, C\B = {2, 5}, A\(C\B) = {1, 4, 6}, A∩(B\C) = {4}, A△B = {1, 3, 5, 7}, A×B =

{[1, 3], [1, 4], [1, 6], [1, 7], [4, 3], . . . , [6, 6], [6, 7]}, (A × C) \ B = A × C.

2. Dané sú množiny (intervaly) A = (1, 3⟩, B = ⟨2, 5). Určte A∪B, A∩B, B \A, A\ (A\B),
B \ (B \A), A \ (B \A), B \ (A \B), (A \B) ∩ (B \A), A△B.
Výsledky: A ∪ B = (1, 5), A ∩ B = ⟨2, 3⟩, B \ A = (3, 5), A \ (A \ B) = ⟨2, 3⟩, B \ (B \ A) = ⟨2, 3⟩, A \ (B \ A) = (1, 3⟩,

B \ (A \ B) = ⟨2, 5), (A \ B) ∩ (B \ A) = ∅, A△B = (1, 2) ∪ (3, 5).

3. V triede je 22 chlapcov a všetci sa venujú nejakému športu: 19 futbalu, 5 karate a 10
hokeju. Pritom všetci karatisti sú aj futbalisti a 3 hokejisti sú aj karatisti. Kol’ko chlapcov
hrá iba hokej, ak 10 chlapcov hrá iba futbal?
Výsledky: 3.

4. Pre ktoré reálne č́ısla x majú intervaly ⟨x−1
2 , 3⟩ a (−∞, x+ 2⟩ neprázdny prienik?

Výsledky: x ∈ ⟨−5, 7) .
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5. Pre ktoré reálne č́ısla x majú intervaly
〈
4x
3 ,∞

)
a ⟨−11, 6x−2

4 ⟩ prázdny prienik?
Výsledky: x ∈ (−7, 3) .

6. Pre ktoré reálne č́ısla x nie sú intervaly (−∞, 2 + x) a ⟨2x−1
3 , 3⟩ disjunktné?

Výsledky: x ∈ (−7, 5) .

7. Pre ktoré reálne č́ısla x je interval
(
−3, x−1

2

)
podmnožinou intervalu (−∞, 1x⟩?

Výsledky: x ∈ (−5,−1 ⟩ ∪ (0, 2 ⟩.

8. Určte množiny X,Y tak, aby platilo: X ∩ Y = ∅, X ∪ Y = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, ku každému
a ∈ X existuje b ∈ Y tak, že b = a+ 4.
Výsledky: X1 = ∅, Y1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, X2 = {1}, Y2 = {2, 3, 4, 5, 6, 7}, X3 = {2}, Y3 = {1, 3, 4, 5, 6, 7}, X4 = {3}, Y2 =

{1, 2, 4, 5, 6, 7}, X5 = {1, 2}, Y5 = {3, 4, 5, 6, 7}, X6 = {1, 3}, Y6 = {2, 4, 5, 6, 7}, X7 = {2, 3}, Y7 = {1, 4, 5, 6, 7}, X8 =

{1, 2, 3}, Y8 = {4, 5, 6, 7}.

9. Určte podmnožiny X,Y množiny {1, 2, 3, 4, 5, 6}, pre ktoré plat́ı: X = {2, 6, x, y}, Y =
{2, x, z, u}, X ∩ Y ′ = {5, 6}, X ′ ∩ Y = {1, 4}.
Výsledky: X = {2, 6, 3, 5}, Y = {2, 3, 1, 4}.

10. Určte množiny A,B tak, aby platilo:

{2} ⊆ A \B ∧ {2} ∈ A ∩B.

Výsledky: Napr. A = {2, {2}}, B = {{2}}.

11. Nájdite všetky dvojice množ́ın X,Y , pre ktoré plat́ı:

|X ∩ Y | = |X \ Y | ∧ X ∪ Y = {a, b, c}.

Výsledky: X1 = ∅, Y1 = {a, b, c}, X2 = {a, b}, Y2 = {a, c}, X3 = {a, b}, Y3 = {b, c}, X4 = {a, c}, Y =4 {a, b}, X5 = {a, c}, Y5 =

{b, c}, X6 = {b, c}, Y6 = {a, c}, X7 = {b, c}, Y7 = {a, b},

12. Uved’te pŕıklad množ́ın A,B, pre ktoré plat́ı A ∈ B a zároveň A ⊆ B.
Výsledky: Napr. A = {2}, B = {2, {2}}.

13. Zakreslite si l’avú a pravú stranu rovnost́ı Vennovými diagramami. Nájdite konkrétne
množiny A,B pre ktoré uvedená rovnost’ plat́ı a ak je to možné nájdite i množiny A,B,
pre ktoré uvedená rovnost’ neplat́ı.

(a) A ∩ (A ∪B) = A,

(b) A ∪ (A ∩B) = A,

(c) A \B = (A ∪B) ∩B,

(d) A \ (A \B) = A ∪B,

(e) A \ (A \B) = B \ (B \A) = A ∩B,

(f) A \ (B \A) = A ∩B,

(g) (A \B) ∩ (B \A) = ∅.

Výsledky: a) plat́ı pre l’ubovolné dve množiny, b) plat́ı pre l’ubovolné dve množiny, c) plat́ı napr. pre A = B = ∅, neplat́ı napr. pre

A = B = {⋆}, d) plat́ı napr. pre A = B = {⋆}, neplat́ı napr. pre A = {2}, B = {⋆}, e) plat́ı pre l’ubovolné dve množiny, f) plat́ı

napr. pre A = B = {⋆}, neplat́ı napr. pre A = {2}, B = {⋆}, g) plat́ı pre l’ubovolné dve množiny.

14. Zakreslite si l’avú a pravú stranu rovnost́ı Vennovými diagramami. Nájdite konkrétne
množiny A,B,C pre ktoré uvedená rovnost’ plat́ı a ak je to možné nájdite i množiny
A,B,C, pre ktoré uvedená rovnost’ neplat́ı.
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(a) (A ∪B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C)
(b) (A ∩B) \ C = A ∩ (B \ C) = (A \ C) ∩ (B \ C)
(c) A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C) = (A \B) \ C
(d) A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C)
(e) (A \B) ∩ C = (A ∩ C) \ (B ∩ C) = (A ∩ C) \B
(f) A \ (B \ C) = (A \B) ∪ (A ∩ C)
(g) A ∩ (B△C) = (A ∩B)△(A ∩ C)
(h) (A ∩B) ∪ (C ∩D) = (B ∩D) ∪ (A ∩ C)

Výsledky: a) plat́ı pre l’ubovolné tri množiny, b) plat́ı pre l’ubovolné tri množiny, c) plat́ı pre l’ubovolné tri množiny, d) plat́ı pre

l’ubovolné tri množiny, e) plat́ı pre l’ubovolné tri množiny, f) plat́ı pre l’ubovolné tri množiny, g) plat́ı pre l’ubovolné tri množiny, h)

plat́ı napr. pre A = B = C = D{⋆}, neplat́ı napr. pre A = {1, 2}, B = {2, 3}, C = {⋆}, D = {⋆,∆}.

6.2 Výrokový počet

1. Zistite, či nasledujúce formuly sú tautológie:

(i) (A⇔ C) =⇒
(
(B ⇔ C) =⇒ (A⇔ B)

)
(ii) (A⇔ B) =⇒

(
A ∧ C ⇔ C ∧B

)
(iii) (A⇔ B) =⇒ (¬A⇔ ¬B)

(iv) (A⇔ B) =⇒ (B =⇒ A)

(v) (A ∨B) ⇔ ¬(¬A ∨ ¬B)

(vi) (A =⇒ B) ⇔ (¬A ∨B)

(vii) (A⇔ B) ⇔
(
(A ∨B) ∧ (¬A ∨ ¬B)

)
(viii) (A ∧B) ∧ C ⇔ A ∧ (B ∧ C)

(ix) A⇔ ¬(¬A)

(x) (A ∧ ¬A) ∧B ⇔ A ∧ ¬A

(xi) (A ∧ ¬A) ∨B ⇔ A

(xii) A ∧ (B ∧ C) ⇔ (A ∧B) ∨ (A ∧ C)

Výsledky:Tautológie sú: (i), (ii), (iii), (iv), (vi), (viii), (ix), (x).

2. V dielni sú tri stroje, ktoré pracujú podl’a týchto podmienok: Ak pracuje prvý stroj,
pracuje i druhý stroj. Ak nepracuje prvý stroj, nepracuje ani tret́ı stroj. Aké sú možnosti
pre prácu tejto trojice strojov?

Výsledky: Bud’ pracujú všetky tri stroje, alebo ani jeden z nich, alebo iba 2. stroj, alebo 1. a 2. stroj zároveň.

3. Pred sudcom stáli traja obžalovaný. Vyšetrovańım sa zistilo, že:

a) Ak je A nevinný alebo B vinný, tak C je vinný.

b) Ak A je nevinný, tak nevinný je aj C.

Koho z nich má sudca odsúdit’?

Výsledky: Sudca môže obvinit’ A.
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4. Detekt́ıv Sherlock Holmes zistil:

a) Ak A je vinný a B je nevinný, tak C je vinný.

b) C nikdy nie je v akcii sám.

c) A nikdy nespolupracuje s C.

d) Mimo A,B,C nie sú do pŕıpadu zapletené d’aľsie osoby.

Koho obvinil Sherlock Holmes? Koho môže s istotou prepustit’?

Výsledky: Sudca môže obvinit’ B, prepustit’ nemôže nikoho.

6.3 Predikátový počet

1. Nech x, y, z sú reálne premenné. Rozhodnite, ktoré z nasledujúcich zápisov sú termy, ktoré
výroková forma a ktoré výrok nad množinou R.

(a) 3,

(b) 3x,

(c) 3x− y,

(d) 3x > y,

(e)
√
|x+ z| − 3x,

(f) ∀x∀y : (x · z = y · z) ⇒ x = y,

(g) ∀x : x− y < y,

(h) ∃x∀y : x+ y = 0,

(i) ∀x∃y : x+ y = 0.

Výsledky: Termy sú a), b), c), e); výrokové formy sú d), f), g); výroky sú h), i).

2. Formuly predikátového počtu znegujte, potom preṕı̌ste do bežneho jazyka aj pôvodnú
formulu, aj jej negáciu:

(a) ∃x ∈ R∀y ∈ R : x+ y = 0,

(b) ∀x ∈ R∃y ∈ R : x+ y = 0,

(c) ∀x ∈ R : x2 ̸= −1,

(d) ∃x ∈ R : x3 = −1,

(e) ∀x ∈ R∃y ∈ R : y > x,

(f) ∀x ∈ R∃y ∈ R : y ≥ x,

(g) ∃x ∈ R∀y ∈ R : x > y,

(h) ∃x ∈ R∀y ∈ R : x ≥ y.

3. Formulami predikátového počtu zaṕı̌ste:

(a) Rovnica x2 + 1 = 0 nemá na množine reálnych č́ısel riešenie.

(b) Rovnica x3 − 6x+ 4 + 1 = 0 má na množine reálnych č́ısel aspoň jedno riešenie.

(c) Pre niektoré reálne č́ısla plat́ı (a+ b)3 = a3 + b3.

(d) Pre sč́ıtanie reálnych č́ısel plat́ı komutat́ıvny zákon.

(e) Pre sč́ıtanie reálnych č́ısel plat́ı asociat́ıvny zákon.
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(f) Množina prirodzených č́ısel nie je zhora ohraničená.

(g) Neexistuje najväčšie reálne č́ıslo.

(h) Prirodzené č́ıslo je delitel’né šiestimi, práve vtedy, ked’ je delitel’né dvomi a tromi.

Výsledky: a) ∀x ∈ R : x2 + 1 ̸= 0, b) ∃x ∈ R : x3 − 6x + 4 + 1 = 0, c) ∃a, b ∈ R : (a + b)3 = a3 + b3, d) ∀x, y ∈ R : x + y = y + x, e)

∀x, y, z ∈ R : x · (y · z) = (x · y) · z, f) ∀n ∈ N∃m ∈ N : m > n, g) ∀x ∈ R∃y ∈ R : y > x, h) ∀n ∈ N : 6|n ⇐⇒ 2|n ∧ 3|n.

6.4 Dôkazy

V týchto úlohách je výsledkom dôkaz alebo kontrapŕıklad, inšpirovat’ sa môžete v kapitole 2.1.

1. Zistite, či pre l’ubovolné množiny A,B platia nasledujúce rovnosti. V pŕıpade, že rovnost’

plat́ı, dokážte ju (obrázok nie je dôkaz). V opačnom pŕıpade nájdite vhodný protipŕıklad.

(a) A ∩ (A ∪B) = A,

(b) A ∪ (A ∩B) = A,

(c) A−B = (A ∪B) ∩B,

(d) A− (A−B) = A ∪B,

(e) A− (A−B) = B − (B −A) = A ∩B,

(f) A− (B −A) = A ∩B,

(g) (A−B) ∩ (B −A) = ∅.

Výsledky: a) plat́ı, b) plat́ı, c) neplat́ı, d) neplat́ı, e) plat́ı, f) neplat́ı, g) plat́ı.

2. Zistite, či pre l’ubovolné množiny A,B,C platia nasledujúce rovnosti. V pŕıpade, že rovnost’

plat́ı, dokážte ju (obrázok nie je dôkaz). V opačnom pŕıpade nájdite vhodný protipŕıklad.

(a) (A ∪B)− C = (A− C) ∪ (B − C)

(b) (A ∩B)− C = A ∩ (B − C) = (A− C) ∩ (B − C)

(c) A− (B ∪ C) = (A−B) ∩ (A− C) = (A−B)− C

(d) A− (B ∩ C) = (A−B) ∪ (A− C)

(e) (A−B) ∩ C = (A ∩ C)− (B ∩ C) = (A ∩ C)−B

(f) A− (B − C) = (A−B) ∪ (A ∩ C)
(g) A ∩ (B△C) = (A ∩B)△(A ∩ C)
(h) A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C)

(i) (A−B)× C = (A× C)− (B × C)

(j) A× (B△C) = (A×B)△(A× C)

(k) (A×B)− (C ×D) = (A− C)× (B −D)

(l) (A×B) ∪ (C ×D) = (A× C) ∪ (B ×D)

Výsledky: a) plat́ı, b) plat́ı, c) plat́ı, d) plat́ı, e) plat́ı, f) plat́ı, g) plat́ı, h) plat́ı, i) plat́ı, j) plat́ı, k) neplat́ı, l) neplat́ı.

3. * Určte
⋃
t∈T

At a
⋂
t∈T

At, ak

(a) T = (0,∞), At = ⟨−t, t⟩,
(b) T = (0, 1), At = (t, t+ 1),
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(c) T = R+, At = (1− 1
t , 2 +

3
t ),

(d) T = (0, 2⟩, At = (1− 1
t , 2 +

3
t ),

(e) T = (0, 1), At =
(
1− 1

1−t , 2 +
1
t

)
,

(f) T = (0, 1), At = ⟨−1
t ,

1
t ⟩,

(g) T = (0, 1), At =
(
2− 1

t , 4 +
2
t

)
.

6.5 Matematická Indukcia

V týchto úlohách je výsledkom dôkaz, všetky tvrdenia sú pravdivé, inšpirovat’ sa môžete v
kapitole 2.5.

1. Dokážte, že pre každé nenulové prirodzené č́ıslo n plat́ı:

(i) 1 + 2 + · · ·+ n = 1
2n(n+ 1)

(ii) 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2

(iii) 2 + 3 + 4 + · · ·+ (3k + 2) = 1
2 · (3k + 1) · (3k + 4)

(iv) 2 + 4 + 6 + · · ·+ (4n+ 2) = (2n+ 1) · (2n+ 2)

(v) 12 + 22 + · · ·+ n2 = 1
6n(n+ 1)(2n+ 1)

(vi) 13 + 23 + · · ·+ n3 = 1
4n

2(n+ 1)2

(vii) 14 + 24 + · · ·+ n4 = 1
30n(n+ 1)(2n+ 1)(3n2 + 3n− 1)

(viii) 12 + 32 + · · ·+ (2n− 1)2 = 1
3n(4n

2 − 1)

(ix) 13 + 33 + · · ·+ (2n− 1)3 = n2(2n2 − 1)

(x) 23 + 43 + · · ·+ (2n)3 = 2n2(n+ 1)2

(xi) 12 − 22 + 32 − 42 + · · ·+ (−1)n+1n2 = 1
2(−1)n+1n(n+ 1)

(xii) 1 · 2 + 2 · 3 + · · ·+ n · (n+ 1) = 1
3n(n+ 1)(n+ 2)

(xiii) 1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + · · ·+ n · (n+ 1) · (n+ 2) = 1
4n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

(xiv) 1 · 2 + 2 · 5 + · · ·+ n · (3n− 1) = n2(n+ 1)

(xv) 1 · 3 + 3 · 5 + · · ·+ (2n− 1) · (2n+ 1) = 1
3n(4n

2 + 6n− 1)

(xvi) 1 · 4 + 2 · 7 + 3 · 10 + · · ·+ n · (3n+ 1) = n(n+ 1)2

(xvii) (n+ 1) · (n+ 2) · · · · · (n+ n) = 2n · 1 · 3 · . . . (2n− 1)

(xviii) 1 + 3 + 6 + · · ·+ 1
2n(n+ 1) = 1

6n(n+ 1)(n+ 2)

(xix) 2 + 7 + 14 + · · ·+ (n2 + 2n− 1) = 1
6n(2n

2 + 9n+ 1)

(xx) 1 · 22 + 2 · 32 + · · ·+ n(n+ 1)2 = 1
12n(n+ 1)(n+ 2)(3n+ 5)

(xxi) 1
1·2 + 1

2·3 + · · ·+ 1
n(n+1) =

n
n+1

(xxii) 1
4·5 + 1

5·6 + · · ·+ 1
(n+3)(n+4) =

n
4(n+4)

(xxiii) 1
1·5 + 1

5·9 + · · ·+ 1
(4n−3)(4n+1) =

n
4n+1
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(xxiv) 12

1·3 + 22

3·5 + · · ·+ n2

(2n−1)(2n+1) =
n(n+1)
2(2n+1)

(xxv) 1
1·2·3 + 1

2·3·4 + · · ·+ 1
n(n+1)(n+2) =

1
2

(
1
2 − 1

(n+1)(n+2)

)
(xxvi) 1

1·3·5 + 2
3·5·7 + · · ·+ n

(2n−1)(2n+1)(2n+3) =
n(n+1)

2(2n+1)(2n+3)

(xxvii)
(
1− 1

4

)
·
(
1− 1

9

)
· · ·

(
1− 1

(n+1)2

)
= n+2

2n+2

(xxviii) 1 + 3
2 + 7

4 + · · ·+ 2n−1
2n−1 = 21−n + 2(n− 1)

(xxix) 1
2 + 2

22
+ 3

23
+ · · ·+ n

2n = 2− n+2
2n

(xxx)
(
1 + 1

1 − 1
5

)
·
(
1 + 1

3 − 1
7

)
· . . .

(
1 + 1

2n−1 − 1
2n+3

)
= 3(2n+1)

2n+3

(xxxi) 1 · 1! + 2 · 2! + · · ·+ n · n! = (n+ 1)!− 1

(xxxii) 1
2! +

2
3! + · · ·+ n

(n+1)! = 1− 1
(n+1)!

(xxxiii) 1
22−1

+ 1
42−1

+ · · ·+ 1
(2n)2−1

= n
2n+1

2. Dokážte, že pre každé prirodzené č́ıslo n > 1 plat́ı:

(i) 1√
1
+ 1√

2
+ · · ·+ 1√

n
>

√
n

(ii) 1
n+1 + 1

n+2 + · · ·+ 1
2n >

13
24

(iii) 1
n + 1

n+1 + · · ·+ 1
3n−2 > 1

(iv) n
2 < 1 + 1

2 + · · ·+ 1
2n−1 < n

(v) 1
2 · 3

4 · . . . 2n−1
2n < 1√

3n+1

(vi) 4n

n+1 <
(2n)!
(n!)2

(vii) 1
23

+ 1
33

+ · · ·+ 1
n3 <

1
4

3. Dokážte, že plat́ı:

(i) 2n > n2 , n ≥ 5

(ii) 2n ≥ n+ 1 , n ≥ 0

(iii) 3n ≥ 2(n+ 1)2 , n ≥ 4

(iv) 5n ≥ 5n3 + 2 , n ≥ 4

(v) 2n+2 > 2n+ 5 , n ≥ 1

(vi)
√

(2n)! < 2n · n! , n ≥ 1

4. * Dokážte, že pre každé reálne č́ıslo a ≥ −1 a pre každé nenulové prirodzené č́ıslo n plat́ı:

(1 + a)n ≥ 1 + na

5. * Dokážte, že pre rôzne kladné reálne č́ısla a, b a pre prirodzené č́ıslo n > 1 plat́ı:

2n−1 (an + bn) > (a+ b)n
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6. Ak pre nezáporná reálne č́ısla x1, x2, · · · , xn plat́ı x1 + x2 + · · ·+ xn ≤ 1
2 , tak

(1− x1) · (1− x2) · · · (1− xn) ≥
1

2
.

Dokážte.

7. Dokážte, že pre prirodzená č́ısla plat́ı:

1 +
1

4
+ · · ·+ 1

n2
≤ 2.

8. Dokážte, že pre každé nepárne (liché) prirodzené č́ıslo n je súčet n4+2n2+2013 delitel’ný
č́ıslom 96.

9. * Nájdite všetky prirodzené č́ısla n, pre ktoré má č́ıslo 2n+n2 na mieste jednotiek č́ıslicu 7.
Svoju hypotézu potvrd’te dôkazom.

6.6 Potenčná množina a prinćıp inklúzie a exklúzie

1. Vymenujte prvky množ́ın:
a) P({1}), b) P({1, 2, 3}), c) P({{⋆}, {1, 2},∆}).
Výsledky: a) {∅, {1}}, b) {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}, c) {∅, {{⋆}}, {{1, 2}}, {∆}, {{⋆}, {1, 2}}, {{⋆},∆}, {{1, 2},∆}, {{⋆}, {1, 2},∆}}.

2. O množine M vieme, že: |P(M)| = 4, {{5}} ⊆ P(M), {∅} ∈ P(M). Určte množinu M.
Výsledky:M = {∅, 5}.

3. Kol’ko prvkov má množina P(P(P(∅)))?
Výsledky: |P(P(P(∅)))| = 4.

4. Zistite, či pre l’ubovolné množiny A,B plat́ı nasledujúca rovnost’, pŕıpadne, či sa rovnost’

dá nahradit’ inklúziou.
P(A \B) = P(A) \ P(B).

Výsledky: Rovnost’ neplat́ı, neplat́ı ani jedna z inkúzíı, všimnite si napr. takéto množiny A = {1, 2}, B = {2}.

5. Kol’ko č́ısel zostane z č́ısel 1, 2, . . . , 1000 po vyškrtańı všetkých násobkov č́ısel

(a) 2, 6, 18 ?

(b) 4, 6, 32 ?

(c) 5, 18, 30 ?

(d) 2, 6, 15 ?

(e) 2, 3, 5, 7 ?

Výsledky: a) 500, b) 667,, c) 756,, d) 467, e) 228.

6. Určte počet prirodzených č́ısel n < 100, ktoré nie sú delitel’né druhou mocninou žiadneho
prirodzeného č́ısla väčšieho ako 1.
Výsledky: 61.

7. Určte počet prirodzených č́ısel n < 100, ktoré nie sú delitel’né tret’ou mocninou žiadneho
prirodzeného č́ısla väčšieho ako 1.
Výsledky: 84.
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8. Kol’ko existuje porad́ı ṕısmen A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L, M, N, O, P, z ktorých
vypusteńım niektorých ṕısmen nie je možné dostat’ ani jedno zo slov DEN, NOC?
Výsledky: 16! − 2 · 16!

3!
+ 16!

5!
.

9. Kol’ko existuje porad́ı ṕısmen A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L, M, N, O, P, z ktorých
vypusteńım niektorých ṕısmen nie je možné dostat’ ani jedno zo slov HOP, PONK?
Výsledky: 16! − 16!

3!
− 16!

4!
.

10. Kol’ko existuje porad́ı ṕısmen A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L, M, N, O, P, z ktorých
vypusteńım niektorých ṕısmen nie je možné dostat’ ani jedno zo slov BOK, MONK?
Výsledky: 16! − 16!

3!
− 16!

4!
+ 2 · 16!

5!
.

11. Kol’ko existuje porad́ı ṕısmen A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L, M, N, O, P, z ktorých
vypusteńım niektorých ṕısmen nie je možné dostat’ ani jedno zo slov HLOD, HOP?
Výsledky: 16! − 16!

3!
− 16!

4!
+ 2 · 16!

5!
.

12. * (Problém šatnárky) K šatnárke prichádzajú hostia (je ich n) a dávajú jej klobúky,
každý host’ má práve jeden klobúk a dobre si ho pozná. Pre šatnárku sú klobúky však
nerozĺı̌sitelné. Ked’ hostia odchádzajú, šatnárka im podáva klobúky podl’a toho, ktorý jej
práve pŕıde pod ruku. Aká je pravdepodobnost’, že žiaden host’ nedostane svoj klobúk?

6.7 Dirichletov prinćıp

V týchto úlohách je výsledkom dôkaz, inšpirovat’ sa môžete v kapitole 5.

1. Daná je množina obsahujúca 10 prirodzených č́ısel medzi 1 a 99 (vrátane). Dokážte, že
existujú dve disjunktné neprázdne podmnožiny tejto množiny s rovnakým súčtom svojich
prvkov.

2. Nech A je množina 19 navzájom rôznych prirodzených č́ısel, vybraných z aritmetickej
postupnosti 1, 4, 7, . . . , 100. Dokážte, že A muśı obsahovat’ dve rôzne č́ısla, ktorých súčet
je 104.

3. Nech A je množina obsahujúca 100 prirozených č́ısel. Je možné vždy vybrat’ niekol’ko
prvkov z množiny A tak, aby ich súčet bol delitelný č́ıslom 100?

4. Je daných 33 prirodzených č́ısel. Dokážte, že medzi nimi existujú aspoň 2 také č́ısla,
ktorých rozdiel je delitel’ný č́ıslom 32.

5. Majme množinu prirodzených č́ısel od 1 do 20. Dokážte, že l’ubovolná jej podmnožina s
aspoň 11 prvkami obsahuje dve č́ısla, z ktorých jedno deĺı druhé.

6. Z každých 52 celých č́ısel vieme vybrat’ dve také, že ich rozdiel alebo súčet je delitel’ný
100. Dokážte.
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