1 DMNOZINY A LOGIKA

1.1 UvoD DO $TUDIA

Znalost elementdrnych matematickych poznatkov sa ukédzala prospesnou pre zivot ¢loveka. Celd
histéria rozvoja ludskej spolocnosti je preto spitéd s rozvojom matematiky. V minulosti roz-
voj matematickych poznatkov sivisel s rozvojom prirodnych vied, preto sa matematika casto
zaraduje medzi prirodné vedy. Podstata matematiky je vSak ovela §irSia ako len skiimanie
vztahov v Zivej, ¢i nezivej prirode. Matematika vytvorila na zéklade abstrakcii idedlne objekty,
prostrednictvom, ktorych moze skimat aj ekonomické procesy, jazykové zdkonitosti, sociolo-
gicky vyskum atd. Dokonca sa d4 povedat, Ze matematiku pouzivajui vsetky vedné oblasti ako
vhodny jazyk, pomocou ktorého formuluji odhalené zdkonitosti a tiroveni a zrelost prislusnej
vednej discipliny je do zna¢nej miery zavisld od miery pouzivania matematického jazyka, metod
a modelov.

V ramci predmetu Diskrétna matematika sa postupne zoznadmite s dolezitymi matema-
tickymi pojmami, ale najmé by ste si mali osvojit matematicky jazyk, ktory sa od bezného
jazyka liSi nielen symbolmi, ale aj sposobom tvorenia vyrokov, ktorymi si v tomto jazyku
Specialne formuly. Dovod pre pouzivanie predmetového, matematického, jazyka je nielen to, ze
niektoré matematické poznatky by sa v beznom jazyku vyjadrovali tazkopadne, ale aj v tom,
ze bezny jazyk umozinuje utvaranie roznych paradoxov. Napriklad, ak uvazujeme o vyrokoch

1.2+2=4.
2. 242=5.
3. Préve jeden z tychto vyrokov (t.j. 1.-3.) je pravdivy.

Ako je to s vyrokom 37 Ak by bol vyrok 3 pravdivy, tak by to znamenalo, ze vyroky 1 a 2 musia
byt nepravdivé, ale zrejme vyrok 1 pravdivy je. Ak by naopak bol vyrok 3 nepravdivy, potom by
tam museli byt aj zvysné dva vyroky nepravdivé (to by bolo nula pravdivych vyrokov), alebo by
zvysné dva vyroky museli byt pravdivé. Ani jedna z tychto moznosti viak nie je mozné a preto
sa jednd o tzv. paradox. Tento paradox vznikol preto, lebo vyrok 3 hovori o pravdivosti vyrokov
1-3, teda sa jednd o tzv. sebavzfazné vyroky a proti ich utvaraniu uz protestoval starogrécky
logik Chrysippos. Este uvedieme d’alsi znamy paradox holi¢a, ktory pochadza od B. Russela.
Holi¢ mé nad vchodovymi dverami reklamny népis: ,,Holim vSetkych ob¢anov, ktori sa neholia
sami.“ Ako je to so samotnym holicom? Ak sa holi sdm, tak reklamny népis je nepravdivy,
ale nepravdivy je aj v tom pripade, ak sa sam neholi. Bude treba si zvyknif aj na Strukttru
matematickych textov. Niektoré pojmy a objekty sa nedefinuju, sii to tzv. primitivne pojmy, ich
vyznam je nam intuitivne znamy, vychadza zo zakladnych postulatov, axiém. V teérii mnozin je
to pojem mnoZina a byt prvkom mnoZziny. Ostatné pojmy a objekty vymedzujeme v definiciach.
Vlastnosti a vzfahy medzi objektami st zvycajne zhrnuté do matematickych tvrdeni, ktorych
pravdivost sa overuje, teda je potrebné ich dokdzat. Definicie a tvrdenia maji zauzivané formy.
Prajem prijemné ¢itanie a na povzbudenie jeden citat.
Winston Churchill:,,Chcete vyniknit? Musite pracovat, kiym sa ostatni budi bavit. “

1.2 UvOD DO TEORIE MNOZIN

V tvodnej kapitole sa budeme venovat predovietkym mnoZindm, ktoré nas budd sprevadzat
celym stidiom matematiky. Pojem mnozina patri medzi najzdkladnejsie pojmy v matema-
tike, d4 sa povedaf, Ze tedéria mnozin je vhodny zaklad pre vsetky matematické discipliny.
Primit{vnymi pojmami v teérii mnozin st mnozina, prvok mnoziny, resp. byt prvkom mnoziny.



Rozsah tychto pojmov sa vymedzuje pomocou zékladnych postulatov—axiém, ktoré o nich pred-
pokladdme. Vsetky ostatné pojmy tedrie mnozin moZno pomocou nich postupne definovat.
Zrejme tieto zakladné pojmy su uz Studentom zname z predchadzajiceho stidia. Pod mnozinou
teda intuitivne rozumieme stihrn (skupinu, sibor) nejakych navzajom odlisnych objektov, ktoré
podla nejakého kritéria tvoria jeden celok.

Mnozina je uréenéd vtedy, ak o kazdom objekte mozno rozhodnit, &i je jej prvkom, alebo
nie je jej prvkom. Ak prvok z je prvkom mnoziny A, tak piseme x € A, v opa¢nom pripade
piseme x ¢ A. Ak napr. prvkami mnoziny A su éisla 1,2,3 a iné prvky mnozina A nems4,
zapisujeme to takto A = {1,2,3}, ale rovnako spravny zapis bude aj A = {2, 1,3}, na poradi
prvkov totiz nezalezi. V takomto pripade hovorime, Zze mnozina je dand vymenovanim prvkov.
Prazdnu mnoZinu, teda mnoZinu, ktord nemd Ziaden prvok, budeme oznacovat symbolom ),
alebo takto {}. Studenti ju zvykni nespravne zapisovat takto {f}, toto je viak jednoprvkova
mnozina, ktorej prvkom je prazdna mnozina. Nespravne pouzivanie tychto zapisov budeme
trestat stratou bodov.

Zo zakladnej a strednej Skoly urcite poznate ¢iselné mnoziny, ktoré sa oznacuju nasledovne

e N — mnozina prirodzenych ¢isel,
e 7 — mnozina celych ¢isel,

e Q — mnozina racionalnych ¢isel,
e R — mnozina realnych ¢isel,

e C — mnozina komplexnych ¢isel.

Poznamka 1. V literatire sa niekedy aj ¢islo 0 povazuje za prirodzené ¢islo. Aby nedochddzalo
k nedorozumeniam, tak v tyjchto textoch bude vidy vyznacené, ak budeme s nulou pracovat ako
s prirodzenym c¢islom (symbolicky ako Ny, alebo slovne).

Poznamka 2. U? aj v tomto krdtkom tvode sme si mohli vsimnit, Ze niektoré mnoZiny maji
koneéne wvela prvkov a iné nekonecéne vela prvkov. Teda pozndme mnoZiny koneéné a ne-
konecéné. Ak symbolom M oznac¢ime nejaki mnoZinu, pocet prvkov (jej mohutnost, alebo kar-
dinalitu) oznacéujeme symbolom |M|. Pri koneénijch mnoZindch je to jednoduché, napriklad
0] = 0,[{1,%,0} = 3,|{1,{*,0}}| = 2. Nekonecné mnoziny rozlisujeme spocitatelné a ne-
spocitatelné. Sposobu, ako ich od seba odlisit, sa budeme venovat aZ v ¢asti o zobrazeniach.

Definicia 3. Hovorime, Ze mnozina A je podmnozZinou mnozZiny B a piseme A C B, ak kazdy
prvok mnoZiny A je prvkom mmnoZiny B. Ak chceme zdoraznit, 26 A C B a A # B, tak piseme
A C B a hovorime, Ze A je vlastnd podmnoZina mnoZiny B.

Poznamka 4. Pre kaZdi mnoZinu A plati: ) C A, AC A.

Dve mnoziny A, B sa rovnaju vtedy, ked obsahuji tie isté prvky. Tento vztah sa d4 vyjadrit
pomocou prave definovaného pojmu podmnozina.

Definicia 5. Hovorime, Ze mnoZiny A, B sa rovnaju, ok je splnené, Ze A C B a zdroven aj
B C A.

Treba si dobre premysliet rozdiel medzi € a C. Ak A = {1,2,3}, tak 1 € A a {1} C A.
Plati aj {1} € A? Neplati, lebo prvok {1} sa nevyskytuje v mnozine {1,2,3}. Je totiz rozdiel,
¢i napiseme 1 alebo {1}, st to dva rézne prvky. Skiste vymysliet dvojicu mnozin A, B tak, aby
A C B a zarovenn A € B.

Ak budeme chcief pokracovat vo vyklade d’alej, nutne budeme potrebovat logické pojmy, bez
logickych pojmov a logického usudzovania je matematika nemyslitelné. Preto si teraz postupne
velmi struéne zopakujeme vyrokovy a predikdtovy pocet.



1.3 VYROKOVY POCET

Primitivny pojem, ktory vo vyrokovom pocte nedefinujeme, je pojem vyrok. Pod vyrokom ro-
zumieme kazdy oznam, u ktorého ma zmysel hovorit, ¢i je, alebo nie je pravdivy, pricom z
tychto moznosti nastdva prave jedna. Vo vyrokovom pocte sa nebudeme zaoberaft, ¢i je nejaky
vyrok pravdivy, alebo nepravdivy. Budeme sa venovat najméi sposobu vytvarania tzv. zlozenych
vyrokov. Tieto zlozené vyroky tvorime pomocou logickych spojok a tym sa teraz postupne bu-
deme venovat.

Ak A je vyrok, tak —A je jeho negécia, teda vyrok, pre ktorého pravdivostni hodnotu plati:
ak A je pravdivy, tak —A je nepravdivy a naopak, ak A je nepravdivy, tak —A je pravdivy.
Ak je vyrok A zapisany v beznom jazyku, tak jeho negéciu tvorime napr. pomocou slovného
spojenia ,nie je pravda, ze “, zdmenou ,je“ za ,nie je“, pripadne pomocou predpony ,ne“.

Napriklad, ak méame vyrok: Cislo 2 je parne. Tak jeho negéciou je: Cislo 2 nie je parne
(alebo: Cislo 2 je nepéarne).

Ak A, B st vyroky zapisané v beznom jazyku, tak ,A a B“ je opat vyrok a nazyvame ho
konjunkciou vyrokov A, B. Ked st vyroky A, B zapisané pomocou matematického jazyka, tak
spojku ,a* nahradime symbolom konjukcie A. Konjunkcia vyrokov A, B je pravdiva iba vtedy,
ked vyroky A, B su pravdivé.

Vyroky A, B mozeme spojit aj spojkou ,alebo“, symbolicky zapisujeme A V B a vtedy
hovorime o disjunkcii. Disjunkcia vyrokov A, B je pravdivé, pokial aspoii jeden z vyrokov A, B
je pravdivy (teda aj oba vyroky mozu byt zdroven pravdivé).

Najcastejsie sa v matematike stretdvame so spojenim ,ak A, tak B“, toto spojenie symbo-
licky zna¢ime A = B a nazjvame ho implikédcia s predpokladom A a tvrdenim B. Citame to
aj ,z A vypyva B“, alebo ,A implikuje B, resp. ,ked A, potom B*“. Implikdcia A = B je
nepravdiva jedine v tom pripade, ak A plati a B neplati.

Poslednym spojenim vyrokov A, B je ,A prave vtedy, ked B*, toto spojenie symbolicky
zna¢ime A < B a nazyvame ho ekvivalencia vyrokov A, B. Ekvivalencia A < B je pravdiva ak
vyroky A, B maju rovnaku pravdivostnd hodnotu.

V matematike je dand zdvislost pravdivosti zlozenych vyrokov od pravdivosti ich zlozZiek
nasledujicou tabulkou.

ph(p) | ph(q) | ph(-p) ph(pAq) ph(pVq) phlp=4q) ph(p < q)
1 1

1 1
1 0
0 1

_ =0 O
— = O
_ o O =

0 1
0 1
0 0 0 0
Tvorenie zlozenych vyrokov nepodmiefiujeme ani obsahovou, ani formalnou stvislostou ich
zloziek. Teda z pohladu matematickej logiky je korektny aj vyrok ,ak 2 + 2 = 5, tak existuje
trojuholnik, ktorého vsetky vnitorné uhly si pravé“, dokonca je to pravdivy vyrok.
Premenn, ktorej oborom je mnozina vyrokov, nazyvame vyrokova premenna. Z vyrokovych
premennych tvorime pomocou logickych spojok —, A, V, =, < vyrokové formuly. Vyroky typu
ANB,AV B, A = B, A< B nazyvame zlozené vyroky. Vyrok, ktory nie je zlozenym vyrokom,
nazyvame atomarny vyrok.

Definicia 6. (Zdpis vyrokovijch formail)
1. Kazda vyrokovd premennd je vyrokovd formula.

2. Ak @, su vyrokové formuly, tak aj =(¢), (@) A (¥), (¢) V (¥), (@) = (¥),(¢) & (¥) sd
vyrokové formuly.



Poznamka 7. Predchddzajica definicia nehovort o tom, ktory zdpis nie je vyrokovd formula, v
takom pripade predpokladame, Ze virokovymi formulami su len tie zdpisy, u ktorych to moézZeme
uvedengmi kritériami (1. a 2.) zdévodnit.

Priklad 8. Nech A, B,C su vyrokové premenné. Zistite, ¢i
(A& B)= ((ANC) & (BAQ))
je vyrokovd formula.
RieSenie.
a) Podla 1. su A, B, C vyrokové formuly.
b) Podla a) a 2. st aj A< B,AAC, B AC vyrokové formuly.
¢) Zb) a 2. vyplyva, ze aj ((AAC) < (BAC)) je virokova formula.
d) ZD), c) a 2. vyplyva, ze aj (A< B) = ((AAC) < (BAC)) je virokovd formula.

Postupnost A, B,C, A & B, ANC,BAC, ((ANC) & (BAC)), (A< B) = ((ANC) & (BAQC))
sa nazyva vytvarajicou postupnostou formuly (4 < B) = ((AAC) < (BAQ)).

Pre kazdd vyrokovi formulu mézeme vytvorit tabulku pravdivostnych hodnét podla nasle-
dujiceho navodu:

1. Do zahlavia napiSeme vsSetky ¢leny vytvarajicej postupnosti formuly.

2. Pod premenné vypiSeme do riadkov vSetky mozné n—tice utvorené z pravdivostnych hodnot
0,1. Ak m& formula n premennych, tak n—tic je 2. VSimnite si systém vypisovania tychto
n—tic. Pod premennou C sa striedaji hodnoty 0,1 v kazdom riadku, pod premennou B
v kazdom druhom riadku a pod premennou A v kazdom stvrtom riadku (takto by sme
pri va¢som pocte premennych postupovali v striedani v kazdom 2" —tom riadku). Tento
systém nam zabezpedi to, Ze ziadna moznost nebude vynechand, resp. zopakovana.

3. V zhode s tabulkou pre pravdivostné hodnoty logickych spojok Vypfﬁame stfpce pod
ostatnymi ¢lenmi vytvarajicej postupnosti.

Pre formulu F = (A < B) = ((AAC) < (B AC)) vytvorime nasledujticu tabulku.

A|B|C|AeB AANC BAC (AANC)e (BAC)|F
111 1 1 1 1 1
1110 1 0 0 1 1
101 0 1 0 0 1
1jofo| o 0 0 1 1
011 0 0 1 0 1
o|l1lo| o 0 0 1 1
001 1 0 0 1 1
0|00 1 0 0 1 1

V matematike st osobitne dolezité také formuly, ktoré maji v poslednom stfpci takejto tabulky
len hodnoty 1. Takéto vyrokové formuly st pravdivé po dosadeni lubovolnych vyrokov za pre-
menné. Nazgvame ich tautolégie. Teda formula A < B) = ((AAC) < (B AC)) je tautolégia.
Ak m4 formula v poslednom stipci takejto tabulky len hodnoty 0, nazyva sa kontradikcia. Ak



U, ® st vyrokové formuly a ak U < @ je tautoldgia, hovorime, ze formuly ¥, ® st ekvivalentné,
piseme ¥ = ®. Ak ¥ = & je tautoldgia, hovorime, ze ® je logickym dosledkom W.

Pomocou tabuliek pravdivostnych hodnoét vieme pre vyrokové premenné A, B, C odvodit,
ze plati:

1. Ae —=(=A),

2. (AAB) & (BAA), (AV B) < (BV A),

3. (AAB)AC & AN (BACO), (AVB)VC & AV (BV ),

4. AN(BVCO)= (AANB)V (ANCO), AV (BAC)& (AVB)A(AVO),
5. 7(AANB) < -AV B, —-(AVB)& -AN-B,

6. (A= B)< (A= B)A(B=4)),
7. 2(A= B) & AN-B,
8. A= B & -B = -A.

Poznamka 9. Tieto ekvivalencie si dokdZeme na cviéeniach a neskor ich budeme éasto pouZivat
napr. pri dékazoch rovnosti mnoZin, negovani zloZenyjch vijrokov, atd. Poslednd ekvivalencia je
obzldst délezitd, implikdcia —B = —A je zndma ako obmenené turdenie k implikdcii A = B.
Tdto ekvivalencia md aj Specidlny ndzov, jednd sa o princip kontrapozicie.

1.4 PREDIKATOVY POCET

Vo vyrokovom poécte sme sa zaoberali tvorbou zlozenych vyrokov a zavislostou ich pravdivosti
na pravdivosti jednotlivych zloziek. Struktire atomarnych vyrokov sme sa nevenovali. Toto
urobime az v tejto ¢asti, pricom sa zameriame na Struktiuru takych typov vyrokov, s ktorymi sa
v matematike stretdvame najcastejSie. Najskor spomenieme pomocné pojmy, ktoré budeme po-
trebovat pre pochopenie zakladnych definicii predikdtového poctu. Vetky tieto pojmy budeme
pocas semestra podrobne studovat, preto ich teraz objasnime zjednodusene. Uz na strednej
gkole ste sa stretli s pojmom usporiadand dvojica, resp. n—tica. Usporiadana dvojica je mate-
maticky objekt, ktory ma pevne dand prvi a druhu zlozku (teda na poradi zélezi), napr. [a, b],
kde a je prva zlozka a b je druhd zlozka. Podobne by sme mohli zaviest usporiadani n—ticu
[a1,a9,...,a,], kde aj je jej k—ta zlozka. S usporiadanymi n—ticami suvisi pojem kartézsky
Suéin.

Definicia 10. Nech A, B si mnoZiny. Pod kartézskym siucinom A x B mnoZiny A a mozZiny B
rozumieme mnozinu véetkiych usporiadanych dvojic, ktorijch prvd zlozka je z mnoZiny A a druhd
Zlozka je z mnoziny B. Ak A = B, tak namiesto A x A, piseme AZ.

Podobne vieme definovat aj kartézsky siéin m-—mnozin, ako mnozinu usporiadanych n-tic,
zapisujeme Ay X Ay x ... A,. Ak Ay = Ay = --- = A,, zapisujeme A"™. Podrobne sa bu-
deme kartézskemu stéinu venovaf pri mnozinovych operaciach, tam bude definicia doplnend
o formdlny zépis. V matematike sa ¢asto zaoberdme skimanim vztahov medzi objektami,
napriklad uz na zdkladnej skole ste porovnavali prirodzené &isla. Rozsah pojmu vztah nie je
vymedzeny ziadnou definiciou ani skupinou postulatov (axiém). Preto zavedieme pojem binarna
reldcia, ktory chdpeme ako mnozinu usporiadanych dvojic. Ak R je reldcia a dvojica [a,b] je
jej prvkom, tak to zapisujeme [a,b] € R, ale ¢asto aj takto aRb. Teda napriklad < je reldcia



na mnozine prirodzenych é&isel, v geometrii ste sa stretli s reldciou kolmost L, pripadne rov-
nobeznost ||. Vseobecne by sme mohli uvazovat o n—arnej reldcii, my sa vsak budeme venovat
najmé bindrnym reldcidm, a preto ich budeme zjednodusene nazyvat relicie. Coskoro budeme
reldcidm venovat hodne ¢asu, zatial ndm staci tdto stru¢nd informdcia. Posledny pojem, ktory
potrebujeme, je pojem operécie. S operdciami sa stretdvate od zaciatku Skolskej dochédzky, je
to napriklad séitanie, odéitanie, atd. Teda, ak hovorime o bindrnej operacii, tak k dvom ope-
random (napriklad k dvom ¢islam 3 a 5) je istym sposobom jednoznaéne priradeny vysledok
(napriklad 3 4+ 5 = 8). Tento spdsob urcuje prave operacia (v nasom pripade to bolo s¢itanie).
Teraz sa uz mozeme posuntit k prvej definicii predikdtového poctu.

Definicia 11. Nech A je mnoZina. Term nad A je definovany takto:
1. KazZda premennd, ktorej oborom je mnozina A, je term nad A.
2. Symbol kazdého prvku z A je term nad A.

3. Ak f je n—drna operdcia, o ktorej plati D(f) C A", H(f) C A a ak t1,--- ,t, su termy
nad A, tak f(ti,--- ,t,) je term nad A.

Priklad 12. Napriklad ak budeme pracovat na mnoZine redlnych ¢&isel a x,y,z budi redine
premenné, potom ((:L’ +y)- z) - (z — 2) je term nad R, lebo

a) x,y,z su termy podla 1.

b) Podla 3. si aj x +y,x — 2 termy.

¢) Podla b) a 3. je (x +y) -z term.

d) Podla b), c) a 3. je potom aj ((z+y)-2) - (z — 2) term.

Ale napriklad x > 5 nie je term nad R, lebo < nie je ani premennd, ani symbol z mnoZiny R,
ani operdcia.

Na zakladnej a strednej Skole ste sa s termami bezne stretdvali, kazdy korektne zapisany
algebraicky vyraz je term.

Definicia 13. Nech A je mnozina. Ak tq,ts su termy, R je reldcia definovand na A, tak t1Rto
je atomickd formula predikdtového poctu nad A. Kazdd atomickd formula predikdtového pocétu
nad A je formula predikdtového poctu nad A. Ak @, si formuly predikdtového poctu nad A,
tak aj =(v), () A (¥), () V (), (p) = (¥), (p) & (¥), si formuly predikdtového pocétu nad A.
Ak x je premennd a @(x) je formula s premennou x, ktord neobsahuje Vo ani Iz, tak VY, p(x)
aj 3z, p(x) su formuly predikdtového poctu.

Poznamka 14. Prikladmi atomickgch formal si rovnice a nerovnice. Zdpis Az éitame , existuje
x ¥, 3 je emistenény kvantifikdtor. PouZijeme ho vtedy, ak chceme povedat, Ze existuje aspori jeden
prvok z mnoZiny, nad ktorou pracujeme, pre ktory plati formula za kvantifikdtorom. Zdpis Vx
Eitame ,pre kazdé x“, V je vseobecny kvantifikdtor. PouZijeme ho vtedy, ak chceme povedat, Ze
pre véetky prvky z mnoziny, nad ktorou pracujeme, plati formula za kvantifikatorom.

Ak x,y, z s redlne premenné, tak potom

I.z>1=22-1>0,
2. Jz: (22 —1=0),
3. Vr: (22 >0),



st podla predchddzajicej definicie formuly predikdtového pocétu nad R. Zdévodnenie si dobre
premyslite.

Definicia 15. Nech ¥, ® siu formuly predikdtového poctu. Hovorime, Ze ¥ je podformulou for-
muly ®, ak formulu ¥ mézeme ziskat z formuly ® vynechanim nickolkijch symbolov na zaciatku
a na konci (niekolko moze znamenat aj 0).

Priklad 16. Ak x je redlna premennd, tak potom (x +2 < 6) = (x> 4+1>7) az +2 < 6 si
formuly predikdtového poctu nad R a podla predchddzajicej definicie je x + 2 < 6 podformulou
formuly (v +2 < 6) = (22 +1> 7).

Definicia 17. Ak Vax: (V), resp. Jz: (V) je podformula formuly ¥, tak V nazgvame dosahom
prislusného vyskytu kvantifikdtora VY, resp. Iz vo formule W.

Priklad 18. Napriklad vo formuli nad R
(Vz: Qy:z <y)) AVz: (z < 0=z <2?),

ma prvy vyskyt kvantifikdtora Vx dosah Jy: x < y, druhy viskyt kvantifikdtora Y, md dosah
r < 0=z <22, dosah kvantifikitora Jy, je x < y.

Definicia 19. Viyskyt premennej x vo formule sa nazyjva
e viazanym, ak sa nachddza v dosahu kvantifikitora Yx alebo Jzx.
e volnym, ak nie je viazany.

Definicia 20. Premennd sa nazjva volnou vo formule V, ak md aspori jeden volni vijskyt vo
formule V. Premennd sa nazyva viazanou vo formule V, ak md vietky vyskyty vo formule V
viazané. Formulu predikdtového poctu nazijvame uzavretou formulou, ak vsetky jej premenné si
viazané. Formulu predikdtového poctu nazyvame vyrokovou formou, ak aspon jedna jej premennd
je volnd.

Poznamka 21. Typickym prikladom vyrokovej formy siu rovnice, nerovnice. Ak vo vyrokovej
forme nad mnoZinou A s volnou premennou x, dosadime za x (za vsetky volné viskyty premennej
x) nejaky prvok a € A, tak mozeme, ale aj nemusime dostat vyrok. Napriklad ak dosadime do
nasledujicej viyrokovej formy nad R

3
4—x=—
x

za x Cislo 1, dostaneme pravdivy viyrok, ak dosadime cislo 2, dostaneme nepravdivy viyrok. Ak
ale dosadime 0, tak na pravej strane rovnice dostaneme zdpis %, ktory mereprezentuje Ziadne
redlne ¢islo (aj ked Chuck Norris by mal mozno iny ndzor). MnoZinu vietkych takijch prokov,
po dosadeni ktorych dostaneme pravdivy viyrok, nazgvame obor pravdivosti vyrokovej formy. Pre
nds bude v §tiudiu mnozin prdve toto dolezité, lebo mnoZiny okrem vymenovania prvkov, mézZeme
zaddvat aj ako obor pravdivosti vijrokovej formy, ¢o zapisujeme takto

M={xecA:V(x)}.

Znamend to, Ze mnozina M obsahuje vsetky prvky z mnoziny A, pre ktoré je vijrokovd forma V.
s volnou premennou x pravdivym vyrokom. Napriklad interval (1,3) moZeme zapisat aj nasle-
dujicim sposobom

M={zeR:1<xz<3}



Jednym z najdolezitejsich vysledkov tohto semestra by malo byt to, Ze §tudenti budu vedief
s porozumenim ¢itat matematické texty a budu vedief matematickym jazykom (teda pomocou
formiil predikatového poctu) spravne zapisovat svoje postupy a vysledky. Toto treba trénovat.
My si teraz aspon na niekolkych prikladoch ukéZeme, ako trénovat. Ak mame napriklad takéto
tvrdenie
VreR: 2% > 0,

¢

tak ho ¢itame: ,,Pre kazdé redlne ¢islo plati, Ze jeho druhd mocnina je vacsia alebo rovna nule.
Alebo napr. aj takto: ,Druhd mocnina redlneho éisla je nezdpornd.“ Vsimnite si, ze v tom
druhom vyjadreni ,,vypadol“ vSeobecny kvantifikator. Toto je bezné a aj to druhé vyjadrenie je
v poriadku. V&imnime si d'alsie tvrdenie:

Ve,y,z€R: x4+ (y+2) = (z+vy) + 2

Toto mozeme &itat takto: ,Pre Tubovolni trojicu redlnych ¢isel plati asociativny zékon pre
operdciu séitania®, ale iplne v poriadku bude aj ,Operacia s¢itania je asociativna na mnozine
realnych ¢isel.“ Tvrdenie bude trochu naro¢nejsie, ak obsahuje existenény aj vSeobecny kvanti-
fikator. Budeme sa venovaf tvrdeniu

VeeRIyeR: z4+y=1.

Prepis do bezného jazyka je napr. takyto: ,Ku kazdému redlnemu &islu z vieme néjst (existuje)
aspoil jedno také redlne ¢islo y tak, ze ich stcet je 1.“ Co to znamend? Vseobecny kvanti-
fikdtor pre  ndm hovori, Ze ,nepriatel“ ndm moze vybrat akékolvek (Ilubovolné) redlne &islo .
Napriklad by vybral ¢islo 13. Potom tam nasleduje existencny kvatifikator pre y a to znamena,
7e musime ndjst aspon jedno redlne y tak, aby 13 + y = 1. Vieme také y ndjst? Samozrejme,
y = —12. A takto by ,nepriatel“ mohol postupne vybrat vsetky redlne z a my by sme pre kazdé
hladali y. V podstate si tilohu mozeme zjednodusit, lebo uz je asi zrejmé, Ze ak nam vyberie
Jnepriatel™ &fslo 2, my vieme y ndjst ako rozdiel 1 — x. Vzhladom k tomu, Ze 1 — x je pre kazdé
redlne x opit redlne ¢islo, tak aj vieme, Ze toto tvrdenie je pravdivé.

Urobime teraz mali zmenu, ktora viak bude mat velké nasledky. Tvrdenie ,jemne® zmenime
a dostaneme

JyeRVzeR:x+y=1.

Dostali sme rovnaké tvrdenie? Ani ndhodou. Prepis do bezného jazyka mnohym rozdiel ukéze:
,Existuje asponi jedno redlne ¢fslo y také, ze potom pre Tubovolné redlne éislo = je x +y = 1.¢
Co toto znamena? To znamend, Ze by malo existovat (aspoii jedno) redlne ¢islo tak, ze nech
k nemu pripo¢itame akékolvek &islo, dostaneme vzdy vysledok 1. Co by to znamenalo? Keby
napr. platilo, Ze y = 5, tak potom by pre lubovolné z € R muselo platit z + 5 = 1, ale z tejto
jednoduchej rovnice dostaneme, ze x = —4 a pre z € R\ {—4} to neplati. Takze volba y = 5
nebola dobrd. Otédzka je, ¢i vobec v tomto pripade existuje vhodnd volba. Takéto y neexistuje,
keby existovalo, tak by to znamenalo (a toto si dobre premyslite), ze 1 — y bude pre to isté y
dévat rozne vysledky, ¢o je nezmysel. Teda toto tvrdenie pravdivé nie je, lebo také y neexistuje.

Takze pokial pracujeme s roznymi kvantifikdtormi, tak ich poradie nemoéZzeme Iubovolne
zamienat, lebo takéto zdmeny menia zmysel tvrdeni.

1.5 MNOZINOVE OPERACIE

Uz sme spominali, Ze mnoZina moze byt zadand vymenovanim prvkov, alebo ako obor pravdi-
vosti nejakej vyrokovej formy. Uvedieme si preto aspon par jednoduchych prikladov.



Priklad 22. Vypiste vsetky prvky mnoziny M, ktord je zadand nasledovne
M ={neN:5<n<10}.

RieSenie. Zrejme pre kazdy prvok n z mnoziny M musi byt splnené 5 < n < 10 a zdroven
musime dodrzat to, Ze sa jednd len o prirodzené &fsla. Preto

M = {5,6,7,8,9}.

Bude uzitoéné, ak si tento sposob zadavania mnozin precvicime aj pri definovani roéznych
typov intervalov na mnozine realnych ¢isel. Zrejme

e uzavrety interval je (a,b) = {z;a < x < b},
e otvoreny interval je (a,b) = {z;a < = < b},
e zlava otvoreny a sprava uzavrety interval je (a,b) = {z;a < x < b},
e sprava otvoreny a zlava uzavrety interval je (a,b) = {z;a < z < b}.

Pozndmka 23. DalezZité upozornenie (priam vystraha) je, Ze vidy je a < b. To znamend, Ze
napr. zdpisy (5,—1),(1,1) nebudeme tolerovat (budeme ich prisne trestat bodoviymi stratami).
Totiz napr. zdpis (5,—1) je podla definicie mnozina {x;5 < x < —1}, ¢o je evidentne prdzdna
mnozina a pre pre prazdnu mnoZinu mdme vhodnej§ie moznosti zdpisu. Zapisu (1,1) vyhovuje
jednoprvkovd mnozina {1}, ¢éo je opdt vhodnejsi zdpis.

Teraz sa budeme postupne venovat mnoZinovym operécidm. Pre neformélne pochopenie je
uzitoéné zobrazovat mmnozinové opericie a vztahy pomocou tzv. Vennovych diagramov. Tieto
znézornuju vietky mozné vztahy niekolkych mnozin. Pre dve, tri a $tyri mnoziny mame takéto
diagramy:

A B A af__\B
2/ | H

d g hiij0

C |

Princip Vennovych diagramov vysvetlime pre dve mnoziny. Na obrazku méame mnoziny A a
B a mame tam vyznacené Styri policka a, b, c,d. V policku a sa nachadzaju prvky, ktoré patria
do mnoziny A, ale nepatria do mnoziny B. V policku ¢ su prvky, ktoré patria do mnoziny B a
nepatria do A. V policku b st prvky, ktoré maji mnoziny A, B spolotné a do policka d patria
prvky, ktoré nepatria ani do jednej z mnozin A, B. Analogicky to funguje aj pre viac mnozin.
Ku kazdym dvom mnozindm A, B moéZeme priradif mnozinu

AUB ={z;z € AVz € B},
ktoru nazyvame zjednotenie mnozin A, B, pricom

rcAUB s e AV e B.



Graficky to moézeme znazornit takto:

Zrejme pre zjednotenie platia nasledujice rovnosti:
e AUD= A,
e AUA=A,
e AUB=BUA,
e AUBUC)=(AUuB)UC.
Dalej kazdym dvom mnozindm A, B mézeme priradif mnozinu
ANB={z;z € ANz € B},
ktoru nazyvame prienik mnozin A, B, pricom
reANB&srxec ANz e B.

Graficky to moézeme znazornit takto:

Pre prienik platia nasledujice rovnosti:
e AND =10,
e ANA=A,
e ANB=BNA,
e AN(BNC)=(AnB)NC.

Ak o mnozinach A, B plati AN B = (), hovorime, Ze mnoziny A, B si disjunktné.
K Tubovolnym dvom mnozindm A, B mozeme priradif mnozinu

A\ B ={z;x € ANz ¢ B},
ktoru nazyvame rozdiel mnozin A, B, pricom

re€A\B&xe ANz ¢ B.
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Graficky to moézeme znazornit takto:

Rozdiel mnozin mé nasledujtice vlastnosti:
o« A\D= 4,
« A\A=0,
e A\B#B\A,
e A\ (B\C)#(A\B)\C.
Este uvedieme posledni mnozinovi operéciu, pre lubovolné dve mnoziny A, B existuje mnozina
AAB = (A\ B)U(B\ A),

ktorid nazyvame symetricky rozdiel mnozin A, B. Graficky to moézeme zndzornit takto:

Symetricky rozdiel mnozin mé takéto vlastnosti:
e AAB = BAA,
e AA(BAC) = (AAB)AC,
e AN(BAC)=(ANB)A(ANC).
Pre lepsie pochopenie mnozinovych operécii uvadzame nasledujuci priklad.
Priklad 24. Nech A ={1,2,3,13},B ={2,4,6,13},C = {1, 3,6,13}. Urcte
ANB,BUC,C\ A, AAB, AA(BAC).
Riesenie. Do mnoziny A N B patria tie prvky, ktoré patria do A a zaroven do B. Teda
ANB={2,13}.

Pre mnozinu BUC plati, ze obsahuje vsetky prvky, ktoré patria do B alebo do C', teda vypiSeme
si najskor prvky z mnoziny B a potom tam priddme tie, ktoré patria do mnoziny C. Ak by sa
nejaké prvky zopakovali, nebudeme ich tam pisat dvakrat. Teda

BUC ={2,4,6,13,1,3} = {1,2,3,4,6,13}.
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Pri uréovani prvkov mnoziny C'\ A musime z mnoziny C' ,vyhodit“ vSetky také prvky, ktoré
patria do mnoziny A, potom

C\ A= {6},

museli sme vyhodit z mnoziny C prvky 1, 3,13. Do symetrického rozdielu mnozin A, B patria
tie prvky, ktoré tieto dve mnoziny nemaji spolo¢né, ich spoloéné prvky su len prvky 2,13, preto

AAB = {1,3,4,6}.

Poslednd ¢ast tlohy je trochu néro¢nejsia, ale tam vyuzijeme to, Ze symetricky rozdiel je
asociativny (¢o znamend, ze VA, B,C: AA(BAC) = (AAB)AC a vyuzijeme predchadzajici
vysledok. Teda

AA(BAC) = (AAB)AC ={1,3,4,6}A{1,3,6,13}.

Teraz uz postupujeme ako pri ur¢ovani AAB. Potom
AA(BAC) = {4,13}.

Poznamka 25. Vsimnite si, Ze mnozina AA(BAC) obsahuje len také proky, ktoré patria do
vsetkych troch mnoZin (prvok 13) alebo také prvky, ktoré sa vyskytuji prdave v jednej z uvedengjch
troch mnoZin (prvok 4). Toto nie je ndhoda, takto to funguje pre lubovolni trojicu mnoZin.

Ak M je zakladnd mnozina a A C M, potom
=M\A
je doplnok mnoziny A vzhladom k mnozine M, pricom
reAyereMAx ¢ A.

T4to operdcia je §pecidlna v tom, Ze vidy musi byt uréené k akej mnozine robime doplnok. Ak
M = {1,2,3}, A = {1,2}, tak A}, = {3}. Ak bude mnozina P = {1,2, 3,4}, tak A}, = {3,4}.
Pre doplnok platia nasledujice rovnosti:

)

o (4]
e (AUB),, = A\, NB},,
o(AﬂB) —AIMUB
e (A\ B)), = A}, UB.

Pre mnoZinové operacie platia mnohé dalsie pekné vztfahy, tie si postupne dokdzete na
cviceniach.

Velmi uzitoénym matematickym pojmom je usporiadané dvojica, resp. vo vieobecnosti uspo-
riadané n-tica. Pre usporiadané dvojice je charakteristickd nasledujica vlastnost:

[a,b] =[c,d] & a=cAb=d.
Poznamka 26. Studenti casto zamieiiaji {a,b} a [a,b]. Kym {a,b} je zdpis dvojprvkovej
mnoziny, kde na poradi prvkov nezdlezi a rovnako tito dvojprvkovi mnoZinu mézeme zapisat aj

takto {b,a}, tak [a,b] je usporiadand dvojica a tam je poradie pevne dané.

Na zaver eSte uvedieme definiciu doélezitého, nam uz znameho, pojmu.
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Definicia 27. Nech A, B si mnoziny. Pod kartézskym sicinom A x B mnoZiny A a mnoZiny
B rozumieme mnoZzinu vsetkych usporiadangch dvojic, ktorijych prva zlozka je prvkom mnoZiny
A a druhd je prvkom mnoziny B. Teda

Ax B={[z,yl;xr € ANy € B},

pricom
[z,yje Ax B&rxe ANy € B.

Priklad 28. Nech A ={1,2,3}, B ={o,x}. Uréte A x B,B x A.
RiesSenie. Aplikovanim predchadzajticej definicie dostaneme
AxB= {[1, o]a U—v*]a [27 O]? [27*]7 [37 O]’ [35*]}7

B x A ={[o,1],[*,1], [0, 2], [*, 2], [e, 3], [*, 3]}

Zrejme ste si uz vsimli, Ze A x B sa nemusi rovhat B x A. Rovnost nastdva len vtedy, ak
A = B, alebo je niektora z mnozin A, B prazdna. Casto sa stretdvame s tym, ze A = B, vtedy
namiesto zapisu A x A pouzivame zapis A2. Pri kartézskom sti¢ine n mnozin A; x Ag x --- x Ay,
je vysledkom mnozina usporiadanych n—tic, kde prvé zlozka n—tice je z mnoziny A, druhd z
mnoziny As a tak dalej, az n—t4 je z mnoziny A,. Ak plati Ay = Ay = --- = A,, potom
namiesto A1 X As X .-+ X A,, zapisujeme A".

Poznamka 29. Vsimnite si ako spolu suvisia logické a mnoZinové operdcie. Zacénite napriklad
konjunkciou a prienikom.

2 DOKAZY

Matematika nie je ,divdcky $port“, pestovat ju treba aktivne, pricom rieSenie problémov je
ucinny sposob, ako objavif krdsy matematiky a zistif, ¢o vlastne matematika je. Dolezitou
sticastou rieSenia problémov je aj overovanie pravdivosti tvrdeni a zovSeobeciiovanie a preto sa
teraz spolo¢ne budeme venovat dokazovym technikdm. Dokazom lubovolného tvrdenia (vety)
rozumieme postupnost logickych tivah, ktoré ukazuji, ze platnost tvrdenia logicky vyplyva z
platnosti prijatych axiém a z tvrdeni, ktoré uz boli skor dokazané. Zakladné typy dokazov su:

e priamy dokaz,

e nepriamy dokaz,

e dokaz sporom,

e dokaz matematickou indukciou.

My sa postupne v nasledujucich kapitolach zozndmime so vSetkymi typmi dokazov.

13



2.1 DOKAZY ROVNOSTI MNOZIN

Vzhladom k tomu, Ze sme sa doteraz venovali najmi mnozindm, tak ako prvy typ dokazov,
budi préave dokazy rovnosti mmnozin. Aké tlohy si mame pod tymto pojmom predstavit?
Zadanie moze byt napriklad takéto:

Dokazte, ze plati:
A\ (A\B)=ANB.

Zadanie je pomerne struéné, sndd’ aj jasné, teraz sa budeme venovat spésobu jeho tispesného
vyrieSenia. Tento typ dokazu nebol explicitne uvedeny medzi zdkladnymi typmi dokazov, je
to totiz Specialny pripad priamych dokazov. Priamy dokaz matematického tvrdenia spociva v
tom, ze z uz dokazanych tvrdeni (viet) a axiém dokdzeme toto tvrdenie po koneénom pocte
korektnych tisudkov. Ako si toto predstavit a ¢o to znamens, ak takymto sposobom budeme
chciet dokdzat rovnost mnozin? V prvom rade si treba uvedomit, kedy sa dve mnoziny rovnaj.
7 predchédzajucich kapitol vieme, ze (A = B) & (A CBABC A). Teda takyto dokaz bude
mat dve Gasti, v prvej éasti dokdZeme platnost inklizie A C B a v druhej ¢asti platnost inklizie
B C A. Dalej si treba uvedomit, ¢o znamend, ze napr. A C B, to opét vieme z predchédzajicich
kapitol a teda
ACB&Vr:z € A= x <€ B.

Preto ak chceme dokézat tito inkliziu, musime o kazdom prvku z mnoziny A dokdzat, Ze patri
aj do mnoziny B. Je zrejmé, ze pri nekoneénych mnoZinich nemoézeme postupovat tak, ze to
dokdzeme o kazdom prvku, tolko ¢asu ani papiera nemame. Preto si vyberieme jeden prvok z
mnoziny A, napr. x, ktory nebude ni¢im $pecidlny, jeding informécia o nom bude, ze x € A. Ak
sa ndm podari ukdzat, ze x € B, budeme dokaz tejto inklizie povazovat za tispesne dokonéeny.
A skor ako sa pustime do konkrétneho dokazu, je nutné upozornit, Ze bez znalosti zékladnych
vlastnosti a definicii mnozinovych a logickych operacii, bude pochopenie jednotlivych krokov
naro¢né a zrejme aj nemozné.

Priklad 30. Dokdzte, zZe plati: A\ (A\ B) = AN B.
Doékaz. Dokaz bude mat dve casti. V prvej casti dokdzeme, Ze
A\ (A\B)C ANnB.

Postupne budeme pre prvok z (vieme o fiom len tolko, ze patri do mnoziny A\ (A4 \ B)) aplikovaf
definicie mnoZinovych operécii. Dbdme na to, Ze operacie v zdtvorkich maji prednost.

Nech x € A\ (A\B)=zc ANz ¢ A\ B.

V tomto kroku sme zatvorku (A '\ B) brali ako jednu mnozinu, teda prvok z patri do rozdielu
mnoziny A a mnoziny (A \ B). Z definicie rozdielu vieme, ze do mnoziny A patri a do mnoziny
(A\ B) nepatri. V zdtvorke je opét rozdiel mnozin. Ak by x do rozdielu A\ B patrilo, potom by
platilo, ze x € A A x € B. V nasom pripade vsak do tohto rozdielu nepatri, tak musime urobit
negiciu a teda pre x bude platit

r ¢ AVzeB.

A takto budeme pokracovat a budeme sa snazif postupne ukdzat, ze x € AN B. Teda dokaz
tejto casti bude nasledujuci:

Nechz € A\ (A\B)=2zc ANz g A\B=zxcAN(zx g AV € B).
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Teraz vyuzijeme distributivitu konjunkcie vzhladom na disjunkciu:
ANBVC)=(AANB)V(ANC),
teda budeme pokracovat takto:
rEAN(rd AV eB)= (e AN g A)V(re ANz eB)=x€ ANB.

V poslednom kroku sme vyuzili to, Ze konjunkcia x € A A x & A je vidy neprevdiva a aby
disjunkcia (r € ANz & A)V (x € ANz € B) bola pravdiva, musi platit z € AAx € B. Tymto
sme dokazali, ze plati
A\ (A\B)C AnB.
V druhom kroku dokézeme opaénii inkliziu: ANB C A\ (A \ B). Postupovat budeme podobne
ako v prvom kroku, ale vyuzijeme aj jeden umely krok.
Nechzx e ANB=x€cANzeB=(xc ANz gA)V(rc ANz € B),

posledni implikaciu si dobre premyslite. Konjunkcia (x € A A z € A) nie je nikdy pravdiva, teda
pravdivostna hodnota celej disjunkcie bude zdvisief len na pravdivostnej hodnote konjunkcie
(x € AAx € B). Tento, zdanlivo zbytoény, umely krok ndm pomoze dokonéit dokaz tejto casti.
Stac¢i pouzit distributivitu konjunkcie vzhladom na disjunkciu a dostaneme

=ccAN(zr¢AVrzeB)srcANcgA\B=>2c A\ (A\B).
Teda plati aj opa¢nd inklizia a preto plati rovnost:
A\ (A\B)=AnNB.
O
Nie vzdy dopredu vieme, Ze rovnost naozaj plati. Preto je dobré nakreslit si Vennove dia-
gramy pre obe strany rovnosti. Nie je to sice dokaz, ale pomdZe nds to nasmerovat, aby sme

vedeli, ¢i danti rovnost budeme dokazovat, alebo naopak budeme musiet néjst protipriklad, teda
konkrétne mnoziny, pre ktoré dand rovnost neplati.

Priklad 31. Zistite, ¢i pre lubovolné mnoziny plati
A\ (B\A)=ANB.

RieSenie. Teraz nevieme, ¢i rovnost plati, tak je vhodné nakreslit si pre obe strany Vennove
diagramy.

A\ (B\ A) ANB
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7Z obrazku vidime, Ze rovnost nemusi platit pre Iubovolné dve mnoziny. Zaroven sa d4 vidiet,
7e rovnost bude platit pre také dve mnoZiny A, B, pre ktoré plati A = AN B, teda také, ze
A C B. Preto odpovedou je, ze rovnost neplati pre lubovolné dve mnoziny A, B a treba uviest
aj konkrétne dve mnoziny, ktoré rovnost porusuji. Teda napriklad takéto

A={xA}, B={o}.

Potom

AN (BNA) = {x AP\ ({o} \ {x, A}) = {x A} \ {o} = {x, A}

ANB={xA}Nn{o} =0.

V tomto pripade je
A\ (B\A)#ANB.

Premyslite si, ¢i plati aspon inklizia AN B C A\ (B\ A). Ak dno, tak tvrdenie dokdzte, ak
nie, ndjdite vhodny kontrapriklad. Vhodnou nédpovedou si opiat Vennove diagramy. ([

2.2 PRIAMY DOKAZ IMPLIKACIE

Vacsina matematickych tvrdeni je v tvare implikdcie alebo ekvivalencie. Jednym z moznych
sposobov, ako tvrdenie v tvare implikdcie dokdzat, je priamy dokaz. Samozrejme, d4 sa vyuZzit
aj pri dokazovani ekvivalencie a to tak, ze postupne dokdzeme obe implikdcie. Co je to teda
priamy dokaz implikdcie A = B? Podstata priameho dokazu, spoc¢iva vo vytvoreni refazca
implikdcii A = By,By = Bs,...,Br = B, kde By, By, Bs,..., B si axiémy alebo dokazané
tvrdenia, a nésledného logického zaveru: A = B. Cize postupujeme od predpokladu k zaveru,
¢o vyzerd byt takd prirodzena cesta, ale coskoro aj sami zistite, Ze nie je vzdy najschodnejsia.
Princip priameho dokazu ukazeme na jednoduchej tlohe.

Priklad 32. Dokdzte, Ze sicet dvoch neparnych (lichijch) éisel je ¢islo pdrne (sudé)

Doékaz. Tvrdenie si prepiSeme do tvaru implikacie:

Nech m,n su neparne ¢isla, potom sucet m +n je parne ¢islo.

Budeme predpokladat, ze predpoklad v danej implikdcii plati, teda, Ze m a n st neparne é&isla.
Potom sa budeme sa snaZit postupne odvodit, Ze plat{ aj zaver implikacie. Teda predpokladdme,
ze

JdkleZ:m=2-k+1 N n=2-1+1.

Pre ich sucet plati:

m+n=02-k+1)+@2-1+1)=2-k+2-1+2=2-(k+1+1).

Zrejme sucet k + 1+ 1 je celé ¢islo a teda 2- (k4 1+ 1) je parne (sudé) ¢islo. Teda je splneny aj
zaver implikacie a tym je dokaz uspesne skonceny. (|

Vsimnite si, ze tvrdenie v zadani nie je formulované ako implikacia. Toto je pomerne Casty
jav a pred dokazovanim je preto vhodné tvrdenie preformulovat, aby bolo jasne urcené, ¢o je

predpoklad, a ¢o zaver.

Priklad 33. Dokdzte, Ze druhd mocnina nepdrneho (lichého) ¢isla je éislo nepdrne.
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Doékaz. Opit je vhodné tvrdenie prepisat do tvaru implikdcie:

Nech n je neparne ¢islo, potom jeho druhd mocnina je neparne ¢islo.

Budeme predpokladat, Ze predpoklad v danej implikacii plati, teda, Ze n je neparne ¢islo. Potom
dkeZ:n=2-k+1.
Pre jeho druhd mocninu plati:
=2 k+12=4-k4+4-k+1=2-(2-k*>+2-k)+ 1.

Zrejme sticet 2- k2 +2- k je celé &islo a teda n? je neparne (liché) éislo. Teda je splneny aj zaver
implikacie, tym je dokaz uspesne ukonceny. O
Toto tvrdenie plati aj obratene, teda plati, ze

2 fn* =2 n,
teda plati ekvivalencia
2 fn <2

Ak chceme dokézat, Ze ekvivalencia je pravdivé, zvy¢ajne to dokazujeme v dvoch krokoch a
to tak, Ze si ju rozdelime na dve implikécie a tie postupne dokdZeme. Ndm sa podarilo ukazat
zatial len jednu z tychto implikacii

2 fn=2 2

Keby sme chceli priamo dokézat aj opaéni implikdciu (2 fn? = 2 fn), tak by sme si zbytocne
skomplikovali zivot. V nasledujiicej kapitolke si ukdzeme, ako jednoduchsie tito cast ekvivalencie
dokézat.

2.3 NEPRIAMY DOKAZ

Nepriamy dokaz pouzivame pri dokazoch implikiacie A = B. Z kapitoly o vyrokovom pocte
vieme, ze tato implikdcia je ekvivalentnd s obmenenou implikdciou =B = —A (princip kon-
trapozicie), teda postupujeme tak, ze najskor vytvorime obmenend implikdciu a tito potom
dokazujeme priamo. Menej formélne to mozeme povedaf tak, Ze namiesto tvrdenia

Ak platia predpoklady, tak plati zaver*,
budeme dokazovat tvrdenie
»Ak neplati zdver, tak neplati aspon jeden z predpokladov.

A teraz takymto sposobom dokédzeme druhti éast ekvivalencie 2 fn < 2 Jn?, z predchadzajticej
kapitoly.

Priklad 34. Dokdzte, Ze
2 =2 .

Dékaz. Tvrdenie dokéZeme nepriamo. Najskor je potrebné vytvorit k pévodnej implikécii
jej obmenu, teda
2In = 2|n?.
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Tito implikdciu dokdzeme priamo, ¢ize budeme predpokladat, ze 2|n a dokézeme, Ze aj 2|n?.
Nech 2|n, potom zrejme plati, ze 3k € Z: n = 2 - k. Pre druhii mocninu potom plati:

n*=2-k?*=4-=2-(2-%%).

Zrejme 2-k? je celé ¢islo, preto n? je parne (sudé) éislo, teda 2|n?. Tymto sme dokézali pravdivost
obmenenej implikécie, t4 ma vSak vzdy rovnakud pravdivostni hodnotu, ako povodnd implikacia,
preto je dokaz uspesne ukonceny. O

Priklad 35. Dokdzte, Ze ak p je prvocislo vicsie ako 2, tak je nepdrne (liché).
Doékaz. Aj toto tvrdenie dokédzeme nepriamo. Jeho obmenou je
Ak je p pérne (sudé), tak p nie je vécsie ako 2 alebo p nie je prvocislo.

Vsimnite si najmé negéiciu predpokladov, teda budeme dokazovat, Ze aspoii jeden z predpo-
kladov (v tejto tlohe boli dva) neplati. Dalej si treba uvedomit, Ze pracujeme na mmnoZzine
prirodzenych éisel, tloha je totiZz o prvoéislach. Budeme teda predpokladat, Ze p je parne, po-
tom

JkeN:p=2-k.
Potom méme dve disjunktné moznosti
o k£ <1=p=2-Fk nie je vacsie ako 2,
e k>1= p=2-k nie je prvocislo (kazdé prvocislo p ma prave dva rozne delitele, 1 a p).

Tym je tento dokaz hotovy. ([

2.4 DOKAZ SPOROM

Pri dokazovani sporom nebudeme dokazovat priamo zadané tvrdenie, ale vyjdeme z jeho negécie,
o ktorej dokazeme, ze je nepravdiva. Z toho potom plynie, ze pévodné tvrdenie je pravdivé. Do-
teraz sme nepravdivost tvrdenia ,dokazovali“ len hladanim vhodnych kontraprikladov. Ako
budeme teraz dokazovat, Ze dani negicia je nepravdivd? Ako jedna z moznosti ostdva stéle
najdenie kontraprikladu, ale nie vZdy s fiou vysta¢ime. V takom pripade budeme predpokladat,
7e tato negacia plati, a odvodime z nej spor, ¢ize tvrdenie, ktoré je bud’ v rozpore s tymto pred-
pokladom, alebo je evidentne nepravdivé. Toto odvodenie urobime podobne ako pri priamom
dokaze.

Jednym z najznamejsich ukazok dokazov sporov je dokaz toho, zZe prvocisel je nekonecne
vela. NemoZeme ho vynechat.

Priklad 36. Dokdste, Ze prvoéisel je nekonecne vela.

Dékaz. Tvrdenie dokdZzeme sporom, teda budeme predpokladat, Ze plati opak, ¢ize, Ze prvoéisel
je koneéne vela. Ak ich je konecne vela, tak, potom existuje n € N také, Ze pi1,pa,...,pn st
vSetky mozné prvocisla. Teraz urobime umely krok a vyrobime ¢islo s, nasledujicim sposobom

s=p1-p2--pnt+ L
Co vieme o &isle s povedat? Uréite plati, ze
s> p;, pricom i € {1,2,...,n},

ale zaroven plati aj
pi [s, pricom i € {1,2,...,n}.

Co to znamena? Aké moze byt éislo s? Mozu nastaf dva rézne pripady.
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e Cislo s mébze byt prvocislo, ale urcite to nie je ani jedno z prvoéisel p1, pa, . . ., pn, lebo od
kazdého z nich je s vacsie. Ale my sme predpokladali, ze p1, po, ..., p, su vietky prvocisla
a ziadne iné neexistuji. Takze tdto moznost je v spore s nasim predpokladom.

e Ak by s bolo zlozené &fslo, tak potom nutne musi byt delitelné nejakym prvoéislom, my
sme vsak zistili, Ze nie je delitelné ani jednym z p1, pa, ..., pn, ale podla predpokladu toto
mali byt vSetky prvoéisla. To opiat znamend, ze mame tych prvocisel ,malo“, a teda aj
tato moznost je v spore s predpokladom.

Vzhladom k tomu, Ze uZ Ziadna ind moZnost neexistuje a obe predchddzajiice boli v spore s
predpokladom, prvoéisel nemoze byt koneéne vela. Pre lepsie pochopenie oboch moznosti sa
sktste ,,pohrat®“ a najst také po sebe idtice prvoéisla p1, pa, ..., pn, aby p1 - p2---pn + 1 nebolo
prvocislo. O

V literatiire sa daji ndjst rozne dalsie dokazy tohto tvrdenia, obzvldst pekny je dokaz, ktory
vyuziva vlastnosti clenov Fibonacciho postupnosti.

Dalsfm zndmym tvrdenim, ktoré je vhodné dokazovat sporom, je tvrdenie, ze v/2 nie je
racionalne ¢&islo. Tentokét sa nebudeme drzat tradicie a dokdZeme trochu iné tvrdenie.

Priklad 37. Dokdzte, Ze /7 nie je ractondlne cislo.

Dokaz. Tvrdenie dokazeme sporom, preto ho najskoér znegujeme. Po negacii dostaneme
7 . . ’ vz
VT je racionéalne ¢islo.

Budeme predpokladat, ze toto tvrdenie je pravdivé. To znamend, ze sa v/7 da zapisat v tvare
zlomku 2, kde p,q € Z,q # 0 a p, q si nesidelitelné. Teda

q?
.
q7

po umocneni dostaneme

v
= =.
q
Obe strany rovnice vynasobime ¢islom ¢”
" =p".

Zrejme lava strana rovnice je delitelna 7 a preto aj prava strana musi byt delitelna 7. Potom teda
plati 7|p7, ale 7 je prvocislo a teda z toho vyplyva, ze 7|p a teda 77|p” (toto si dobre premyslite).
Preto p’ vieme zapisat ako p” = 77.k, pricom k € Z. Dosadime do poslednej rovnice

po uprave dostaneme
q¢ =T75E,

ale z poslednej rovnice vyplyva, Ze 7|q a ked si uvedomime, Ze 7|p, tak sa dostaneme k sporu s
tym, Ze p, ¢ st nestdelitené. Negované tvrdenie je evidentne nepravdivé, preto plati to povodné
tvrdenie. Tym je dokaz ukonceny. O

Na zdver sa budeme este venovat dokazu sporom takého tvrdenia, ktoré ma tvar implikacie.
Ak mame dokédzat sporom tvrdenie, ktoré ma tvar A = B, najskor ho znegujeme (nezabudnite
aj na kvantifikdtory) a dostaneme tvrdenie AA—B. Dalej uz postupujeme ako v predchddzajicich
ulohéach.

Nasledujtice tvrdenie sme uz dokazali nepriamym doékazom, teraz ho dokazeme sporom.
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Priklad 38. Dokdzte, Ze ak p je prvocislo vicsie ako 2, tak p je nepdrne (liché).
Doékaz. Budeme dokazovat sporom, preto tvrdenie znegujeme. Teda dostaneme, Ze
p je prvocislo vacsie ako 2 a zaroven je parne.
Potom p = 2 - k pre nejaké prirodzené ¢islo k > 1. To ale znamend, Ze p nie je prvocislo (tu

si treba spomenit na definiciu prvocisel), ¢o je v spore s predpokladom. Teda plati povodné
tvrdenie, a tym je dokaz skonceny. O

2.5 MATEMATICKA INDUKCIA

o5/

Keby sme mali vyriesit nasledujiicu tilohu, zrejme by to rozni ludia riesili rozne.
Kolko je
1+2+---499+ 1007

Isto by sa nasli trpezlivi Studenti, ktori by to postupne séitali. Traduje sa, ze takito tlohu zadal
ucitel malému Gaussovi, ked chcel mat od neho chvilu pokoj. Ale Gauus bol uz isto aj v detstve
Sikovny a vsimol si, ze

1+ 100 = 101,
2499 = 101,
50 + 51 = 101,

teda s vysledkom bol hned hotovy, vyslo mu 50 - 101 = 5050.
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Tento postup sa dé zovseobenit pre lubovolné prirodzené &islo n a potom dostaneme
1
1+2+---+n:§-n-(n+1).

Overit spravnost tohto tvrdenia moézeme rdznymi sposobmi, jednym z pomerne uéinnych
nastrojov, na overenie takychto tvrdeni, je princip matematickej indukcie. Tento princip ma
nasledujice dva kroky:

e Dokéazeme, Ze tvrdenie plati pre ng, kde ng je najmensia hodnota, pre ktori m4 platit.
e Predpokladame, ze tvrdenie plati pre k, k > ng, dokdzeme, ze plati aj pre k + 1.

Ak budeme uspesni v oboch krokoch, tak sme dokazali, ze tvrdenie plati, pre vSetky celé ¢isla
vacsie ako ng. Je dolezité si uvedomit, Ze oba kroky st nutné, teda ani jeden nie je mozné
vynechat. Pre ndzornost je dobré si predstavit za akych podmienok spadne domino. Je nutné,
aby spadla prvd kocka (tvrdenie musi platit pre ng) a potom vidy k—ta kocka musi zhodit
nasledujucu, (k+1)—vi kocku (teda z predpokladu platnosti tvrdenia pre k& dokazujeme tvrdenie
pre k +1).

Teraz postupne ukazeme aplikdciu tohto uzitoéného principu v dlohéch.

Priklad 39. Dokdzte, zZe pre n € N, plat?
1
142+ 4+n= §n(n+1)

Dékaz. Rovnost dokdZeme pomocou matematickej indukcie:

e V prvom kroku dokéZeme, Ze rovnost plati pre n = 1, teda pre najmensie prirodzené &islo.
Budeme pouzivat oznacenie L.S. pre lavi stranu, P.S. pre pravi stranu. Teda

1
LS. =1,PS.=_-1-(1+1)=1,

LS. =P.S.

e V druhom kroku budeme predpokladat, ze plati V' (k), teda, Ze je
1
L+24 k=g ke (k+1),
dokézeme, ze plati V(k + 1), teda, ze plati

(k+1)-((E+1)+1),

DO =

142+ +k+(k+1)=

po uprave
1
1+2+--~+k+(k+1):§~(k+1)-(k+2).

Téato cast je velmi dolezitd, pri tvorbe V (k+1) si treba uvedomit, ¢o sa skryva medzi tromi
bodkami na lavej strane rovnosti, ¢&fm sti¢et na lavej strane zac¢ina, ¢im konéf a samozrejme
treba spravne vytvorit aj pravi stranu rovnosti. V tejto tlohe je menej ndroéné vytvorit
pravu stranu rovnosti V' (k + 1). Vsetky vyskyty & nahradime vyrazom (k + 1) tak, ako je
to vyznaéné cervenou farbou. V nagom sii¢te na lavej strane si vietky prirodzené éisla od
1 po k, ¢o znamend, Ze Tavd strana vo V(k + 1) bude obsahovat vSetky prirodzené ¢isla
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od 1 po k, ¢o znamena, ze k suctu, ktory je vo V (k) priddme len jeden, posledny ¢len a
to (k + 1), farebne zvyrazneny. Teraz uz len upravime lavi stranu V (k + 1):

LS =142+ 4k+k+1=(142+ -4k +k+1.
Zatvorku mdzeme nahradit pravou stranou V (k) a dostaneme
1
L.S.:§-k~(k+1)+k+1.

Po tprave je
1 1
L.S.:(k+1)-(2-k—|—1> 25-(/€+1)-(k+2):P.S.

Vidime, ze sme sa dopracovali k pravej strane V(k+ 1) a teda aj pre V(k + 1) plati, Ze sa
pravé a lava strana rovnaji. Tymto je dokaz skonéeny. O

Poznamka 40. Prvy krok matematickej indukcie sa nazjva bdza, alebo zdklad indukcie, druhy
krok v tomto type dokazov sa nazyjva indukény krok. Predpoklad, Ze dokazované tvrdenie plati
pre k > ng sa nazyva indukény predpoklad.

Priklad 41. Dokdzte, Ze pre n € N, plati

1
13+23+33+~-+n3:Z~n2'(n+1)2-

Doékaz. Rovnost opif dokdzeme pomocou matematickej indukcie. Budeme postupovat podobne
ako v predchadzajiucom priklade.

e V prvom kroku dokdzeme, ze rovnost plati pre n = 1.
1
LS. =1*=1,PS = 1.12.(1“)2 =1,
LS. =PS.

e V druhom kroku predpokladame, ze plati:

P42 433+ 4nP=—-n2 (n+1)%

dokazeme, ze plati

13+23+33+~-+n3+(n+1)3:%-(n+1)2-((n+1)+1)2.
Pozorny citatel si uz isto v§imol, Ze sme tentokrat namiesto k pouzili priamo n, nijako
to neznizuje kvalitu dokazu, vyber pismena je nepodstatny. Pri tvorbe V(n + 1) sme
postupovali podobne ako v predchddzajticej tlohe, opat stacilo na lavej strane pridat len
jeden élen (n + 1)2.
Upravujeme lavi stranu V(n + 1) :

LS =[13+22 43+ 403+ (n+1)>

Stcet v hranatej zatvorke nahradime pravou stranou V' (n) a upravime. Potom

1
LS. ==-n?-(n+1)2?+(n+1)>3=n+1)? <-n2+n—|—1>.

4

NG
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Upravujeme stéle Tavii stranu

L.S.:(n+1)2-%'(n2+4n+4) =
:%.(n+1)2-(n+2)2:P.S.

Vidime, 7e obe strany V(n + 1) sa rovnaji, teda sme dokdzali, Ze uvedené rovnost plati
pre vSetky prirodzené cisla.

O
Priklad 42. Dokdzte, zZe pre n € N, plat?

1
12+32—|—---—|—(2n—1)2:g-n-(4n2—1).

Dékaz. Znovu budeme dokazovat pomocou matematickej indukcie.

e V prvom kroku dokdzeme, Ze rovnost plati pre n = 1.
L.S.=1*=1,P.S. = % 1-(412-1) =1,
L.S.=P.S.
e V druhom kroku predpokladame, ze plati:
12+32+---+(2k—1)2:é-k-(4k2—1),
dokazeme, ze plati

P34+ k-1 4+C2k+D) -1 ==-(k+1)- 4E+1)*=1),

wl

po uprave
1
12+32+~-+(2k—1)2+(2k+1)2:§.<k+1)-(4(k+1)2—1),

Ako sme dostali V(k + 1)? Ked pozorne preskiimame stcet na lavej strane V(k), tak
vidime, ze je to sicet druhych mocnin vSetkych neparnych prirodzenych ¢isel od 1 po
2k — 1. Teda sucet vo V(k+ 1) bude obsahovat sticet druhych mocnin vSetkych neparnych
prirodzenych ¢isel od 1 po 2(k+1) —1 = 2k + 1, lebo namiesto k aplikujeme k + 1. Treba
si uvedomit, Ze medzi 2k — 1 a 2k + 1 nie je uz Ziadne liché prirodzené &islo a teda sicet
na lavej strane je 12 4+ 3% + - - + (2k — 1)® + (2k + 1)%. Pravu stranu dostaneme rovnako
ako v predchadzajicich prikladoch. A teraz sa uz moézeme pustif do ipravy lavej strany

V(k+1):
LS =1243+ 4 2k-1)2+2k+1) -1)2=[12+32+ - + 2k -1+ 2k + 1)

Sticet v hranatej zatvorke je lavd strana V (k) a teda ho nahradime pravou stranou V (k)
a upravime. Potom

1
L.S.:g-k;-(4k:2—1)+(2lc+1)2:
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ke (2k—1)(2k+ 1)+ 2k +1)? =

W =

_@k+U[;%-@h—D+@k+U}

Upravujeme stédle lavii stranu

LS = (2%+1)- (k:(2k—1)+6k+3> _

3

C2%k+1

3 - (2k* + 5k +3) =

:%-(2k+1)-(2k+3)-(k+1).

Este upravime pravu stranu V(k + 1)

PS. =< -(k+1)-(4k+1)2-1)=

Wl

(k+1)- (4k% + 8k +3) =

Wl

=2 (k+1)- Gk +1)- 2k +3)
Vidime, Ze obe strany sa rovnaju, teda dokaz je UspeSne ukonceny. O
Priklad 43. Dokdzte, Ze pre n € N, plati
14243+ +(@An+1)=2n+1) - (4n+1).

Doékaz. Rovnost opitf dokdzeme pomocou matematickej indukcie. V tejto tilohe bude pravde-
podobne najddlezitejsie spravne zvladnut prechod od V (k) ku V(k + 1).

e V prvom kroku dokdzeme, Ze rovnost plati pre n = 1. Vypocet lavej strany je klti¢ovy pre
pochopenie druhého kroku matematickej indukcie:

LS =1+424-+(4-141)=1+24+3+4+5=15,

PS. =(2-1+1)-(4-1+1) =15,
L.S.= P.S.

Skor ako prejdeme k druhému kroku dékazu, vypoéitame lavii stranu pre n = 2. Treba si
uvedomit, Ze s¢itujeme vsetky prirodzené ¢isla od 1 po (4 -n + 1), teda v nasom pripade
po(4-2+41):

LS =142+ (4-241)=14243+4+5+6+7+8-+9=45.

Vsimnite si, ze v porovnani s pripadom pre n = 1 ma tento stucet o Styri s¢itance viac.
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e V druhom kroku predpokladame, ze plati:
14243+ +Ak+1)=2k+1) - 4k +1),
dokazeme, ze plati
14243+ - -+ (4k+1)+(4k + 2) + (4k + 3) + (4k +4) + 4k +5) = (2(k + 1)+1)-(4(k + 1)+1),
po uprave
1+24+3+--+@4k+1)+ (4k +2) + (4k + 3) + (4k +4) + (4k + 5) = (2k + 3)(4k + 5).

Ako sme dostali V(k + 1)? Stcet na lavej strane vo V (k) obsahuje ako s¢itance vsetky
prirodzené ¢isla od 1 po (4k + 1). Preto sucet na lavej strane vo V (k + 1) musi obsahovat
ako s¢itance vSetky prirodzené ¢isla od 1 po (4(k + 1) + 1 = (4k + 5). Kedze (4k +1) <
(4k +5), tak sticet vo V(k + 1) bude obsahovat vsetky prirodzené ¢isla, ktoré st vo V (k)
a eSte vsetky tie, ktoré si medzi (4k + 1) a (4k + 5), vratane (4k + 5). Teda budeme
pridavat cisla (4k + 2), (4k + 3), (4k + 4) a (4k + 5). Pravu stranu dostaneme rovnako
ako v predchadzajicich prikladoch. A teraz sa uz mozeme pustit do tpravy lavej strany
V(k+1):

LS. =14243+ -+ (4k + 1) + (4k +2) + (4k + 3) + (4k +4) + (4k + 5) =

=[14+2434+ (4k + 1)] + (16k + 14).

Sucet v hranatej zdtvorke je lava strana V (k) a teda ho nahradime pravou stranou V (k)
a upravime:

L.S.= (2k+1) - (4k + 1) + 16k + 14 = (8k* 4 6k + 1) + 16k + 14.
Po d’alsich tpravdch mame:
L.S. = 8k + 22k + 15 = (2k + 3)(4k +5) = P.S.
Vidime, zZe obe strany sa rovnajud, teda dokaz je uispesne ukonceny. O
Teraz skisime vyriesit trochu ndro¢nejsiu tlohu, budeme dokazovat nerovnost.
Priklad 44. Dokdzte, Ze pre n € N,n > 1 plati

4n (2n)!
< .
n+1  (n!)?

Dokaz. Opéit pouZijeme na dokaz matematicki indukciu. Zmena bude uz v prvom kroku, treba
si uvedomit, Ze sa jednd o nerovnost, t4 ma navyse platit pre n > 1.

e V prvom kroku dokazeme, ze to plati pre n = 2.

42 16 (2.2)!  4.3.2.1
L.5.= 241 3 P5= 2H2 — (2.1)2 6
LS. <PS
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e V druhom kroku predpokladame, ze k4—+k1 < Eiﬁ); , dokazeme, Ze plati % < %
Budeme upravovat pravi stranu V(k + 1) (tiprava lavej strany by ndm nepomohla, kto

neverf, moze si to vyskuisat):

@+ (2k+2)!
(B2 (k1) -EN)2
C(2k+2)-(2k+1)- (2k)!

N (k+1)2- (k)2 N
_(2k+2)-(2k+1) [(21:)!]

- (k+1)2 (K2 "

P.S.

Vyraz v hranatych zatvorkdch je pravd strana V(k), preto ho nahradime lavou stranou
V(k), ale nesmieme zabudntt na to, Zze V (k) je nerovnost, preto po tejto ndhrade sa cely
vyraz zmensi. Potom

P.S. = (

2k +2)- 2k +1) [(2k)! (2k+2)-(2k+1) 4F
(k+1)2 'Lmy} (k+1)2 T

Ak sa ndm o poslednom vyraze podari dokdzat, ze je vacsi ako lava strana V (k + 1), tak
bude dokaz tspesne ukonceny. Toto si dobre premyslite. Vychadzame z toho, ze plati

[(z>y)AN(y>2)] = (z>2).
Teda potrebujeme ukézat, Ze plati
(2k+2)-(2k+1) 4F 4R+1

k+12  k+l k2

Nerovnost upravujeme a vzhladom k tomu, ze pracujeme s kladnymi éfslami, beztrestne
delime a nasobime obe strany nerovnosti.

Obe strany predelime 4%
(2k+2)-(2k+1)> 4
(k+1)-(k+1)2 k+2

zlomok na lavej strane vykratime:

2k+1 L2
(k+1)2 7 k+2

Prenésobime obe strany (k + 1)2 - (k + 2), dostaneme
2k +1)- (k+2)>2-(k+1)%
¢o je ekvivalentné s
2k 4+ 5k 4+ 2 > 2k 4+ 4k + 2,

a po jednoduchej iprave mame
k>1,

¢o je v nasom pripade postacujice (tvrdenie m4 platit pre n € N,n > 1). Vzhladom k
tomu, ze sme robili ekvivalentné tpravy, plati aj toto:
(2k+2)- 2k +1) 4F . 4h+1
(k+1)2 k+17 k+2
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ak zhrnieme, ¢o sme doteraz zistili, dostaneme, ze

(2k+2)-(2k+1) 4F

: L.S.
(k+1)2 Kl ’

P.S. >

¢o znamena, ze plati

P.S. > L.S.
O

Nasledujica 1loha je ndro¢nejsia nielen v tom, Ze sa opif jednd o nerovnost, ale navyse stcet
na lavej strane nemd pevny zaciatok.

Priklad 45. Dokdzte, Ze pre n € Nyn > 1 plati

PR I
n n+1 3n—2 "7

Dokaz. Dokazeme pomocou matematickej indukcie:

e V prvom kroku dokéZeme, Ze to plati pre n = 2. Tu si treba dobre premysliet, aky bude
prvy a posledny séitanec na lavej strane. Vzhladom k tomu, Ze n = 2, prvy séitanec bude

1 c1 1
5 a posledny 55— = 7, preto

1 1 1 13
LS. =g+5+=15P5=1

LS. >PS

e V druhom kroku budeme predpokladat, ze plati:

1—1— ! + + !
n n+1 3n—2

dokazeme, ze plati

Loy o b sy

n+1 3n—2 3n—1 3n 3In+1"—

Opétf si treba dobre premysliet, aky bude prvy a posledny séitanec na lavej strane V (n+1).

Po tispesnom zostaven{ V(n+1) sa zameriame na hladanie Tavej strany V (n) v lavej strane

V(n + 1). Urobime trik, ktory sa pouziva dost ¢asto. K lavej strane V(n + 1) pri¢itame a
odé¢itame to isté (ale vhodne zvolené) ¢islo. V nasom pripade to bude %

Prepiseme Tavti stranu (vSimnite si, Ze uz sme pricitali a odéitali %)

LS—1+ 1-% + L + L +i+ L 1o
T T+ 3n—2 3n—1 3n 3n+1 n

|1 n 1 I 1 . 1 1 1 1
n n41 3n —2
vSimnite si sucet v hranatych zdtvorkdch, zrejme je to lavé strana V(n). My potrebujeme
dokézat, ze Tava strana V(n + 1) je vdcSia ako 1 a z V(n) vieme, Ze stcet v hranatej

zatvorke je vacsi ako 1, teda staci (a toto si dobre premyslite), aby

3n—1+§5+3n+1 n

)

1 +1+ 1 1>0
3n—1 3n 3n+1 n "
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potom uz bude aj celd lavd strana V(n + 1) isto vicsia ako 1. Teraz sa pozrime, ¢i je

naozaj

1 +1+ 1 1>O
3n—1 3n 3n+1 n

Nerovnost upravujeme, ako keby platila a budeme robit len ekvivalentné tipravy. Upravime
na spoloéného menovatela:

3nBn+1)+Bn+1)Bn—1)+3nBn—-1) —3Bn—1)(3n+1)

3030 — (30 + 1) 2 0.

Kedze porovnavame zlomok s nulou a menovatel je isto kladny (premyslite si to), tak
staci, aby aj ¢itatel bol kladny, preto staéi overit, & plati:

3nBn+1)+Bn+1)Bn—1)+3n(3n—1)—-3Bn—-1)(3n+1) > 0.
Roznasobenim dostaneme:
92 +3n+9n? —14+9n>—3n—27%+3>0.

Po uprave
2>0.

Dopracovali sme sa k pravdivému tvrdeniu a kedze sme robili iba ekvivalentné tpravy,
plati aj nerovnost

3nBn+1)+Bn+1)Bn—-1)+3nBn—-1)—-3Bn—-1)(3n+1) > 0.
A nésledne potom je splnené aj

3n(Bn+1)+ (Bn+1)3n—1)+3n(3n—1) —=3(3n —1)(3n + 1)

3030 — (30 + 1) 2 0.

Preto aj
1 1 1 1
Ea _1ay
3n—1+3n+3n+1 n

a teda lava strana V(n + 1) je vicsia ako 1, dokaz je tspesne skonceny.

O
Na zaver eSte pridavam jeden priklad, kde postupy, ktoré sme si doteraz ukazali nebudu
fungovat. Netreba vsak upadat na duchu, poradime si aj s tym.

Priklad 46. Dokdzte, Ze pre n € N plati

Dékaz. Prvy pokus bude kopirovat doteraz naucené postupy a opiaf pouzijeme matematicki
indukciu:

e V prvom kroku dokazeme, ze to plati pre n = 1 a pre vacsi uspech aj pre n = 2.
n=1=LS =1,PS =2= LS <P.S,

n:2:>L.S.:1—|—%:Z,P.S.:Q:L.S.gP.S.

Takze zatial sme Ziaden problém nezaznamenali, mozeme fst na d’alsi krok.
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e V druhom kroku predpokladame, ze plati:

dokazeme, ze plati
1 1 1
1+-4+ -+ +—— <2
+4+ +l<:2+(l<:+1)2_

Ak by sme teraz postupovali ako v predchadzajucich dlohach, tak by sme zistili, ze neu-
spejeme, lebo vo V(k+ 1) je sti¢et na lavej strane o m vacsi ako vo V (k), takze horné
ohrani¢enie V (k) ndm nemoéze pomdct. Toto si dobre premyslite. Pomohlo by ndm, keby
sa n vyskytovalo aj na pravej strane. Preto skisime dokézat ”silnejsie” tvrdenie, silnejsie
v tom, Ze budeme na horné ohranicenie si¢tu na lavej strane prisnejsi, teda ho o nejaku

hodnotu zmensime. Skisime dokazovat nasledujice tvrdenie
1 1 1
VneENj 1+ =4+ —<2— =,
4 n?2 n
e V prvom kroku dokazeme, ze to plati pre n = 1.

n:1:>L.S.:1,P.S.:2—%:1:>L.S.§P.S.

e V druhom kroku predpokladame, ze plati:

LTI S
4 k2 — k’
dokazeme, ze plati
LIPS S S
4 k2 (k+1)2 — k+1

Dalej uz postupujeme presne tak, ako v predchddzajicich tlohdch. Upravujeme lavi
stranu V(k +1) :
1 1 1
LS ={1+-+--+4+— —_—
T +k2+Xk+D2

Sucet v hranatej zatvorke je lava strana V (k) a t4 je zhora ohranicend 2 — %, preto

i]+#< _l_f_;
R+ 02 =Tk (k+ 02

1
LS. =[l+ g+ -+

Este potrebujeme dokazat, Ze je splnené

1 1 1

1 <9 _ps
R P

Poslednti nerovnost budeme upravovat, pricom postup bude podobny ako v predoslych

prikladoch:
1 n 1 - 1
ko (k+1)2 - k+1




k(k+2) < (k+1)2
k2 42k < k?+2k+1,
0<1.

Dopracovali sme sa k pravdivému tvrdeniu a kedze sme robili iba ekvivalentné tpravy,
plati aj povodna nerovnost, teda

1 1
2 T4 <2~
PN I
preto
1 1 1 1 1 1
LS =[l+-4b]t—m <224+ 9 1 _pg
[+4+ +k2]+(k+1)2— k+(k+1)2_ k41
Co znamend, ze
L.S.<P.S.
Vzhladom k tomu, ze Vn € N je 2 — 1 < 2, tak:
1 1 1
1+ =<2~ <2,
4 n?2 n

Teraz urc¢ite mnohym vita v hlave, ako sme sa dopracovali k tomu silnejsiemu tvrdeniu. Uni-
verzalny navod zrejme neexistuje, chce to tréning a trpezlivé skiiSanie réznych nédpadov. O

3 POTENCNA MNOZINA

Teraz sa budeme venovat novému pojmu, tzv. potenénej mnoZine.

Definicia 47. Nech X je lubovolnd mnoZina univerza. Potom mnoZinu, ktord obsahuje ako
svoje prvky vsetky podmnoZiny mnoZiny X, nazjvame potenénou mnozinou mnoziny X.
Oznacujeme ju zvycajne P(X), alebo 2X. Teda

P(X)={B: BC X}.
Z definicie je zrejmé, Ze pre Ilubovolnd mnozinu X plati
heP(X) N XeP(X).
Tento pojem si objasnime na jednoduchom priklade.
Priklad 48. Nech A= {1}, B ={1,2},C = {1,2,3}, urcte P(A),P(B) a P(C).

RiesSenie. Budeme postupovat podla definicie a teda si musime uvedomit, aké podmnoziny
moZze mat napr. mnozina A. Je to jednoprvkovd mnoZina, teda jej podmnoziny mézu byt ma-
ximélne jednoprvkové, preto

P(A) = {0, {1}} = {0, A}.

Podobne uréime aj P(B), teraz okrem prézdnej mnoziny a mnoziny B budeme uvazovat aj
vSetky mozné jednoprvkové podmnoziny, teda

P(B) = {@, {1}7{2}7{172}} = {(Z)v {1}7 {2}73}‘
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Na zéver este uréime P(C), teraz okrem prazdnej mnoZiny a mnoziny C budeme uvazovat aj
vSetky mozné jednoprvkové a dvojprvkové podmnoziny, teda

P(C) ={0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}} = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2,3}, C}.

Verim, 7e vdaka tomuto jednoduchému prikladu je konstrukcia potenénej mmnoZiny ob-
jasnend, zdroveni si mozno pozorny Citatel vsimol isti zakonitost, tykajicu sa poctu prvkov
potenénej mnoziny. Ak je |X| = n, tak P(X) = 2", teda oznacenie 2% pre potenénti mnozinu
je logické. Tento vztah vieme réznymi sposobmi dokézat. Kedze P(X) je mnozina vsetkych
podmnozin mnoziny X, tak sa pokisime najst pocet vietkych takychto podmnozin. Ak |X| = n,
tak budeme zistovat, kolko m4 prazdnych, jednoprvkovych, dvojprvkovych, ..., n—prvkovych
podmnozin. Nakolko sa jednd o mnoziny, tak na poradi ich prvkov nezdlezi, prvky sa neopa-
kuji a teda vlastne zistujeme pocet kombindcii bez opakovania k—tej triedy z n— prvkov, kde

ke{0,1,...,n}. Teda
() () )+ ()

Tento stcet by mal byt studentom ddéverne zndmy, lebo z binomickej vety dostaneme

o= (G () () ()

¢o je presne 2". O
Tento vztah sme mohli dokdzat aj inym sposobom a klti¢ovi tlohu teraz zohrd prave
predchadzajici priklad. Vsimnime si P(B) a P(C). Ako sme uz zistili, plati

P(B) = {®7 {1}}? {2}7 {17 2}}}

Ak do mnoziny B priddme prvok 3, dostaneme mnozinu C a teraz pri vymenovani prvkov
mnoziny P(C) kazdy vyskyt prvku 3 vyznacime farebne a poradie podmnozin jemne upravime:

P(C) = {(Dv {1}}’ {2}> {1’ 2}7 {3}’ {17 3}> {2’ 3}7 {1> 2, 3}} =
=P(B)U{{3},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

Vsimnite si, ze potet mnozin, ktoré obsahuji prvok 3 je taky isty, ako pocet tych, ktoré ho
neobsahujui, navyse, ak by sme v mnozine {{3},{1,3},{2,3},{1,2,3}} vsetky cervené trojky
vymazali, dostali by sme P(B). Teda pridanim jedného prvku do mnoziny X sa zdvojnasobi
pocet prvkov potenénej mnoziny.

Dokaz zalozeny na tejto myslienke je jednoduchd aplikdcia matematickej indukcie.
Vyskusajte si to.

Teraz uz nebude prolém vyriesit nasledujiici priklad.

Priklad 49. Nech A, B si konecéné mnoZiny, nech A md n prvkov a B md m prvkov. Kolko
prokov magjé mnoziny P(A) x P(B) a P(A x B)?

Riesenie. Nech |A| = n,|B| = m, potom uz vieme, ze |P(A)| = 2",|P(B)| = 2™. Mnozina
A x B je mnozina usporiadanych dvojic, kde prvé zlozka je z mnoziny A, druh4 z mnoziny B.
Teda prvé zlozky vyberdme z n prvkov a druhé z m prvkov, teda méme m - n dvojic, preto
|A x B| = m - n. Podobnou tvahou zistime, ze

[P(A) x P(B)| = 2" - 2™ = 2"+,
IP(A x B)| = 2™,
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Priklad 50. Dokdzte, Ze plati: P(AN B) =P(A)NP(B).

Doékaz. Nakolko treba dokézat rovnost mnozin, dokaz bude mat dve ¢asti. Najskor
dokézeme, ze plati P(AN B) C P(A) N P(B). To znamena, ze musime pre Tubovolny prvok
z mnoziny P(A N B) ukédzat, ze patr{ aj do mnoziny P(A) N P(B). Musime mysliet na to, ze
prvkami potenénej mnoziny st mnoziny. Dalej si treba uvedomit, ze ak M € P(A), tak M C A.
Teraz uz mozeme napisat dokaz:

Nech M e PIANB) = MCANB=MCAANMCB=
=MecPAANMePB)=MecPANPDB).

V tejto casti bolo dolezité si uvedomit, Ze ak nejaky prvok patri do prieniku dvoch mnozin, tak
musi nutne patrit do kazdej z nich. Dalej doporu¢ujem dobre si véimat, kedy je pouzity znak €
a kedy C, to sa totiZ nesmie zamiefiat.

V druhom kroku dokdzeme inkliziu: P(A) NP(B) C P(AN B). Postupujeme podobne ako
v prvom kroku.

Nech M e P(A)NP(B)= M cP(A)AM € P(B) =
=MCAANMCB=MCANB=MeP(ANB).
Teda P(AN B) = P(A)NP(B). O
Priklad 51. Zistite, ¢i plati:
P(AUB) =P(A)UP(B).
RiesSenie. Budeme postupovat podobne ako v predchadzajiicej tilohe. Najskor dokdzeme,
ze plati P(A)UP(B) C P(AUB).
Nech M € P(A)UP(B)= M € P(A)VM € P(B) =
=MCAVMCB=MCAUB=MecP(AUB).
V druhom kroku sa budeme snazit dokdzat opaéni inkliziu, teda P(AUB) C P(A)UP(B).

Nech M €e P(AUB)= M C AUB =

ale d'alej sa uz v dokaze pokracovat ned4, tak ako v predoglej tilohe. Ned4 sa totiz vo vieobecnosti
napisat, ze

MCAUB=MCAVMCB.
Objasnit tento problém ndm pomdze nasledujiici kontrapriklad. Samozrejme, kazdy student si

moze vymysliet vlastny kontrapriklad.
Kontrapriklad. Nech A = {1,2}, B ={1,3}. Potom AU B = {1,2,3} a teda

P(AUB) = {0,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, {1, 2,3} },

ale

P(A)UP(B) ={0,{1},{2}, {1, 2}} U {0, {1}, {3}, {1, 3}} = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}}.

Evidentne P(AU B) = P(A) UP(B) nie je splnené.

Z uvedeného vyplyva, ze P(A) UP(B) C P(AU B) (prvéa cast dokazu), ale opacnd inklizia
vo vSeobecnosti neplati (pozor, daji sa néjst priklady, kedy plati, odporticam pohladat), teda
rovnost P(AU B) = P(A) UP(B) vo vieobecnosti neplati.

Tento priklad by mal byt odstrasujici pre tych, ktori opa¢ni inkliziu ,,dokazuji“ len me-
chanickym prepisom implikéacii na ekvivalencie. U
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4 PRINCIP INKLUZIE A EXKLUZIE

Do slovenéiny by sme nézov tejto ¢asti mohli prelozif ako princip zahrnutia a vylicenia, ale
zrejme ani tento preklad ¢itatelovi nevyjasni podstatu tohto principu. Preto si na ivod vyriesime
jeden velmi jednoduchy priklad.

Priklad 52. Kolko je prirodzeniyjch c¢isel mensich ako 100, ktoré si delitelné dvomi alebo tromi?

RiesSenie. Ozna¢me postupne A, mnozinu é&fsel mensich ako 100, ktoré si delitelné dvomi,
A3 mnozinu ¢fsel mensich ako 100, ktoré su delitelné tromi. Potom |As| = 49,|A3] = 33
(ndsobky dvoch si 2,4, ...,98, pricom 2 = 2.1,4 = 2.2,...,98 = 2.49, podobne nésobky troch
si 3,6,...,99, pricom 3 =3.1,6 = 3.2,...,99 = 3.33). Zrejme pocet prirodzenych ¢isel mensich
ako 100, ktoré su delitelné dvomi alebo tromi nie je 49 + 33, lebo v tomto sicte si dvakrat
zapocitané &isla, ktoré si delitelné dvomi aj tromi, teda delitené Siestimi. Ak Ag je mnozina
¢isel mensich ako 100, ktoré su delitelné Siestimi, tak |Ag| = 16. Preto

|A2 UA3’ = |A2‘ + ’A3| — ‘Aﬁ’ =49 + 33 — 16 = 66.

Ak si uvedomime, Ze Ag je mnozina tych &fsel, ktoré st delitelné dvomi a tromi zéroveii, teda
su to ¢isla, ktoré patria do prieniku As N Az, potom uvedeny vysledok mozeme prepisat

|A2 UA3’ = |A2| + ‘A3| — |A2 ﬂA3|.

Toto isto nikoho neprekvapilo a princip inklizie a exklizie pre dve mnoziny moZeme zapisat aj
vSeobecne
|AUB| = |A|+|B| —|ANB].

Princip inklizie a exklizie pre tri mnoziny ndm pomoze objasnit nasledujici priklad.

Priklad 53. Kolko je prirodzenyjch éisel mensich ako 100, ktoré nie si delitelné ani dvomi, ani
tromi, ani piatimi?

Riesenie. Ulohu najskor pozmenime a budeme zistovat pocet prirodzenych &isel mensich ako
100, ktoré st delitelné dvomi alebo tromi alebo piatimi, ¢o je presny opak zadania, teda na
zdver bude stacit tento vysledok odéitat od 99. Oznaéme: As, A3, As, Ag, A1, A1s, Ao, po-
stupne mnoziny ¢isel mensich ako 100, ktoré su delitelné 2,3,5,6,10,15,30. Podobne ako v
predchédzajiice]j tlohe zistime, ze: |Ay| = 49, |As| = 33, | 45| = 19,|4g| = 16,|A19| = 9,|A15| =
6, |Asp| = 3. Potom podobnou tvahou ako v predchadzajicej ilohe dostaneme:

|A2 U A3 U As| = [Ag| + [As] + |A5] — |Ag] — [A10| — [A15] + |As0] =
=49+334+19—-16—-9—-6+3 =173.
Treba si uvedomit, ze
Ag = Ap N Az, Ajg = Aa N A5, A5 = Az N A5, A3p = Aa N Az N As,

d'alej musime mysliet na to, ze vdaka suctu |As| + |As| + |A4s| tam boli prvky mnoziny Asg
zapocitané trikat, ale od¢itanim mohutnosti mnozin Ag, A1g, A1s, boli trikrdat odéitané, teda ich
tam musime na zaver pripo¢itat. Pre lepsiu nazornost je vhodné si k tomu nakreslit obrazok.
My ale zistujeme pocet prirodzenych ¢isel mensich ako 100, ktoré nie su delitelné dvomi ani
tromi ani piatimi, teda doplnok k zjednoteniu AoUA3UAs. Preto hladany pocet je: 99—73 = 26.
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Princip inkluzie a exklizie pre tri mnoziny moZzeme zapisat aj veobecne
|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANnBNC|.

Princip inklazie a exklizie pre n— mnozin je

U
1

1=

=D A= DD JANA I+ D AN A N A|-
i=1

1,5;4<J 4,5,k i<j<k

+(—1)n|A1ﬁA20An|

V literattire sa daji najst rozne dokazy tejto rovnosti, zdujemcom doporuc¢ujem najskor
urobit vlastné pokusy.

5 DIRICHLETOV PRINCIP

Dirichletov princip je jeden zo zdkladnych kombinatorickych principov, ktory nachidza
uplatnenie vo vsetkych oblastiach matematiky. D4 sa formulovat takto:

Ak je dostatoéne velky pocet objektov rozdeleny do dostatoéne malého poctu tried, tak
aspon jedna trieda obsahuje isty minimalny pocet objektov. Presnejsie je to sformulované v
nasledujicom tvrdeni:

Dirichletov princip: Ak méme utriedit kn+1 (k > 1) objektov do n tried, potom existuje
aspon jedna taka trieda, v ktorej je aspon k + 1 objektov.

Pre lepsie pochopenie premennych k,n uvedieme najskor velmi jednoduchy priklad. Ak
médme 17 holubov a méme §tyri holubniky, tak nutne musi byt aspon v jednom holubniku
aspoii pat holubov. V opa¢énom pripade by sme mali v kazdom holubniku najviac §tyri holuby
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a teda by ich mohlo byf len 16. V tomto pripade je n = 4 (to si holubniky, teda triedy) a
objektov mame 17, teda 17=k-n+1=k-4+ 1, tedkak=4a k+1=05.

Tento princip predstavuje velmi silny ndstroj na dokazy existenénych viet. Na to, aby sme
rozligili, kde a ako ho treba pouZit, potrebujeme ist1 skiisenost, teda dostatoény tréning. Treba
si vSak uvedomit, Ze tento princip ndm neposkytuje ziadnu informéciu o tom, ako dand triedu
najst, hovori len o jej existencii. Dirichletov princip je zndmy aj pod inymi menami, napr.
holubnikovy, alebo suflikovy.

Na ilustraciu uvadzame jeden pekny priklad.

Priklad 54. Ukdzte, Ze v kaZdej skupine ludi si vZdy aspori dvaja takd, ktord magji v rdmci tejto
skupiny rovnaky pocet zndmych.

Dokaz. Predstavme si mnozinu n Tudi. St dve moznosti: bud medzi nimi neexistuje osoba,
ktorda ma nula zndmych, alebo existuje aspon jedna také osoba. Je zrejmé, zZe tieto dve moznosti
nemoézu nastat naraz. Postupne rozoberieme obe moZnosti:

e Nech teda neexistuje osoba, ktord m4 0 zndmych. Potom z tych n Iudi moze mat kazdy 1
az (n—1) zndmych (preto nemoze mat n zndmych?) A teda mozeme aplikovat Dirichletov
princip, lebo méme n I'udi a len n—1 moznosti. Teda aspoii dvaja z nich musia mat rovnaky
pocet znamych.

e Ak existuje aspori jedna osoba, ktord ma 0 zndmych, tak potom si budeme v§imat zvysnych
n — 1 0s6b. Medzi nimi méZe byt niekto d'alsi, ktory m4 tiez 0 zndmych, v takom pripade
uz vieme o dvoch, ktori maji 0 zndmych. Alebo tam uz nikto taky nie je. Teda ostava n—1
0sob, vietci maji aspon jedného zndmeho. Kolko mozu mat maximélne zndmych? Treba
si to premysliet, ale je to max. n — 2 zndmych a teda znovu mozeme aplikovat Dirichletov
princip, lebo mame n — 1 0s6b a len n — 2 moznosti.

O

6 ULOHY NA PRECVICENIE

6.1 UVOD DO TEORIE MNOZIN

1. Dané st mnoziny A4 = {1,4,5,6}, B = {3,4,6,7}, C = {2,5,6}. Uréte AUB, AnC,
C\ B, A\ (C\B), An(B\C), AAB, Ax B, (AxC)\ B.
Vysledky: AUB = {1,3,4,5,6,7}, ANC = {5,6},C\B = {2,5}, A\(C\B) = {1,4,6}, AN(B\C) = {4}, AAB = {1,3,5,7}, AXB =

{[1,3],[1,4],1,6],[1,7],[4,3],...,[6,6],[6,7]}, (A x C)\ B= A x C.

2. Dané si mnoziny (intervaly) A = (1,3), B = (2,5). Urcte AUB, ANB, B\ A, A\ (A\ B),
B\ (B\A), A\ (B\A), B\ (A\ B), (A\ B)N(B\ 4), AAB.
Vysledky: AU B = (1,5), ANB = (2,3), B\ A = (3,5), A\(A\ B) = (2,3), B\ (B\ A) = (2,3), A\ (B\ A) = (1,3),

B\ (A\B)=(2,5), (A\B)Nn(B\A) =0, AAB = (1,2) U (3,5).

3. V triede je 22 chlapcov a vSetci sa venuju nejakému Sportu: 19 futbalu, 5 karate a 10
hokeju. Pritom vSetci karatisti st aj futbalisti a 3 hokejisti s aj karatisti. Kolko chlapcov
hra iba hokej, ak 10 chlapcov hré iba futbal?

Vysledky: 3.

4. Pre ktoré redlne ¢isla x maji intervaly <“”T_1, 3) a (—o0, x + 2) neprazdny prienik?

Vysledky: z € (—5,7) .



. Pre ktoré redlne ¢isla x maju intervaly <%, oo) a (—11, 6‘7”; 2) prazdny prienik?

Vysledky: z € (—7,3).

. Pre ktoré redlne ¢fsla z nie sd intervaly (—o00,2 + z) a (2521, 3) disjunktné?

Vysledky: z € (—=7,5) .

. Pre ktoré redlne ¢isla x je interval (—3, %‘1) podmnozinou intervalu (—oo, %)7

Vysledky: € (=5,—1) U (0,2).
. Uréte mnoziny X,Y tak, aby platilo: X N Y =0, X UY ={1,2,3,4,5,6, 7}, ku kazdému
a € X existuje b €Y tak, ze b=a + 4.

Vysledky: X1 = 0,1 = {1,2,3,4,5,6,7}, X2 = {1},Y2 = {2,3,4,5,6,7}, X3 = {2},Y3 = {1,3,4,5,6,7}, X4 = {3}, V2

{1,2,4,5,6,7}, X5 = {1,2},¥s = {3,4,5,6,7},X¢ = {1,3},¥s = {2,4,5,6,7}, X7 = {2,3},Yr = {1,4,5,6,7}, Xg =

{1,2,3},Ys = {4,5,6,7}.

. Uréte podmnoziny X,Y mnoziny {1,2,3,4,5,6}, pre ktoré plati: X = {2,6,z,y},Y =
{2,z,z,u}, XNY" ={5,6}, X' NY = {1,4}.

Vysledky: X = {2,6,3,5},Y = {2,3,1,4}.
. Urcte mnoziny A, B tak, aby platilo:
{2 CA\B AN {2} € ANnB.

Vysledky: Napr. A = {2, {2}}, B = {{2}}.
. Najdite vsetky dvojice mnozin X,Y, pre ktoré plati:

IXNY|=|X\Y| AN XUY ={a,b,c}.
Vysledky: X1 = 0,Y; = {a,b,c}, Xo = {a,b},Y> = {a,c}, X3 = {a,b},Y3 = {b,c}, X4 = {a,c},Y =4 {a,b}, X5 = {a,c}, Y5 =
{b,c}, X6 = {b,c}, Y = {a,c}, X7 = {b,c}, Y7 = {a, b},

. Uved'te priklad mnozin A, B, pre ktoré plati A € B a zérovenn A C B.

Vysledky: Napr. A = {2}, B = {2, {2}}.

. Zakreslite si Tavii a pravi stranu rovnosti Vennovymi diagramami. N&jdite konkrétne
mnoziny A, B pre ktoré uvedend rovnost plati a ak je to mozné ndjdite i mnoziny A, B,
pre ktoré uvedend rovnost neplati.

(a) AN(AUB) = A,

(b) AU(ANB) = A,

(c) A\B=(AUB)NB,
(d) A\(A\B)=AUB,

(e) AN(A\B)=B\(B\A)=ANB,

(f) A\N(B\A)=AnNB,

() (A\B)N(B\A)=0.

Vysledky: a) plati pre I'ubovolné dve mnoziny, b) plati pre l'ubovolné dve mnoziny, c) plati napr. pre A = B = 0, neplati napr. pre

NI N

N

A = B = {%}, d) plati napr. pre A = B = {x}, neplati napr. pre A = {2}, B = {x}, e) plati pre l'ubovolné dve mnoziny, f) plati

napr. pre A = B = {x}, neplati napr. pre A = {2}, B = {x}, g) plati pre l'ubovolné dve mnoziny.

. Zakreslite si lavii a pravi stranu rovnosti Vennovymi diagramami. N&jdite konkrétne
mnoziny A, B,C pre ktoré uvedend rovnost plati a ak je to mozné néjdite i mnoziny
A, B, C, pre ktoré uvedend rovnost neplati.
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6.2

(viii

(a) (AUB)\C=(A\C)U(B\C)

)

(b) (ANB)\C=AN(B\C)=(A\C)N(B\O)
() A\N(BUC) =(A\B)N(A\C) = (A\B)\C
(d) A\ (BNC) = (A\B)U(A\C)

(e) (A\B)NC=(ANnC)\(BNC)=(AnC)\B
(f) A\ (B\C)=(A\B)U(ANC)

(g) AN(BAC)=(ANB)A(ANCQC)

(h) (ANB)U(CND)=(BND)U(ANC)

Vysledky: a) plati pre l'ubovolné tri mnoziny, b) plati pre l'ubovolné tri mnoziny, c) plati pre I'ubovolné tri mnoziny, d) plati pre
Tubovolné tri mnoziny, e) plati pre l'ubovolné tri mnoziny, f) plati pre 'ubovolné tri mnoziny, g) plati pre l'ubovolné tri mnoziny, h)

plati napr. pre A = B = C = D{x}, neplati napr. pre A = {1,2}, B = {2,3},C = {x}, D = {x, A}.

VYROKOVY POCET

. Zistite, ¢i nasledujuce formuly su tautolégie:

i) A« C) = (B (C) = (A= B))
(i) (A& B) = (AANC & CAB)

(ii) (A& B) = (A< -B)

(iv ) = (B = A)

AV B) & =(-AV -B)

A = B)& (~AVB)
A& B) & ((AVB)A(-AV -B))
ANBYNC & AN (BAC)

(ix ~(~4)

(x) (AN-A)ANB < AN-A
(xi) (AAN-A)VB = A

(xii) AAN(BAC) < (AANB)V(AAC)

(v

(vi

) (

) (

) (

) (A& B

) (

i) (
(vii) (

) (

) A

)

)

) A

Vysledky:Tautolégie su: (i), (ii), (iii), (iv), (vi), (viii), (ix), (x).

. 'V dielni st tri stroje, ktoré pracuji podla tychto podmienok: Ak pracuje prvy stroj,

pracuje i druhy stroj. Ak nepracuje prvy stroj, nepracuje ani treti stroj. Aké si moznosti
pre préacu tejto trojice strojov?

Vysledky: Bud’ pracuji vietky tri stroje, alebo ani jeden z nich, alebo iba 2. stroj, alebo 1. a 2. stroj zaroven.

. Pred sudcom stali traja obzalovany. VySetrovanim sa zistilo, ze:

a) Ak je A nevinny alebo B vinny, tak C je vinny.
b) Ak A je nevinny, tak nevinny je aj C.
Koho z nich m4 sudca odsudit?

Vysledky: Sudca méze obvinit A.
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4. Detektiv Sherlock Holmes zistil:
a) Ak A je vinny a B je nevinny, tak C' je vinny.
b) C nikdy nie je v akcii sam.
¢) A nikdy nespolupracuje s C'.
d) Mimo A, B, C nie si do pripadu zapletené d alsie osoby.
Koho obvinil Sherlock Holmes? Koho mozZe s istotou prepustit?

Vysledky: Sudca méze obvinit B, prepustitf nemoze nikoho.

6.3 PREDIKATOVY POCET

1. Nech z, y, z st redlne premenné. Rozhodnite, ktoré z nasledujicich zapisov st termy, ktoré
vyrokova forma a ktoré vyrok nad mnozinou R.
) 3,
) 3z,
) 3z —y,
) 3z >y,
(€) Vl]z+ 2z -3z,
(f) VaVy: (z-z2=y-2) =z =y,
) Vo:z—y <y,
) JaVy: x4y =0,
) Vady: x+y=0.

Vysledky: Termy su a), b), c¢), e); vyrokové formy su d), f), g); vyroky su h), i).

2. Formuly predikdtového poc¢tu znegujte, potom prepiste do bezneho jazyka aj povodnu
formulu, aj jej negéciu:
(a) IxreRYVy e R: 2 +y =0,
(b) Ve e RIye R: . +y =0,
(c) Vo € R: 2? # —1,

(d) Iz e R: 23 = -1,

(e) Ve e Ry e R: y > =z,

(f) Ve e RIy e R: y >z,

(g) Ix e RYy e R: z >y,

(h) 3z e RVy e R: = > y.

)
)

=

3. Formulami predikdtového poctu zapiste:
(a) Rovnica 22 + 1 = 0 nem4 na mnozine realnych é&isel riesenie.
(b) Rovnica z® — 62 + 4 + 1 = 0 m4 na mnozine realnych é&isel aspon jedno riesenie.
(c) Pre niektoré redlne éfsla plati (a + b)% = a3 + b3.
(d)
)

(e) Pre scitanie redlnych ¢isel plati asociativny zakon.

Pre séitanie redlnych ¢isel plati komutativny zakon.
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(f) Mnozina prirodzenych ¢isel nie je zhora ohranic¢ena.
(g) Neexistuje najvicsie redlne éislo.
(h) Prirodzené &islo je delitelné siestimi, prave vtedy, ked je delitelné dvomi a tromi.

Vysledky: a) Vo € R: 22 +1%0,b) 3z € R: 2% —62+4+1=0,c) Ja,b e R: (a+ b3 =a’ +b3, d) Vo, y eR: z +y =y +z, e)

Vez,y,z€R:z-(y-2)=(z-y) -2z, f) Vn e NOm e N: m > n, g) Ve € R3y € R: y > z, h) Vn € N: 6|n <= 2|n A 3|n.

6.4 DOKAZY

V tychto tlohéch je vysledkom dokaz alebo kontrapriklad, inspirovat sa mozete v kapitole 2.1.

1. Zistite, ¢i pre lubovolné mnoziny A, B platia nasledujtce rovnosti. V pripade, Ze rovnost
plati, dokdzte ju (obrazok nie je dokaz). V opa¢nom pripade najdite vhodny protipriklad.

(a) AN(AUB) = A,

(b) AU (A NB) = A,

(c) A =(AUB)NB,

(

d) A- ( — B)=AUB,
() A—(A—B)=B—(B—A)=ANB,
(f) A= (B—A)= AN B,

)
(8) (A—B)N(B—-A4)=0.

Vysledky: a) plati, b) plati, ¢) neplati, d) neplati, e) plati, f) neplati, g) plati.

2. Zistite, ¢i pre lubovolné mnoziny A, B, C platia nasledujiice rovnosti. V pripade, Ze rovnost
plati, dokdzte ju (obrézok nie je dokaz). V opa¢nom pripade ndjdite vhodny protipriklad.

(a) (AUB)-C=(A-C)U(B-0C)

(b) (ANB)—C=ANn(B-C)=(A-C)n(B-0C)
() A= (BUC) = (A~ B)N(A—C) = (A~ B) - C
(@) A (Bka#A—B)(A )

() A—B)NC=(AnC)—(BNC)=(AnC) -
(f) A-(B-C)=(A-B)U (AﬂC)

(g) AN(BAC)=(ANB)A(ANCQC)

(h) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC)

(i) (A-B)xC=(AxC)—(BxQC)

(G) A x(BAC’):(AxB)A(AxC)

(k) (AxB)—(CxD)=(A-C)x(B-D)
(1) (AxB)U(CxD)=(AxC)U(BxD)

Vysledky: a) plati, b) plati, c) plati, d) plati, e) plati, f) plati, g) plati, h) plati, i) plati, j) plati, k) neplati, 1) neplati.

3. * Urcte |J Ar a () At ak
teT teT

(a) T =(0,00), At = (—t,1t),
(b) T'=(0,1), Ay = (t,t + 1),
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() T=R* A= (1= .2+ ),

(d) T=(0,2), A= (1 - 1,243,
(e) T:(O,l),At:(1_ﬁ72+%>7
(f) T=(0,1), A = (=1, 1),

(g) T=(0,1), 4 = (2—- 1 4+2)

6.5 MATEMATICKA INDUKCIA

V tychto tlohéch je vysledkom dokaz, vsetky tvrdenia s pravdivé, inSpirovat sa moZete v
kapitole 2.5.

1. Dokazte, ze pre kazdé nenulové prirodzené ¢islo n plati:

i) 142+ +n=1inn+1)
(ii
(i) 2+3+44-+(Bk+2)=3-(3k+1) - 3k +4)
(iv) 24446+ +(@n+2)=2n+1)- (2n+2)

(v
(vi

1+3+5+-+(2n—1) =n?

12422 +. --+n2:%n(n+1)(2n+1)
1B+23 4+ 4n3=In?(n+1)>

(vii) 1+ 24+ +nt = Ln(n+1)(2n +1)(3n? 4+ 3n — 1)
12432+ 4+ (2n—1)% = In(4n® - 1)

(viii )
B+33+--+2n—1)2=n22n%-1)

)
)
)
)
)
)
)
)
(ix)
(x) 22+ 43+ +(2n)% = 2n%(n + 1)?
(xi) 122243242+ ..+ (=1)""n2 = (=) n(n+1)
(xii) 1-2+2-3+- +n-(n+1):%n(n+1)(n+2)
(xiil) 1-2:34+2-3- 4+ +n-(n+1)-(n+2)=in(n+1)(n+2)(n+3)
(xiv) 1-24+2-54+---+n-Bn—1)=n?(n+1)
(xv) 1-3+3-54--+(2n—1)-(2n+1) = In(4n® + 6n — 1)
(xvi) 1-4+42-7+3-10+---+n-Bn+1)=n(n+1)2
(xvii) (n+1)-(n4+2)--+--(n+n)=2"-1-3-...2n—-1)
(xvil)) 143464+ n(n+1)=in(n+1)(n+2)
(xix) 247414+ -+ n*+2n—1) = tn(2n* + In+1)
)
)
)
) 1

(xx) 1-2242-32+ - +n(n+1)? = Sn(n+1)(n+2)(3n+5)

|~

.+#:

n
(xxi) 7 n(nt1) — nt+l

o

1 n
i (n+3)(n+4) — 4(nt+4)

&l
-

+
(xxii) 75 + =
_|._

+ o+

1 _
ot (4n=3)(4n+1) — 4n7:L1

(xxiii

co‘H GJ‘H w‘H

o
o
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22 n? n(n+1)

. 12
(xiv) 13+ 35+ + @GhEan = 2000

(o) s+ g + -+ e = 4 (3~ )
1 n n(n+1
(xxvi) 135+ 357+ + Cn—1)(2n+1)(2n+3) 2(2n451)(27)z+3)
o) (1=)- (1= )+ (1 i) = 323

(xxviii) 1—|—%+£+-‘-+%Z:11 =2"" 4+ 2(n—1)

(XXiX)%+2%+2%+...+2£n: _nTJZQ
mwa+1»wu@—am@+x4n@9;ﬁﬁ
(o) 1-1142-21 4+ n-nl=(n+ 1) -1

(xxxii) QL 33 +(n+1)':1_ﬁ

(xxxiii) 5 1_ “.+(271)¥2—1:#+1

2. Dokéazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n > 1 plati:

i) stz +7m>Vn
@) s ot >
(ill) t4+ g+ + 35 > 1
(iv) 3 <143+ +zmg<n
0 33 m <
(vi) 25 < B

(Vi) g5+ 35+ -+ 5<%

3. Dokazte, ze plati:
(i) 2" >n?, n>5
(i) 2" >n+1, n>0
(iv) 5" >5n34+2, n >4
(v) "2 >2n+5, n>1

(vi) V/(2n)! <2™-n!, n>1

4. * Dokdzte, Ze pre kazdé redlne c¢islo a > —1 a pre kazdé nenulové prirodzené ¢islo n plati:

)
)
(iii) 3" >2(n+1)2, n>4
)
)
i)

(1+a)">1+na

5. * Dokdzte, ze pre rozne kladné redlne ¢isla a, b a pre prirodzené ¢islo n > 1 plati:
21 (0" + b") > (a+b)"
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6.6

. Ak pre nezdporna redlne cisla x1, 9, - ,x, plati o1 + z0 + - - + 2, < %, tak

N | —

1-z1)- I—m2) - (1 —mp) >

Dokézte.
Dokazte, ze pre prirodzend ¢isla plati:

1 1
l+=d.+ =<2
it <

. Dokézte, Ze pre kazdé neparne (liché) prirodzené éislo n je stcet n* +2n? + 2013 delitelny

¢islom 96.

. * Najdite vetky prirodzené &isla n, pre ktoré mé éislo 2 4+n? na mieste jednotiek ¢islicu 7.

Svoju hypotézu potvrd'te dokazom.

POTENCNA MNOZINA A PRINCIP INKLUZIE A EXKLUZIE

. Vymenujte prvky mnozin:

a) P({1}),  b) P({1,2,3}), <) P({{x},{1,2},A}).

Vysledky: a) {0, {1}}, b) {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2, 3}, {1,2,3}}, ©) {0, {{x}}, {{1, 23}, {A}, {{x}, {1, 23}, {{x}, A}, {{1, 2}, A}, {{x}, {1, 2}, A}}.

. O mnozine M vieme, ze: |P(M)| = 4,{{5}} C P(M),{0} € P(M). Urcte mnozinu M.

Vysledky:M = {0,5}.

. Kolko prvkov m4 mnozina P(P(P(()))?

Vysledky: |P(P(P(0)))| = 4.

. Zistite, ¢i pre lubovolné mnoziny A, B plati nasledujica rovnost, pripadne, ¢i sa rovnost

d4 nahradit inkliziou.

P(A\ B) = P(A)\P(B).

Vysledky: Rovnost neplati, neplati ani jedna z inkuzif, viimnite si napr. takéto mnoziny A = {1, 2}, B = {2}.

. Kolko &isel zostane z &isel 1,2, ...,1000 po vyskrtani vSetkych ndsobkov éisel

(a) 2,6,18 7
(b) 4,6,32 7
(c) 5,18,30 ?
(d) 2,6,15 7
(e) 2,3,5,7 7

Vysledky: a) 500, b) 667,, c) 756,, d) 467, ¢) 228.

. Uréte pocet prirodzenych ¢isel n < 100, ktoré nie si delitelné druhou mocninou ziadneho

prirodzeného ¢isla vacsieho ako 1.

Vysledky: 61.

Uréte pocet prirodzenych éisel n < 100, ktoré nie si delitené trefou mocninou ziadneho
prirodzeného ¢isla véacsieho ako 1.

Vysledky: 84.
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10.

11.

12.

6.7

. Kolko existuje poradi pismen A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L, M, N, O, P, z ktorych

vypustenim niektorych pismen nie je mozné dostat ani jedno zo slov DEN, NOC?

Vysledky: 16! — 2 - 16! 4 161

. Kolko existuje poradi pismen A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L, M, N, O, P, z ktorych

vypustenim niektorych pismen nie je mozné dostat ani jedno zo slov HOP, PONK?

Vysledky: 16! — 18 — 161

Kolko existuje poradi pismen A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L, M, N, O, P, z ktorych
vypustenim niektorych pismen nie je mozné dostat ani jedno zo slov BOK, MONK?

!

Vysledky: 16! — 480 — 1680 4 5. 161

Kolko existuje poradi pismen A, B, C, D, E, F, G, H, 1, J, K, L, M, N, O, P, z ktorych
vypustenim niektorych pismen nie je mozné dostat ani jedno zo slov HLOD, HOP?

Vysledky: 16! — 18! — 161 4 5. 161

* (Problém satnarky) K satnarke prichddzaju hostia (je ich n) a dévaji jej klobuky,
kazdy host mé prave jeden klobiik a dobre si ho pozni. Pre satnirku si klobiky vsak
nerozlisitelné. Ked hostia odchadzaji, Satndrka im podéva klobiky podla toho, ktory jej
prave pride pod ruku. Ak4 je pravdepodobnost, Ze Ziaden host nedostane svoj klobiik?

DIRICHLETOV PRINCIP

V tychto tlohéch je vysledkom dokaz, inspirovat sa mozete v kapitole 5.

1.

Dand je mnozina obsahujica 10 prirodzenych ¢isel medzi 1 a 99 (vratane). Dokazte, ze
existuju dve disjunktné neprazdne podmnoziny tejto mnoziny s rovnakym sic¢tom svojich
prvkov.

. Nech A je mnozina 19 navzijom roéznych prirodzenych ¢isel, vybranych z aritmetickej

postupnosti 1,4,7,...,100. Dokézte, Ze A musi obsahovat dve rézne &fsla, ktorych sicet
je 104.

. Nech A je mnozina obsahujica 100 prirozenych éfsel. Je mozné vidy vybraf niekolko

prvkov z mnoziny A tak, aby ich sicet bol delitelny ¢islom 1007

. Je danych 33 prirodzenych ¢isel. Dokazte, ze medzi nimi existuju aspon 2 také ¢isla,

ktorych rozdiel je delitelny &fslom 32.

. Majme mnozinu prirodzenych ¢isel od 1 do 20. Dokézte, ze Tubovolnd jej podmnozina s

aspon 11 prvkami obsahuje dve ¢isla, z ktorych jedno deli druhé.

. Z kazdych 52 celych éfsel vieme vybrat dve také, Ze ich rozdiel alebo stéet je delitelny

100. Dokazte.
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