
1 Binárne relácie

Medzi základné matematické pojmy patria relácie. Zároveň je to pojem, s ktorým sa vel’mi rýchlo
stretne každý informatik, najmä pri štúdiu dát a databáz. Sú však aj iné oblasti informatiky,
kde sa relácie vyskytujú. Najčasteǰsie sa budete stretávat’ s binárnymi reláciami, a preto sa v
tomto texte na ne zameriame.

Defińıcia 1. Binárnou reláciou z množiny A do množiny B nazývame každú podmnožinu R
karteziánskeho súčinu A × B. Ak A = B, hovoŕıme o binárnej relácii na množine A. Ak R je
relácia, ṕı̌seme aRb alebo [a, b] ∈ R, č́ıtame: prvok a je v relácii R s prvkom b.

Binárna relácia z množiny A do množiny B je teda množina, ktorá obsahuje niekol’ko (aj
nula) usporiadaných dvoj́ıc, ktorých prvá zložka je z množiny A a druhá zložka je z množiny
B. V tomto texte sa budeme venovat’ iba binárnym reláciám, preto slovo binárna môžeme
vynechat’ a d’alej hovorit’ iba o relácii.

Defińıcia 2. Nech R je binárna relácia z množiny A do množiny B. Definičným oborom
(prvým oborom) nazývame množinu D(R), ktorá je daná takto:

a ∈ D(R) ⊆ A ⇐⇒ ∃b ∈ B : aRb.

Obor hodnôt (druhý obor) relácie R je množina H(R) daná takto:

b ∈ H(R) ⊆ B ⇐⇒ ∃a ∈ A : aRb.

Oba pojmy si vysvetĺıme na jednoduchom pŕıklade.

Pŕıklad 3. Nech R = {[0, 2], [0, 1], [1, 1], [1, 2], [1, 3], [2, 3], [3, 3], [3, 2]} je relácia na množine
A = {0, 1, 2, 3}. Určte D(R), H(R).

Riešenie. Aplikovańım predchádzajúcej defińıcie (D(R) je množina, ktorá obsahuje prvé zložky
usporiadných dvoj́ıc a H(R) obsahuje druhé zložky týchto usporiadaných dvoj́ıc) dostávame:

D(R) = {0, 1, 2, 3}, H(R) = {1, 2, 3}.

Vzhl’adom k tomu, že každá relácia je množina, tak podobne ako množiny, aj relácie môžu
byt’ zadávané vymenovańım prvkov (ako v predchádzajúcom pŕıklade), alebo ako obor nejakej
výrokovej formy, čo si ukážeme v nasledujúcom pŕıklade.

Pŕıklad 4. Nech A = {m ∈ N : m ≤ 10}, B = {n ∈ N : n ≤ 12}, R = {[m,n] ∈ A × B :
m = n}, S = {[m,n] ∈ A × B : m = 2n}. Zaṕı̌ste relácie R,S vymenovańım prvkov. Určte
D(R), D(S), H(R), H(S).

Riešenie. Zrejme pre množiny A,B plat́ı

� A = {1, 2, . . . , 10},

� B = {1, 2, . . . , 12}.

Pri určovańı prvkov relácie R si treba uvedomit’, že D(R) ⊆ A,H(R) ⊆ B a samozrejme treba
využit’ vedomosti o množinách. Napŕıklad dvojica [1, 1] ∈ R, lebo 1 ∈ A ∧ 1 ∈ B ∧ 1 = 1.
Naopak, dvojica [11, 11] ̸∈ R, lebo 11 ̸∈ A. Podobne treba postupovat’ aj pŕıpade relácie S.
Potom
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� R = {[1, 1], [2, 2], [3, 3], [4, 4], . . . , [10, 10]},

� S = {[2, 1], [4, 2], [6, 3], [8, 4], [10, 5]}.

Pre definičné obory a obory hodnôt plat́ı

� D(R) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

� H(R) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

� D(S) = {2, 4, 6, 8, 10},

� H(S) = {1, 2, 3, 4, 5}.

Pre konečné relácie máme aj iné možnosti ako ich zadávat’. Každú konečnú reláciu môžeme
zadat’ tabul’kou. Postup si vysvetĺıme v nasledujúcom pŕıklade.

Pŕıklad 5. Nech R = {[0, 0], [0, 1], [1, 1], [1, 2], [1, 3], [2, 3], [3, 3], [3, 2]} je relácia na množine
A = {0, 1, 2, 3}. Tabul’ku relácie R vyplńıme takto: Do záhlav́ı (aj do riadku, aj do st́lpca)
vyṕı̌seme všetky prvky množiny A. Usporiadané dvojice, ktoré do relácie R patria, budú mat’ v
tabul’ke priradenú hodnotu 1, ostatné dvojice 0. Konkrétne, ak napr. dvojica [1, 2] ∈ R, tak hod-
nota v riadku, v ktorom je v záhlav́ı prvá zložka (prvá zložka je 1) a st́lpci, v ktorom je v záhlav́ı
druhá zložka (druhá zložka je 2) je 1 (v tabul’ke je zvýraznená červenou farbou). Napŕıklad dvo-
jica [2, 1] ̸∈ R, preto hodnota v pŕıslušnom poĺıčku je 0 (v tabul’ke je zvýraznená modrou farbou).
Potom výsledná tabul’ka je:

R 0 1 2 3

0 1 1 0 0
1 0 1 1 1
2 0 0 0 1
3 0 0 1 1

Vel’mi peknou metódou zobrazenia relácíı je grafová interpretácia. Pre reláciu z
predchádzajúceho pŕıkladu zostav́ıme graf nasledovne.

� Vyznač́ıme prvky množiny A ako body (plné krúžky).

� Ak napr. [0, 1] ∈ R, tak nakresĺıme orientovanú hranu so začiatkom v bode 0 a koncom v
bode 1. s

s
1
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� Pre dvojice s rovnakou prvou a druhou zložkou kresĺıme orientované slučky (orientovaná
hrana zač́ına aj konč́ı v tom istom bode).ss1

Takto zakresl’ujeme všetky usporiadané dvojice, výsledný graf relácie R je v nasledujúcom
obrázku: s

ss
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Pŕıklad 6. Nech

R = {[1, 2], [2, 3], [1, 3], [2, 4]}, S = {[2, 2], [5, 3], [1, 5], [3, 4], [1, 7]}.

Určte D(R), H(R), D(S), H(S), R ∪ S,R ∩ S,R \ S.

Riešenie. Znovu aplikujeme defińıciu definičného oboru a oboru hodnôt, v posledných troch
častiach si stač́ı uvedomit’, že pracujeme s množinami.

� D(R) = {1, 2},

� H(R) = {2, 3, 4},

� D(S) = {1, 2, 3, 5},

� H(S) = {2, 3, 4, 5, 7},

� R ∪ S = {[1, 2], [2, 3], [1, 3], [2, 4], [2, 2], [5, 3], [1, 5], [3, 4], [1, 7]},

� R ∩ S = ∅, R \ S = {[1, 2], [2, 3], [1, 3], [2, 4]}.

Tento pŕıklad názorne ukazuje, že ak R,S sú relácie, tak aj R ∪ S,R ∩ S,R \ S sú relácie, teda
množiny, ktorých prvky sú tiež usporiadané dvojice.

Defińıcia 7. Nech R je relácia na množine A, tak aj R = A2 \ R je relácia na A. Hovoŕıme,
že R je doplnkovou (komplementárnou) reláciou k relácii R na množine A.

Pŕıklad 8. Nech R = {[0, 0], [0, 1], [1, 1], [1, 2], [1, 3], [2, 3], [3, 3], [3, 2]} je relácia na množine
A = {0, 1, 2, 3}. Určte R a vyplňte tabul’ku relácie R.

Riešenie. Treba si uvedomit’, že tabul’ky pôvodnej a doplnkovej relácie sú duálne. Duálne v tom
zmysle, že tam, kde má pôvodná relácia 1, doplnková má 0 a naopak. Preto asi najrýchleǰsia
cesta k nájdeniu doplnkovej relácie, je práve pomocou tabul’ky. Premyslite si postup pri grafovej
interpretácii danej relácie.

R 0 1 2 3

0 1 1 0 0
1 0 1 1 1
2 0 0 0 1
3 0 0 1 1

R 0 1 2 3

0 0 0 1 1
1 1 0 0 0
2 1 1 1 0
3 1 1 0 0

Teda R = {[0, 2], [0, 3], [1, 0], [2, 0], [2, 1], [2, 2], [3, 0], [3, 1]}.

Defińıcia 9. Identickou (diagonálnou) reláciou na množine A nazývame reláciu

∆A = {[a, a] : a ∈ A}.

Poznámka 10. Ked’ si predstav́ıme tabul’ku takejto relácie, tak na diagonále má iba jedničky,
v ostatných poĺıčkach tabul’ky sú iba nuly. Ako bude vyzerat’ graf takejto relácie?
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Defińıcia 11. Nech R je relácia. Reláciu R−1 = {[b, a] : [a, b] ∈ R} nazývame inverzná relácia
k R.

Poznámka 12. Inverznú reláciu dostaneme jednoduchou výmenou prvej a druhej zložky v uspo-
riadaných dvojiciach pôvodnej relácie.

Pŕıklad 13. Nech R = {[1, 2], [2, 3], [1, 3], [2, 4]}. Určte R−1 a (R−1)−1.

Riešenie. Zrejme

� R−1 = {[2, 1], [3, 2], [3, 1], [4, 2]},

� (R−1)−1 = {[1, 2], [2, 3], [1, 3], [2, 4]} = R.

Všimnime si, že (R−1)−1 = R. Toto nie je náhoda.

Veta 14. Pre l’ubovolnú reláciu plat́ı (R−1)−1 = R.

Dôkaz. Nakol’ko sa jedná o rovnost’ dvoch množ́ın, bude mat’ dôkaz dve časti. Potrebujeme
dokázat’, že (R−1)−1 ⊆ R, aj R ⊆ (R−1)−1. Treba mysliet’ na to, že prvkami relácíı sú usporia-
dané dvojice.
Nech [x, y] ∈ R, potom [y, x] ∈ R−1, ale potom [x, y] ∈ (R−1)−1. Formálne zapisujeme takto:

[x, y] ∈ R ⇒ [y, x] ∈ R−1 ⇒ [x, y] ∈ (R−1)−1.

Naopak, nech [x, y] ∈ (R−1)−1, potom [y, x] ∈ R−1 a potom [x, y] ∈ R. Formálne zapisujeme
takto:

[x, y] ∈ (R−1)−1 ⇒ [y, x] ∈ R−1 ⇒ [x, y] ∈ R.

Poznámka 15. Tento dôkaz nebolo nutné robit’ v dvoch krokoch, nakol’ko všetky implikácie v
prvej (a samozrejme aj v druhej) časti sa dajú preṕısat’ na ekvivalencie.

Defińıcia 16. Nech R,S sú relácie. Reláciu

R ◦ S = {[a, c]
∣∣∃b : ([a, b] ∈ S ∧ [b, c] ∈ R

)
}

nazývame zloženou reláciou z relácie R a S, č́ıtame R po S.

Poznámka 17. Všimnite si, že relácie budeme skladat’
”
odzadu“, teda v relácii R ◦ S budú

prvé zložky usporiadaných dvoj́ıc z relácie S a druhé zložky z relácie R. V literatúre sa môžete
stretnút’ aj s opačným porad́ım skladania (teda prvé zložky usporiadaných dvoj́ıc budú z R a
druhé z S.)

Pŕıklad 18. Nech R = {[∗,∆], [∗, ◦]}, S = {[∆,♡], [◦,♠]}. Určte relácie S ◦ R,R ◦ S.
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Riešenie. Pri skladańı S ◦ R sledujeme najskôr reláciu R (skladáme odzadu). Zoberieme si
prvú dvojicu z relácie R, teda [∗,∆]. Jej druhá zložka je ∆, preto hl’adáme v relácii S také
dvojice, ktorých prvá zložka je tiež ∆. Taká dvojica je v S len jedna a je to dvojica [∆,♡]. Teda
[∗,∆] ∈ R a [∆,♡] ∈ S, preto [∗,♡] ∈ S ◦R. Teraz si všimneme d’aľsiu dvojicu v relácii R, teda
[∗, ◦] a budeme v relácii S hl’adat’ všetky dvojice, ktoré majú prvú zložku ◦. Taká je znovu len
jedna a to je [◦,♠], preto do výslednej relácie pridáme dvojicu [∗,♠]. Žiadnu d’aľsiu dvojicu už
nevyrob́ıme. Podobne postupujeme pri skladańı R ◦ S, avšak žiadna druhá zložka relácie S nie
je prvou zložkou relácie R, teda nevytvoŕıme žiadne dvojice. Potom:

S ◦R = {[∗,♡], [∗,♠]}, R ◦ S = ∅.

Pŕıklad 19. Nech A = {0, 1, 2}, B = {a, b} a nech R je relácia z A do B a S relácia z B
do A, pričom: R = {[0, a], [0, b], [1, a], [2, b]} a S = {[a, 0], [a, 2], [b, 1]}. Určte R ◦ S a S ◦ R
vymenovańım prkov.

Riešenie. Postupujeme ako v predchádzajúcom pŕıklade. Výsledkom skladania je:

R ◦ S = {[a, a], [a, b], [b, a]},

S ◦R = {[0, 0], [0, 2], [0, 1], [1, 0], [1, 2], [2, 1]}.

Všimnite si, že R ◦ S ⊆ B ×B a S ◦R ⊆ A×A.

Pŕıklad 20. Nech A = {n ∈ N : n < 10}, B = {m ∈ N : m ≤ 12}, R = {[n,m] ∈ A× B : n+
1 = m}, S = {[m,n] ∈ B ×A : m = n2}. Určte relácie R ◦ S, S ◦R.

Riešenie. Zrejme

A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, B = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},

R = {[1, 2], [2, 3], [3, 4], . . . , [8, 9], [9, 10]}, S = {[1, 1], [4, 2], [9, 3]}.

Pri skladańı postupujeme ako v predchádzajúcich pŕıkladoch. Potom:

R ◦ S = {[1, 2], [4, 3], [9, 4]}, S ◦R = {[3, 2], [8, 3]}.

Poznámka 21. Predchádzajúci pŕıklad môžeme vyriešit’ aj iným spôsobom. Ak skladáme R◦S,
tak plat́ı:

[m,n] ∈ S ∧ [n, k] ∈ R ⇒ [m, k] ∈ R ◦ S.

Pre dvojice [m,n] ∈ S plat́ı, že m = n2, teda do S patria dvojice typu [n2, n], resp. [n,
√
n].

Podobne pre dvojice [n, k] ∈ R plat́ı, že n + 1 = k, teda do R patria dvojice typu [n, n + 1].
Potom plat́ı

[n,
√
n] ∈ S ∧ [

√
n,

√
n+ 1] ∈ R ⇒ [n,

√
n+ 1] ∈ R ◦ S.

Teraz si už stač́ı len uvedomit’, že n ∈ B,
√
n ∈ A, a teda

√
n muśı byt’ prirodzené č́ıslo,

preto n ∈ {1, 4, 9}. Teda z množiny B vyberáme len druhé mocniny a kontrolujeme, či ich
odmocniny patria do množiny A. Druhé zložky sú už jednoznačne dané predpisom

√
n+1, preto

R ◦ S = {[1, 2], [4, 3], [9, 4]}. Tu ešte treba skontrolovat’, či aj druhé zložky dvoj́ıc patria do
množiny B, lebo R ◦ S ⊆ B ×B. Reláciu S ◦R si skúste týmto spôsobom určit’ sami.

Vzhl’adom k predchádzajúcim pŕıkladom je zrejmé, že skladanie relácíı nie je komutat́ıvne, ale
dá sa (pomerne jednoducho) ukázat’, že je asociat́ıvne.
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Veta 22. Pre l’ubovol’né relácie R,S, T plat́ı

1. (R ◦ S)−1 = S−1 ◦R−1,

2. (R ◦ S) ◦ T = R ◦ (S ◦ T ).

Dôkaz. V dôkaze prvej rovnosti budeme postupovat’ presne tak, ako pri dokazovańı rovnosti
množ́ın. Teda

�

”
⇒“
Nech [x, y] ∈ (R ◦ S)−1 ⇒ [y, x] ∈ R ◦ S ⇒ ∃z : [y, z] ∈ S ∧ [z, x] ∈ R ⇒
⇒ ∃z : [z, y] ∈ S−1 ∧ [x, z] ∈ R−1 ⇒ ∃z : [x, z] ∈ R−1 ∧ [z, y] ∈ S−1 ⇒ [x, y] ∈ S−1 ◦R−1.

�

”
⇐“

Nech [x, y] ∈ S−1 ◦R−1 ⇒ ∃z : [x, z] ∈ R−1 ∧ [z, y] ∈ S−1 ⇒ ∃z : [z, x] ∈ R ∧ [y, z] ∈ S ⇒
⇒ ∃z : [y, z] ∈ S ∧ [z, x] ∈ R ⇒ [y, x] ∈ R ◦ S ⇒ [x, y] ∈ (R ◦ S)−1.

Čast’ 2 prenechávam študentom ako jednoduché cvičenie.

Otázky na premyslenie:

� Aká bude inverzná relácia k diagonálnej relácii?

� Je vždy relácia R ◦R−1 diagonálna?

� Aká bude relácia ∆ ◦∆−1?

� Ako vyzerá tabul’ka relácie, pre ktorú plat́ı R = R−1?
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1.1 Špecálne typy relácíı

V tejto časti si budeme vš́ımat’ niektoré zauj́ımavé vlastnosti relácíı.

Defińıcia 23. Nech R je relácia na množine A. Hovoŕıme, že relácia R je

� reflex́ıvna na množine A, ak ∀a ∈ A : aRa,

� symetrická na množine A, ak ∀a, b ∈ A : aRb ⇒ bRa,

� tranzit́ıvna na množine A, ak ∀a, b, c ∈ A : (aRb ∧ bRc) ⇒ aRc,

� antisymetrická na množine A, ak ∀a, b ∈ A : (aRb ∧ bRa) ⇒ a = b,

� ireflex́ıvna na množine A, ak ∀a ∈ A : aRa,

� súvislá na množine A, ak ∀a, b ∈ A : a ̸= b ⇒ (aRb ∨ bRa),

� trichotomická na množine A, ak pre každé dva prvky a, b ∈ A plat́ı práve jeden zo
vzt’ahov: a = b, aRb, bRa.

Najskôr si tieto vlastnosti postupne na pŕıkladoch vysvetĺıme.

Pŕıklad 24. Na množine M = {1, 2, 3} určte reláciu (tabul’kou), ktorá je

� reflex́ıvna,

� symetrická,

� tranzit́ıvna,

� antisymetrická,

� ireflex́ıvna.

Riešenie. Relácie sú v nasledujúcich tabul’kách. Relácia R je reflex́ıvna (na hlavnej diagonále
sú samé jedničky), S symetrická (tabul’ka je symetrická podl’a hlavnej diagonály), T tranzit́ıvna
(túto vlastnost’ z tabul’ky nie je tak l’ahko vidiet’, je potrebné si overit’ platnost’ defińıcie pre
všetky trojice prvkov z množinyM), A antisymetrická (v tabul’ke nesmú byt’ žiadne dve jedničky
symetrické cez hlavnú diagonálu, výnimky tvoria jedničky na hlavnej diagonále, pozor, nuly sy-
metrické byt’ môžu). A I je ireflex́ıvna (na hlavnej diagonále musia byt’ samé nuly). Samozrejme,
je viac možnost́ı ako takéto relácie vytvorit’. Premyslite si, aké vlastnosti majú relácie, ktoré
majú v tabul’ke napr. samé nuly, alebo samé jednotky, pŕıpadne na diagonále samé jednotky a
v ostatných poĺıčkach samé nuly.

R 1 2 3

1 1 0 0
2 1 1 1
3 1 1 1

S 1 2 3

1 1 1 1
2 1 0 0
3 1 0 1

T 1 2 3

1 1 1 1
2 0 0 1
3 0 0 0

A 1 2 3

1 0 0 0
2 1 1 0
3 0 0 0

I 1 2 3

1 0 0 0
2 1 0 1
3 1 1 0

Poznámka 25. Na niektoré vlastnosti relácíı má vplyv výber množiny. Keby sme reláciu R
nezmenili (nepridali, ani neodobrali by sme žiadnu usporiadanú dvojicu), ale bola by zadaná na
množine A = M ∪ {4}, už by reflex́ıvna nebola, lebo 4 ∈ A, ale [4, 4] ̸∈ R. Skúste si premysliet’,
ako sú na tom ostatné vlastnosti.
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Pŕıklad 26. Nech A = {0, 1, 2, 3} a nech R je relácia na A daná takto:

R = {[0, 0], [0, 1], [1, 0], [1, 1], [2, 2], [2, 3], [3, 2]}.

Zistite, aké má R vlastnosti.

Riešenie.

� Relácia R nie je reflex́ıvna, lebo 3 ∈ A ∧ [3, 3] ̸∈ R.

� Symetrická je, lebo pre každú dvojicu plat́ı, že ak [a, b] ∈ R, tak aj [b, a] ∈ R, toto si
preverte a všimnite si, že R = R−1. Plat́ı uvedená rovnost’ pre každú symetrickú reláciu?

� Relácia R nie je tranzit́ıvna, lebo napr. [3, 2] ∈ R∧ [2, 3] ∈ R, ale [3, 3] ̸∈ R, čo je porušenie
tranzitivity.

� Antisymetrická nie je, lebo napr. [1, 0] ∈ R ∧ [0, 1] ∈ R, ale 1 ̸= 0.

� Ireflex́ıvna nie je, lebo napr. [0, 0] ∈ R.

Pŕıklad 27. Nech R = {[x, y] ∈ Z2 : x2 = y}, S = {[x, y] ∈ Z2 : |x − y| ≥ 3}. Aké vlastnosti
majú relácie R,S?

Riešenie. Skôr ako sa začneme venovat’ vlastnostiam, je potrebne si vyṕısat’ aspoň pár dvoj́ıc,
ktoré do relácíı R,S patria.

� Pre reláciu R dostaneme:

R = {[0, 0], [1, 1], [−1, 1], [2, 4], [−2, 4], . . . },

teda druhá zložka je vždy druhou mocninou prvej zložky. Relácia R nie je reflex́ıvna
(chýba napr. dvojica [2, 2]). Nie je symetrická (napr. [2, 4] ∈ R, ale [4, 2] ̸∈ R). Nie je
tranzit́ıvna (napr. [2, 4] ∈ R, [4, 16] ∈ R ale [2, 16] ̸∈ R.). Je antisymetrická (ak xRy a
yRx, tak x2 = y ∧ y2 = x, čo je splnené iba pre dvojice [0, 0], [1, 1].) Nie je ireflex́ıvna
(napr. [1, 1] ∈ R).

� Pre reláciu S dostaneme:

S = {[0, 3], [3, 0], [0, 4], [4, 0], [0, 5], [1, 4], [4, 1], . . . },

v tomto pŕıpade je vzdialenost’ na č́ıselnej osi prvej a druhej zložky aspoň 3. S nie je
reflex́ıvna (nepatŕı tam ani jedna dvojica typu [x, x], lebo |x− x| = 0 < 3). Je symetrická
(vyplýva z vlastnosti absolútnej hodnoty: |x − y| = |y − x|). Nie je tranzit́ıvna (napr.
[1, 4] ∈ R, [4, 1] ∈ R, ale [1, 1] ̸∈ R). Nie je antisymetrická (prečo?). Je ireflex́ıvna (nepatŕı
tam ani jedna dvojica typu [x, x] – pozri reflex́ıvnost’).

Otázky na premyslenie:

� Zrejme plat́ı, že každá diagonálna relácia je reflex́ıvna. Plat́ı to aj naopak?

� Ak je relácia symetrická, môže byt’ zároveň aj antisymetrická?

� Nech R je symetrická a tranzit́ıvna relácia na množine A. Je potom nutne táto relácia R
reflex́ıvna na množine A?
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1.2 Uzávery binárnych relácíı

Pŕıklad 28. (Motivačný.) Na množine M = {1, 2, 3} je daná relácia R = {[1, 1], [1, 2], [2, 3]}.
Určte najmenšiu (vzhl’adom na inklúziu) reláciu na M , o ktorej plat́ı

� R ⊆ S1 a S1 je reflex́ıvna a symetrická,

� R ⊆ S2 a S2 je tranzit́ıvna.

Riešenie. Zo zadania je zrejmé, že do S1 a S2 patria všetky usporiadané dvojice, ktoré obsa-
huje relácia R. V prvej časti teda pridávame do S1 dvojice [2, 2] a [3, 3], aby sme zabezpečili
reflexivitu. Pre splnenie symetrie je potrebné pridat’ dvojice [2, 1], [3, 2]. Potom:

S1 = {[1, 1], [1, 2], [2, 3], [2, 2], [3, 3], [2, 1], [3, 2]}.

V druhej časti muśıme pridat’ dvojicu [1, 3], lebo [1, 2] ∈ S2 a [2, 3] ∈ S2, teda aj [1, 3] ∈ S2.

S2 = {[1, 1], [1, 2], [2, 3], [1, 3]}.

Tento jednoduchý pŕıklad nás priviedol k myšlienke istého
”
vylepšenia“ danej relácie tak, aby

sṕlňala nejakú peknú vlastnost’ pridańım minimálneho počtu dvoj́ıc.

Defińıcia 29. Nech R je binárna relácia na M .

� Reflex́ıvny uzáver R na množine M je relácia

R ∪ {(x, x) : x ∈ M}.

� Symetrický uzáver R je relácia

↔
R= {(x, y) : (x, y) ∈ R alebo (y, x) ∈ R}.

� Tranzit́ıvny uzáver R je relácia R+ =
⋃∞

i=1 T i(R), kde T je funkcia, ktorá pre každú
binárnu reláciu S vráti reláciu

T (R) = R ∪ {(x, z) : existuje y také, že (x, y), (y, z) ∈ R} = R ∪ (R ◦R)

T i = T ◦ · · · ◦ T︸ ︷︷ ︸
i

je i-krát iterovaná aplikácia funkcie T .

Poznámka 30. Pravdepodobne defińıcia tranzit́ıvneho uzáveru mnohých prvákov vystraš́ı.
Tranzit́ıvny uzáver relácie R je relácia R+, ktorá obsahuje všetky usporiadané dvojice relácie R,
d’alej sú do nej pridané usporiadané dvojice tak, aby R+ bola tranzit́ıvna a zároveň zo všetkých
takých relácíı najmenšia vzhl’adom na inklúziu. Vo formálnej defińıcii je aj návod, ako pomocou
iterácíı reláciu R+ hl’adat’. My si ho objasńıme v nasledujúcom pŕıklade. Doporučujem na konci
semestra (teda po zmúdreńı) sa k formálnej defińıcii vrátit’, určite už bude pôsobit’ vl’́udneǰsie.

Pŕıklad 31. Na množine A = {a, b, c, d} je daná relácia

R = {[a, b], [b, c], [c, d]}.

Určte R+.
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Riešenie. Najskôr urob́ıme prvú iteráciu (označ́ıme si ju T1), teda

T1 = T 1(R) = {[a, b], [b, c], [c, d]} ∪ {[a, c], [b, d]}.

K pôvodnej relácii sme pridali všetky nové dvojice, ktoré vznikli skladańım R ◦R. Toto si treba
dobre premysliet’. Teraz máme novú reláciu, a ak by už bola tranzit́ıvna, tak by T1 = R+. Ako
zist́ıme, či je tranzit́ıvna? Jednoducho. Urob́ıme T 2(R) (teda zlož́ıme T1 ◦ T1) a ak nám už nič
nové nevznikne, tak bola tranzit́ıvna. To ale nie je náš pŕıpad, lebo nám ešte pribudne dvojica
[a, d]. Teda

T2 = T 2(R) = T1 ∪ {[a, d]}.

A relácia T2 už tranzit́ıvna je (overte si to), a preto

T2 = R+ = {[a, b], [b, c], [c, d], [a, c], [b, d], [a, d]}.

Tranzit́ıvny uzáver a tranzit́ıvnost’. Všimnime si, že výsledkom prvej iterácie, pri
hl’adańı tranzit́ıvneho uzáveru relácie R je R ∪ (R ◦R). Ak je relácia R tranzit́ıvna, tak potom
R = R+, čo znamená, že pri prvej iterácii nám nepribudla žiadna nová usporiadaná dvojica,
teda R ◦R ⊆ R. Preto plat́ı, že relácia R je tranzit́ıvna práve vtedy, ked’ R ◦R ⊆ R.

Pŕıklad 32. Nech ϱ(R) je reflex́ıvny uzáver relácie R. Zistite, či plat́ı:

ϱ(R1 ∩R2) = ϱ(R1) ∩ ϱ(R2).

Riešenie. Vzhl’adom k tomu, ako postupujeme pri
”
výrobe“ reflex́ıvneho uzáveru (pridávame

len dvojice, ktoré majú prvú a druhú zložku rovnaké), predpokladáme, že daná rovnost’ plat́ı,
skúsime ju teda dokázat’.

Nech [x, y] ∈ ϱ(R1 ∩R2) ⇒ [x, y] ∈ R1 ∩R2 ∨ x = y ⇒

⇒ ([x, y] ∈ R1 ∧ [x, y] ∈ R2) ∨ x = y ⇒ ([x, y] ∈ R1 ∨ x = y) ∧ ([x, y] ∈ R2 ∨ x = y) ⇒

⇒ [x, y] ∈ ϱ(R1) ∧ [x, y] ∈ ϱ(R2) ⇒ [x, y] ∈ ϱ(R1) ∩ ϱ(R2).

Opačnú inklúziu už zvládne dokázat’ každý sám.
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2 Rozklad množiny a relácia ekvivalencie

Každú neprázdnu množinu môžeme vhodným spôsobom rozdelit’ na systém disjunktných
podmnož́ın. Stretli sme sa s tým už na základnej škole, ked’ sme napr. množinu prirodzených
č́ısel rozdelili na množinu párnych a množinu nepárnych č́ısel. Takýchto pŕıkladov máme v
matematike vel’a, preto nás neprekvaṕı, že takéto

”
rozdelenie“ má aj svoj názov.

Defińıcia 33. Nech A je neprázdna množina. Systém S podmnož́ın množiny A sa nazýva roz-
klad množiny A, ak

� ∅ ̸∈ S,

� ∀B,C ∈ S : B ̸= C ⇒ B ∩ C = ∅,

�

⋃
X∈S

X = A.

Poznámka 34. Posledný bod defińıcie treba chápat’ tak, že zjednoteńım všetkých množ́ın patri-
acich do systému S je množina A.

M
[a]

[c] [d]

[b] [e]

[f ]

[h]

[g]

Pŕıklad 35. Určte vymenovańım všetky rozklady množiny:

1. {1,2},

2. {1,2,3}.

Riešenie. Teda našou úlohou je nájst’ všetky možnosti, ako rozdelit’ prvky uvedených množ́ın.
Pri takto malých množinách je to jednoduchá úloha.

1. � S1 = {{1}, {2}},
� S2 = {{1, 2}}.

2. � S1 = {{1}, {2}, {3}},
� S2 = {{1, 2}, {3}},
� S3 = {{1, 3}, {2}},
� S4 = {{1}, {2, 3}},
� S5 = {{1, 2, 3}}.

Poznámka 36. Premyslite si, kol’ko má rozkladov n– prvková množina. Táto úloha je vel’mi
t’ažká, aj ked’ na prvý pohl’ad nevyzerá.
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Teraz sa znovu vrátime k reláciám a zameriame sa na také, ktoré sú na množine A, teda také,
pre ktoré plat́ı R ⊆ A×A.

Defińıcia 37. Nech R je relácia na množine A. Hovoŕıme, že R je relácia ekvivalencie na A,
ak R je reflex́ıvna, symetrická a tranzit́ıvna na A.

S vlastnost’ami, ktoré muśı relácia ekvivalencie sṕlňat’ sme sa už zoznámili v predchádzajúcich
kapitolách, teraz uvedieme jednoduchý pŕıklad, ked’ relácia sṕlňa všetky tri vlastnosti naraz.

Pŕıklad 38. Nech A = {0, 1, 2, 3} a nech R je relácia na množine A daná takto:

R = {[0, 0], [1, 1], [2, 2], [3, 3], [1, 2], [2, 1], [0, 3], [3, 0]}.

Zistite, či R je reláciou ekvivalencie.
Vzhl’adom k tomu, že pre každý prvok a ∈ A plat́ı, že [a, a] ∈ R, relácia R je reflex́ıvna.

Ked’̌ze R = R+ (toto si overte), je relácia R aj tranzit́ıvna. Symetriu vieme tiež jednoducho
skontrolovat’ (stač́ı kontrolovat’ len dvojice, ktoré nemajú rovnakú prvú a druhú zložku). Všimnite
si, že množinu A by sme pomocou relácie R mohli rozdelit’ do dvoch disjunktných množ́ın, pričom
v každej z nich budú iba prvky, ktoré sú v relácii R. Sú to množiny A0 = {0, 3}, A1 = {1, 2}.
Toto nie je náhoda, takto pekne to funguje pre každú reláciu ekvivalencie.

Súvislost’ medzi reláciami ekvivalencie a rozkladmi na danej množine popisuje nasledujúca veta.

Veta 39. Nech R je relácia ekvivalencie na množine A. Pre l’ubovol’ný prvok a ∈ A označ́ıme
a = {x ∈ A : xRa}, potom S = {a : a ∈ A} je rozklad množiny A.

Teda prvky v jednotlivých množinách ā sú spolu v relácii, čo znamená, že sú z pohl’adu danej
relácie ekvivalencie zamenitel’né (podobné, rovnaké, ekvivalentné atd’.). Preto často vyberáme
z každej množiny ā po jednom prvku a pôvodná množina sa nám (aj práca s ňou) zredukuje
na množinu týchto vybraných prvkov.

Defińıcia 40. Nech R je ekvivalencia na množine A. Množinu a = {x ∈ A : xRa} nazývame
trieda rozkladu množiny A podl’a ekvivalencie R daná prvkom a. Systém {a : a ∈ A} budeme
označovat’ A/R a nazývat’ faktorová množina množiny A podl’a R.

Tieto dôležité pojmy a súvislosti medzi nimi si vysvetĺıme na nasledujúcich pŕıkladoch.

Pŕıklad 41. Nech A = {0, 1, 2} a nech R1, R2, R3 sú relácie na množine A dané takto:

� R1 = {[0, 0], [1, 1], [2, 2]},

� R2 = {[0, 0], [1, 1], [2, 2], [1, 2], [2, 1]},

� R3 = {[0, 0], [1, 1], [2, 2], [1, 2], [2, 1], [0, 1], [1, 0]}.

Zistite, či uvedené relácie sú relácie ekvivalencie na množine A, a ak áno, nájdite ich rozklady.

Riešenie.

� Relácia R1 je relácia ekvivalencie, lebo ∀a ∈ A : [a, a] ∈ R1, teda je reflex́ıvna. Ďalej je
aj symetrická, vzhl’adom k tomu, že obsahuje iba dvojice, ktoré majú rovnakú prvú aj
druhú zložku, tak sa symetria a aj tranzitivita oveŕı jednoducho a hlavne rýchlo. Rozklad
daný R1 je S = {{0}, {1}, {2}}. V každej triede rozkladu sú tie prvky, ktoré sú spolu v
relácii, tu je každý prvok v relácii len sám so sebou, preto musia byt’ tri triedy rozkladu a
v každej je práve jeden prvok. Faktorová množina je A/R1 = {0, 1, 2}.
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� Relácia R2 je relácia ekvivalencie, lebo ∀a ∈ A : [a, a] ∈ R2, teda je reflex́ıvna. Ďalej je aj
symetrická, okrem dvoj́ıc, ktoré majú rovnakú prvú aj druhú zložku, obsahuje navzájom
symetrické dvojice [1, 2], [2, 1]. Pre tranzitivitu treba overit’ len dvojice [1, 2], [2, 1] a tie
nám vygenerujú iba dvojice [1, 1], [2, 2]. Teda R2 je aj tranzit́ıvna. Rozklad daný R2 je
S = {{0}, {1, 2}}. Triedy sú dve, lebo prvky 1 2 sú spolu v relácii, teda sú spolu v jednej
triede, prvok 0 je v relácii len sá so sebou, preto potrebuje svoju vlastnú triedu. Faktorová
množina je A/R2 = {0, 1}.

� Relácia R3 nie je relácia ekvivalencie, lebo śıce ∀a ∈ A : [a, a] ∈ R3, teda je reflex́ıvna.
Ďalej je aj symetrická, okrem dvoj́ıc, ktoré majú rovnakú prvú aj druhú zložku, obsahuje
navzájom symetrické dvojice [1, 2], [2, 1], [1, 0], [0, 1]. Ale nie je tranzit́ıvna, lebo [2, 1] ∈
R3 ∧ [1, 0] ∈ R3 ale [2, 0] ̸∈ R3. Rozklad pre R3 neexistuje. Prečo?

Poznámka 42. Z predchádzajúceho pŕıkladu je zrejmé, ako môžeme z relácie ekvivalencie vy-
robit’ rozklad množiny. Ak naopak máme daný rozklad množiny A, tak vieme jednoznačne k
nemu skonštruovat’ reláciu ekvivalencie. Stač́ı si uvedomit’, že v jednej triede rozkladu sú tie
prvky, ktoré sú spolu v relácii. Teda ak máme nejakú triedu rozkladu napr. A1, tak jej prvky sú
navzájom v relácii a teda všetky dvojice z kartézskeho súčinu A1×A1 budú patrit’ do relácie ekvi-
valencie. To znamená, že výsledná relácia je zjednoteńım týchto kartézskych súčinov jednotlivých
tried rozkladu.

Pŕıklad 43. Na množine Z je daná relácia ≡ nasledovne:

a ≡ b ⇐⇒ 6|(a− b).

Je ≡ relácia ekvivalencie na Z?

Riešenie. Skôr, ako budeme dokazovat’ jednotlivé vlastnosti, je vhodné zistit’, aké dvojice do
tejto relácie patria. Napŕıklad dvojica [3, 9] do relácie patŕı, lebo 6|(3− 9), ale dvojica [3, 8] do
relácie nepatŕı, lebo 6 ̸ |(3− 8). Skúste sa najskôr zamysliet’ nad tým, čo muśı platit’ pre dvojice
z tejto relácie, až potom pokračujte v č́ıtańı.

� Zrejme pre každé celé č́ıslo plat́ı: (a− a = 0 ∧ 6|0) ⇒ a ≡ a, preto ≡ je reflex́ıvna relácia.

� Nech a ≡ b, potom 6|(a− b), ale potom 6|[−(a− b)], a teda 6|(b− a), z čoho plynie b ≡ a,
teda ≡ je symetrická relácia.

� Nech a ≡ b a b ≡ c. Potom 6|(a− b)∧ 6|(b− c). Ale potom 6|[(a− b) + (b− c)]. Po úprave
6|(a− c), a preto a ≡ c, teda ≡ je tranzit́ıvna.

� Relácia ≡ sṕlňa všetky tri vlastnosti, a preto je reláciou ekvivalencie. Táto relácia rozdeĺı
množinu celých č́ısel do šiestich tried a to podl’a zvyšku po deleńı šestimi. Napŕıklad v
triede 0̄ budú celé č́ısla, ktoré sú delitel’né šiestimi bezo zvyšku (dajú sa naṕısat’ v tvare
6.k+0; k ∈ Z). Teda 0̄ = {, . . .−18,−12,−6, 0, 6, 12, 18, . . . }. Do triedy 1̄ patria celé č́ısla,
ktoré po deleńı šiestimi dávajú zvyšok 1 (dajú sa naṕısat’ v tvare 6.k + 1; k ∈ Z), teda
1̄ = {, . . . − 17,−11,−5, 1, 7, 13, 19, . . . }. Treba si uvedomit’, že napr. −11 = 6.(−2) + 1.
Takto môžeme pokračovat’ až po 5̄ (lebo zvyšky po deleńı šiestimi sú 0, 1, . . . , 5). Faktorová
množina je Z/≡ = {0, 1, . . . , 5}.

Pŕıklad 44. Na množine prirodzených č́ısel (v tejto úlohe budeme aj 0 považovat’ za prirodzené
č́ıslo) je daná relácia ∼ takto

m ∼ n ⇐⇒ m,n majú rovnakú cifru na mieste jednotiek.

Dokážte, že ∼ je relácia ekvivalencie, nájdite rozklad na N a pŕıslušnú faktorovú množinu.

13



Riešenie. Postupne dokážeme, že ∼ je relácia ekvivalencie.

� ∼ je reflex́ıvna, lebo každé prirodzené č́ıslo má jednoznačný dekadický zápis, a teda má
samé so sebou rovnakú cifru na mieste jednotiek.

� ∼ je symetrická, lebo ak m ∼ n, tak m a n majú rovnakú cifru na mieste jednotiek, ale
aj n a m majú rovnakú cifru na mieste jednotiek, teda aj n ∼ m.

� ∼ je tranzit́ıvna, lebo ak m ∼ n a n ∼ k, tak m a n majú rovnakú cifru na mieste
jednotiek, ale aj n a k majú rovnakú cifru na mieste jednotiek, z toho však vyplýva, že aj
m a k majú rovnakú cifru na mieste jednotiek, teda m ∼ k.

K relácii ∼ prislúcha rozklad množiny, daný nasledovne: do tej istej triedy patria tie prirodzené
č́ısla, ktoré majú rovnakú cifru na mieste jednotiek (končia tou istou cifrou), teda rozklad má
10 tried a N/∼ = {0, 1, · · · , 9}.

Pŕıklad 45. Zistite, ktoré z nasledujúcich relácíı sú ekvivalencie na množine R.

� R1 = {[x, y] ∈ R2 : x
y = 0},

� R2 = {[x, y] ∈ R2 : |x− y| ≥ 0},

� R3 = {[x, y] ∈ R2 : x = y}.

Riešenie.

� R1 nie je reláciou ekvivalencie, nie je reflex́ıvna, v R1 nie je napr. dvojica [1, 1], dokonca
žiadna dvojica typu [x, x] : x ∈ R. Toto śıce stač́ı, aby to nebola relácia ekvivalencie, ale
skúste si zistit’, či aj niektorú inú vlastnost’ ešte nesṕlňa.

� R2 je reláciou ekvivalencie. Je reflex́ıvna, lebo pre každé x ∈ R plat́ı, že |x − x| = 0 ≥ 0,
teda ∀x ∈ R : [x, x] ∈ R2. Z vlastnosti absolútnej hodnoty vyplýva, že |x− y| = |y − x|, a
teda ak [x, y] ∈ R2, tak aj [y, x] ∈ R2, teda R2 je symetrická. Kto si doteraz nevšimol, tak
|x−y| ≥ 0 plat́ı pre l’ubol’nú dvojicu x, y ∈ R (prečo?), a preto ak |x−y| ≥ 0 a |y−z| ≥ 0,
tak aj |x − z| ≥ 0, a teda relácia je aj tranzit́ıvna, a teda je reláciou ekvivalencie. Aký
rozklad má relácia R2?

� R3 je reláciou ekvivalencie. Všimnime si, aké dvojice patria do R3. Sú to dvojice typu
[x, x] : ∀x ∈ R. Hned’ vid́ıme, že relácia je reflex́ıvna. Nech [x, y] ∈ R3, tak x = y. Ale
aj y = x, a preto [y, x] ∈ R3, čo znamená, že R3 je symetrická, šikovneǰśı to videli aj
bez dôkazu. Podobne ukážeme aj tranzit́ıvnost’. Nech [x, y] ∈ R3 a [y, z] ∈ R3, potom
x = y, y = z, potom x = z, a teda [x, z] ∈ R3. Aký rozklad má relácia R3?

3 Relácie usporiadania

V tejto časti si budeme vš́ımat’ d’aľśı špeciálny typ relácíı. Najskôr si uvedieme jeden pŕıklad.

Pŕıklad 46. Nech M je množina všetkých študentov 1. ročńıka FIT. Uvažujme postupne relácie
Ri ⊆ M ×M, i ∈ {1, 2, 3} definované nasledovne:

� (x, y) ∈ R1, práve ked’ x má aspoň takú výšku ako y,
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� (x, y) ∈ R2, práve ked’ y má aspoň takú výšku ako x,

� (x, y) ∈ R3, práve ked’ x a y majú rovnaké rodné č́ıslo.

Výšku uvažujeme v reálnych č́ıslach, teda každý študent ju má jedinečnú. Aké vlastnosti majú
tieto relácie?

Riešenie. Zrejme sú všetky tri reflex́ıvne a tranzit́ıvne. Prvé dve sú antisymetrické, posledná
je symetrická a antisymetrická zároveň (toto si dobre premyslite).

Defińıcia 47. Relácia R ⊆ M × M je (čiastočné) usporiadanie práve vtedy, ked’ R je
reflex́ıvna, antisymetrická a tranzit́ıvna.

Tieto tri vlastnosti musia byt’ splnené a overené k dôkazu toho, že daná relácia R je usporia-
dańım.

S usporiadanými množinami sa stretávame nielen v matematike. Slová slovenského jazyka
spolu s lexikografickým usporiadańım tvoria usporiadanú množinu. Podl’a tohoto usporiadania
sú zoradené napŕıklad v slovńıku slovenského pravopisu. A samozrejme stretli sme sa s uspo-
riadańım aj v matematike na základnej škole. Množina reálnych č́ısel a všetky jej podmnožiny
sú usporiadané reláciou

”
menš́ı alebo rovný“. V tomto pŕıpade sú l’ubovol’né dva prvky po-

rovnatel’né. Takéto usporiadanie sa nazýva lineárne, resp. úplné. Množina prirodzených č́ısel
sa dá usporiadat’ reláciou delitel’nosti. Toto usporiadanie má komplikovaneǰsiu štruktúru, na-
kol’ko v ňom existujú aj neporovnatel’né prvky. Pŕıklad takéhoto usporiadania na podmnožine
prirodzených č́ısel je v závere tejto kapitoly.

Defińıcia 48. Usporiadaná množina je dvojica (M,⪯), kde M je množina a ⪯ je (čiastočné)
usporiadanie na M .

Defińıcia 49. Usporiadanie ⪯ na M je lineárne (úplné), ak každé dva prvky M sú v ⪯
porovnatel’né.

s
s s
s s

@
@

@
@
�
�
�
�

s
s
s
s

Na obrázku vpravo je úplné usporiadanie, na obrázku vl’avo sú aj neporovnatel’né dvojice, teda
nie je úplné.

Defińıcia 50. Nech (M,⪯) je usporiadaná množina. Prvok x ∈ M je

� minimálny, práve ked’ pre každé y ∈ M plat́ı, že ak y ⪯ x, tak x ⪯ y (z antisymetrie
relácie ⪯ plat́ı, že pre každé y ⪯ x je y = x, teda x je prvok, pod ktorým nie je žiaden
prvok); s

sX
x

@
@

@
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� maximálny, práve ked’ pre každé y ∈ M plat́ı, že ak x ⪯ y, tak y ⪯ x ( z antisymetrie
relácie ⪯ plat́ı, že pre každé y ⪯ x je y = x, teda x je prvok, nad ktorým nie je žiaden
prvok);

� najmenš́ı, práve ked’ pre každé y ∈ M plat́ı, že x ⪯ y (je to prvok, nad ktorým sú všetky
ostatné prvky); s s s

s
x
@

@
@

�
�
�

� najvăčš́ı, práve ked’ pre každé y ∈ M plat́ı, že y ⪯ x (je to prvok, pod ktorým sú všetky
ostatné prvky).

Nech (M,⪯) je usporiadaná množina. Prvok x ∈ M

� pokrýva y ∈ M , práve ked’ x ̸= y, y ⪯ x a neexistuje žiadne z ∈ M také, že x ̸= z ̸= y a
y ⪯ z ⪯ x; s

s
sx

y

X
@

@
@

� je dolné ohraničenie (dolńı závora, mez) množiny A ⊆ M , práve ked’ x ⪯ y pre každé
y ∈ A;

s
x

y ∈ A
�
�

�
�

@
@

@

�
�
�

� je horné ohraničenie (horńı závora, mez) množiny A ⊆ M , práve ked’ y ⪯ x pre
každé y ∈ A.

Nech (M,⪯) je usporiadaná množina. Prvok x ∈ M

� je infimum množiny A ⊆ M , práve ked’ x je najvăčšie dolné ohraničenie (dolńı závora)
množiny A;

s
A

�
�

�
�

@
@

@

�
�
�

� je supremum množiny A ⊆ M , práve ked’ x je najmenšie horné ohraničenie (horńı
závora) množiny A.

Premyslite si v akom vzt’ahu je najmenš́ı a minimálny prvok, podobne aj najvăčš́ı a maximálny
prvok.

Defińıcia 51. Hovoŕıme, že (X,⪯) je dobre usporiadaná množina, ak X je lineárne uspo-
riadaná reláciou ⪯ a každá neprázdna množina A ⊆ X má v tomto usporiadańı najmenš́ı prvok.

Zrejme každá konečná lineárne usporiadaná množina je dobre usporiadaná, rovnako aj každá
podmnožina dobre usporiadanej množiny je v tomto usporiadańı sama dobre usporiadaná. Tento
pojem je zauj́ımaveǰśı pri nekonečných množinách. Pŕıkladom nekonečnej dobre usporiadanej
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množiny je množina prirodzených č́ısel usporiadaná reláciou ≤ . Premyslite si, ako je to s
množinou reálnych č́ısel.

Reláciu usporiadania by sme tiež mohli zakreslit’ pomocou klasických grafov, ako všetky
relácie doteraz. Ale vzhl’adom k tomu, že každé usporiadanie je reflex́ıvne, tak môžeme všetky
slučky vynechat’ a tým graf zjednodušit a sprehl’adnit’. Navyše sú všetky usporiadania tranzit́ıvne
a to nás vedie tiež k vynechaniu niektorých hrán, presneǰsie ak napr. [a, b] ∈ R, [b, c] ∈ R, tak
vd’aka tranzit́ıvnosti je aj [a, c] ∈ R. My však môžeme hranu, ktorá reprezentuje dvojicu [a, c]
vynechat’ a zakreslit’ len hrany prislúchajúce dvojiciam [a, b], [b, c]. A pokial’ všetky šipky povedú
smerom hore (teda ak dvojicu [a, b] ∈ R nakresĺıme tak, že b bude vyššie ako a), tak šipky tiež
nemuśıme zakresl’ovat’. Postup tohto zjednodušenia vid́ıme na nasledujúcom obrázku:

s s sa b c s s sa b c s
s
s

a

b

c

Prehl’adneǰsie obrázky boli motiváciou zavedenia tzv. Hasseovských diagramov usporia-
daných množ́ın. Teraz uvedieme aj formálnu defińıciu konštrukcie týchto diagramov.

Defińıcia 52. Hasseovský diagram konečnej usporiadanej množiny (M,⪯) je (jednoznačné)
grafické znázornenie, ktoré vznikne takto:

� Do prvej
”
horizontálnej vrstvy“ zakresĺıme body odpovedajúce minimálnym prvkom (M,⪯).

� Ak už máme
”
vrstvu“ i, tak do

”
vrstvy“ i+1 (ktorá je

”
nad“ vrstvou i) zakresĺıme všetky

nezakreslené prvky, ktoré pokrývajú iba prvky
”
vrstiev“ ≤ i. Ak prvok x

”
vrstvy“ i + 1

pokrýva prvok y
”
vrstvy“ ≤ i, spoj́ıme x a y neorientovanou hranou (tj.

”
čiarou“).

Nasledujúce dva obrázky sú názornou ukážkou sprehl’adnenia:

Pekným pŕıkladom usporiadania na množine je usporiadanie potenčnej množiny k vopred da-
nej množine pomocou inklúzie. Reláciu inklúzie na potenčnej množine štvorprvkovej množiny
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{a, b, c, d} zakresĺıme Hasseovským diagramom takto:

Diagram má 5
”
poschod́ı“. Najnižšie je prázdna množina, lebo je podmnožinou každej množiny.

Hned’ nad ňou sú všetky jednoprvkové množiny {a}, {b}, {c}, {d}. Na d’aľsom
”
poschod́ı“ sú

všetky dvojprvkové podmnožiny (premyslite si, ako zist́ıte ich počet). Napr. množina {a, b} je
nad množinami {a}, {b}, lebo to sú jej podmnožiny (samozrejme aj prázdna množina je jej
podmnožinou, ale tá už je priamo pod uvedenými jednoprvkovými množinami). Takto postu-
pujeme o

”
poschodie“ vyššie, kde sú všetky trojprvkové podmnožiny, a náš výstup ukonč́ıme

na piatom
”
poschod́ı“, kde už bude len jediná množina {a, b, c, d}.

Pŕıklad 53. Na množine M = {1, 2, . . . , 12} je daná relácia usporiadania takto: [a, b] ∈ R ⇐⇒
a|b, pričom relácia | je definovaná nasledovne

∀m,n ∈ X : (m|n ⇐⇒ ∃p ∈ X : n = p ·m) .

Znázornite Hasseovský diagram tohto usporiadania.

Riešenie. Najskôr dokážeme že daná relácia je usporiadańım na množine M . Zrejme pre každé
n ∈ M plat́ı, že n|n, preto je táto relácia reflex́ıvna. Ak pre m,n ∈ M plat́ı, že n|m a m|n,
potom existujú prirodzené č́ısla k, l také, že m = k · n a n = l · m. Po úprave dostávame, že
m = k · l · m, preto k · l = 1, čo znamená, že k = l = 1. Preto m = n a teda relácia | je
antisymetrická. Ďalej, ak pre m,n, k ∈ M plat́ı, že m|n a n|k, tak existujú prirodzené č́ısla p, q
také, že n = p ·m a k = q · n a po úprave dostávame k = q · p ·m. Ked’že p · q ∈ N, tak aj m|k,
čo znamená, že táto relácia je aj tranzit́ıvna a teda je to relácia usporiadania na množine M.

Pri kresleńı Hasseovského diagramu mysĺıme na to, že na
”
najnižšom poschod́ı“ bude č́ıslo,

ktoré je delitel’om všetkých č́ısel z množiny M , teda č́ıslo 1. Na d’aľsom
”
poschod́ı“ budú všetky

prvoč́ısla z množiny M a takto postupujeme stále vyššie.

Pŕıklad 54. Predstavme si takú praktickú úlohu, budeme kupovat’ pračku. Úlohu zjednoduš́ıme
tak, že budeme do úvahy brat’ len dva atributy a to cenu a spotrebu. Budeme uvažovat’ množinu
n pračiek, pričom každé dve pračky sa ĺı̌sia aspoň v jednom z atributov. Ako vymysliet’ reláciu
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usporiadania na množine pračiek tak, aby sme ich usporiadali od najlepšej (najvhodneǰsej na
kúpu) po najhoršiu. Ak si označ́ıme cenu i−tej pračky ako Cpi a spotrebu i−tej pračky ako Spi,
tak potom relácia usporiadania môže byt’ daná nasledovne:

pi ⪯ pj ⇐⇒ Cpi ≤ Cpj a Spi ≤ Spj .

Premyslite si, že sú naozaj splnené všetky tri potrebné vlastnosti tejto relácie, aby to mohlo
byt’ usporiadanie. Sú všetky pračky porovnatel’né? Bude ⪯ reláciou usporiadania aj vtedy, ked’ v
množine pračiek aspoň jedna dvojica rôznych pračiek s rovnakou cenou a spotrebou?

Odpoved’ na poslednú otázku je záporná, lebo vlastnost’ antisymetrie by bola porušená, teda
by sa nejednalo o čiastočné usporiadanie. V takomto pŕıpade by sme hovorili o tzv. kvázi-
usporiadańı na množine A, teda o relácii, ktorá je reflex́ıvna a tranzit́ıvna na množine A.
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4 Zobrazenia

Posledným typom relácíı, ktorému sa budeme venovat’, budú zobrazenia. So zobrazeniami na
množine reálnych č́ısel ste sa stretli už na strednej škole.

Defińıcia 55. Binárnu reláciu f ⊆ A×B nazývame zobrazeńım z množiny A do množiny B
vtedy, ked’ o nej plat́ı:

[a, b] ∈ f ∧ [a, c] ∈ f ⇒ b = c.

Poznámka 56. Treba si túto defińıciu dobre premysliet’ a spomenút’ si na vedomosti o funkciách
reálnej premennej zo strednej školy, lebo každá takáto funkcia je zobrazeńım. Zo strednej školy
vieme, že pre každú funkciu plat́ı, že ku každému vzoru existuje maximálne jeden obraz a teda
implikáciu z predošlej defińıcie môžeme preṕısat’ tak, ako ju zrejme pre funkcie už poznáte:

f(a) = b ∧ f(a) = c ⇒ b = c.

Podobne ako pri reláciách má zmysel hovorit’ o definičnom obore D(f) a obore hodnôt H(f),
ktoré sú dané nasledovne:

a ∈ D(f) ⊆ A ⇐⇒ ∃b ∈ B : f(a) = b,

b ∈ H(f) ⊆ B ⇐⇒ ∃a ∈ A : f(a) = b.

Často namiesto zápisov f ⊆ A×B a [a, b] ∈ f, použ́ıvame takéto zápisy f : A → B a f(a) = b,
potom zápis f : A → B znamená, že A = D(f).

Pŕıklad 57. Rozhodnite, ktoré z nasledujúcich relácíı sú zobrazenia:

� P = {[1, 2], [2, 3], [3, 1], [3, 2]},

� R = {[x, y] ∈ R2 : |x|+ |y| = 1},

� S = {[x, y] ∈ R2 : x+ |y| = 1},

� T = {[x, y] ∈ Z2 : |x|+ y = 1}.

Riešenie. Budeme overovat’, či je splnená implikácia z defińıcie zobrazenia.

� P nie je zobrazenie, lebo [3, 1] ∈ P ∧ [3, 2] ∈ P , ale 1 ̸= 2.

� R nie je zobrazenie, lebo [0, 1] ∈ R ∧ [0,−1] ∈ R, ale 1 ̸= −1.

� S nie je zobrazenie, lebo [0, 1] ∈ S ∧ [0,−1] ∈ S, ale 1 ̸= −1.

� Zrejme T je zobrazenie, to znamená, že potrebujeme dokázat’ (presne podl’a defińıcie zob-
razenia), že ak [x, y] ∈ T ∧ [x, z] ∈ T , tak y = z. Nech [x, y] ∈ T ∧ [x, z] ∈ T , potom
|x|+ y = 1 ∧ |x|+ z = 1, potom y = 1− |x| ∧ z = 1− |x|, a teda y = 1− |x| = z ⇒ y = z.

Pŕıklad 58. Ak binárne relácie f, g sú zobrazenia, tak aj f ◦ g je zobrazenie. Dokážte.

Riešenie. Potrebujeme ukázat’ pre l’ubovolné tri prvky a, b, c, že ak [a, b] ∈ f ◦ g a [a, c] ∈ f ◦ g,
tak b = c. Nezabúdame, že skladáme

”
odzadu“. Predpokladajme teda, že [a, b] ∈ f ◦ g a

[a, c] ∈ f ◦ g. Potom ∃d : [a, d] ∈ g ∧ [d, b] ∈ f a ∃e : [a, e] ∈ g ∧ [e, c] ∈ f . Ked’že g je zobrazenie,
tak z [a, d] ∈ g a [a, e] ∈ g vyplýva, že d = e. Dosad́ıme za e−čko d−čko a dostaneme: [d, b] ∈ f
a [d, c] ∈ f . Vzhl’adom k tomu, že aj f je zobrazenie, tak b = c, čo sme mali dokázat’.
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Pŕıklad 59. Zistite, či plat́ı: Ak binárne relácie f, g sú zobrazenia, tak aj f ∪ g je zobrazenie.

Riešenie. Vždy je dobré najskôr vyskúšat’ niekoǩo konkrétnych pŕıkladov. Ak nadobudneme
podozrenie, že tvrdenie neplat́ı, hl’adáme vhodný protipŕıklad, v opačnom pŕıpade skúsime
tvrdenie dokázat’. V tomto pŕıpade stač́ı použit’ zobrazenia f(x) = |x|, g(x) = 1 − |x|
(alebo aj úplne nejaké iné vhodné dve rôzne zobrazenia). Zrejme [0, 1] ∈ g, [0, 0] ∈ f , preto
[0, 1] ∈ f ∪ g∧ [0, 0] ∈ f ∪ g, ale 0 ̸= 1, čo znamená, že sme našli vhodný protipŕıklad, lebo f ∪ g
nie je zobrazenie.

Pŕıklad 60. Zistite, či plat́ı: Ak binárne relácie f, g sú zobrazenia, tak aj f ∩ g je zobrazenie.

Riešenie. Potrebujeme ukázat’, že ak [a, b] ∈ f ∩ g a [a, c] ∈ f ∩ g, tak b = c. Zrejme
tvrdenie plat́ı, tak sa pust́ıme do jeho dokazovania. Nech [a, b] ∈ f ∩ g a [a, c] ∈ f ∩ g. Potom
[a, b] ∈ f ∧ [a, b] ∈ g a [a, c] ∈ f ∧ [a, c] ∈ g. Ked’že f, g sú zobrazenia, tak z [a, b] ∈ g a [a, c] ∈ g
vyplýva, že b = c (to isté plat́ı aj pre dvojice [a, b], [a, c] a zobrazenie f). Preto f ∩ g muśı byt’

tiež zobrazenie.

Defińıcia 61. Nech f : A → B je zobrazenie a M ⊆ A,P ⊆ B.

� Obraz množiny M je množina f(M) ⊆ B daná takto:

f(M) = {b
∣∣ ∃a ∈ M : f(a) = b}.

� Úplný vzor množiny P : je množina f−1(P ) ⊆ A daná takto:

f−1(P ) = {a
∣∣ ∃b ∈ P : f(a) = b}.

Pŕıklad 62. Nech f je zobrazenie na množine R dané predpisom y = x2. Určte
f(⟨−1, 2⟩), f(⟨−1, 1⟩), f(R), f−1(⟨−1, 1⟩), f−1(⟨0, 2⟩), f−1({1}).

Riešenie. Nakresĺıme si obrázok (graf funkcie y = x2) a sledujeme, aké majú obrazy prvky z
množiny na x−ovej osi (v pŕıpade obrazu množ́ın), a naopak sledujeme, kde majú svoje vzory

21



prvky množ́ın z y−ovej osi (v pŕıpade úplného vzoru).

ll

rr dd

Obrázok vl’avo je pomôcka k hl’adaniu f(⟨−1, 2⟩). Ked’že určujeme obraz množiny, tak
množina ⟨−1, 2⟩ je na osi x (vyznačená zelenou), výsledok bude na osi y. Vyberieme l’ubovolný
bod z tejto množiny, napr. x0 a nájdeme jeho obraz. Teda vedieme týmto bodom rovnobežku
s osou y, nájdeme jej priesečńık s grafom funkcie ([x0, y0]) a potom nájdeme y−ovú súradnicu
tohto bodu (y0) a to je obraz x0. Kol’ko obrazov môžeme nájst’ k jednému vzoru? Podobne by
sme našli obrazy ostatných prvov množiny ⟨−1, 2⟩. A zist́ıme, že výsledok je množina ⟨0, 4⟩
(červená úsečka). Ako budeme postupovat’ pri hl’adańı úplného vzoru v úlohe f−1(⟨−1, 1⟩)?
Muśıme si uvedomit’, že hl’adáme vzor, a teda zadaná množina bude na osi y a výsledok na osi
x. Vyznač́ıme si množinu ⟨−1, 1⟩ na os y (zelená úsečka na obrázku vpravo) a vyberieme si na
nej l’ubovolný bod, napr. y. A teraz budeme hl’adat’ jeho vzor. Pozor, vzory budú dva (x1, x2).
Treba si uvedomit’, že k jednému obrazu môžeme nájst’ až nekonečne vel’a vzorov (alebo aj
žiadny). Takto postupne prejdeme celú množinu ⟨−1, 1⟩ a zist́ıme, že f−1(⟨−1, 1⟩) = ⟨−1, 1⟩.
Všimnite si, že f−1(⟨−1, 0)) = ∅.

� f(⟨−1, 2⟩) = ⟨0, 4⟩,

� f(⟨−1, 1⟩) = ⟨0, 1⟩,

� f(R) = ⟨0,∞) (čo je f(R)?),

� f−1(⟨−1, 1⟩) = ⟨−1, 1⟩,

� f−1(⟨0, 2⟩) = ⟨−
√
2,
√
2⟩,

� f−1({1}) = {−1, 1}.

Poslednú úlohu, teda f−1({1}) si dobre premyslite. Študenti si často zamieňajú zmysel zápisov
f−1(x) a f−1({x}). Zrejme f−1({x}) je zápis pre vzor jednoprvkovej množiny {x}, a f−1(x) je
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zápis pre funkčnú hodnotu v bode x inverznej funkcie k funkcii f . Vzor jednoprvkovej množiny
existuje aj napriek tomu, že k funkcii inverzná funkcia neexistuje. Zámenu týchto zápisov bu-
deme trestat’ bodovými stratami.

Pŕıklad 63. Nech f je zobrazenie A do B a A1, A2 ⊆ A. Dokážte, že plat́ı

f(A1 ∩A2) ⊆ f(A1) ∩ f(A2).

Dokážte, že v uvedenom vzt’ahu nie je možné nahradit’ inklúziu rovnost’ou.

Riešenie. Skôr ako začnete tvrdenie dokazovat’, doporučujem vyskúšat’ pre konkrétnu funkciu a
intervaly, napr. f(x) = x2, A1 = ⟨0, 1⟩, A1 = ⟨−1, 0⟩, pŕıpadne vyskúšat’ iné intervaly a funkcie.
A treba si zopakovat’ defińıciu obrazu množiny, teda ak plat́ı, že y ∈ f(A), potom existuje také
x ∈ A, že f(x) = y.

� Dokážeme, že f(A1 ∩A2) ⊆ f(A1)∩ f(A2). Nech y ∈ f(A1 ∩A2) ⇒ ∃x ∈ A1 ∩A2 : f(x) =
y ⇒ ∃x : x ∈ A1 ∧ x ∈ A2 : f(x) = y ⇒ y ∈ f(A1) ∧ y ∈ f(A2) ⇒ y ∈ f(A1) ∩ f(A2).

� Pŕıklad, kde uvedená rovnost’ neplat́ı, ste už isto našli (aspoň t́ı, ktoŕı si vyskúšali pŕıklad
z úvodného doporučenia). Nech f(x) = x2, A1 = ⟨0, 1⟩, A2 = ⟨−1, 0⟩. Potom A1 ∩ A2 =
{0}, A1 = ⟨0, 1⟩, A2 = ⟨0, 1⟩, f(A1 ∩A2) = {0}, f(A1)∩ f(A2) = ⟨0, 1⟩, teda f(A1 ∩A2) ⊆
f(A1) ∩ f(A2), ale f(A1) ∩ f(A2) ̸⊆ f(A1 ∩A2).

Pŕıklad 64. Nech f je zobrazenie A do B a A1 ⊆ A. Dokážte, že plat́ı

A1 ⊆ f−1(f(A1)).

Dokážte, že v uvedenom vzt’ahu nie je možné nahradit’ inklúziu rovnost’ou.

Riešenie. Aj v tomto pŕıpade doporučujem vyskúšat’ pre konkrétnu funkciu a interval, napr.
f(x) = |x|, A1 = ⟨0, 1⟩, pŕıpadne vyskúšat’ iné intervaly a funkcie. Najskôr dokážeme inklúziu
A1 ⊆ f−1(f(A1)). Nech x ∈ A1 ⇒ ∃y ∈ f(A1) : f(x) = y ⇒ x ∈ f−1(f(A1)). Pŕıklad,
kde opačná inklúzia neplat́ı, sme už našli v úvode, teda f(x) = |x|, A1 = ⟨0, 1⟩. Zrejme
f(A1) = ⟨0, 1⟩, f−1(f(A1)) = ⟨−1, 1⟩. Teda f−1(f(A1)) ̸⊆ A1.
Skúste si premysliet’, aká vlastnost’ zobrazenia (v oboch predošlých pŕıkladoch) by nám zaručila
rovnost’ množ́ın. Možno vám pomôže nasledujúca defińıcia.

Defińıcia 65. Ak o zobrazeńı f plat́ı

∀a, b ∈ D(f) : a ̸= b ⇒ f(a) ̸= f(b),

hovoŕıme, že je prosté, alebo injekcia.
Nech f ⊆ A×B. Ak plat́ı, že H(f) = B hovoŕıme, že f je zobrazenie na množinu B, alebo, že
f je surjekcia.
Prosté zobrazenie množiny A na množinu B nazývame vzájomne jednoznačným zobra-
zeńım A na B alebo bijekciou A na B.

Poznámka 66. Inými slovami, bijekcia A na B je také zobrazenie, ktoré je injekciou a surjek-
ciou zároveň. Premyslite si, že každé prosté zobrazenie je bijekciou svojho definičného oboru na
svoj obor hodnôt.

Pŕıklad 67. Dokážte, že ak binárna relácia f z A do B je prosté zobrazenie, tak inverzná
relácia f−1 je tiež zobrazenie (z B do A).
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Riešenie. Potrebujeme dokázat’, že ak f−1(c) = a a f−1(c) = b, tak a = b, samozrejme pre
l’ubovolnú trojicu a, b, c a za predpokladu, že f je prosté zobrazenie. Teda nech f−1(c) = a a
f−1(c) = b. To ale znamená, že f(a) = c a f(b) = c, teda f(a) = f(b). Všimnime si teraz
defińıciu prostého zobrazenia:

∀a, b ∈ D(f) : a ̸= b ⇒ f(a) ̸= f(b).

Jedná sa o implikáciu, vieme, že jej obmenená implikácia je s ňou ekvivalentná, teda plat́ı aj

∀a, b ∈ D(f) : f(a) = f(b) ⇒ a = b.

Ked’ toto priamo použijeme v našom dôkaze, tak automaticky dostaneme to želané a = b.
Pomocou zobrazeńı sme schopńı porovnávat’ množiny, samozrejme nie pomocou l’ubovolných

zobrazeńı, ale pomocou takých, ktoré majú pekné vlastnosti.

Defińıcia 68. Ak existuje bijekcia množiny A na množinu B hovoŕıme, že množina A je ekvi-
valentná s množinou B a ṕı̌seme A ∼ B.

Asi nikoho neprekvaṕı nasledujúce tvrdenie.

Veta 69. Pre l’ubovol’né množiny A,B,C plat́ı

� A ∼ A,

� A ∼ B ⇒ B ∼ A,

� A ∼ B ∧B ∼ C ⇒ A ∼ C.

Množiny rozlǐsujeme podl’a počtu prvkov nasledovne:

� konečné množiny,

� nekonečné množiny

– spoč́ıtatel’né,

– nespoč́ıtatel’né.

Práve vd’aka relácii ∼ z defińıcie 68. budeme vediet’ odĺı̌sit’ spoč́ıtatel’né a nespoč́ıtatel’né
množiny. Nech M je nekonečná množina. Ak existuje bijekcia medzi množinou M a množinou
prir. č́ısel, tak M je spoč́ıtatel’ná. V opačnom pŕıpade je nespoč́ıtatel’ná. Čo znamená, že
existuje bijekcia medzi danou množinou a množinou prirodzených č́ısel? To znamená, že
prvky danej množiny vieme usporiadat’ do nekonečnej postupnosti, teda oč́ıslovat’ jej prvky
prirodzenými č́ıslami. Zrejme množina prirodzených č́ısel je spoč́ıtatel’ná. Množina celých č́ısel
je tiež spoč́ıtatel’ná, vieme ju totiž vhodne usporiadat’: 0, 1,−1, 2,−2, . . . , n,−n, . . . . Premyslite
si, prečo celé č́ısla nemôžeme usporiadt’ tak, že najskôr zoberieme všetky kladné a potom
záporné (pŕıpadne naopak). Prinćıp usporiadania racionálnych č́ısel vid́ıme v nasledujúcich
dvoch obrázkoch (najskôr len pre kladné racionálne č́ısla, potom pre všetky). V prvom riadku
je čitatel’ vždy 1, menovatele postupne rastú, v n−tom riadku sú všetky čitatele n a menovatele
znovu postupne rastú. Zorad’ujeme po diagonálach, ako je to vyznačené. Všimnite si, že č́ısla
na diagonále majú súčet čitatel’a a menovatel’a rovnaký.
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Ako je to s množinou reálnych č́ısel? Tá je nespoč́ıtatel’ná. Toto tvrdenie dokázal významný
nemecký matematik a logik Georg Cantor. Najskôr dokážeme, že interval (0, 1) je ne-
spoč́ıtatel’ná množina. Dôkaz urob́ıme sporom, teda budeme predpokladat’, že interval (0, 1)
je spoč́ıtatel’ná množina. To znamená, že všetky č́ısla z tohto intervalu vieme zaṕısat’ do postup-
nosti r1, r2, . . . , rn, . . . . Tieto č́ısla vieme zaṕısat’ v desatinnom rozvoji a môžeme ich zoradit’

napr. takto:
r1 = 0.4628473 . . .

r2 = 0.5731694 . . .

r3 = 0.9856346 . . .

r4 = 0.5175944 . . .

r5 = 0.1543646 . . .

r6 = 0.5437825 . . .

r7 = 0.7589347 . . .

. . . . . . . . . ,

pričom nemusia byt’ usporiadané v prirodzenom usporiadańı (teda napr. vzostupne). Teraz
urob́ıme takýto umelý krok. Všimneme si červené cifry na diagonále:

r1 = 0.4628473 . . .

r2 = 0.5731694 . . .

r3 = 0.9856346 . . .

r4 = 0.5175944 . . .

r5 = 0.1543646 . . .

r6 = 0.5437825 . . .
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r7 = 0.7589347 . . .

. . . . . . . . . ,

a vyrob́ıme z nich nové č́ıslo z intervalu (0, 1) tak, že za desatinnú čiarku zaṕı̌seme
”
červenú

cifru“ z č́ısla rk na k–te miesto a dostaneme č́ıslo

0.4755627 . . . .

V tomto novom č́ısle urob́ıme ešte dôležité úpravy. Všetky dvojky preṕı̌seme na pät’ky a zvyšné
cifry preṕı̌seme na dvojky. Teda v našom pŕıpade dostaneme č́ıslo

0.2222252 . . . .

Aké č́ıslo sme vyrobili? Je niekde medzi č́ıslami ri, ktoré máme usporiadané do postupnosti?
Vd’aka tejto konštrukcii vid́ıme, že naše č́ıslo sa s každým č́ıslom ri ĺı̌si v i–tej cifre za desatin-
nou čiarkou. Ale my sme predpokladali, že v uvedenej postupnosti sú všetky č́ısla z intervalu
(0, 1). Teda sme sa dopracovali k sporu s tým, že interval (0, 1) je spoč́ıtatel’ná množina. Teraz
už vieme, že množina (0, 1) je nespoč́ıtatel’ná a teda aj množina R je nespoč́ıtatel’ná. (Až na
drobný technický detail s rozvojom . . . 9, ktorý pre dosiahnutie jednoznačnosti zápisu v našej
postupnosti preferujeme nad konečným rozvojom takého č́ısla. Teda namiesto 0.125 budeme
ṕısat’ 0.1249. Ďalej, cifry 2 a 5, pomocou ktorých sme naše nové č́ıslo vyrobili, môžeme vybrat’

aj iné, premyslite si, či tento výber môže byt’ l’ubovolný.)

Tento pekný dôkaz má aj svoj názov, je to Cantorova diagonálna metóda. Je to metóda,
ktorá sa hojne použ́ıva v teoretickej informatike. Dá sa povedat’, že Cantor predstihol dobu,
jeho výsledky totiž mnoh́ı matematici v tej dobe nechceli prijat’.

Otázky na premyslenie:

� Asi ste si všimli,že zlomky na predchádzajúcich dvoch obrázkoch sa opakujú (je tam napr.
1
2 ,

2
4 atd’). Prečo to nemá žiaden vplyv na dôkaz toho, že množina Q je spoč́ıtatel’ná?

� Nech A,B sú spoč́ıtatel’né množiny. Aká bude množina A×B?

� Nech A,B,C sú spoč́ıtatel’né množiny. Aká bude množina A×B × C?

� Nech M je množina všetkých nekonečných postupnost́ı z núl a jedničiek. Je množina M
spoč́ıtatel’ná?
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5 Úlohy na precvičenie

5.1 Relácie

1. Relácie R,S sú dané vymenovańım takto:

R = {[1, 1], [1, 2], [1, 3], [2, 1], [2, 2]}, S = {[2, 1], [2, 2], [2, 3], [3, 1], [3, 2], [4, 1]}.

Určte: R ◦ S, S ◦R, R−1, S−1, R−1 ◦ S−1, (R ◦ S)−1 , (S ◦R)−1 .
Výsledky: R ◦ S = {[2, 1], [2, 2], [2, 3], [3, 1], [3, 2], [3, 3], [4, 1], [4, 2], [4, 3]},

S ◦ R = {[1, 1], [1, 2], [1, 3], [2, 1], [2, 2], [2, 3]}, R−1 = {[1, 1], [2, 1], [3, 1], [1, 2], [2, 2]},

S−1 = {[1, 2], [2, 2], [3, 2], [1, 3][2, 3], [1, 4]},

(R ◦ S)−1 = {[1, 2], [2, 2], [3, 2], [1, 3], [2, 3], [3, 3], [1, 4], [2, 4], [3, 4]},

(S ◦ R)−1 = {[1, 1], [2, 1], [3, 1], [1, 2], [2, 2], [3, 2]}, R−1 ◦ S−1 = (S ◦ R)−1.

2. Nech A = {n ∈ N : n ≤ 10}, B = {m ∈ N : m ≤ 12}, R = {[m,n] ∈ A × B : n = 3m},
S = {[m,n] ∈ B × A : m − n = 2}. Zaṕı̌ste relácie R,S vymenovańım prvkov. Zostrojte
grafy relácíı R,S. Určte relácie R ◦ S, S ◦R,R−1, S−1.
Výsledky: R = {[1, 3], [2, 6], [3, 9], [4, 12]}, S = {[3, 1], [4, 2], [5, 3] . . . [11, 9], [12, 10]},

R ◦ S = {[3, 3], [4, 6], [5, 9], [6, 12]}, S ◦ R = {[1, 1], [2, 4], [3, 7], [4, 10]},

R−1 = {[3, 1], [6, 2], [9, 3], [12, 4]}, S−1 = {[1, 3], [2, 4], [3, 5] . . . [9, 11], [10, 12]}.

3. Nech R = {[x, y] ∈ R2 : y = 2x}, S = {[x, y] ∈ R2 : x2 = y}, T = {[x, y] ∈ R2 : y =
√
x}.

Zostrojte karteziánske grafy relácíı R,S, T. Určte relácie R◦S, S◦R,S◦T,R◦T, T ◦R, T ◦S.
Zostrojte grafy relácíı R ◦ S, S ◦R,S ◦ T,R ◦ T, T ◦R, T ◦ S.
Výsledky: R ◦ S = {[x, y] ∈ R × R+

0 : y = 2x2}, S ◦ R = {[x, y] ∈ R × R+
0 : y = 4x2}, S ◦ T = {[x, y] ∈ R+

0 × R+
0 : y = x}, T ◦ S =

{[x, y] ∈ R × R+
0 : y = |x|}, T ◦ R = {[x, y] ∈ R+

0 × R+
0 : y =

√
2x}, R ◦ T = {[x, y] ∈ R+

0 × R+
0 : y = 2

√
x}

4. Na množine M = {1, 2, 3, 4} určte vymenovańım reláciu, ktorá je

(a) symetrická, reflex́ıvna, ale nie je tranzit́ıvna,

(b) reflex́ıvna a tranzit́ıvna, ale nie je symetrická,

(c) tranzit́ıvna, ale nie je reflex́ıvna, ani ireflex́ıvna,

(d) tranzit́ıvna, ale nie je symetrická, ani antisymetrická.

Výsledky:

a) napr. Ra = {[1, 1], [2, 2], [3, 3], [4, 4], [1, 2], [2, 1], [1, 3], [3, 1]},

b) napr. Rb = {[1, 1], [2, 2], [3, 3], [4, 4], [1, 2]},

c) napr. Rc = {[1, 1]},

d) napr. Rd = {[1, 1], [2, 2], [1, 2], [2, 1], [4, 3]}.

5. Nech R = {(1, 3), (2, 3), (3, 4), (3, 1), (4, 2)}. Nájdite R+.
Výsledky: R+ = {1, 2, 3, 4} × {1, 2, 3, 4}.

6. Nájdite reláciu S, pre ktorú plat́ı S+ ̸= S.
Výsledky: napr. S = {[1, 2], [2, 1]}.

7. Nájdite reláciu S, pre ktorú plat́ı S+ = S.
Výsledky: napr. S = {[1, 2]}.

8. Nájdite tranzit́ıvnu reláciu R, pre ktorú plat́ı R ◦R ̸= R.
Výsledky: napr. R = {[1, 2]}.
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9. Nájdite neprázdnu tranzit́ıvnu reláciu R, pre ktorú plat́ı R ◦R = ∅.
Výsledky: napr. R = {[1, 2]}.

10. Dokážte, že pre l’ubovolné relácie plat́ı:

(a) R ◦ (S1 ∪ S2) = R ◦ S1 ∪R ◦ S2,

(b) (R ◦ S)−1 = S−1 ◦R−1,

(c) (R \ S)−1 = R−1 \ S−1,

(d) (R̄)−1 = R−1, (R−1)−1 = R,

(e) * R ◦ (
⋃

i∈I Si) =
⋃

i∈I R ◦ Si), (
⋃

i∈I Ri)
−1 =

⋃
i∈I R

−1
i .

11. Dokážte, že pre l’ubovolné relácie plat́ı:

(a) R ◦ (S1 ∩ S2) ⊆ R ◦ S1 ∩R ◦ S2,

(b) (S1 ∩ S2) ◦R ⊆ S1 ◦R ∩ S2 ◦R,

(c) R ◦ S1 \R ◦ S2 ⊆ R ◦ (S1 \ S2).

Dokážte, že v uvedených vzt’ahoch nie je možné nahradit’ inklúziu rovnost’ou.

12. Načrtnite grafy relácíı:

(a) R = {[x, y] ∈ R2 : 1 ≤ x+ y ≤ 5},
(b) S = {[x, y] ∈ R2 : 4 ≤ x2 + y2 ≤ 16},
(c) R = {[x, y] ∈ R2 : |x+ y| ≤ 3}.

Výsledky:

a) priamky y = 5 − x, y = 1 − x a celý pás medzi nimi,

a) medzikružie vrátane kružńıc x2 + y2 = 4, x2 + y2 = 16,

b) priamky y = 3 − x, y = −3 − x a celý pás medzi nimi.

13. * Určte vymenovańım reláciu:
R = {[x, y] ∈ Z2 : |x− 2|+ |y + 1| = 5}.

14. * Určte prvý a druhý obor relácie:

(a) R = {[x, y] ∈ R2 : x2 − 2x+ y2 + xy = 20},
(b) S = {[x, y] ∈ Z2 : xy + 3x+ y2 + 6y + 9 = 5},
(c) R = {[x, y] ∈ Z2 : x+ 1 > y > x2 + 2x− 1}.

15. * Relácia je cyklická, ak aRb a bRc implikuje cRa. Dokažte, že relácia je reflex́ıvna a
cyklická ⇐⇒ je reflex́ıvna, symetrická a tranzit́ıvna.

5.2 Relácia ekvivalencie, rozklady, relácia usporiadania

1. Určte vymenovańım všetky rozklady množiny {1, 2, 3, 4}.
Výsledky: Všetkých možnost́ı je 15, treba si ich systematicky vyṕısat’.

Sú to napr. {{1}, {2}, {3}, {4}}, {{1, 2}, {3}, {4}}, . . . , {{1, 2, 3, 4}},

2. Nájdite aspoň tri rôzne rozklady množiny Z.
Výsledky: Napr. {{0}, {m ∈ Z : m > 0}, {m ∈ Z : m < 0}}, {{2m : m ∈ Z}, {2m + 1: m ∈ Z}}, {{3m : m ∈ Z}, {3m + 1: m ∈

Z}, {3m + 2: m ∈ Z}}.
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3. Naṕı̌ste relácie ekvivalencie k nasledujúcim rozkladom

(a) S1 = {a, b, c, d},
(b) S1 = {{a}, {b, c}, {d}},
(c) S1 = {{a}, {b}, {c}, {d}}.

Výsledky:

a) R1 = {a, b, c, d}2,

b) R1 = {[a, a], [b, b], [c, c], [d, d], [b, c], [c, b]},

c) R1 = {[a, a], [b, b], [c, c], [d, d]}.

4. Na množine M = {1, 2, 3, 4} je daná relácia R = {[1, 1], [1, 2], [2, 1], [2, 2], [2, 3], [3, 2], [3, 3]}.
Je relácia R reláciou ekvivalencie? V pŕıpade kladnej odpovede nájdite rozklad, ktorý ekvi-
valencia určuje. V pŕıpade zápornej odpovede určte jej reflex́ıvny, symetrický a tranzit́ıvny
uzáver.
Výsledky: R nie je relácia ekvivalencie, nie je reflex́ıvna ani tranzit́ıvna.

ϱ(R) = {[1, 1], [1, 2], [2, 1], [2, 2], [2, 3], [3, 2], [3, 3], [4, 4]},

R+ = {[1, 1], [1, 2], [2, 1], [2, 2], [2, 3], [3, 2], [3, 3], [1, 3], [3, 1]},

symetrický uzáver je totožný s R.

5. Zistite, ktoré z nasledujúcich relácíı sú ekvivalencie na množině R.

(a) R1 = {[x, y] ∈ R2 : x
y = 1},

(b) R2 = {[x, y] ∈ R2 : |x− y| ≤ 1},
(c) R3 = {[x, y] ∈ R2 : |x| = |y|},
(d) R4 = {[x, y] ∈ R2 : x3 = y3}.

Výsledky:

a) nie je relácia ekvivalencie, je porušená reflex́ıvnost’,

b) nie je relácia ekvivalencie, je porušená tranzit́ıvnost’,

c) je relácia ekvivalencie,

d) je relácia ekvivalencie.

6. Na množine N definujeme relácie:

(a) mR1n ⇐⇒ dekadický zápis č́ısla m má taký istý počet platných cifier ako dekadický
zápis č́ısla n;

(b) mR2n ⇐⇒ č́ıslo m má taký istý ciferný súčet ako č́ıslo n.

Dokážte, že R1, R2 sú relácie ekvivalencie a nájdite triedy rozkladov daných ekvivalenciami
R1, R2.

7. Na množine Z× N+ je daná relácia nasledovne:

[m,n] ∼ [m′, n′] ⇐⇒ m.n′ = m′.n.

(a) Dokážte, že ∼ je reláciou ekvivalencie.

(b) Kedy dva zlomky patria do tej istej triedy rozkladu daného reláciou ∼?

8. Na množine N× N je daná relácia ∼ nasledovne:

[a, b] ∼ [c, d] ⇐⇒ a+ d = b+ c.
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(a) Dokážte, že ∼ je na N× N reláciou ekvivalencie.

(b) Kedy dve usporiadané dvojice patria do tej istej triedy rozkladu daného reláciou ∼
?

9. Na množine Z je daná relácia ≡ nasledovne:

a ≡ b ⇐⇒ 5|(a− b).

Je ≡ relácia ekvivalencie na Z? Ak áno, nájdite rozklad množiny Z daný touto reláciou a
pŕıslušnú faktorovú množinu.
Výsledky: ≡ je relácia ekvivalencie, rozklad má 5 tried a Z/≡ = {0, 1, 2, 3, 4}.

10. Na množine prirodzených č́ısel (v tejto úlohe budeme aj nulu považovat’ za prir. č́ıslo) je
daná relácia ∼ nasledovne:

a ∼ b ⇐⇒ 4|(a− b).

Určte faktorovú množinu N/ ∼ .
Výsledky: N/≡ = {0, 1, 2, 3}.

11. Na množine {0, 1, 2, . . . , 9} je daná relácia ∼ nasledovne:

a ∼ b ⇐⇒ 10a+ b je prvoč́ıslo.

Zistite, či ∼ je reláciou ekvivalencie na množine {0, 1, 2, . . . , 9}, v pŕıpade kladnej odpovede
nájdite jej rozklad.
Výsledky: Nie je to relácia ekvivalencie, je porušená napr. reflex́ıvnost’. Doporučujem nájst’ prvok, pre ktorý reflex́ıvnost’ neplat́ı a

zistit’, či zvyšné dve vlastnosti platia.

12. Na množine prirodzených č́ısel je daná relácia ∼ nasledovne:

a ∼ b ⇐⇒ a+ b je prvoč́ıslo.

Zistite, či ∼ je relácia ekvivalencie na množine prirodzených č́ısel, v pŕıpade kladnej od-
povede nájdite jej rozklad.
Výsledky: Nie je to relácia ekvivalencie, je porušená napr. reflex́ıvnost’. Doporučujem nájst’ prvok, pre ktorý reflex́ıvnost’ neplat́ı a

zistit’, či zvyšné dve vlastnosti platia.

13. NechX = {1, 2, 3}, Y = {1, 2, 3, 4}. Na množine P(Y )\P(X) je daná relácia ∼ nasledovne:

A ∼ B ⇐⇒ A ⊆ B.

Ukážte, že relácia ∼ je na možine P(Y ) \ P(X) reláciou usporiadania.

14. Nech X je l’ubovolná neprázdna množina. Na jej potenčnej množine P (X) je daná relácia
∼ nasledovne:

A ∼ B ⇐⇒ A ⊆ B.

Zistite, či ∼ je reláciou ekvivalencie alebo usporiadania na množine P (X).
Výsledky: Nie je to relácia ekvivalencie, je porušená symetria. Je to relácia usporiadania.

15. Nech X je l’ubovolná neprázdna množina. Na jej potenčnej množine P (X) je daná relácia
∼ nasledovne:

A ∼ B ⇐⇒ A ∩B ̸= ∅.

Zistite, či ∼ je relácia ekvivalencie alebo usporiadania na množine P (X).
Výsledky: Nie je to relácia ekvivalencie ani relácia usporiadania, je porušená reflexivita.
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16. Nech X je l’ubovolná neprázdna množina. Na jej potenčnej množine P (X) je daná relácia
∼ nasledovne:

A ∼ B ⇐⇒ A \B = ∅.

Zistite, či ∼ je relácia ekvivalencie alebo usporiadania na množine P (X).
Výsledky: Nie je to relácia ekvivalencie, je porušená symetria. Je to relácia usporiadania.

17. Na množine všetkých studentov prvého ročńıka FIT-u VUT v Brne definujeme reláciu ∼
nasledovne:
ŠtudentX je v relácii ∼ so študentom Y , práve vtedy ked’ majú rovnaké krstné meno alebo
priezvisko. Zistite, či ∼ je relácia ekvivalencie alebo usporiadania na množine všetkých
študentov prvého ročńıka FIT-u VUT v Brne.
Výsledky: Nie je to relácia ekvivalencie ani relácia usporiadania, je porušená tranzitivita.

18. Nech A = {−5,−4, . . . , 4, 5}, B = {0, 1, 2, 3, 4, 5} a nech zobrazenie f : A → B je dané
predpisom f(x) = |x|. Reláciu ∼ definujeme podmienkou:

a ∼ b ⇐⇒ f(a) = f(b).

Dokážte, že ∼ je relácia ekvivalencie a určte faktorovú množinu A/∼.

19. Rozhodnite o pravdivosti tvrdenia: Necht E je relácia ekvivalencie. Potom relácia E−1 je
tiež relácia ekvivalencie. Svoju odpoved’ zdôvodnite.
Výsledky: Tvrdenie plat́ı.

20. Rozhodnite o pravdivosti tvrdenia: Nech E1, E2 sú relácie ekvivalencie na tej istej množine.
Potom relácia E1 ◦ E2 je tiež relácia ekvivalencie. Svoju odpoved’ zdôvodnite.
Výsledky: Tvrdenie neplat́ı, je porušeá napr. symetria.

21. Rozhodnite o pravdivosti tvrdenia: Nech R1, R2 sú relácie usporiadania na tej istej
množine. Potom relácia R1 ◦R2 je tiež relácia usporiadania. Svoju odpoved’ zdôvodnite.
Výsledky: Tvrdenie neplat́ı, je porušeá napr. antisymetria.

5.3 Zobrazenia

1. Rozhodnite, ktoré z nasledujúcich relácíı sú zobrazenia:

(a) R1 = {[∗, ◦], [◦, ∗], [♡, ∗], [♠,♡], [◦,♡]},
(b) R2 = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 = 1},
(c) R3 = {[x, y] ∈ R2 : x+ y4 = 1},
(d) R4 = {[x, y] ∈ Z2 : x2 + y = 1}.

Výsledky: a)-c) nie sú zobrazenia (treba zdôvodnit’), d) je zobrazenie (treba dokázat’.)

2. Nech f je zobrazenie na množine R dané predpisom y = x2 − 1. Určte
f(⟨−1, 2)), f(⟨−1, 1⟩), f(R), f−1(⟨−1, 1⟩), f−1(⟨0, 2⟩).
Výsledky: f(⟨−1, 2)) = ⟨−1, 3), f(⟨−1, 1⟩) = ⟨−1, 0⟩, f(R) = ⟨−1,∞), f−1(⟨−1, 1⟩) = ⟨−

√
2,

√
2⟩,

f−1(⟨0, 2⟩) = ⟨−
√
3,−1⟩ ∪ ⟨1,

√
3⟩.

3. Určte všetky bijekcie množiny A = {1, 2, 3} na množinu {a, b, c}. Výsledky: všetkých bijekcíı je 3! = 6,

jedna z ich je napr. {[1, a], [2, b], [3, c]}, ostatné si skúste systematicky vyṕısat’.

4. Nech f je zobrazenie A do B a A1, A2 ⊆ A,B1, B2 ⊆ B. Dokážte, že plat́ı
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(a) f(A1 ∪A2) = f(A1) ∪ f(A2),

(b) f−1(B1 ∪B2) = f−1(B1) ∪ f−1(B2),

(c) f−1(B1 ∩B2) = f−1(B1) ∩ f−1(B2),

(d) f−1(B1 −B2) = f−1(B1)− f−1(B2).

5. Nech f je zobrazenie A do B a A1, A2 ⊆ A. Dokážte, že plat́ı

f(A1)− f(A2) ⊆ f(A1 −A2).

Dokážte, že v uvedenom vzt’ahu nie je možné nahradit’ inklúziu rovnost’ou.

6. * Nech f : A → B, g : B → C. Dokážte, že:

(a) ak g ◦ f je injekcia, tak i f je injekcia,

(b) ak g ◦ f je surjekcia na C, tak i g je surjekcia na C,

(c) ak g, f sú injekcie, tak i g ◦ f je injekcia,

(d) ak g, f sú surjekcie (na B, resp. na C), tak i g ◦ f je surjekcia (na B, resp. na C).

32


