1 BINARNE RELACIE

Medzi zédkladné matematické pojmy patria reldcie. Zaroven je to pojem, s ktorym sa velmi rychlo
stretne kazdy informatik, najméa pri studiu dat a databdz. Su vsak aj iné oblasti informatiky,
kde sa reldcie vyskytuji. NajcastejSie sa budete stretdvat s bindrnymi reldciami, a preto sa v
tomto texte na ne zameriame.

Definicia 1. Binarnou relaciou z mnoZiny A do mnoziny B nazyvame kazZdi podmnozinu R
kartezianskeho sucinu A x B. Ak A = B, hovorime o bindrnej reldcii na mnoZine A. Ak R je
reldcia, piseme aRb alebo [a,b] € R, ¢itame: prvok a je v reldacii R s prvkom b.

Binédrna reldcia z mnoziny A do mnoziny B je teda mnoZina, ktord obsahuje niekolko (aj
nula) usporiadanych dvojic, ktorych prvé zlozka je z mnoziny A a druhd zlozka je z mnoziny
B. V tomto texte sa budeme venovaf iba bindrnym reldcidm, preto slovo bindrna mozeme
vynechat a d'alej hovorit iba o reldcii.

Definicia 2. Nech R je bindrna reldcia z mnozZiny A do mnozZiny B. Definiénym oborom
(prvgm oborom) nazgvame mnozinu D(R), ktord je dand takto:

a€ D(R)C A < 3Jbe B: aRb.
Obor hodnét (druhy obor) reldcie R je mnozina H(R) dand takto:

be H(R)C B <= Ja € A: aRb.

Oba pojmy si vysvetlime na jednoduchom priklade.

Priklad 3. Nech R = {[0,2],[0,1],[1,1],[1,2],[1,3],[2,3],[3,3],[3,2]} je relicia na mnoZine
A=1{0,1,2,3}. Urcte D(R), H(R).

RieSenie. Aplikovanim predchadzajicej definicie (D(R) je mnozina, ktora obsahuje prvé zlozky
usporiadnych dvojic a H(R) obsahuje druhé zlozky tychto usporiadanych dvojic) dostavame:

D(R) ={0,1,2,3}, H(R) = {1,2,3}.

Vzhladom k tomu, Ze kazda reldcia je mnozina, tak podobne ako mnoZiny, aj reldcie moézu
byt zadédvané vymenovanim prvkov (ako v predchadzajicom priklade), alebo ako obor nejakej
vyrokovej formy, ¢o si ukdzeme v nasledujicom priklade.

Priklad 4. Nech A = {m € N:m < 10}, B = {n € N:n < 12}, R = {[m,n] € A x B:
m =n}, S ={[m,n] € Ax B: m = 2n}. Zapiste relacie R, S vymenovanim prvkov. Urcte

D(R),D(S),H(R),H(S).

RiesSenie. Zrejme pre mnoziny A, B plati
e A=1{1,2,...,10},
e B={1,2,...,12}.

Pri urcovani prvkov relécie R si treba uvedomit, ze D(R) C A, H(R) C B a samozrejme treba
vyuzit vedomosti o mnozindch. Napriklad dvojica [1,1] € R,lebo1 € A A 1€ B A 1= 1.
Naopak, dvojica [11,11] € R, lebo 11 ¢ A. Podobne treba postupovat aj pripade reldcie S.
Potom



e R=1{[1,1],[2,2],[3,3],[4,4],...,[10,10]},
o S=1{[21],[4,2],[6,3],[8,4],[10,5]}.
Pre defini¢né obory a obory hodnot plati
e D(R)=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10},
e H(R)=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10},
e D(S)=1{2,4,6,8,10},
o H(S)=1{1,2,3,4,5}.

Pre koneéné reldcie mame aj iné moznosti ako ich zadavat. Kazdi koneént reldciu mozeme
zadat tabulkou. Postup si vysvetlime v nasledujtiicom priklade.

Priklad 5. Nech R = {[0,0],[0,1],[1,1],[1,2],[1,3],[2,3],[3,3],[3,2]} je relicia na mnozine
A = {0,1,2,3}. Tabulku reldcie R vyplnime takto: Do zdhlavi (aj do riadku, aj do stlbca)
vypiseme vietky proky mnoziny A. Usporiadané dvojice, ktoré do reldcie R patria, budi mat v
tabulke priradenii hodnotu 1, ostatné dvojice 0. Konkrétne, ak napr. dvojica [1,2] € R, tak hod-
nota v riadku, v ktorom je v zdhlavi prvd zlozka (prvd zloZka je 1) a stl/pci, v ktorom je v zdhlavi
druhd zlozka (druhd zlozka je 2) je 1 (v tabulke je zvijraznend cervenou farbou). Napriklad dvo-
jica [2,1] € R, preto hodnota v prislusnom policku je O (v tabulke je zvijraznend modrou farbou,).
Potom vijslednd tabulka je:

R0 1 2 3

0|1 1 0 0
110 1 1 1
210 0 0 1
310 0 1 1

Velmi peknou metédou zobrazenia reldcii je grafové interpretdcia. Pre reldciu z
predchadzajuceho prikladu zostavime graf nasledovne.

e Vyznacime prvky mnoziny A ako body (plné kruzky).

e Ak napr. [0, 1] € R, tak nakreslime orientovani hranu so zac¢iatkom v bode 0 a koncom v

bode 1. 1
"

e Pre dvojice s rovnakou prvou a druhou zlozkou kreslime orientované slucky (orientovana
hrana za¢ina aj kon¢i v tom istom bode).
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Takto zakreslujeme vsetky usporiadané dvojice, vysledny graf reldcie R je v nasledujticom
obrazku:



Priklad 6. Nech
R = {[172]7 [273]’ [173]7 [2’4]}’5 = {[272]7 [573]’ [175]7 [3’4]7 [1’ 7]}
Uréte D(R),H(R),D(S),H(S),RUS,RNS,R\ S.

RiesSenie. Znovu aplikujeme definiciu definicného oboru a oboru hodnét, v poslednych troch

¢astiach si sta¢i uvedomit, Ze pracujeme s mnozinami.
o R) - {17 2}7
R) ={2,3,4},

D(
H(
e D(S)=11,2,3,5},
H(S)={2,3,4,5,7},
o RUS ={[1,2],(2,3],[L,3],[2,4],[2.2], 53], [L,5], [3,4], [1, 7]},
e« RNS=0,R\S=1{[1,2],[2,3],[1,3],[2 4]}.

Tento priklad nédzorne ukazuje, ze ak R, S su reldcie, tak aj RUS, RN S, R\ S su reldcie, teda
mnoziny, ktorych prvky su tiez usporiadané dvojice.

Definicia 7. Nech R je reldcia na mnoZine A, tak aj R = A?\ R je reldcia na A. Hovorime,
Ze R je doplnkovou (komplementdrnou) reldciou k reldcii R na mnozine A.

Priklad 8. Nech R = {[0,0],[0,1],[1,1],[1,2],[1,3],[2,3],[3,3],[3,2]} je reldcia na mnozine
A=10,1,2,3}. Uréte R a vyplite tabulku reldcie R.

RieSenie. Treba si uvedomit, Ze tabulky povodnej a doplnkovej reldcie st dudlne. Dudlne v tom
zmysle, ze tam, kde mé poévodna relacia 1, doplnkova mé 0 a naopak. Preto asi najrychlejsia
cesta k néjdeniu doplnkovej reldcie, je prave pomocou tabulky. Premyslite si postup pri grafovej
interpretacii danej relacie.

w N~ O
S O O O
S O = ==
= O = O
=== Ol W
w N = o
— = = OO
_ =0 O
S = O N
O OO W

Teda R = {[0,2],0,3],[1,0],[2,0],[2,1],[2,2],[3,0], 3, 1]}.

Definicia 9. Identickou (diagondinou) reliciou na mnozine A nazgvame reldciu
Ayg={[a,a]: a € A}.

Poznamka 10. Ked si predstavime tabulku takejto reldcie, tak na diagondle md iba jednicky,
v ostatnyjch polickach tabulky si iba nuly. Ako bude vyzerat graf takejto reldcie?



Definicia 11. Nech R je reldcia. Reldciu R~ = {[b,a]: [a,b] € R} nazgvame inverzna reldcia
k R.

Poznamka 12. Inverzni reldciu dostaneme jednoduchou vymenou prvej a druhej zloZky v uspo-
riadanych dvojiciach povodnej reldcie.

Priklad 13. Nech R ={[1,2],(2,3],[1,3],([2,4]}. Uréte R™* a (R™)".
RiesSenie. Zrejme
o RV = {(2,1],03,2],[3,1],[4,2]}.
o (R ={[1,2],(2,3],[1,3],[2,4]} = R.
Véimnime si, ze (R~')~! = R. Toto nie je ndhoda.
Veta 14. Pre lubovolnii reldciu plati (R~1)~' = R.

Dékaz. Nakolko sa jednd o rovnost dvoch mnozin, bude mat dokaz dve ¢asti. Potrebujeme
dokazat, ze (R™1)"' C R, aj R C (R™!)~!. Treba mysliet na to, Ze prvkami reldcii si usporia-
dané dvojice.

Nech [x,y] € R, potom [y,z] € R~!, ale potom [z, y] € (R~1)~!. Formélne zapisujeme takto:

[,y € R= [y,2] € R™' = [z,y] € (R™1)7L.

Naopak, nech [z,y] € (R™!)™!, potom [y,z] € R™! a potom [z,y] € R. Formalne zapisujeme
takto:
[,y € (R = [y,2l e R = [z,y] € R.

Poznamka 15. Tento dokaz nebolo nutné robit v dvoch krokoch, nakolko vsetky implikdcie v
prvej (a samozrejme aj v druhej) casti sa daji prepisat na ekvivalencie.

Definicia 16. Nech R, S si reldcie. Reldciu
Ro S ={|a, cHHb: ([a,b] € SA[b,c] € R)}
nazyvame zlozenou reldciou z relicie R a S, ¢itame R po S.

Poznamka 17. Vsimnite si, Ze reldcie budeme skladat ,odzadu®, teda v reldcii R o S budi
prvé zlozky usporiadanich dvojic z reldcie S a druhé zlozky z reldcie R. V literatiure sa moZete
stretnit aj s opacénym poradim skladania (teda prvé zlozky usporiadanich dvojic budi z R a
druhé z S.)
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Priklad 18. Nech R = {[x, A], [*,0]}, S = {[A, ], [0, #]}. Urcte relicie So R,Ro S.



RieSenie. Pri skladani S o R sledujeme najskor relaciu R (skladdme odzadu). Zoberieme si
prvi dvojicu z reldcie R, teda [x,A]. Jej druhd zlozka je A, preto hladdme v reldcii S také
dvojice, ktorych prva zlozka je tiez A. Takd dvojica je v S len jedna a je to dvojica [A, Q). Teda
[x,A] € Ra[A,Q] €8, preto [*,V] € So R. Teraz si viimneme dalsiu dvojicu v reldcii R, teda
[*,0] a budeme v reldcii S hladat vsetky dvojice, ktoré maji prvi zlozku o. Takd je znovu len
jedna a to je [o, #], preto do v¥slednej relécie priddme dvojicu [+, #]. Ziadnu d'alsiu dvojicu uz
nevyrobime. Podobne postupujeme pri skladani R o S, avsak ziadna druha zlozka relacie S nie
je prvou zlozkou relacie R, teda nevytvorime ziadne dvojice. Potom:

SoR={[*0C],[x®#]}, RoS=0.

Priklad 19. Nech A = {0,1,2}, B = {a,b} a nech R je relicia z A do B a S relicia z B
do A, pricom: R = {[0,al,[0,b],[1,al,[2,b]} a S = {[a,0],[a,2],[b,1]}. Urcte RoS a SoR
vymenovanim prkov.

Riesenie. Postupujeme ako v predchadzajicom priklade. Vysledkom skladania je:

Ro S ={la,al,[a,b],[b,a]},
So R ={[0,0],[0,2],[0,1],[1,0],[1,2], [2,1]}.
Vsimnite si, z2e RoS CBxBaSoRCAXA.

Priklad 20. Nech A={ne€ N:n <10}, B={me N: m <12}, R={[n,m] € Ax B:n+
1=m}, S={[m,n] € Bx A: m =n?}. Urcte reldcie Ro S,S o R.

Riesenie. Zrejme
A=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}, B =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12},

R={[1,2],12,3],(3,4],....[8,9],[9,10]}, S = {[1,1],[4,2],[9,3]}.

Pri skladani postupujeme ako v predchadzajicich prikladoch. Potom:
ROSZ{[L2L[4’3]7[974]}> SOR:{BaQ]v[Sv?’]}'

Poznamka 21. Predchddzajici priklad méZeme vyriesit aj injym spésobom. Ak skladdme Ro S,
tak plati:
[m,n] € SAn,kl € R=[m,k] € RoS.

Pre dvojice [m,n] € S plati, Ze m = n?, teda do S patria dvojice typu [n*,n], resp. [n,/nl.
Podobne pre dvojice [n,k] € R plati, Ze n + 1 = k, teda do R patria dvojice typu [n,n + 1].
Potom plati

n,vn] €S A [Va,v/n+1€eR=[n,v/n+1 €RoS.

Teraz si uZ staci len wvedomit, e n € B, \/n € A, a teda /n musi byt prirodzené éislo,
preto n € {1,4,9}. Teda z mnoziny B wvyberdme len druhé mocniny a kontrolujeme, ¢i ich
odmocniny patria do mnoZiny A. Druhé zlozky si uz jednoznacne dané predpisom \/n+ 1, preto
Ro S = {[1,2],[4,3],]9,4]}. Tu este treba skontrolovat, ¢ aj druhé zloZky dvojic patria do
mnoZiny B, lebo Ro S C B x B. Reldciu S o R si skiste tymto spésobom uréit sami.

Vzhladom k predchddzajicim prikladom je zrejmé, ze skladanie relcii nie je komutativne, ale
d4 sa (pomerne jednoducho) ukdzat, ze je asociativne.



Veta 22. Pre lubovolné reldcie R, S,T plati
1. (RoS)t=85"1o R,
2. (RoS)oT =Ro(SoT).

Doékaz. V dokaze prvej rovnosti budeme postupovat presne tak, ako pri dokazovani rovnosti
mnozin. Teda

° ”:“
Nech [z,y] € (RoS)™ ' = [y,2] € Ro S = Fz: [y, 2] € SA[z,7] € R =
=3z [z,y € ST N[z, 2] E R = 32 [m,2] e RTIAN[z,y] € S = [z,y] € STLo R7L

° ”¢“
Nech [z,y] € STlo R = F2: [z,2] e RN [2,9] € ST = 32 [2,2] e RA[y,2] € S =
= 3Jz:[y,2] € SA[z,7] E R=[y,x] € Ro S = [x,y] € (RoS)™L.

Cast 2 prenechdvam studentom ako jednoduché cvicenie.
Otazky na premyslenie:
e Aké bude inverzna reldcia k diagonalnej relacii?
e Je vzdy relicia R o R~! diagonalna?
e Aké bude reldcia A o A™1?

e Ako vyzera tabulka reldcie, pre ktorti plati R = R™'?



1.1 SPECALNE TYPY RELACII

V tejto casti si budeme v&imat niektoré zaujimavé vlastnosti reldcii.

Definicia 23. Nech R je reldcia na mnoZine A. Hovorime, Ze reldcia R je
e reflexivna na mnozZine A, ak Va € A: aRa,
e symetricka na mnozine A, ak Va,b € A: aRb = bRa,
e tranzitivna na mnozine A, ak Va,b,c € A: (aRb A bRc) = aRc,
e antisymetricka na mnozine A, ak Va,b € A: (aRb NbRa) = a = b,
e ireflexivna na mnozine A, ak Va € A: aRa,

e suvislad na mnozine A, ak Va,b € A: a # b= (aRbV bRa),

trichotomicka na mnozZine A, ak pre kazZdé dva prvky a,b € A plati prdve jeden zo
vztahov: a = b, aRb, bRa.

Najskor si tieto vlastnosti postupne na prikladoch vysvetlime.

Priklad 24. Na mnoZine M = {1,2,3} urcte reldciu (tabulkou), ktord je
e reflexivna,
o symetrickd,
e tranzitivna,
e antisymetrickd,

o ireflexivna.

Riesenie. Reldcie si v nasledujtcich tabulkdch. Reldcia R je reflexivna (na hlavnej diagonale
st samé jednicky), S symetrickd (tabulka je symetrickd podla hlavnej diagonaly), T' tranzitivna
(tuto vlastnost z tabulky nie je tak lahko vidiet, je potrebné si overit platnost definicie pre
vietky trojice prvkov z mnoziny M), A antisymetrickd (v tabulke nesmu byt ziadne dve jednicky
symetrické cez hlavnu diagonalu, vynimky tvoria jedni¢ky na hlavnej diagonéle, pozor, nuly sy-
metrické byt mozu). A I je ireflexivna (na hlavnej diagonale musia byt samé nuly). Samozrejme,
je viac moznosti ako takéto reldcie vytvorif. Premyslite si, aké vlastnosti majui reldcie, ktoré
maji v tabulke napr. samé nuly, alebo samé jednotky, pripadne na diagondle samé jednotky a
v ostatnych polickach samé nuly.

R[1 2 3 S|1 2 3 T|1 2 3 All1 2 3 I|1 2 3
111 0 0 11 11 11 1 1 1[0 0 0 1/0 0 0
21 1 1 211 0 0 200 0 1 2/1 1 0 2|1 0 1
3/]1 11 3]1 0 1 3/0 0 0 3/00 0 3|1 1 0

Poznamka 25. Na niektoré vlastnosti reldcii md vplyv vyber mnoZiny. Keby sme reldciu R
nezmenili (nepridali, ani neodobrali by sme Ziadnu usporiadani dvojicu), ale bola by zadand na
mnoZine A = M U {4}, uz by reflexivna nebola, lebo 4 € A, ale [4,4] ¢ R. Skiste si premysliet,
ako si ma tom ostatné vlastnosti.



Priklad 26. Nech A ={0,1,2,3} a nech R je reldcia na A dand takto:

R ={[0,0],[0,1],[1,0],[1,1],[2,2],[2,3],[3,2]}.

Zistite, aké md R vlastnosti.

RieSenie.

Relédcia R nie je reflexivna, lebo 3 € A A [3,3] € R.

Symetrickd je, lebo pre kazdu dvojicu plati, ze ak [a,b] € R, tak aj [b,a] € R, toto si
preverte a viimnite si, ze R = R~'. Plat{ uvedend rovnost pre kazdu symetricki reldciu?

Reldcia R nie je tranzitivna, lebo napr. [3,2] € RA[2,3] € R, ale [3,3] € R, ¢o je poruSenie
tranzitivity.

Antisymetricka nie je, lebo napr. [1,0] € RA[0,1] € R, ale 1 # 0.

Ireflexivna nie je, lebo napr. [0,0] € R.

Priklad 27. Nech R = {[z,y] € Z*: 2? = y},S = {[x,y] € Z*: |x — y| > 3}. Aké vlastnosti
magu reldacie R, S?

RieSenie. Skor ako sa zaéneme venovat vlastnostiam, je potrebne si vypisat aspon par dvojic,
ktoré do relacii R, S patria.

Pre relaciu R dostaneme:
R = {[O?O]v [17 1]7 [_17 1]7 [274]7 [_274]7 cee }7

teda druhd zlozka je vzdy druhou mocninou prvej zlozky. Relacia R nie je reflexivna
(chyba napr. dvojica [2,2]). Nie je symetrickd (napr. [2,4] € R, ale [4,2] ¢ R). Nie je
tranzitivna (napr. [2,4] € R,[4,16] € R ale [2,16] ¢ R.). Je antisymetrickd (ak zRy a
yRx, tak 22 = y A y? = x, ¢o je splnené iba pre dvojice [0,0],[1,1].) Nie je ireflexivna
(napr. [1,1] € R).

Pre reldciu S dostaneme:
S ={]0,3],[3,0],[0,4],[4,0],[0,5],[1,4],[4,1],... },

v tomto pripade je vzdialenost na ¢iselnej osi prvej a druhej zlozky aspoii 3. S nie je
reflexivna (nepatri tam ani jedna dvojica typu [z, z], lebo |x — x| = 0 < 3). Je symetrickd
(vyplyva z vlastnosti absolitnej hodnoty: |z — y| = |y — z|). Nie je tranzitivna (napr.
[1,4] € R,[4,1] € R, ale [1,1] ¢ R). Nie je antisymetrickd (preco?). Je ireflexivna (nepatri
tam ani jedna dvojica typu [z, z] — pozri reflexivnost).

Otazky na premyslenie:

Zrejme plati, ze kazda diagondlna relacia je reflexivna. Plati to aj naopak?
Ak je reldcia symetrickd, moze byt zdroven aj antisymetricka?

Nech R je symetrickd a tranzitivna reldcia na mnozine A. Je potom nutne této relacia R
reflexivna na mnozine A?



1.2 UZAVERY BINARNYCH RELACII

Priklad 28. (Motivacny.) Na mnozine M = {1,2,3} je dand relicia R = {[1,1],[1,2],[2, 3]}.
Urcte najmensiu (vzhladom na inkliziu) reldciu na M, o ktorej plati

e RC S1 a8y je reflexivna a symetrickd,

e RC Sy a Sy je tranzitivna.

RiesSenie. Zo zadania je zrejmé, ze do S1 a Sy patria vSetky usporiadané dvojice, ktoré obsa-
huje relacia R. V prvej ¢asti teda pridavame do S} dvojice [2,2] a [3,3], aby sme zabezpecili
reflexivitu. Pre splnenie symetrie je potrebné pridat dvojice [2,1],[3,2]. Potom:

Sr={[1,1],[1,2],[2,3],[2,2],[3,3], 2, 1], [3, 2]}
V druhej ¢asti musime pridat dvojicu [1, 3], lebo [1,2] € Sy a [2,3] € Sa, teda aj [1,3] € Ss.
Sy =A{[1,1],[1,2],[2,3], [1, 3]}.

Tento jednoduchy priklad nas priviedol k myslienke istého ,,vylepSenia“ danej relacie tak, aby
spliiala nejakid pekni vlastnost pridanim minimalneho poétu dvojic.

Definicia 29. Nech R je bindrna reldcia na M.

e Reflexivny uzaver R na mnozine M je reldcia
RU{(z,x): x € M}.
e Symetricky uzaver R je reldcia
]?: {(z,y): (z,y) € R alebo (y,z) € R}.

e Tranzitivny uzdver R je relicia R = |J;2; T(R), kde T je funkcia, ktord pre kazdi
bindrnu reldciu S vrdti reldciu

T(R) = RU{(z,2): existuje y také, zZe (z,y),(y,z) € R} = RU(RoR)
Ti=To- -0 T je i-krdt iterovand aplikdcia funkcie T .

Poznamka 30. Pravdepodobne definicia tranzitivneho wuzdveru mnohiyjch prvikov vystrasi.
Tranzitivny uzdver reldcie R je reldcia RT, ktord obsahuje vietky usporiadané dvojice reldcie R,
dalej su do nej pridané usporiadané dvojice tak, aby R™ bola tranzitivna a zdrovern zo vsetkijch
takyjch reldcii najmensia vzhladom na inkliziu. Vo formdlnej definicii je aj ndvod, ako pomocou
iterdcii reldciu R hladat. My si ho objasnime v nasledujicom priklade. Doporucéujem na konci
semestra (teda po zmiidreni) sa k formdlnej definicii vrdtit, urcite uZ bude posobit viidnejsie.

Priklad 31. Na mnozine A = {a,b,c,d} je dand reldcia
R = {[a, 0], [b,c],[c,d]}.

Uréte RT.



RieSenie. Najskor urobime prvi iterdciu (oznacime si ju 77), teda
T, = TI(R) = {[CL, b]7 [bv C], [67 d]} U {[CL, C]? [bv d]}

K povodnej relacii sme pridali vSetky nové dvojice, ktoré vznikli skladanim R o R. Toto si treba
dobre premysliet. Teraz mame novt reldciu, a ak by uz bola tranzitivna, tak by 7} = R™. Ako
zistime, ¢&i je tranzitivna? Jednoducho. Urobime T2(R) (teda zlozime T} o T}) a ak ndm uz ni¢
nové nevznikne, tak bola tranzitivna. To ale nie je nas pripad, lebo nam este pribudne dvojica
[a,d]. Teda

Ty = T*(R) = Ty U{[a,d]}.

A relacia Ty uz tranzitivna je (overte si to), a preto
Ty = RT = {[a,b],[b, c], [e,d], [a, ], [b,d],[a,d]}.

Tranzitivny uzaver a tranzitivnost. V&imnime si, Ze vysledkom prvej iterdcie, pri
hladan{ tranzitivneho uzéveru reldcie R je RU (R o R). Ak je relicia R tranzitivna, tak potom
R = R*, ¢o znamen4, Ze pri prvej iterdcii ndm nepribudla Ziadna nova usporiadand dvojica,
teda Ro R C R. Preto plati, Ze reldcia R je tranzitivna prave vtedy, ked Ro R C R.

Priklad 32. Nech o(R) je reflexivny uzdver reldcie R. Zistite, ¢i plati:
o(R1 N R2) = o(R1) N o(Ro).

Riesenie. Vzhladom k tomu, ako postupujeme pri ,vyrobe“ reflexivneho uzaveru (priddvame
len dvojice, ktoré maji prvi a druhi zlozku rovnaké), predpokladédme, ze dand rovnost plati,
sktisime ju teda dokézat.

Nech [z,y] € o(R1NR2) =[x,y E RN RV =9y =

= ([z,y e Ri N[,y € Re) Ve =y= ([r,y e RiVez=y)A([x,y] € RaVax=y)=
= [z, y] € o(R1) A [z, y] € o(R2) = [z, y] € o(R1) N o(R2).

Opacni inkliziu uz zvlddne dokdzat kazdy sam.
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2 ROZKLAD MNOZINY A RELACIA EKVIVALENCIE

Kazdi neprdzdnu mnozinu moZeme vhodnym sposobom rozdelit na systém disjunktnych
podmnozin. Stretli sme sa s tym uZ na zdkladnej gkole, ked sme napr. mnozinu prirodzenych
¢isel rozdelili na mnozinu parnych a mnozinu neparnych ¢isel. Takychto prikladov mame v
matematike vela, preto nas neprekvapi, Ze takéto ,rozdelenie“ m4 aj svoj ndzov.

Definicia 33. Nech A je neprdzdna mnozina. Systém S podmmnoZin mnoZiny A sa nazjva roz-
klad mnoZiny A, ak

e )¢S,
e VB,CeS:B#C=BnC =0,
. U X = A.

Xes

Poznamka 34. Posledni bod definicie treba chdpat tak, Ze zjednotenim vsetkych mnoZin patri-
acich do systému S je mnoZina A.

Priklad 35. Urcte vymenovanim véetky rozklady mnoZiny:

1. {1,2},
2. {1,2,3}.

RieSenie. Teda nasou tlohou je najst vSetky moznosti, ako rozdelit prvky uvedenych mnozin.
Pri takto malych mnozinach je to jednoduché tuloha.

Lo e 5 ={{1},{2}},
So = {{1,2}}.

St = {1} {2} {3}},
S2 = {{1,2},{3}},
Sz ={{1,3},{2}},
Sa={{1},{2,3}},
Ss = {{1,2,3}}.

N
e o o o

Poznamka 36. Premyslite si, kolko md rozkladov n— prvkovd mnoZina. Tdto iloha je velmi
tazkd, aj ked na prvyj pohlad nevyzerd.
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Teraz sa znovu vratime k reldciam a zameriame sa na také, ktoré si na mnozine A, teda také,
pre ktoré plati R C A x A.

Definicia 37. Nech R je reldcia na mnozine A. Hovorime, Ze R je reldcia ekvivalencie na A,
ak R je reflexivna, symetrickd a tranzitivna na A.

S vlastnostami, ktoré musi reldcia ekvivalencie Spiﬁaﬁ sme sa uz zoznamili v predchadzajacich
kapitolach, teraz uvedieme jednoduchy priklad, ked reldcia spliia vSetky tri vlastnosti naraz.

Priklad 38. Nech A ={0,1,2,3} a nech R je reldcia na mnozine A dand takto:
R ={[0,0],[1,1],[2,2],[3,3],[1, 2], [2,1], [0, 3], [3, 0]}

Zistite, ¢i R je reldaciou ekvivalencie.

Vzhladom k tomu, Ze pre kaZdy prvok a € A plati, Ze a,a] € R, reldcia R je reflexivna.
Ked7e R = R* (toto si overte), je reldcia R aj tranzitivna. Symetriu vieme tieZ jednoducho
skontrolovat (staci kontrolovat len dvojice, ktoré nemagi rovnaki prvi a druhi zlozku). VEimnite
si, Ze mnoZinu A by sme pomocou reldcie R mohli rozdelit do dvoch disjunktnyjch mnoZin, pricom
v kaZdej z mich budi iba prvky, ktoré si v reldcii R. Su to mnoZiny Ay = {0,3}, A1 = {1,2}.
Toto nie je ndhoda, takto pekne to funguje pre kazdu reldciu ekvivalencie.

Stvislost medzi reldciami ekvivalencie a rozkladmi na danej mnoZine popisuje nasledujtica veta.

Veta 39. Nech R je reldcia ekvivalencie na mnoZine A. Pre lubovolny prvok a € A oznacime
a={x € A: xzRa}, potom S ={a: a € A} je rozklad mnoziny A.

Teda prvky v jednotlivy’ch mnozindch @ si spolu v reldcii, ¢o znamend, Ze si z pohladu danej
reldcie ekvivalencie zamenitelné (podobné, rovnaké, ekvivalentné atd.). Preto ¢asto vyberdme
z kazdej mnoziny a po jednom prvku a povodnd mnozina sa ndm (aj praca s nou) zredukuje
na mnozinu tychto vybranych prvkov.

Definicia 40. Nech R je ekvivalencia na mnoZine A. Mnozinu @ = {x € A: xRa} nazjvame
trieda rozkladu mnoZiny A podla ekvivalencie R dand prvkom a. Systém {a: a € A} budeme
oznacoval A/r a nazgvat faktorovd mnoZina mnoZiny A podla R.

Tieto dolezité pojmy a suvislosti medzi nimi si vysvetlime na nasledujicich prikladoch.
Priklad 41. Nech A ={0,1,2} a nech Ry, Ry, R3 su reldcie na mnozine A dané takto:

o Ry ={[0,0],1,1],[2,2]},

o Ry ={[0,0],[1,1],[2,2], [1,2],[2,1]},

o I3 ={[0,0],[1,1],[2,2], 1,2, 2,1], [0, 1], [1, 0]}

Zistite, ¢i uvedené reldcie su reldcie ekvivalencie na mnozine A, a ak dno, ndjdite ich rozklady.
Riesenie.

e Reldcia Ry je reldcia ekvivalencie, lebo Va € A: [a,a] € Ry, teda je reflexivna. Dalej je
aj symetricks, vzhladom k tomu, Ze obsahuje iba dvojice, ktoré maji rovnakd prvi aj
druhu zlozku, tak sa symetria a aj tranzitivita overi jednoducho a hlavne rychlo. Rozklad
dany Ry je S = {{0},{1},{2}}. V kazdej triede rozkladu su tie prvky, ktoré si spolu v

reldcii, tu je kazdy prvok v reldcii len sdm so sebou, preto musia byt tri triedy rozkladu a
v kazdej je prave jeden prvok. Faktorovd mnozina je A/g, = {0,1,2}.
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e Reldcia Ry je reldcia ekvivalencie, lebo Va € A: [a,a] € Ry, teda je reflexivna. Dalej je aj
symetricka, okrem dvojic, ktoré majua rovnakd prvi aj druha zlozku, obsahuje navzijom
symetrické dvojice [1,2],[2,1]. Pre tranzitivitu treba overit len dvojice [1,2],[2,1] a tie
nam vygeneruju iba dvojice [1,1],[2,2]. Teda Ry je aj tranzitivna. Rozklad dany Rs je
S ={{0},{1,2}}. Triedy st dve, lebo prvky 1 2 si spolu v reldcii, teda st spolu v jednej
triede, prvok 0 je v reldcii len sa so sebou, preto potrebuje svoju vlastnu triedu. Faktorova
mnozZina je A/g, = {0,1}.

e Reldcia R3 nie je reldcia ekvivalencie, lebo sice Va € A: [a,a] € R3, teda je reflexivna.
Dalej je aj symetrickd, okrem dvojic, ktoré maji rovnakd prvi aj druhi zlozku, obsahuje
navzajom symetrické dvojice [1,2],[2,1],[1,0],[0,1]. Ale nie je tranzitivna, lebo [2,1] €
R3 A [1,0] € R3 ale [2,0] € Rs. Rozklad pre R3 neexistuje. Pre¢o?

Poznamka 42. Z predchddzajiceho prikladu je zrejmé, ako méozZeme z reldcie ekvivalencie vy-
robit rozklad mnoziny. Ak naopak mdme dany rozklad mnoziny A, tak vieme jednoznacne k
nemu skonstruovat reldciu ekvivalencie. Staci si uvedomit, Ze v jednej triede rozkladu si tie
proky, ktoré su spolu v reldcii. Teda ak mdme nejakd triedu rozkladu napr. Ay, tak jej proky su
navzdjom v reldcii a teda vsetky dvojice z kartézskeho sicinu Ay x Ay budi patrit do reldcie ekvi-
valencie. To znamend, Ze vyslednd reldcia je zjednotenim tychto kartézskych sucinov jednotlivijch
tried rozkladu.

Priklad 43. Na mnozZine Z je dand reldcia = nasledovne:
a=b < 6|(a—0).
Je = reldcia ekvivalencie na 7.7
RieSenie. Skor, ako budeme dokazovat jednotlivé vlastnosti, je vhodné zistit, aké dvojice do
tejto relacie patria. Napriklad dvojica [3,9] do reldcie patri, lebo 6](3 —9), ale dvojica [3, 8] do

reldcie nepatri, lebo 6 [(3 —8). Skiiste sa najskor zamyslief nad tym, ¢o musi platit pre dvojice
z tejto relacie, az potom pokracujte v ¢itani.

e Zrejme pre kazdé celé ¢islo plati: (a —a = 0 A 6]|0) = a = a, preto = je reflexivna relécia.

e Nech a = b, potom 6|(a — b), ale potom 6|[—(a — b)], a teda 6|(b — a), z ¢oho plynie b = a,
teda = je symetrickd relacia.

e Nech a =b a b= c. Potom 6|(a —b) A6|(b—c). Ale potom 6|[(a —b) + (b — ¢)]. Po uprave
6|(a — ¢), a preto a = ¢, teda = je tranzitivna.

e Reldcia = spfﬁa vSetky tri vlastnosti, a preto je relaciou ekvivalencie. Tato reldcia rozdeli
mnozinu celych é&isel do Siestich tried a to podla zvysku po deleni Sestimi. Napriklad v
triede 0 budt celé ¢isla, ktoré st delitelné iestimi bezo zvysku (daji sa napisaf v tvare
6.k+0;k €Z). Teda 0= {,...—18,-12,—-6,0,6,12,18, ... }. Do triedy 1 patria celé ¢isla,
ktoré po deleni Siestimi ddvaji zvysok 1 (daji sa napisat v tvare 6.k + 1;k € Z), teda
1={...—17,-11,-5,1,7,13,19,... }. Treba si uvedomit, ze napr. —11 = 6.(—2) + 1.
Takto mozeme pokracovat az po 5 (lebo zvysky po deleni iestimi st 0, 1, .. .,5). Faktorova
mnozina je Z/= = {0,1,...,5}.

Priklad 44. Na mnoZine prirodzenyjch ¢isel (v tejto ilohe budeme aj 0 povaZovat za prirodzené
¢islo) je dand reldcia ~ takto

m~n <= m,n maju rovnakd cifru na mieste jednotiek.

Dokdzte, Ze ~ je reldcia ekvivalencie, ndjdite rozklad na N a prislusni faktorovi mnoZinu.
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Riesenie. Postupne dokdzeme, ze ~ je relacia ekvivalencie.

e ~ je reflexivna, lebo kazdé prirodzené ¢islo mé jednoznacény dekadicky zdpis, a teda ma
samé so sebou rovnaku cifru na mieste jednotiek.

e ~ je symetrickd, lebo ak m ~ n, tak m a n maju rovnaku cifru na mieste jednotiek, ale
aj n a m maji rovnaku cifru na mieste jednotiek, teda aj n ~ m.

e ~ je tranzitivna, lebo ak m ~ n a n ~ k, tak m a n maji rovnaku cifru na mieste
jednotiek, ale aj n a k maju rovnaku cifru na mieste jednotiek, z toho v8ak vyplyva, ze aj
m a k maju rovnaku cifru na mieste jednotiek, teda m ~ k.

K relacii ~ prislicha rozklad mnoziny, dany nasledovne: do tej istej triedy patria tie prirodzené
¢isla, ktoré maji rovnakd cifru na mieste jednotiek (konéia tou istou cifrou), teda rozklad mé
10 tried a N/ ={0,1,---,9}.

Priklad 45. Zistite, ktoré z nasledujicich reldcit si ekvivalencie na mnoZine R.

o Ry ={[x,y] € R?: v =0}

o Ry = {[z,y] € R?: [z —y| >0},
o Ry={[r,y] € Rz =y}.
RieSenie.

e R; nie je reldciou ekvivalencie, nie je reflexivna, v Ry nie je napr. dvojica [1, 1], dokonca
ziadna dvojica typu [z,z]: = € R. Toto sice staci, aby to nebola reldcia ekvivalencie, ale
skuste si zistit, ¢i aj niektord int vlastnost este nespliia.

e Ry je relaciou ekvivalencie. Je reflexivna, lebo pre kazdé = € R plati, ze |z — 2| = 0 > 0,
teda Vo € R: [z, 2] € Re. Z vlastnosti absolitnej hodnoty vyplyva, ze |z —y| = |y — x|, a
teda ak [z,y] € Ro, tak aj [y, z] € R, teda Ry je symetricka. Kto si doteraz nevsimol, tak
|z —y| > 0 plat{ pre lubolni dvojicu z,y € R (preco?), a preto ak |z —y| > 0a |y —z| > 0,
tak aj |z — z| > 0, a teda reldcia je aj tranzitivna, a teda je reldciou ekvivalencie. Aky
rozklad mé relacia Ry?

e Rj3 je reldciou ekvivalencie. Viimnime si, aké dvojice patria do Rs. Su to dvojice typu
[z,2]: Vz € R. Hned vidime, Ze relacia je reflexivna. Nech [z,y] € R3, tak x = y. Ale
aj y = x, a preto [y,x] € Rs, ¢o znamend, ze Rs je symetrickd, Sikovnejsi to videli aj
bez dokazu. Podobne ukdzeme aj tranzitivnost. Nech [z,y] € R3 a [y,z] € R3, potom
xr =vy,y =z, potom x = z, a teda [z, z] € R3. Aky rozklad m4 reldcia R3?

3 RELACIE USPORIADANIA
V tejto casti si budeme v&imat d’al3{ §pecidlny typ reldcii. Najskor si uvedieme jeden priklad.
Priklad 46. Nech M je mnoZina vsetkych studentov 1. roénika FIT. UvaZujme postupne reldcie

R; C M x M,i € {1,2,3} definované nasledovne:

e (x,y) € Ry, prdve ked x md aspon taki vysku ako y,
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o (x,y) € Ry, prdve ked y md aspon taki vijsku ako x,
e (x,y) € R, prdve ked x a y maji rovnaké rodné éislo.

Vysku uvazujeme v redlnych cislach, teda kazdy Student ju md jedinecéni. Aké vlastnosti maji
tieto reldcie?

RiesSenie. Zrejme su vSetky tri reflexivne a tranzitivne. Prvé dve su antisymetrické, posledna
je symetrickd a antisymetrickd zaroven (toto si dobre premyslite).

Definicia 47. Reldcia R € M x M je (¢iastoéné) usporiadanie prdve vtedy, ked R je
reflexivna, antisymetrickd a tranzitivna.

Tieto tri vlastnosti musia byt splnené a overené k dokazu toho, Ze dand reldcia R je usporia-
danim.

S usporiadanymi mnozinami sa stretdvame nielen v matematike. Slova slovenského jazyka
spolu s lexikografickym usporiadanim tvoria usporiadani mnozinu. Podla tohoto usporiadania
st zoradené napriklad v slovniku slovenského pravopisu. A samozrejme stretli sme sa s uspo-
riadanim aj v matematike na zakladnej Skole. Mnozina realnych ¢isel a vSetky jej podmnoziny
st usporiadané reldciou ,mensi alebo rovny“. V tomto pripade st lIubovolné dva prvky po-
rovnatelné. Takéto usporiadanie sa nazyva linearne, resp. iiplné. Mnozina prirodzenych &isel
sa d4 usporiadat reldciou delitelnosti. Toto usporiadanie m4 komplikovanejsiu struktiru, na-
kolko v flom existuji aj neporovnatelné prvky. Priklad takéhoto usporiadania na podmnozine
prirodzenych ¢isel je v zavere tejto kapitoly.

Definicia 48. Usporiadand mnozina je dvojica (M, =), kde M je mnozina a < je (¢iastoéné)
usporiadanie na M.

Definicia 49. Usporiadanie < na M je linedrne (Gplné), ak kazdé dva prvky M si v <
porovnatelné.

Na obrazku vpravo je iplné usporiadanie, na obrazku vlavo st aj neporovnatelné dvojice, teda
nie je uplné.

Definicia 50. Nech (M, <) je usporiadand mnozina. Prvok x € M je

e minimdlny, prdve ked pre kazdé y € M plati, Ze ak y < x, tak x* < y (z antisymetrie
reldcie = plati, Ze pre kazZdé y = x je y = x, teda x je prvok, pod ktorym nie je Ziaden

prvok); . \)(
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e maximalny, prdve ked pre kazdé y € M plati, Ze ak x <y, tak y < = ( z antisymetrie
reldcie < plati, Ze pre kaZdé y = x je y = x, teda x je prvok, nad ktorym nie je Ziaden
prook);

e najmensi, prdve ked pre kazdé y € M plati, Ze x <y (je to prvok, nad ktorym si vsetky

ostatné proky); W

x
e najvacsi, prdve ked pre kazdé y € M plati, Ze y < x (je to prvok, pod ktorym si vsetky
ostatné proky).

Nech (M, =) je usporiadand mnoZina. Prvok x € M

e pokryva y € M, prdve ked x # y, y < = a neexistuje Ziadne z € M také, e x # 2 #y a

y=zx; x

Y

e je dolné ohranicenie (dolni zavora, mez) mnoziny A C M, prdve ked x < y pre kazdé
yeA;

e je horné ohranicenie (horni zdvora, mez) mnoziny A C M, prdve ked y < x pre
kazdé y € A.

Nech (M, =) je usporiadand mnozina. Prvok x € M

Uy

e je infimum mnoZiny A C M, prdve ked x je najvicsie dolné ohranicenie (dolni zdvora)
mnoziny A;

e je supremum mnoZiny A C M, prdve ked x je najmensie horné ohranicenie (horni
zdvora) mnoziny A.

Uy

prvok.

Definicia 51. Hovorime, Ze (X, <) je dobre usporiadand mnozina, ak X je linedrne uspo-
riadand reldciou < a kazZdd neprdzdna mnozina A C X md v tomto usporiadani najmensi prvok.

Zrejme kazda konec¢nd linedrne usporiadand mnozina je dobre usporiadana, rovnako aj kazda
podmnozina dobre usporiadanej mnoziny je v tomto usporiadani sama dobre usporiadana. Tento
pojem je zaujimavejsi pri nekoneé¢nych mnozinach. Prikladom nekoneénej dobre usporiadanej
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mnoziny je mnozina prirodzenych ¢isel usporiadand relaciou < . Premyslite si, ako je to s
mnozinou realnych ¢isel.

Reldciu usporiadania by sme tiez mohli zakreslit pomocou klasickych grafov, ako vsetky
relécie doteraz. Ale vzhladom k tomu, Ze kazdé usporiadanie je reflexivne, tak mozeme vsetky
slu¢ky vynechaf a tym graf zjednodusit a sprehladnit. Navyse st vSetky usporiadania tranzitivne
a to nds vedie tiez k vynechaniu niektorych hran, presnejsie ak napr. [a,b] € R, [b,c] € R, tak
vdaka tranzitivnosti je aj [a,c] € R. My vSak mozeme hranu, ktord reprezentuje dvojicu [a, c|
vynechat a zakreslit len hrany prislichajice dvojiciam [a, b], [b, c]. A pokial vSetky Sipky povedu
smerom hore (teda ak dvojicu [a,b] € R nakreslime tak, ze b bude vyssie ako a), tak sipky tiez
nemusime zakreslovat. Postup tohto zjednodusenia vidime na nasledujtiicom obrazku:

Prehladnejsie obrazky boli motivdciou zavedenia tzv. Hasseovskych diagramov usporia-
danych mnozin. Teraz uvedieme aj formalnu definiciu konstrukcie tychto diagramov.

Definicia 52. Hasseovsky diagram konecnej usporiadanej mnozZiny (M, =) je (jednoznacné)
grafické znazornenie, ktoré vznikne takto:

e Do prvej , horizontdlnej vrstvy“ zakreslime body odpovedajice minimdalnym prvkom (M, <).

o Ak uzZ mdme ,vrstvu” i, tak do ,vrstvy“ i+ 1 (ktord je ,nad“ vrstvou i) zakreslime vsetky
nezakreslené prvky, ktoré pokryvaji iba prvky ,vrstiev® < i. Ak prvok x ,vrstvy“ ¢ + 1
pokryva prvok y ,vrstvy“ < i, spojime x a y neorientovanou hranou (tj. ,ciarou®).

Nasledujice dva obrazky si ndzornou ukazkou sprehladnenia:

e 1

@) O

a b c da e 1 \ /

N d
c

O/ \O

a b

Peknym prikladom usporiadania na mnozine je usporiadanie potencnej mnoziny k vopred da-
nej mnozine pomocou inklizie. Reldciu inklizie na potencnej mnozine Stvorprvkovej mnoziny
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{a, b, c,d} zakreslime Hasseovskym diagramom takto:

Hned nad tiou st vSetky jednoprvkové mmoziny {a}, {b},{c}, {d}. Na dalsom ,poschodi“ si
vetky dvojprvkové podmnoziny (premyslite si, ako zistite ich pocet). Napr. mnozina {a, b} je
nad mnozinami {a}, {b}, lebo to su jej podmnoziny (samozrejme aj prazdna mnozina je jej
podmnozinou, ale t4 uz je priamo pod uvedenymi jednoprvkovymi mnozinami). Takto postu-
pujeme o ,poschodie” vyssie, kde st vSetky trojprvkové podmnoziny, a nas vystup ukonéime
na piatom ,poschodi“, kde uz bude len jedind mnozina {a, b, c, d}.

Priklad 53. Na mnozine M = {1,2,...,12} je dand reldcia usporiadania takto: [a,b] € R <~
alb, pricom reldcia | je definovand nasledovne

VmneX: (mn < IJpeX:n=p-m).
Zndzornite Hasseovsky diagram tohto usporiadania.

RieSenie. Najskor dokazeme Ze dand reldcia je usporiadanim na mnozine M. Zrejme pre kazdé
n € M plati, ze n|n, preto je tato relacia reflexivna. Ak pre m,n € M plati, ze n|m a m|n,
potom existuju prirodzené ¢isla k,[ také, ze m = k-n a n =1 -m. Po tuprave dostavame, ze
m = k-1-m, preto k-1 = 1, ¢o znamend, ze k = | = 1. Preto m = n a teda reldcia | je
antisymetricka. Dalej, ak pre m,n, k € M plati, ze m|n a n|k, tak existuji prirodzené ¢isla p, ¢
také, ze n =p-m a k = q-n a po uprave dostdvame k = q - p- m. Kedze p- ¢ € N, tak aj m|k,
¢o znamena, ze tato reldcia je aj tranzitivna a teda je to relacia usporiadania na mnozine M.

Pri kresleni Hasseovského diagramu myslime na to, Ze na ,najnizSom poschodi“ bude ¢&islo,
ktoré je delitelom vsetkych éisel z mnoziny M, teda ¢islo 1. Na d’alsom ,,poschodi* budi vsetky
prvocisla z mnoziny M a takto postupujeme stale vyssie.

ANUAN

4 6 9 10
délitelnost: T //,?/
2 3 5 7 11
AN S

Priklad 54. Predstavme si taki praktickid vlohu, budeme kupovat pracku. Ulohu zjednodusime
tak, Ze budeme do wvahy brat len dva atributy a to cenu a spotrebu. Budeme uvaZovat mnoZinu
n praciek, pricom kazdé dve pracky sa lisia aspori v jednom z atributov. Ako vymysliet reldciu
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usporiadania na mnozZine praciek tak, aby sme ich usporiadali od najlepSej (najvhodnejsej na
kipu) po najhorsiu. Ak si oznacime cenu i—tej pracky ako Cp, a spotrebu i—tej pracky ako Sp,,
tak potom reldcia usporiadania méze byt dand nasledovne:

pi 2 p; = Cp, Sij a Sy, SSpj.

Premyslite si, Ze st naozaj spinené vsetky tri potrebné vlastnosti tejto reldcie, aby to mohlo
byt usporiadanie. Su vietky pracky porovnatelné? Bude =< reldciou usporiadania aj vtedy, ked v
mnozine praciek asporni jedna dvojica réznych praciek s rovnakou cenou a spotrebou?

Odpoved’ na poslednii otdzku je zdpornd, lebo vlastnost antisymetrie by bola porusend, teda
by sa mejednalo o ciastocné usporiadanie. V takomto pripade by sme hovorili o tzv. kvazi-
usporiadani na mnozine A, teda o reldcii, ktord je reflexivna a tranzitivna na mnoZine A.
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4 7 0OBRAZENIA

Poslednym typom reldcii, ktorému sa budeme venovat, budi zobrazenia. So zobrazeniami na
mnozine redlnych Cisel ste sa stretli uz na strednej skole.

Definicia 55. Bindrnu reldciu f C A X B nazjvame zobrazenim z mnozZiny A do mnoZiny B
vtedy, ked o nej plati:
[a,b] € fA]a,cl € f=b=c

Poznamka 56. Treba si tito definiciu dobre premysliet a spomeniit si na vedomosti o funkcidch
redlnej premennej zo strednej skoly, lebo kaZdd takdto funkcia je zobrazenim. Zo strednej Skoly
vieme, Ze pre kazZdu funkciu plati, Ze ku kaZdému vzoru existuje maximdlne jeden obraz a teda
implikdciu z predoslej definicie méZeme prepisat tak, ako ju zrejme pre funkcie uz pozndte:

fla)=b A fla)=c=b=c.

Podobne ako pri reldcidch ma zmysel hovorit o definitnom obore D(f) a obore hodnot H(f),
ktoré si dané nasledovne:

a€D(f)CA <= e B: f(a) =,

be H(f)CB < dac A: f(a) =b.

Casto namiesto zapisov f C A x B a [a,b] € f, pouzivame takéto zépisy f: A — B a f(a) = b,
potom zépis f: A — B znamend, ze A = D(f).

Priklad 57. Rozhodnite, ktoré z nasledujicich reldcii si zobrazenia:
o P={[1,2],[2,3],[3,1], 3, 2]},
o R={[z,y] € R?: |z| +[y| = 1},
e S={lz,y] eR%:z + |y| =1},
o T ={[x,y €Z?: |z|+y =1}
RieSenie. Budeme overovat, ¢i je splnend implikdcia z definicie zobrazenia.
e P nie je zobrazenie, lebo [3,1] € P A[3,2] € P, ale 1 # 2.

e R nie je zobrazenie, lebo [0,1] € RA[0,—1] € R, ale 1 # —1.

S nie je zobrazenie, lebo [0,1] € SA[0,—1] € S, ale 1 # —1.

Zrejme T je zobrazenie, to znamend, Ze potrebujeme dokézat (presne podla definicie zob-
razenia), ze ak [x,y] € T A[z,z] € T, tak y = z. Nech [z,y] € T A [x,z] € T, potom
lz|+y=1Az|+2z=1potomy=1—|z|Az=1—|z|,ateday=1—|z|=2=y = z.

Priklad 58. Ak bindrne reldicie f,g su zobrazenia, tak aj f o g je zobrazenie. Dokdzte.

Riesenie. Potrebujeme ukdzat pre Tubovolné tri prvky a,b,c, Ze ak [a,b] € fog a [a,c] € fog,
tak b = c. Nezabidame, ze skladdme ,odzadu“. Predpokladajme teda, ze [a,b] € fog a
[a,c] € fog. Potom 3d: [a,d] € gA[d,b] € f aTe: [a,e] € gAle,c] € f. KedZe g je zobrazenie,
tak z [a,d] € g a [a, €] € g vyplyva, Ze d = e. Dosadime za e—cko d—cko a dostaneme: [d, ] € f
a [d,c] € f. Vzhladom k tomu, ze aj f je zobrazenie, tak b = ¢, ¢o sme mali dokdzat.
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Priklad 59. Zistite, ¢i plati: Ak bindrne reldcie f,g su zobrazenia, tak aj f U g je zobrazenie.

Riesenie. Vzdy je dobré najskor vyskusaf niekoko konkrétnych prikladov. Ak nadobudneme
podozrenie, 7ze tvrdenie neplati, hladdme vhodny protipriklad, v opacnom pripade skisime
tvrdenie dokézat. V tomto pripade staéi pouzit zobrazenia f(z) = |z],g(z) = 1 — |z
(alebo aj uplne nejaké iné vhodné dve rozne zobrazenia). Zrejme [0,1] € ¢,[0,0] € f, preto
[0,1] € fUgA[0,0] € fUg, ale 0 # 1, ¢o znamend, ze sme nasli vhodny protipriklad, lebo fUg
nie je zobrazenie.

Priklad 60. Zistite, ¢i plati: Ak bindrne reldcie f,g su zobrazenia, tak aj f N g je zobrazenie.

RieSenie. Potrebujeme ukazat, ze ak [a,b] € fNg a [a,¢] € fNg, tak b = c. Zrejme
tvrdenie plati, tak sa pustime do jeho dokazovania. Nech [a,b] € fNg a [a,c] € f N g. Potom
[a,b] € f A]a,b] € gala,c] € fAla,c] €g. KedZze f,g st zobrazenia, tak z [a,b] € g a [a,c] € g
vyplyva, ze b = ¢ (to isté plati aj pre dvojice [a,b], [a,c] a zobrazenie f). Preto f N g musi byt
tiez zobrazenie.

Definicia 61. Nech f: A — B je zobrazenie a M C A, P C B.

e Obraz mnoziny M je mnozina f(M) C B dand takto:

f(M) ={b| Ja€ M: f(a) =1b}.

e Uplny vzor mnoziny P: je mnoZina f~1(P) C A dand takto:
f74(P)={a| Ib € P: f(a) =b}.

Priklad 62. Nech f je zobrazenie na mnozine R dané predpisom y = x2. Urcte

FU=1,2), F((=1,1)), F(R), f7H({=1,1)), f1((0,2)), f 1 ({1})-

Riesenie. Nakreslime si obrazok (graf funkcie y = 2) a sledujeme, aké maji obrazy prvky z
mnoziny na z—ovej osi (v pripade obrazu mnozin), a naopak sledujeme, kde maju svoje vzory
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prvky mnozin z y—ovej osi (v pripade tuplného vzoru).

[3507 ’yn]

Obrazok vlavo je pomocka k hladaniu f((—1,2)). KedZe ur¢ujeme obraz mnoziny, tak
mnoZina (—1,2) je na osi z (vyznacend zelenou), vysledok bude na osi y. Vyberieme lubovolny
bod z tejto mnoziny, napr. o a najdeme jeho obraz. Teda vedieme tymto bodom rovnobezku
s osou y, najdeme jej priesecnik s grafom funkcie ([zo,yo]) a potom ndjdeme y—ovii suradnicu
tohto bodu (yo) a to je obraz zy. Kolko obrazov mozeme ndjst k jednému vzoru? Podobne by
sme nasli obrazy ostatnych prvov mnoziny (—1,2). A zistime, ze vysledok je mnozina (0,4)
(¢ervend tsecka). Ako budeme postupovat pri hladani tplného vzoru v tlohe f~1({—1,1))?
Musime si uvedomit, ze hlfaddme vzor, a teda zadand mnoZina bude na osi y a vysledok na osi
x. Vyznatime si mnozinu (—1,1) na os y (zelend dsecka na obrazku vpravo) a vyberieme si na
nej fubovolny bod, napr. y. A teraz budeme hladat jeho vzor. Pozor, vzory budu dva (z1,x2).
Treba si uvedomit, Ze k jednému obrazu moézeme néjst a7z nekonecéne vela vzorov (alebo aj
ziadny). Takto postupne prejdeme celti mnozinu (—1,1) a zistime, ze f~1((—1,1)) = (-1,1).
Vsimnite si, ze f~1((—1,0)) = 0.

o f((=1,2)) = (0,4),
e f((-1,1)) = (0,1),

o f(R) = (0,00) (¢oje f(R)?),
o [TH(-LD)=(-11),
o [7H((0.2)) = (-V2,V2),

o [TM{1H) ={-1L1}

Poslednii tilohu, teda f~({1}) si dobre premyslite. Studenti si ¢asto zamieriaji zmysel zapisov
=) a f71({z}). Zrejme f~1({x}) je zépis pre vzor jednoprvkovej mnoziny {z}, a f~(z) je
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zapis pre funkéni hodnotu v bode x inverznej funkcie k funkcii f. Vzor jednoprvkovej mnoziny
existuje aj napriek tomu, ze k funkcii inverzna funkcia neexistuje. Zamenu tychto zapisov bu-
deme trestat bodovymi stratami.

Priklad 63. Nech f je zobrazenie A do B a A1, As C A. Dokdzte, Ze plati{

f(A1 N Ag) C f(A1) N f(A2).

Dokdzte, Ze v uwvedenom vztahu nie je mozné nahradit inkliziu rovnostou.

Riesenie. Skor ako za¢nete tvrdenie dokazovat, doporucujem vyskusat pre konkrétnu funkciu a
intervaly, napr. f(z) = 2%, A1 = (0,1), A; = (—1,0), pripadne vyskisat iné intervaly a funkcie.
A treba si zopakovat definiciu obrazu mnoziny, teda ak plati, ze y € f(A), potom existuje také
x €A, ze f(x)=y.

e Dokédzeme, ze f(A1NAs) C f(A1)Nf(A2). Nechy € f(A1NAg) = Jx € AjNAy: f(x) =
y=3driz €At Az €Ay f(z)=y=y€ f(A1) Ny € f(A2) = y € f(A1) N f(A2).

e Priklad, kde uvedend rovnost neplati, ste uz isto nasli (aspon ti, ktorf si vyskusali priklad
z ivodného doporucenia). Nech f(z) = 22, A; = (0,1), Ay = (—1,0). Potom A; N Ay =
{0}, A1 = (0,1), Az = (0,1), f(A1 N A2) = {0}, f(A1) N f(Az) = (0, 1), teda f(A1 N Az) C
f(A1) N f(A2), ale f(A1) N f(A2) Z f(A1 N A).

Priklad 64. Nech f je zobrazenie A do B a Ay C A. Dokdzte, Ze plati

A1 C fTH(f(A).

7~ ~ ) - - “ ’ A o
Dokdzte, Ze v uwvedenom vztahu nie je moiné nahradit inkliziu rovnostou.

RieSenie. Aj v tomto pripade doporu¢ujem vyskusat pre konkrétnu funkciu a interval, napr.
f(z) = |z|, A1 = (0,1), pripadne vyskisat iné intervaly a funkcie. Najskor dokézeme inkliziu
A; C f7Hf(Ay)). Nech # € A] = Jy € f(A1): f(x) = y = = € f1(f(A1)). Priklad,
kde opa¢nd inklizia neplati, sme uz nasli v uvode, teda f(z) = |z|,A1 = (0,1). Zrejme
F(AD) = (0,1), F1(f(A1) = (—1,1). Teda f~1(f(A1)) Z Ar.

Skuste si premysliet, akd vlastnost zobrazenia (v oboch predoslych prikladoch) by ndm zarucila
rovnost mnozin. Mozno vam pomdze nasledujiica definicia.

Definicia 65. Ak o zobrazend f plati

Va,be D(f): a# b= fla) # f(b).

hovorime, Ze je prosté, alebo injekcia.

Nech f C A x B. Ak plati, Ze H(f) = B hovorime, Ze f je zobrazenie na mnozinu B, alebo, Ze
f je surjekcia.

Prosté zobrazenie mnozZiny A na mnoZinu B nazjvame vzajomne jednoznaénym zobra-
zenim A na B alebo bijekciou A na B.

Poznamka 66. Ingmi slovamsi, bijekcia A na B je také zobrazenie, ktoré je injekciou a surjek-
ctou zdroven. Premyslite si, Ze kaZdé prosté zobrazenie je bijekciou svojho defini¢ného oboru na
svoj obor hodnat.

Priklad 67. Dokdzte, Ze ak bindrna relicia f z A do B je prosté zobrazenie, tak inverznd
reldcia f~' je tieZ zobrazenie (z B do A).
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Riesenie. Potrebujeme dokézat, ze ak f~'(c) = a a f~1(c) = b, tak a = b, samozrejme pre
Tubovolnti trojicu a,b, ¢ a za predpokladu, ze f je prosté zobrazenie. Teda nech f~1(c) = a a
f~Yc) = b. To ale znamend, ze f(a) = c a f(b) = ¢, teda f(a) = f(b). Vsimnime si teraz
definiciu prostého zobrazenia:

Va,be D(f): a#b= f(a) # f(b).
Jednd sa o implikaciu, vieme, Ze jej obmenend implikacia je s nou ekvivalentnd, teda plati aj
Va,b € D(f): f(a) = f(b) = a=0.

Ked toto priamo pouZzijeme v nasom dokaze, tak automaticky dostaneme to Zelané a = b.
Pomocou zobrazeni sme schopni porovnavat mnoziny, samozrejme nie pomocou Iubovolnych
zobrazeni, ale pomocou takych, ktoré maji pekné vlastnosti.

Definicia 68. Ak existuje bijekcia mnoziny A na mnozinu B hovorime, Ze mnoZina A je ekvi-
valentnd s mnozinou B a piSeme A ~ B.

Asi nikoho neprekvapi nasledujuce tvrdenie.
Veta 69. Pre lubovolné mnoziny A, B,C plati
e A~ A,
e AB= B~ A,
e ABAB~C=A~C.
Mnoziny rozlisujeme podla poétu prvkov nasledovne:
e kone¢né mnoziny,
e nekonecné mnoziny

— spocitatelns,

— nespocitatelné.

Prave vdaka relacii ~ z definicie 68. budeme vediet odlisif spocitatelné a nespocitatelné
mnoziny. Nech M je nekonecnd mnozina. Ak existuje bijekcia medzi mnozinou M a mnozinou
prir. ¢&isel, tak M je spocitatelnd. V opaénom pripade je nespocitatelnd. Co znamend, ze
existuje bijekcia medzi danou mnozinou a mnozinou prirodzenych ¢isel? To znamena, ze
prvky danej mnoziny vieme usporiadat do nekoneénej postupnosti, teda oéislovat jej prvky
prirodzenymi ¢islami. Zrejme mnoZina prirodzenych &fsel je spoéitatelnd. MnoZina celych &isel
je tiez spocitatelnd, vieme ju totiz vhodne usporiadat: 0,1, —1,2,—2,...,n, —n,.... Premyslite
si, pre¢o celé ¢&isla nemozeme usporiadf tak, Ze najskor zoberieme vsetky kladné a potom
zaporné (pripadne naopak). Princip usporiadania raciondlnych ¢isel vidime v nasledujicich
dvoch obrazkoch (najskér len pre kladné raciondlne ¢isla, potom pre vsetky). V prvom riadku
je citatel vidy 1, menovatele postupne rastd, v n—tom riadku st vSetky citatele n a menovatele
znovu postupne rasti. Zorad ujeme po diagondlach, ako je to vyznacené. Vsimnite si, ze ¢isla
na diagondle maju sicet ¢itatela a menovatela rovnaky.

24



\g{\i
\Q

| |
EN S wl e
| L L] W

| |
LR W
NS Wl

1@
|
YT
LAl ba
|
L] ka
LAl
|
Ll
LTS

Ako je to s mnozinou redlnych éisel? T4 je nespocitatelnd. Toto tvrdenie dokdzal vyznamny
nemecky matematik a logik Georg Cantor. Najskér dokazeme, ze interval (0,1) je ne-
spotitatelnd mnozina. Dokaz urobime sporom, teda budeme predpokladat, Ze interval (0,1)
je spocitatelnd mnozina. To znamen4, Ze vietky ¢fsla z tohto intervalu vieme zapisat do postup-
nosti 71,72,...,7n,.... Tieto &sla vieme zapisat v desatinnom rozvoji a mozeme ich zoradif
napr. takto:

r1 = 0.4628473. ..

ro = 0.5731694 . ..
r3 = 0.9856346 . ..
rq4 = 0.5175944 . ..
r5 = 0.1543646 . . .
re = 0.5437825. ..
r7 = 0.7589347 . ..

pricom nemusia byt usporiadané v prirodzenom usporiadani (teda napr. vzostupne). Teraz
urobime takyto umely krok. Vsimneme si ¢ervené cifry na diagondle:

r1 = 0.4628473 ...

rg = 0.5731694 . ..
r3 = 0.9856346 . ..
rqg = 0.0175944 . ..
r5 = 0.1543646 . . .
re = 0.0437825. ..
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r7 = 0.7589347 . ..

a vyrobime z nich nové ¢&islo z intervalu (0, 1) tak, ze za desatinni ¢iarku zapiSeme ,Cervenu
cifru“ z ¢isla rp na k—te miesto a dostaneme ¢islo

0.4755627 . . ..

V tomto novom ¢isle urobime este dolezité tipravy. Vsetky dvojky prepiSeme na piatfky a zvysné
cifry prepiSeme na dvojky. Teda v nasom pripade dostaneme ¢islo

0.2222252. . ..

Aké ¢&islo sme vyrobili? Je niekde medzi ¢islami r;, ktoré mame usporiadané do postupnosti?
Vd'aka tejto konstrukcii vidime, Ze nase ¢fslo sa s kazdym &fslom r; 1iSi v i—tej cifre za desatin-
nou ¢iarkou. Ale my sme predpokladali, Ze v uvedenej postupnosti su vsetky ¢isla z intervalu
(0,1). Teda sme sa dopracovali k sporu s tym, Ze interval (0,1) je spocitatelnd mnozina. Teraz
uz vieme, ze mnozina (0, 1) je nespoéitatelnd a teda aj mnoZina R je nespocitatelnd. (AZ na
drobny technicky detail s rozvojom ... 9, ktory pre dosiahnutie jednoznacnosti zépisu v nasej
postupnosti preferujeme nad konetnym rozvojom takého ¢isla. Teda namiesto 0.125 budeme
pisat 0.1249. Dalej, cifry 2 a 5, pomocou ktorych sme nase nové &islo vyrobili, mézeme vybrat

aj iné, premyslite si, € tento vyber moze byt Tubovolny.)

Tento pekny dokaz ma aj svoj nézov, je to Cantorova diagonilna metéda. Je to metdda,
ktord sa hojne pouZiva v teoretickej informatike. D4 sa povedaf, ze Cantor predstihol dobu,
jeho vysledky totiZ mnohi matematici v tej dobe nechceli prijat.

Otazky na premyslenie:

o Asi ste si v8imli,ze zlomky na predchadzajicich dvoch obrazkoch sa opakuju (je tam napr.
%, % atd’). Preco to nemd ziaden vplyv na dokaz toho, ze mnozina Q je spocitatelna?

e Nech A, B st spoéitatelné mnoziny. Ak bude mnozina A x B?

e Nech A, B, C st spo¢itatelné mnoziny. Akd bude mnozina A x B x C?

e Nech M je mnozina vSetkych nekoneénych postupnosti z nil a jedniciek. Je mnozina M
spocitatelnd?
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5 ULOHY NA PRECVICENIE

5.1

1.

RELACIE

Reléacie R, S su dané vymenovanim takto:
R = {[17 1]7 [17 2]7 [17 3]7 [27 1]7 [27 2]}7 S = {[27 1]7 [27 2]7 [27 3]7 [37 1]7 [37 2]7 [47 1]}

Uréte: RoS, SoR, R°1,5™!, R1oS 1 (RoS)!,(SoR)™ .
Vysledky: Ro S = {[2,1],[2,2],[2, 3], [3,1], [3, 2], [3, 3], [4, 1], [4, 2], [4, 3]},
SoR={[1,1],[1,2],[1,3],[2,1],[2,2],[2,3]}, R~ = {[1,1], [2, 1], [3, 1], [1, 2], [2, 2]},

S ={[1,2],[2,2],13,2], [1,3](2, 3], [1, 4]},

(RosS)™t ={[1,2],[2,2],[3,2], [1,3],[2,3],[3,3], [1, 4], [2, 4], [3,4]},

(SoR)™h ={[1,1],[2,1],[3,1],[1,2],[2,2],[3,2]}, R o ST' = (So R) "',

.Nech A={neN:n<10}, B={m e N:m <12}, R = {[m,n] € A x B: n = 3m},

S ={[m,n] € B x A: m —n = 2}. Zapiste reldcie R, S vymenovanim prvkov. Zostrojte
grafy relacii R, S. Uréte reldcie Ro S,So R, R™1, 571

Vysledky: R = {[1, 3], [2, 6], [3, 9], [4,12]}, S = {[3,1], [4, 2], [5,3] ...[11,9],[12,10]},

RoS = {[3,3],[4,6],[5,9],[6,12]}, S o R = {[1,1], [2,4], [3, 7], [4, 10]},

R~ = {13,1],[6,2],[9, 3], [12, 4]}, sT1 = {[1,3],[2,4],[3,5]...[9,11], [10,12]}.

. Nech R = {[z,y] e R?: y = 22}, S = {[x,y] € R?: 22 =y}, T = {[z,y] € R?: y = /z}.

Zostrojte kartezianske grafy relacii R, S,T. Urcte relacie RoS,SoR, SoT, RoT,ToR,ToS.
Zostrojte grafy relacii RoS,So R, SoT,RoT,ToR,ToS.
Vysledky: Ro S = {[z,y] € RXRg: y=222},SoR = {[w,y] € IRX]RSF: y=422},S0T = {[z,y] € Rar XRS’: y=x},ToS =

{lz.y] ERXR}:y=|z]},ToR={[z,y] RS xR} :y=+v22},RoT = {[z,y] € R} xRS :y=2yz}

. Na mnozine M = {1,2,3,4} uréte vymenovanim reldciu, ktord je

symetricka, reflexivna, ale nie je tranzitivna,
b

(c) tranzitivna, ale nie je reflexivna, ani ireflexivna,

(a
(

reflexivna a tranzitivna, ale nie je symetricka,

(d) tranzitivna, ale nie je symetrickd, ani antisymetricka.

Vysledky:
a) napr. Ra = {[1,1],[2,2],13,3], [4,4], [1, 2], [2, 1], [1, 3], [3, 1]},
b) napr. Ry, = {[1,1],[2,2],[3, 3], [4, 4], [1, 2]},

c) napr. Re = {[1,1]},

d) napr. Rq = {[1,1],[2,2],[1,2], [2,1], [4,3]}.

. Nech R = {(1,3),(2,3), (3,4), (3,1), (4,2)}. Néjdite R

Vysledky: RT = {1,2,3,4} x {1,2,3,4}.

. N4jdite reldciu S, pre ktort plati ST # S.

Vysledky: napr. S = {[1, 2], [2, 1]}.

N4jdite relaciu S, pre ktori plati ST = S.

Vysledky: napr. S = {[1, 2]}.

. Néajdite tranzitivnu reldciu R, pre ktori plati Ro R # R.

Vysledky: napr. R = {[1, 2]}.
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5.2

N4jdite neprazdnu tranzitivnu reldciu R, pre ktort plati Ro R = ().

Vysledky: napr. R = {[1, 2]}.

Dokézte, ze pre lubovolné reldcie plati:
(a) Ro(S1US2) =RoS;URo Sy,

(b) (RoS)t=85"1oR™,

(c) (R\S)'=R"\5,

(d) (R)"'=R1 (R =R,

(€) * Ro(Uies Si) = Uies Ro Si) (Uier Ri) ™' = Uses Ri_l‘

Dokézte, ze pre lubovolné reldcie plati:

(a) Ro(S1NS2) CRoS;NRoSy,
(b) (SlmSQ)ORgsloRﬂSQOR,
(C) R051\ROSQQRO(51\SQ).

Dokézte, Zze v uvedenych vztahoch nie je mozné nahradit inkliziu rovnostou.
Nacrtnite grafy relacii:

(a) R={[z,y] eR*: 1 <z +y <5},

(b) S = {[z,y] € R?: 4 < 2% +y? < 16},

(c) R={[z,y] € R?: |z +y| < 3}.

Vysledky:
a) priamky y =5 — z,y = 1 — z a cely pds medzi nimi,
a) medzikruzie vratane kruznic z2 + y2 =4, z? + yz =16,

b) priamky y =3 — z,y = —3 — = a cely pas medzi nimi.

* Uréte vymenovanim reldciu:
R={fe,y) €22 |z — 2| + |y +1| = 5}.

* Urcte prvy a druhy obor relécie:

(a) R={[x,y] € R?: 22 — 2z + y* + 2y = 20},
(b) S ={[x,y] € Z*: zy + 3z +y* + 6y + 9 = 5},
(c) R={[z,y] €Z?: 2 +1>y>a>+22—1}.

* Reldcia je cyklickd, ak aRb a bRc implikuje cRa. Dokazte, zZe reldcia je reflexivna a
cyklickd <= je reflexivna, symetrickd a tranzitivna.

RELACIA EKVIVALENCIE, ROZKLADY, RELACIA USPORIADANIA

. Urcte vymenovanim vsetky rozklady mnoziny {1,2,3,4}.

Vysledky: Vietkych moznost{ je 15, treba si ich systematicky vypisat.

St to napr. {{1}, {2}, {3}, {4}}. {{1.2}, {3}, {4}}. ... {{1.2.3,4}},

. N4jdite aspon tri rozne rozklady mnoziny Z.

Vysledky: Napr. {{0},{m € Z: m > 0},{m € Z: m < 0}},{{2m: m € Z},{2m + 1: m € Z}},{{3m: m € Z},{3m +1: m €

Z},{3m +2: m € Z}}.
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. Napiste reldcie ekvivalencie k nasledujicim rozkladom
(a‘) Sl = {CL, b7 ¢, d},

(b) S1= {{CL}, {b’ C}v {d}},
(c) S1={{a},{b},{c}, {d}}.

Vysledky:
a) R1 = {a,b, c,d}?,
b) Ry = {[a, a], [b,b], [c, c], [d, d], [b, c], [c, b] },

c) R1 = {la, al, [b,8], [c, c], [d, d]}.

. Namnozine M = {1,2,3,4} je dana relacia R = {[1, 1], [1, 2], [2, 1], ]2, 2], [2, 3], [3, 2], [3, 3] }-
Je relacia R reldciou ekvivalencie? V pripade kladnej odpovede néajdite rozklad, ktory ekvi-
valencia urcuje. V pripade zapornej odpovede urcte jej reflexivny, symetricky a tranzitivny
uzaver.

Vysledky: R nie je reldcia ekvivalencie, nie je reflexivna ani tranzitivna.

o(R) = {[1, 1], 1, 2], [2,1], [2,2], [2,3], [3, 2], [3, 3], [4, 4]},

R = {[1,1],[1,2], [2, 1], [2,2], [2, 3], [3,2], [3, 3], [1, 3], [3, 1]},

symetricky uzdver je totozny s R.

. Zistite, ktoré z nasledujtcich relacii su ekvivalencie na mnoziné R.

(a) By = {lz,y] €R?: £ =1},

(b) Ry = {[z,y] € R*: |z —y| <1},
(¢) Ry ={[z,y] € R?: [z| = |y]},
(d) Ry = {[z,y] € R?: 23 =3},

a) nie je reldcia ekvivalencie, je porusena reflexivnost,
b) nie je reldcia ekvivalencie, je porusend tranzitivnost,
c) je reldcia ekvivalencie,

d) je relacia ekvivalencie.
. Na mnozine N definujeme relacie:

(a) mRin <= dekadicky zépis ¢isla m mé& taky isty pocet platnych cifier ako dekadicky
zapis Cisla n;
(b) mRan <= ¢islo m ma taky isty ciferny sucet ako ¢islo n.

Dokézte, ze R1, Ra su relacie ekvivalencie a najdite triedy rozkladov danych ekvivalenciami
Ry, Rs.

. Na mnozine Z x NT je dan4 reldcia nasledovne:
[m,n] ~ [m/,n'] <= m.n'=m'n.

(a) Dokéazte, ze ~ je reldciou ekvivalencie.

(b) Kedy dva zlomky patria do tej istej triedy rozkladu daného reldciou ~?

. Na mnozine N x N je dand relacia ~ nasledovne:

[a,b] ~[c,d] <= a+d=b+c.
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(a) Dokazte, ze ~ je na N x N reldciou ekvivalencie.
(b) Kedy dve usporiadané dvojice patria do tej istej triedy rozkladu daného reldciou ~
?
Na mnozine Z je dana relacia = nasledovne:

a=b <= 5|(a—0b).

Je = relécia ekvivalencie na Z? Ak ano, ndjdite rozklad mnoziny Z dany touto relaciou a
prislusni faktorovi mnozinu.

Vysledky: = je reldcia ekvivalencie, rozklad mé 5 tried a Z/= = {0, 1, 2, 3,4}.

Na mnozine prirodzenych &isel (v tejto tilohe budeme aj nulu povazovat za prir. &fslo) je
dana relacia ~ nasledovne:
a~b < 4|(a—0b).

Urcte faktorovi mnozinu N/ ~ .

Vysledky: N/= = {0, 1, 2, 3}.
Na mnozine {0,1,2,...,9} je dand reldcia ~ nasledovne:
a~b <= 10a+0b je prvocislo.

Zistite, ¢i ~ je reldciou ekvivalencie na mnozine {0,1,2,...,9}, v pripade kladnej odpovede
néjdite jej rozklad.

Vysledky: Nie je to reldcia ekvivalencie, je porusend napr. reflexivnost. Doporu¢ujem najst prvok, pre ktory reflexivnost neplati a
zistit, ¢i zvysné dve vlastnosti platia.

Na mnozine prirodzenych ¢isel je dand reldcia ~ nasledovne:

a~b <= a+b je prvocislo.

Zistite, ¢i ~ je relacia ekvivalencie na mnozine prirodzenych ¢isel, v pripade kladnej od-
povede najdite jej rozklad.
Vysledky: Nie je to reldcia ekvivalencie, je porusend napr. reflexivnost. Doporu¢ujem najst prvok, pre ktory reflexivnost neplati a

sistit, & zvydné dve vastnosti plaia.

Nech X = {1,2,3},Y = {1,2,3,4}. Namnozine P(Y)\P(X) je dand reldcia ~ nasledovne:
A~B < ACB.

Ukézte, ze reldcia ~ je na mozine P(Y') \ P(X) reldciou usporiadania.

Nech X je lubovolnd neprdzdna mnozina. Na jej poten¢nej mnozine P(X) je dand reldcia
~ nasledovne:
A~B <— ACB.

Zistite, ¢i ~ je relaciou ekvivalencie alebo usporiadania na mnozine P(X).

Vysledky: Nie je to relacia ekvivalencie, je poruSend symetria. Je to reldcia usporiadania.

Nech X je lubovolnd neprdzdna mnozina. Na jej poten¢nej mnozine P(X) je dan reldcia
~ nasledovne:

A~B < ANB#.

Zistite, ¢i ~ je relacia ekvivalencie alebo usporiadania na mnozine P(X).

Vysledky: Nie je to reldcia ekvivalencie ani reldcia usporiadania, je porusend reflexivita.
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5.3

Nech X je lubovolnd neprdzdna mnozina. Na jej poten¢nej mnozine P(X) je dan reldcia
~ nasledovne:

A~B < A\ B=.

Zistite, ¢i ~ je relacia ekvivalencie alebo usporiadania na mnozine P(X).

Vysledky: Nie je to relacia ekvivalencie, je poruSend symetria. Je to reldcia usporiadania.

Na mnozine vSetkych studentov prvého ro¢nika FIT-u VUT v Brne definujeme relaciu ~
nasledovne:

Student X je v reldcii ~ so studentom Y, prave vtedy ked maji rovnaké krstné meno alebo
priezvisko. Zistite, ¢i ~ je reldcia ekvivalencie alebo usporiadania na mnozine vsetkych
Studentov prvého roénika FIT-u VUT v Brne.

Vysledky: Nie je to reldcia ekvivalencie ani reldcia usporiadania, je poruSend tranzitivita.

Nech A = {-5,—-4,...,4,5}, B = {0,1,2,3,4,5} a nech zobrazenie f: A — B je dané
predpisom f(x) = |z|. Reldciu ~ definujeme podmienkou:

a~b < f(a) = f(b).
Dokazte, ze ~ je reldcia ekvivalencie a urcte faktorovi mnozinu A/ ..

Rozhodnite o pravdivosti tvrdenia: Necht E je reldcia ekvivalencie. Potom reldcia E~! je
tiez reldcia ekvivalencie. Svoju odpoved zdovodnite.

Vysledky: Tvrdenie plati.

Rozhodnite o pravdivosti tvrdenia: Nech F1, E5 st relacie ekvivalencie na tej istej mnozine.
Potom reldcia Ey o Fs je tiez relacia ekvivalencie. Svoju odpoved zdovodnite.

Vysledky: Tvrdenie neplati, je poruSed napr. symetria.

Rozhodnite o pravdivosti tvrdenia: Nech R;, Re su reldcie usporiadania na tej istej
mnoZzine. Potom reldcia R; o Ry je tieZ reldcia usporiadania. Svoju odpoved zdovodnite.

Vysledky: Tvrdenie neplati, je porused napr. antisymetria.

Z OBRAZENIA

. Rozhodnite, ktoré z nasledujicich reldcii st zobrazenia:

(a) R1 = {[x 0], [0, [V, ], [#, ][0, T]},
(b) Ro = {[z,y] € R?: 22 +¢% =1},

(c) Rz = {[z,y] € R?: 2 +y* =1},

(d) Ry ={[z,y] € Z?: 22 +y =1}

Vysledky: a)-c) nie si zobrazenia (treba zdévodnit), d) je zobrazenie (treba dokézat.)

. Nech f je zobrazenie na mnozine R dané predpisom y = 22 — 1. Uréte

f(<_]-a 2))7 f(<_1’ 1>)7 f(R)’ f_1(<_17 1>)) f_1(<0, 2))
Vysledky: f((—1,2)) = (—=1,3), f({(=1,1)) = (=1,0), f(R) = (=1,00), f 1 ((~1,1)) = (—V2,V2),
£71(0,2)) = (—=v3,—1) U (1, V3).

. cte v§ ijekci VAl = 71 . Vysledky: vietkych bijekcii je 3! = 6,
Uréte vSetky bijekcie mnoziny A 1,2, 3} na mnozinu {a, b, c

jedna z ich je napr. {[1, a], [2, b], [3, c]}, ostatné si skiste systematicky vypisat.

. Nech f je zobrazenie A do B a Ay, Ay C A, B1, Bo C B. Dokazte, ze plati
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(a) f(A1UAg) = f(A1) U f(A2),

(b) f7H(B1UB2) = f~1(B1) U f~1(By),
(c) fTH BN By) = f~H(B1) N [ H(B),
(d) f7H(B1— Bz) = [~ 1(B1) — [ H(Ba).

5. Nech f je zobrazenie A do B a A1, Ao C A. Dokazte, ze plati

f(A1) = f(A2) C f(A1 — Ag).

Dokézte, ze v uvedenom vztahu nie je mozné nahradit inkliziu rovnostou.
6. * Nech f: A — B,g: B — C. Dokéazte, ze:
) ak go f je injekcia, tak i f je injekcia,
) ak go f je surjekcia na C, tak i ¢ je surjekcia na C,
(c) ak g, f si injekcie, tak i g o f je injekcia,
) ak g, f st surjekcie (na B, resp. na C), tak i g o f je surjekcia (na B, resp. na C).
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