1 Zvazovo usporiadané mnoziny

Skor ako sa zacitate do tejto Casti, je potrebné zopakovat si relacie usporia-
dania, vratane takych pojmov ako napr. infimum, supremum a hasseovské
diagramy. Ak sa v tychto pojmoch uz orientujete, mdzete zacat nasledujicou
definiciou, ktora popisuje Specidlny typ usporiadanych mnozin.

Definicia 1. Nech =< je reldcia usporiadania na mnozine X. Hovorime, Ze
(X, X) je zvazovo usporiadand mnozina, ak pre kazdu svoju dvojprvkovi
podmnozinu obsahuje mnozina X aj jej supremum a infimum.

Definiciu si vysvetlime na nasledujicom priklade.

Priklad 2. Pomocou hasseovskijch diagramov mdme urcené dve usporia-
dané mnoziny (X, <), (Y, xX), pricom X = {0,1,a,b,¢,d},Y = {0,z,y, z,t}:
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Vsimnime si prvid z nich a vyberme napr. dvojprokovi podmnozinu {b,d}.
Jej infimum je prvok 0 (pod obidvomi prvkami tejto podmnoziny je jedine pr-
vok 0), supremum je prvok a (horngm ohranicenim tejto mnoziny je {a,1}
a supremum je najmensie horné ohranicenie, teda prvok a). Ak si vyberieme
napr. podmnozinu {b, c}, tak infimum je prvok 0, supremum je prvok 1. Tdto
prud mnozina je zvazovo usporiadand, doporucujeme vyskusat vsetky ostatné
dvojprvkové podmnoZiny. Druhd mnoZina nie je zvdzovo usporiadand, lebo
napr. podmnozina {x,y} nemd v'Y supremum, horngm ohranicenim tejto
mnoziny je {z,t}, ale proky z a t su neporovnatelné, preto neexistuje naj-
mensie horné ohranicenie (toto si dobre premyslite), podobne ani {t,z} nemd
v Y infimum.

Peknym prikladom zvézovo usporiadanej mnoziny je (P(X), C), kde X
je Tubovolnd mnozina. Na nasledujicich obrédzkoch vidime takéto mnoziny
pre dvojprvkovi mnozinu {a, b} a trojprvkovi {a,b, c}. Vsimnite si, ze infi-
mum lubovolnej dvojprvkovej podmnoziny mnoziny P(X) je prienik tychto
dvoch prvkov (treba si uvedomit, ze prvkami takejto mnoziny si mnoziny)



a supremum je ich zjednotenie.
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2 7Zvazy, podzvazy a izomorfizmus

V ramci algebry sme sa stretli s algebraickymi struktirami s jednou opera-
ciou. Teraz sa spolu pozrieme na algebraické struktiry s dvomi operaciami.

Definicia 3. Nech X je mnozina, A,V si operdcie na X, pre ktoré plati:

e VxeX:zVrr=2x xANx=rc,
(idempotencia)

e Veyye X: zVy=yVa, cANy=yAuz,
(komutativita)

e Vx,y,z€X: (zVy)Vz=axV(yVz), @Ay Az=zA(yAz),
(asociativita)

o Ve,yeX:zAN(xzVy) =z, zV(xAy) ==z
(absorbéné zakony )

Potom trojicu (X,V,A) nazgvame zvazom na X. Operdciu V nazjvame
spojenie a operdciu N\ nazijvame priesek.

O vztahu medzi zvazovo usporiadanymi mnozinami a zvizmi hovori nasle-
dujica veta:

Veta 4. Nech (X,V, ) je zviz. Potom plati:
1. pre kazdé dva proky z,y € X jex ANy=x < zVy=y,
2. ak na mnoZine X definujeme reldciu < takto:
Ve,ye Xz Sy < xVy=y,

potom (X, X) je zvizovo usporiadand mnozina.



Takze ak priesek (spojenie) prvkov z,y nahradime infimom (supremom)
dvojprvkovej mnoziny {z,y}, dostaneme zvizovo usporiadani mnozinu z
Definicie 1. V predchadzajtcej kapitole sme mohli vidiet, ze vhodnymi ope-
raciami by mohli byt prienik a zjednotenie, neskor si ukadzeme dalsie vhodné
operacie. Odteraz uz namiesto zviazovo usporiadanej mnoziny budeme pou-
zivat termin zvéz.

Podobne ako pri grupoidoch, aj pri zvazoch nas buda zaujimat podstruk-
tary, teda podmnoziny nosica, na ktorych si obe operacie uzavreté.

Definicia 5. Hovorime, Ze zviz (Y,V,A\) je podzvaz zvizu (X,V,N), ak
plati:

e Y c X7
e Vx,yeY: xVyeY, xAyeY.
Nasledujuci priklad nam pomoéze objasnit pojem podzvazu.

Priklad 6. Na mnozine X = {0,1,a,b,c,d} je dany zviz hasseovskym dia-
gramom takto:

0
Nech Y = {0,1,a,b},Z = {0,1,b,c}. Zistite, ¢i (Y,V,A) a (Z,V,N\) st
podzvdzy zvdzu (X,V,N).

Riesenie. Pri rieseni tejto ulohy postupujeme podobne ako pri zistovani
podgrupoidov, resp. podgriup, teda pomocou operacnych tabuliek. Rozdiel
bude len v tom, Ze musime skontrolovat opera¢né tabulky pre dve operacie,
pre operacie V a A. Pre mnozinu X dostavame:

VIO 1 a b ¢ d A0 1 a b ¢ d
010 1 a b ¢ d 0j0 0 0 0 0 O
1{1 1 1 1 1 1 110 1 a b ¢ d
ala 1 a 1 1 1 al0 a a 0 0 O
blb 1 1 b 1 b b10 b 0 b d d
clec 1 1 1 ¢ c cl|0 ¢ 0 d ¢ d
dld 1 1 b ¢ d d|0 d 0 d d d

Najskor sa budeme venovat mnozine Y. V tabulkach st farebne vyznacené
riadky a stipce, ktoré prislichaji prvkom mnoziny Y. Sikovny ¢itatel si uz
isto vsimol, ze tieto farebne vyznacené policka prislichaji podgrupoidom
(Y,V) a (Y, A). Teda obe operécie st na mnozine Y uzavreté. Zrejme su aj



zachované vsetky vlastnosti oboch operéacii, ktoré ndm zarucuju, ze (Y, V, A)
je zvéz, preto je (Y, V,A) podzviz zvizu (X, V, A).

Teraz si v tabulkdch farebne vyznaéime riadky a stipce prislichajice
prvkom mnoziny Z.

VIO 1 a b ¢ d A0 1 a b ¢ d
010 1 a b ¢ d 0Oj{0 0O 0 0 O O
171 1 1 1 1 1 110 1 a b ¢ d
ala 1 a 1 1 1 al0 a a 0 0 O
bbb 1 1 b 1 b b0 b 0 b d d
cle 1 1 1 ¢ ¢ c|0 ¢ 0 d ¢ d
d|d 1 1 b ¢ d d|0 d 0 d d d

Zrejme (Z,V) je podgrupoidom (X,V), ale (Z,A) nie je podgrupoidom
(X, A), problematické miesta si v tabulke vyznacené modrou farbou. Teda
operacia A nie je na mnozine Z uzavretd a preto (Z,V,A) nie je podzviz
zvazu (X, V, A). Skiseni zvizaci tieto informécie nemusia zistovat pomocou
tabuliek, ale vedia ich vy¢itat priamo z diagramu.

Poznamka 7. Vsimnite si tabulky v predchddzajicom priklade. Pri stiu-
diuv algebraickych struktur s jednou operdciou sme sa naucili urcovat nie-
ktoré vlastnosti z operacnych tabuliek. Pri zvdzoch ndm pribudlae dalsia vlast-
nost, idempotencia. T vieme v tabulke odhalit na hlavnej diagondle, kedZe
rAx =z, resp. x Vx = x, tak na diagondle sa nam postupne objavuje
zahlavie tabulky. Z tabuliek moZeme dalej vycitat, Ze najmensi prvok je ne-
utrdlnym prvkom pre operdciu V a najvdcsi prvok je zase neutrdalnym prvkom
pre operdciu A. VSimnite si pri operdcii A riadok a stlpec prislichajici proku
0 a pri operdcii V riadok a stlpec prislichajici proku 1. Zrejme pre kazdy
prvok x plati t A\O=0Ax=0,2V1=1Vax =1, jednd sa o tzv. agresivitu
nuly a agresivitu jednicky.

Pri algebraickych struktirach s jednou operédciou sme skimali, ¢i st dve
Struktiry v istom slova zmysle rovnaké. Venovali sme sa roznym typom
homomorfizmu. Pri zvizoch sa zameriame na izomorfizmus.

Definicia 8. Nech (X,Vx,Ax), (Y,Vy,Ay) su zvizy. Ak existuje bijekcia
f: X =Y takd, Ze Vx,y € X plati:

flavxy)=f@)Vy fly) AN flzAxy)=f@) Ay fy),
potom hovorime, zZe (X,Vx,Nx), (Y,Vy,Ay) st izomorfné zvizy.

Pre pochopenie tohto pojmu je samozrejme dolezité, aby sa citatel oriento-
val v problematike homomorfizmov na algebraickych struktirach s jednou
operaciou. Na jednoduchom priklade si tento pojem vysvetlime aj pre zvazy.



Priklad 9. Nech X ={0,1,a,b,c}. Zrejme (X,V,A), ktory je zadany has-

seovskym diagramom, je zviz.
a@c

0

Nech'Y = {0,a,b,1}, Z = {0,b,¢,1}. Ukdzte, Ze podzvizy (Y,V,N),(Z,V,N\)
st izomorfné.

Riesenie. Pri rieSeni tejto tlohy by sme mohli postupovat tak, ako sme
boli zvyknuti pri algebraickych struktarach s jednou operaciou, teda by sme
pracovali s opera¢nymi tabulkami, teraz by mala kazda struktiura dve ta-
bulky. Pri hladani vhodnej bijekcie by sme samozrejme zobrazili najmensi
prvok jednej Struktary na najmensi prvok druhej struktiry a podobne by
sme zobrazovali aj najvacsi prvok. Pri zvazoch mdzeme postupovat aj inak.
Pre kazdy podzvaz si zostrojime hasseovsky diagram.

1 1
GQI] ch
0 0
Vidime, Ze sa jedna o rovnaké struktiry, teda podzvizy si izomorfné a
dokonca vieme ndjst hned dve vhodné bijekcie: f; = {[1,1],[0,0], [a, b], [b, c|}
a fo = {[1,1],[0,0],[a, ], [b,b]}.
Na zaver tejto kapitoly si vysvetlime este jeden dolezity pojem.

Definicia 10. Usporiadand mmnozina, v ktorej pre kazZdid podmnoZinu exis-
tuje supremum 1 infimum, sa nazyvae Uplng zvdz.

Zrejme plati, ze kazdy dplny zvéz je zviz. Da sa ukazat, ze kazdy tplny
zvaz (X, A, V) ma najmensi prvok (infimum mnoziny X vo zvize (X, A, V))
a najvacsi prvok (supremum mnoziny X vo zvize (X, A, V)). Prirodzenou
otazkou je, Ci existuje zvéz, ktory nemé najmensi, resp. najvacsi prvok. Si-
tuacia je jednoduchsia pre kone¢né mnoziny, zviz na konecnej mnozine ma
vzdy najmensi, aj najvacsi prvok, kazdd podmnozina ma v nom infimum
aj supremum a preto je vzdy uplny. Ako je to so zvézmi na nekonecénych
mnozinach, nam pomdze pochopif nasledujici priklad.

Priklad 11. Pre lubovolni mnozinu (konecnd, alebo nekonecni) X je
(P(X), Q) dplnyg zviz. Najmensim prvkom je prdzdna mnozina, najvdcsim
prvkom je mmozina X . Treba si wvedomit, Ze prvkami takéhoto zvdzu st mno-
zZiny, teda supremum lubovolnej podmnoziny, takychto prvkov, je ich zjedno-
tenie a infimum je ich prientk. Ak dlohu trochu zmenime, dostaneme zvdz,
ktory mie je uplng. Zmena spociva v tom, Ze ak X je nekonecnd mnoZina,
tak vytvorime mnoZinu jej vsetkych konecnych podmnozin a usporiadame ich
inkliziou, potom dostaneme zvdz, ktory nie je uplnym zvizom. Toto si dobre
premyslite.



3 Vlastnosti zvazov

V tejto kapitole sa zameriame na dolezité vlastnosti zvazov a vztahy medzi
tymito vlastnostami.

Definicia 12. Nech (X, V,A) je zviz. Hovorime, Ze (X,V, ) je
e modularny, ak Vz,y,z € X plati

r3z=>xV(yAz)=(xVy) Az,

e distributivny, ak Vz,y,z € X plati
zV(ynz)=(xVy A(zVz),
rA(yVz)=(xAy)V(zAz),

e komplementarny, ak v X existuje najmensi prvok 0 a najudcsi prvok
1 a ku kazZdému x € X existuje T € X taky, Ze:

zANT=0,z2VZT=1.
Prvok T nazyvame komplementom (doplnkom) prvku x.
Tieto pekné vlastnosti si objasnime na nasledujucich prikladoch.

Priklad 13. Nech X = {1,2,3,4,12} je mnoZina usporiadand reldciou |,
ktord je definovand nasledovne

VmneX: (mn < IJpeX:n=p-m).
Zistite, ¢t sa jednd o zvdz a v pripade kladnej odpovede urcte jeho vlastnosti.

RieSenie. Pripominame, Ze reldcii | na mnozine prirodzenych ¢isel sme sa
venovali pri reladcidch usporiadania, kde je aj dokaz, ze je to naozaj rela-
cia usporiadania. Teraz si tato usporiadanti mnozinu znézornime pomocou

hasseovského diagramu:
12

1

Usporiadanie relaciou | v podstate znamen4, ze nad kazdym prvkom sa na-
chadzaji jeho nasobky. Teda najmensim prvkom je 1, lebo kazdy prvok z
mnoziny X je jej nasobkom. Tesne nad 1 st vsetky prvocisla a takto sa
postupne dostavame k najvacsiemu prvku, ktorym je 12, tento prvok je na-
sobkom vsetkych prvkov mnoziny X. Z obrazku vidime, Ze sa jedna o zvaz.



Vzhladom k tomu, Ze mnozina X obsahuje len pat prvkov, tak velmi lahko
overime, Ze zviz je komplementarny. Prvok 4 mé komplement prvok 3 (a
naopak, prvok 3 ma komplement prvok 4, tieto dva prvky st komplemen-
tarne), podobne aj prvok 2 ma komplement prvok 3, prvok 3 ma teda dva
komplementy a prvky 1 a 12 st navzajom komplementarne. Tento zviz nie
je modularny, lebo

2<4a2V(3AN4)=2 ale (2V3)AN4=4.
Nie je ani distributivny, lebo
2V (3A4) =2, ale (2V3)A(2V4) =4

Poznamka 14. Zvdz z prikladu 13. sa nazgva pentagon, casto zjednodu-
sene oznacovany ako Ns.

Priklad 15. Nech X = {1,2,3,5,30} je mnoZina usporiadand reliciou |,
ktord je definovand nasledovne

VmneX: (mn < IJpeX:n=p-m).

Zistite, ¢t sa jednd o zvdz a v pripade kladnej odpovede urcte jeho vlastnosti.

Riesenie. Tuto dlohu budeme riesit podobne ako predchadzajicu, teda opét
si najskor nakreslime hasseovsky diagram:

30

2464

1

7 obrazku vidime, zZe sa jedné o zvéz. Llahko sa overi, zZe je komplemen-
tarny, prvok 2 ma komplementy 3 a 5, podobne aj prvok 3 ma komplementy
2 a 5, prvok 5 ma tiez dva komplementy 2 a 3 a prvky 1 a 30 sd si navzajom
komplementarne. Vyskusajte si overit, ze tento zvaz je modularny. Poktste
sa o efektivne riesenie. Nie je vSak distributivny, lebo napr.

2V (3A5) =2, ale (2V3) A (2V5) = 30.

Poznamka 16. Zvdz z prikladu 15. sa nazgyva diamant, casto zjednodusene
oznacovany ako Ms.

Poznamka 17. Ak mnoZiny z predchddzajucich prikladov rozsirime na celi
mnoZzinu prirodzenych ¢isel, dostaneme zviz (N, |), ktory nie je uplny (toto si
poriadne premyslite). V tomto pripade je xVy je najmensi spoloény ndsobok
prvkov x,y a T Ay je najvicsi spolocny delitel prvkov x,y. Premyslite si,
preco sme takto nemohli operdcie N,V definovat aj v predoslych prikladoch.
Doplnenim nuly (ktord sa stane jeho najvicsim prvkom, lebo 0 je ndsobkom
kazdého prirodzeného ¢isla) dostaneme uplng zviz (N U {0}, ]).



Predchadzajice priklady ndm objasnili nielen vlastnosti zvéizov, ale Sikovny
citatel si po ich vyrieseni asi uvedomil aj vztahy medzi tymito vlastnostami.
My si postupne uvedieme tvrdenia, ktoré nam zjednodusia klasifikaciu zvé-
ZOV.

Veta 18. KazZdy distributivny zvdz je moduldrny.

Dokaz. Tvrdenie dokazeme priamo. Treba si uvedomif, Ze sa jednd o im-
plikdaciu: Ak je zvédz distributivny, potom je tento zvdz modularny. Teda
predpokladame, ze zviz je distributivny a zaroven x =< z. Potrebujeme do-
kézat, ze x V (y A z) = (x V y) A z. Postupne pouzijeme distributivny zékon
a fakt, ze zo vztahu x < z vyplyva, ze x V z = z. Potom

zV(yNz)=(xVy ANxVz)=(zVy)Az.

Dékaz bol naozaj velmi jednoduchy. Dolezitejsie je vSak vediet spravne toto
tvrdenie aplikovat. Ak o zvize vieme, Ze je distributivny, vieme isto, Ze
je aj modularny. Ak zvéz nie je moduldrny, nie je ani distributivny. Ak
vieme, ze je modularny, tak moéze ale nemusi nutne byt aj distributivny,
peknym prikladom je zvéz Ms. Veta tiez ni¢ nehovori o pripade, ak zviz
nie je distributivny. O distributivite ndm pomdze rozhodnit nasledujiice
tvrdenie.

Veta 19. Nech (X, V,A) je distributivny zviz. Potom kazdy prvok v X md
najviac jeden komplement.

Poznamka 20. Doékaz Vety 19. prenechdvame Studentom ako jednoduché
cvicenie. Doporucujeme dokazovat sporom. Studenti toto tvrdenie casto ne-
sprdvne pouzivaji. Treba si uvedomit, Ze sa opdat jednd o implikdciu. Ak
zistime, Ze zvdz obsahuje prvok, ktory md viac ako jeden komplement, je
isté, Ze zvdz neméze byt distributivny. Ak ale maju vsetky proky zvdzu ma-
ximdlne jeden komplement, tak to neznamend, Ze zvdz je distributivny. V
rozhodovani o distributivite a modularite nam pomoze nasledujice tvrdenie.
Pripominame, Ze zvizom N5, Ms sme sa podrobne venovali v prikladoch 13.,
15., tieto priklady su zdroven dokazom nasledujicich ekvivalencii v smere
=

Veta 21. Zviz (X,V,N) je
e moduldrny <= mneobsahuje podzviz izomorfny s Ns.
o distributivny <= neobsahuje podzviz izomorfny s Ms ani Ns.

Poznamka 22. Prijemné je, Ze sa jednd o ekvivalencie a teda pri rozhodo-
vani napr. o distributivite, ndm staci zistit, ¢i zviz obsahuje ako podzviz N5
alebo Ms. Ak obsahuje aspori jeden z nich, tak nie je distrubutivny. Ak neob-
sahuje ani jeden z nich (pozor, to, Ze ich tam nendjde napr. student X, este
neznamend, ze sa to nemusi podarit Studentovi Y), tak zviz je distributivny.



4 Booleove algebry

V matematickej logike sme pracovali nad dvojprvkovou mnozinou {0, 1}, de-
finovali sme si logické spojky konjunkciu, disjunkciu a negaciu. Tieto logické
spojky mézeme chapat ako operdcie na mnozine {0,1}. Teda dostavame al-
gebraickt Struktiru s dvomi bindrnymi a jednou unarnou operaciou, tzv.
Booleovu algebru. Pripominame, Ze n—arna operacia na mnozine X je zo-
brazenie z X™ do X. Pre n = 0 je operacia nuldrna. Formdlne ide o predpis,
ktory bez vstupu vrati nejakd hodnotu. Niekedy je vyhodné pracovat s kon-
stantami ako s nularnymi operdciami. S dvomi nularnymi operdciami sa zo-
znamime v Definicii 23. V pripade n = 1 taktto operdciu nazyvame undarna,
v pripade n = 2, hovorime o binarnej operacii. Casto pouzivana unarna ope-
racia je napriklad odmocnina, alebo uz spominand negacia. Pojem Booleovej
algebry je vSeobecnejsi, teda uvedend struktira je len jej Specidlny pripad.

Rozsah a ddlezitost tejto analdgie objasnil ako prvy britsky matematik
George Boole (1815-1864), ktory polozil zéklady algebraickej tedrie mnozin.
V tejto kapitole ukdzeme ako Booleove algebry stuvisia so zvézmi.

Definicia 23. Nech (X,®,®,",0,1) je algebra s dvoma bindrnymi operd-
ciami @, ® undrnou operdciou’ a dvoma nuldrnymi operdciami 0,1. Potom
(X,®,®,,0,1) je Booleova algebra, prave vtedy, ked si pre vietky z,y,z € X
splnené tieto podmienky:

c @Oy)Oz=z8YD2), QYRz=18((Hy2),
(asociativita)

e TDY=y>dr, rTRQYU=yQux,
(komutativita)

c T (YR2)=(z0Y) @ (zd 2),
1R (ydz)=20yY) ®(=z® =),
(distributivita)

e zh0=2z zR1=u=x,
e z®2' =1, z®2' =0.

7 vlastnosti, ktoré st uvedené v Definicii 23., sa daji odvodit mnohé
dalsie. Dvom z nich sa venujeme v nasledujicom priklade. Dékazom dal-
sich sa budete venovat na cvi¢eni. Spomenieme aspon zname De Morganove
zékony: (z@y) =2 @y, (xdy) =2 @7y

Priklad 24. Dokdzte, Ze v kazZdej Booleovej algebre plati:
1. z®0=0,

2. (z@y) =2 ay.



RiesSenie.

1. Zrejme plati, ze x ® 2’ = 0, potom 2 ® 0 = z ® (x ® 2’). Vzhladom k
tomu, ze ® je asociativna operdcia, tak z ® (r® 2') = (z @ z) @ 2’ a
na zaver staci aplikovat idempotenciu

r0=2®(2®r)=@er)2r =221 =0.

2. Treba si uvedomit, ze v podstate mame ukazat, ze doplnok k z ® y je
' @y, teda by malo platit toto:

(z@y) @ (@ oY) =0,

ey o ay)=1

Dokazeme prvi rovnost a ti druht prenechdvame Studentom na pre-
cvicenie. Upravime vyraz (z @ y) ® (2' @ ), najskér ,rozndsobime
zatvorky “:

oy e@E@ey)=oyer)o@@ayey).
Vyuzijeme komutativnost a rovnost z ® 2’ = 0 a dostaneme:
(zeyer)e(@eyey) = (z02' 0y)@(xayey) = (00y) & (z®0).

Teraz uz len aplikujeme rovnost z prvej casti tlohy a dostaneme vy-
tuzeny vysledok:

Ry ®(xx0)=040=0.

Definicia 25. Nech (X, V,A) je distributivny a komplementdrny zviz s naj-
mensim prvkom 0 € X a najvicsim prvkom 1 € X. Potom (X,V,\) nazy-
vame Booleovym zvizom.

Poznamka 26. Dd sa ukdzat, Ze ak (X,V, ) je Booleov zvdiz, tak usporia-
dand Sestica (X,V,A,,0,1), kde' : X — X je operdcia komplementu na
X, je Booleovou algebrou na X. A naopak, dd sa ukdzat, Ze kazdd Booleova
algebra je Booleov zvdz. Teda tieto dva pojmy siu ekvivalentné a poskytuji
ndm dva rozne pohlady na ti istd Struktiru.

Pre lepsie pochopenie Booleovych zvéizov si v nasledujicich prikladoch uka-
zeme, aky vplyv na struktiru zvizu ma komplementarita a distributivita.
Este predtym definujeme pojem atéomu zvizu, ktory je kltucovy pri klasifika-
cii koneénych Booleovych algebier.

Definicia 27. Nech (X,V,A) je Booleov zviz s najmensim prvkom 0 € X.
Hovorime, Ze a € X je atdm zvdzu X, ak pokryva najmensi prvok 0.
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Priklad 28. Ndjdite vsetky mneizomorfné Booleove zvizy na n—prvkovej
mnozine, pricom n € {1,2,3,4,5}.

RieSenie. Ulohu budeme riesit postupne pre jednotlivé n.

1. Ak n =1, tak mame jedini moznost ako zostrojit zvéz a ti vidime na
obrazku:
[ ]
a

Prvok a je zaroven najmensi, aj najvacsi prvok, sam sebe je komple-
mentom. Pre porusenie distributivity by zvdz musel obsahovat bud
pentagon alebo diamant ako svoj podzvéz, ¢ize by musel mat aspon
pat prvkov. Preto plati aj distributivny zdkon, teda sa jedna o Booleov
zvéz. Vsimnite si, ze v tomto pripade mame nula atémov, lebo prvok
a nepokryva ziaden prvok.

2. Podobne pre n = 2 mame len jednu moznost ako zostrojit zvéz:
|
0

Prvok 0 je najmensi, prvok 1 je najvacséi a st navzidjom komplemen-
tarne, distributivny zakon je opét splneny a teda aj toto je Booleov
zvaz. V tomto pripade mé zviz jeden atém a tym je prvok 1.

3. Pre n = 3 mame opét jedini moznost ako zostrojit zvéz:
1

a

0

V tomto pripade sa vSak nejedna o Booleov zviz, lebo k prvku a ne-
existuje komplement. Teda trojprvkovy Booleov zviz neexistuje.

4. Ak n = 4, dostavame nasledujice dva zvazy:

1

b 1

a a<>b
0 0

Prvy z nich (podobne ako zviz pre n = 3) nie je komplementérny,
preto nemdze byt Booleov. Druhy zvéz ma aj najmensi prvok, je nim
prvok 0 a aj najvacsi prvok, je nim prvok 1, je aj komplementarny, aj
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distributivny. Distributivita plynie z toho, Ze zviz neobsahuje ako pod-
zvaz ani diamant, ani pentagon. Komplementarita sa v tomto pripade
jednoducho overi, prvky 0,1 st navzajom komplementidrne a prvky
a, b tvoria dalsiu komplementarnu dvojicu, teda je to Booleov zviz. V
tomto pripade méa dva atémy.

5. Pre n = 5 dostavame az pat neizomorfnych zvizov:

1

1 1 1
c
b c b c 1 b
a a b Q a@c a c
0 0 0 0 0

Prvé tri z nich nie s komplementirne a dalsSie dva nie su distribu-
tivne. Teda ani jedna z tychto piatich moznosti nevyhovuje zadaniu,
¢o znamend, ze neexistuje patprvkovy Booleov zvéz.

V nasledujicom priklade vyuzijeme vedomosti ziskané v Priklade 28.
a ukdzeme, ako spolu stvisia zvizy nad potenénymi mnozinami a konecné
Booleove algebry.

Priklad 29. Nech X = {a,b}. Zistite, ¢i zviz (P(X),U,N) a Booleov zviz,
ktory md dva atomy sd izomorfné.

Riesenie. V Priklade 28. sme nasli iba jeden Booleov zvéiz s dvomi atémami
a tym bol Stvorprvkovy zviz, oznac¢me si ho (L,V,A), kde L = {0, 1,a,b}.
Nakreslime hasseovské diagramy zvizov (P(X),U,N), (L, V,A):

X 1
{a}@{b} a<>b
0 0

V tomto pripade sa evidentne jednd o izomorfné zvézy. Otdzkou ostava,
¢ (L, V,A) je jediny Booleov zvéiz s dvomi atémami. Teda musime vyriesit
otazku, akid struktiru by mohol mat zvéz, ktorého hasseovsky diagram ma

prvé dve trovne takéto:
a\/ b
0

Teda ako by sme pokracovali v kresleni vyssich trovni diagramu, aby sme
neporusili komplementaritu, ani distributivitu a samozrejme, aby mal zviz
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aj najvacsi prvok. Jedna z moznosti je, ze prvky a, b bude pokryvat spolo¢ny

prvok x:

0

Ak z # 1, tak evidentne porusime komplementaritu, ak z = 1, tak dosta-
neme znovu zviz (L, V, A). Pokracovat by sme vsak mohli aj tak, ze prvky
a, b nebude pokryvat spolo¢ny prvok:

Yy
X Yy X
an N
0 0

Takéto pokracovanie vedie k tomu, ze niektoré prvky budd mat viac ako
jeden komplement, teda k poruseniu distributivity. To znamend, zZe exis-
tuje jediny Booleov zvéz s dvomi atémami a ten je izomorfny so zvédzom

(P(X),u,n).

Ak si zhrnieme vysledky tychto prikladov, tak vidime, Ze pocet prvkov
Booleovho zvédzu nemoéze byt Tubovolné prirodzené c¢islo. Zistili sme, ze Bo-
oleove zvazy mali 1,2 a 4 prvky, pricom mali postupne 0,1 a 2 atémy. To nés
privadza k myslienke, Ze pocet prvkov kazdej Booleovej algebry je 27, kde
n je pocet jej atémov. Okrem toho sa da dokézat, Ze dve Booleove algebry
s rovnakym poctom prvkov s izomorfné.

Po predchadzajucich prikladoch asi nikoho neprekvapi zévereéné tvrde-
nie, ktoré charakterizuje struktiru konec¢nych Booleovych zvizov.

Veta 30. Nech (X,V,A) je konecny Booleov zviz. Potom (X,V,A) je izo-
morfny so zvizom (P(Y),U,N), kde Y je mnoZina vsetkjch atémov zvizu
(X,V,N).
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5 ULOHY NA PRECVICENIE

1. Na mnozine M = {a,b,c,d, e, f} si dané relacie R;: i € {1,2,...,7}

nasledovne:
(a) R1={(a,b),(b,c),(b,d),(bse),(c, [),(d f), (e f)},
(b) Ry = {(a,b),(a,c),(a,d),(a,e€), (b, f),(c, f), (d, [), (e, f)},
(c) B3 ={(a,b),(a,c),(c,d),(be), (e, f),(d, [)},
(d) Ry ={(a,0),(a,c),(c,d),(be), (b,d), (e, f), (d, f)},
(e) Rs ={(a,b),(a,c),(a,d),(be),(de), (e f)},
(f) R ={(a,b),(a,c),(c,d),(c,e), (b,d), (be),(d, f), (e, f)},
(8) Rr={(a,b),(b,c),(b,d),(c,e),(d,e), (e f)}

Ku kazdej z nich napiste najmensiu (vzhladom na inklaziu) reldciu R},
pre ktoru plati:

d RzgRr)

o R7 je reflexivna a tranzitivna.

Pre kazdu relaciu R} zistite, ¢i (M, R}) je zviz. V pripade kladnej
odpovede zistite, ¢i (M, R}) je distributivny alebo komplementarny
ZVaZ.

2. Vypiste vsetky podzvéazy zvézov z predchadzajicej tlohy.

3. Najdite vsetky neizomorfné zvizy na n—prvkovej mnozine, pricom n €
{1,2,3,4,5}.

4. Najdite vSetky neizomorfné distributivne zvizy na 5—prvkovej mno-
Zine.

5. Nech X ={1,2,3,4,6,12} je mnozina usporiadana reldciou |, ktora je
definovana nasledovne

Vm,neX: (mn < IJpeX:n=p-m).

Zistite, ¢i sa jedna o zvédz a v pripade kladnej odpovede urcte jeho
vlastnosti.

6. Na mnozine M = {a,b,c,2,4,8} je dand reldcia |, ktord je definovana
nasledovne

Vm,n € N: (mn <= IpeN:n=p-m).
Urcte a,b,c € N tak, aby (M,|) bol zviz. Nédjdite aspon dve rozne

rieSenia.
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10.

Nech M = {a,b, c,d}. Nakreslite hasseovsky diagram pre (P(M), C),
zistite, ¢i je to zvaz. V pripade kladnej odpovede uréte jeho vlastnosti.

Na mnozine {a,b,c,d, e, f,g, h} zostrojte zvaz, ktory
(a) bude komplementédrny, ale nebude distributivny,
(b)

(c)

bude distributivny a komplementarny zaroven.
bude distributivny ale nebude komplementarny.

(d) nebude distributivny ani komplementérny.

V Booleovej algebre (X, V, A, ,0,1) zjednoduste vyrazy:
(a)
(b) ) (zVa)V(yV2),
(¢) (xAy)V(zAzZ)V(TATY).

V Booleovej algebre (X, V,A,”,0,1) dokazte:

(a) xv1=1,
(b) zVy =T A7,
(c) y<T <= zAy=0
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