Sdstavy linearnych rovnic

T + y = 2
r — y = 1
z + y + z =0
x — y + 2z = 3
dr — 2y + 62z 7




Sdstavy linearnych rovnic

® G Yy = Z
r — y = 1
z + y + z =0
x — y + 2z = 3
dr — 2y + 62z 7
o Co je siistava rovnic?
o Co vyjadruje siistava rovnic?
o Ako ju riesit?
o Co méZe byt vysledkom sistavy rovnic?



Sdstavy linearnych rovnic

Typy sustav:



Sdstavy linearnych rovnic

Typy sustav:

@ homogénne (na pravych stranach rovnic sd iba nuly)

@ nehomogénne (na pravych stranach rovnic je aspori jedna
nenulova hodnota)



Matice-uzito¢ny pomocnik pri rieseni sistav

e Definicia. Nech I ={1,2,--- ,m},J ={1,2,--- ,n}.
Maticou typu m X n nad mnoZinou realnych &isel R nazyvame
zobrazenie A : I x J — R. Obraz usporiadanej dvojice [i, j]
oznacujeme a;; a hovorime, Ze je prvok matice. Schématicky
zapisujeme maticu v tvare tabulky:

ail ai2 Tt A1n

a/ a “ e a
A= 21 22 2n

aml AaAm2 " Gmn

@ Ak m = n, hovorime o Stvorcovej matici, ak m # n, tak sa
jedna o obdlznikovi maticu.



Matice, zadkladné pojmy

e veduci prvok - pivot -prvy nenulovy prvok v riadku (nemusi
vzdy existovat)

0 0 - 0
@ nulova matica A = 0.0 - 0
0 0 0
ai O 0
e diagonalna matica A = 0 ay -0 , a; € R
0 0 - ay
10 0
@ jednotkova matica A = 01 0
00 - 1

@ Zrejme diagonalna aj jednotkova matica st Stvorcové.
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Matice, zadkladné pojmy

Schodovity tvar matice:

Matica je v schodovitom tvare ak:
o nulové riadky (ak existujii) si vZdy umiestnené na konci,

@ v dvoch po sebe idicich riadkoch je vzdy pivot na nizsom
riadku viac vpravo ako pivot na vyssom riadku.




Homogénne sustavy linedrnych rovnic, priklad

Rieste sistavu rovnic:

r1 + X2 — 3x4 — x5 = 0
Ty — X3 + 223 — =y — x5 = 0
4y — 229 + 6x3 + 34 — 45 = 0
r1 + 229 — x3 — 4dxy — x5 = 0




Homogénne sustavy linedrnych rovnic, priklad

Rieste siistavu rovnic:
r1 + X2 — 3x4 — x5 = 0
Ty — X3 + 223 — =y — x5 = 0
4y — 229 + 6x3 4+ 34 — 45 = 0
r1 + 229 — x3 — 4dxy — x5 = 0

RiesSenie. Sistavu budeme riesit pomocou matice siistavy-kazdy
riadok odpoveda jednej rovnici ststavy. Budeme vyuzivat
elementarne riadkové operacie (ero):

@ vymena dvoch riadkov,
@ vynasobenie rovnice nenulovym cislom,

@ pripocitanie lubovolného nasobku jednej rovnice k inej rovnici.



Homogénne sustavy linedrnych rovnic, priklad

Rieste siistavu rovnic:
r1 + X2 — 3x4 — x5 = 0
Ty — X3 + 223 — =y — x5 = 0
4y — 229 + 6x3 4+ 34 — 45 = 0
r1 + 229 — x3 — 4dxy — x5 = 0

RiesSenie. Sistavu budeme riesit pomocou matice siistavy-kazdy
riadok odpoveda jednej rovnici ststavy. Budeme vyuzivat
elementarne riadkové operacie (ero):

@ vymena dvoch riadkov,
@ vynasobenie rovnice nenulovym cislom,
@ pripocitanie lubovolného nasobku jednej rovnice k inej rovnici.

Nasou snahou je upravit maticu na jej schodovity (trojuholnikovy)
tvar.



Homogénne sustavy lin. rovnic, priklad-pokracovanie

@ Sistavu prepiSeme do matice:
e koeficienty sustavy st prvky matice
(nezabudnite na nulové koeficienty)
e pravl stranu sistavy piSeme za Ciaru

r1 + X2 — 34 — x5 = 0
T — T2 + 23 — x4y — x5 = 0
4ry — 2x9 + 6x3 + 3x4 — 4dzs = 0
Ty + 29 — x3 — 4dxy — x5 = 0
U

1 1 0 -3 —-1]0

1 -1 2 -1 —-1]0

4 -2 6 3 —4]10

1 2 -1 —4 —-1]10



Homogénne sustavy lin. rovnic, priklad-pokracovanie

Pomocou elementarych riadkovych operacii upravime maticu na
schodovity tvar.

Najskor vynasobenim prvého riadku vhodnym cislom a naslednym
pripocitanim k druhému riadku dosiahneme nulu na prvom mieste
druhého riadku. Zrejme, to vhodné Cislo bude —1.

Podobnym sp6sobom dostaneme nuly na prvom mieste aj v tretom
a Stvrtom riadku. Teda pod pivotom prvého riadku dostaneme
nulovy stipec:

1 1 0 -3 —1]0 1 1 0 -3 —1]0
1 -1 2 -1 —-1]0 0 -2 2 2 010
4 -2 6 3 —4/0|7|lo -6 6 15 00
1 2 -1 —4 —1]0 01 -1 -1 010



Homogénne sustavy lin. rovnic, priklad-pokracovanie

Teraz sa zameriame na pivota v druhom az Stvrtom riadku. Pre
prijemnejsie pocitanie by bolo vhodné mat ako pivota v druhom
riadku Cislo 1, v nasom pripade staci vymenit riadky a dalej
pokracujeme tak, ako v predchadzajicom kroku-budeme sa snazit
stipec pod pivotom druhého riadku vynulovat. A takto
pokracujeme, kym matica nie je v schodovitom tvare.

1 1 0 -3 —-1]0 1 1 0 -3 —1]0
0 -1 1 1 010 0 -1 1 1 01]0
0 -6 6 15 olol~]lo o 0o 9 oo~
01 -1 -1 010 0 0 00 01]0
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Homogénne sustavy lin. rovnic, priklad-pokracovanie

Posledna matica odpoveda sistave:
r1 + X9 — 34 — 25 = 0
ro — X3 — Ty =0
Ty = 0



Homogénne sustavy lin. rovnic, priklad-pokracovanie

Posledna matica odpoveda sistave:

r1 + X9 — 34 — 25 = 0
ro — X3 — Ty =0
Ty = 0

@ Zac¢neme od poslednej rovnice. Z nej dostaneme x4 = 0.



Homogénne sustavy lin. rovnic, priklad-pokracovanie

Posledna matica odpoveda sistave:

r1 + X9 — 34 — 25 = 0
ro — X3 — Ty =0
Ty = 0

@ Zac¢neme od poslednej rovnice. Z nej dostaneme x4 = 0.
@ Posunieme sa o riadok vysSie. Z druhej rovnice (po dosadeni
za x4) vidime, ze 9 = x3.



Homogénne sustavy lin. rovnic, priklad-pokracovanie

Posledna matica odpoveda sistave:

r1 + X9 — 34 — 25 = 0
ro — X3 — Ty =0
Ty = 0

@ Zac¢neme od poslednej rovnice. Z nej dostaneme x4 = 0.

@ Posunieme sa o riadok vysSie. Z druhej rovnice (po dosadeni
za x4) vidime, ze 9 = x3.

@ Treba si uvedomit, ze madme 5 neznamych a iba tri rovnice,
preto si musime zvolit dva (dostaneme z rozdielu 5 — 3)
parametre a ostatné nezndme pomocou nich vyjadrime.



Homogénne sustavy lin. rovnic, priklad-pokracovanie

Posledna matica odpoveda sistave:

r1 + X9 — 34 — 25 = 0
ro — X3 — Ty =0
Ty = 0

@ Zac¢neme od poslednej rovnice. Z nej dostaneme x4 = 0.

@ Posunieme sa o riadok vysSie. Z druhej rovnice (po dosadeni
za x4) vidime, ze 9 = x3.

@ Treba si uvedomit, ze madme 5 neznamych a iba tri rovnice,
preto si musime zvolit dva (dostaneme z rozdielu 5 — 3)
parametre a ostatné nezndme pomocou nich vyjadrime.

@ Zvolime napr. xo = t, potom si musime uvedomit, ze aj
x3 = t. Takze dalSi parameter méze byt napr. x5 = s,
podobne dobry vyber by bol aj 1 = s, naopak 3 = s by
zmysel nemal. Toto si dobre premyslite.



Homogénne sustavy lin. rovnic, priklad-pokracovanie

Posledna matica odpoveda sistave:

xy

+ x9 - 3.584 — Iy = 0
ro — X3 — Ty =0
Ty = 0

@ Zac¢neme od poslednej rovnice. Z nej dostaneme x4 = 0.
@ Posunieme sa o riadok vysSie. Z druhej rovnice (po dosadeni

za x4) vidime, ze 9 = x3.

Treba si uvedomit, ze mame 5 neznamych a iba tri rovnice,
preto si musime zvolit dva (dostaneme z rozdielu 5 — 3)
parametre a ostatné nezndme pomocou nich vyjadrime.
Zvolime napr. xo = t, potom si musime uvedomit, ze aj

x3 = t. Takze dalSi parameter méze byt napr. x5 = s,
podobne dobry vyber by bol aj 1 = s, naopak 3 = s by
zmysel nemal. Toto si dobre premyslite.

Z prvej rovnice potom dostaneme 21 = s — t (ak sme predtym
dali x5 = s). RieSenim je mnozina {[s — t,¢,t,0, s]; s,t € R}.

ILG



Homogénne sustavy lin. rovnic, priklad-pokracovanie

e Vsimnite si, ze [0,0,0,0,0] je rieSenim sustavy.



Homogénne sustavy lin. rovnic, priklad-pokracovanie

e Vsimnite si, ze [0,0,0,0,0] je rieSenim sustavy.
e Vyskusajte si, ze ak [a, b, ¢, d, €] je rieSenim sdstavy, tak aj
[p.a,p.b,p.c,p.d,p.e], kde p € R, je rieSenim sistavy.



Homogénne sustavy lin. rovnic, priklad-pokracovanie

e Vsimnite si, ze [0,0,0,0,0] je rieSenim sustavy.

e Vyskusajte si, ze ak [a, b, ¢, d, €] je rieSenim sdstavy, tak aj
[p.a,p.b,p.c,p.d,p.e], kde p € R, je rieSenim sistavy.

o Dalej, ak [a,b,c,d, €] a [k,1,m,n,o0] si rieSenia sistavy, tak
potom aj [a+ k,b+1,c+m,d+n,e+ o] je rieSenim sustavy.



Homogénne sustavy lin. rovnic, priklad-pokracovanie

e Vsimnite si, ze [0,0,0,0,0] je rieSenim sustavy.

e Vyskusajte si, ze ak [a, b, ¢, d, €] je rieSenim sdstavy, tak aj
[p.a,p.b,p.c,p.d,p.e], kde p € R, je rieSenim sistavy.

o Dalej, ak [a,b,c,d, €] a [k,1,m,n,o0] si rieSenia sistavy, tak
potom aj [a+ k,b+1,c+m,d+n,e+ o] je rieSenim sustavy.

@ Tieto tri pekné vlastnosti maju vsetky homogénne ststavy
lin. rovnic.



Nehomogénne sustavy linedrnych rovnic, priklad

Rieste ststavu rovnic:

1 + 3r9 + bxg — 2x4 = 3

2097 + Txg + 3x3 + x4 = b

1 + S5r9 — 923 + 8xy = 1

5v1 + 18z9 + 4x3 + bdxy = 12




Nehomogénne sustavy linedrnych rovnic, priklad

Rieste ststavu rovnic:

1 + 3r9 + bxg — 2x4 = 3

2097 + Txg + 3x3 + x4 = b

1 + S5r9 — 923 + 8xy = 1

5v1 + 18z9 + 4x3 + bdxy = 12

RieSenie. Sistavu budeme riesit podobne ako homogénnu sdstavu.

1 3 5 —2| 3 13 5 -—2| 3
2 7 3 1|5 01 -7 5| -1
1 5 -9 8| 117]0o2 —14 10| -2|"
5 18 4 5| 12 0 3 —21 15| -3



Nehomogénne sustavy lin. rovnic, priklad-pokracovanie

~

1 3
01 -7 5| -1
00
00 0 0] O

Posledna matica odpoveda sistave:
r1 + 3x9 + bdxg — 2x4 = 3
ro — Txz + bdxry = -1

Znovu postupujeme ako pri rieSeni homogénnej sistavy. Teraz
mame 4 nezndme a iba dve rovnice, preto si dve (dostaneme z
rozdielu 4 — 2) nezndme zvolime a ostatné pomocou nich
vyjadrime. Nech teda x3 = s, x4 = t, potom z druhej rovnice
dostaneme x5 = 7s — 5t — 1 a z prvej rovnice je 1 = 17t — 265 + 6.
RieSenim je mnozina {[17t — 26s + 6,7s — 5t — 1, s,t];s,t € R}.
Pekné vlastnosti, ktoré platili pri homogénnych ststavach, neplatia
pri nehomogénnych.



Sdstavy s parametrom, priklad

V'R rieste siistavu rovnic s parametrom a.

ax + y + 2z = 1
r + ay + z = a
zr 4+ y + az = a?




Sdstavy s parametrom, priklad

V'R rieste siistavu rovnic s parametrom a.

ax + y + 2z = 1
r + ay + z = a
zr 4+ y + az = a?

Riesenie. Najprv vymenime riadky tak, aby v prvom riadku na
prvom mieste nebol parameter, potom upravujeme maticu na

schodovity tvar.

a 1 1] 1 1 1 al a? 1 1 a a
1 a 1]l al~la 1 1| 1|~]0 1—-a 1-a%2|1-a]|~
1 1 al a2 1 a 1| a 0 a—1 1—a| a—d?



Suastavy s parametrom, priklad-pokracovanie

1 1 a a’
~10 1—a 1-—a? 1—a® ~
0 0 2—-d?>—-a|l—-a*4+a—ad?

1 1 a a?

~10 1-a 1—a? 1—a?
0 0 (2+a)(l-a)| (1—a).(l+a)?

Z posledného riadku dostavame, ze
(a+2).(1-a)-z=(1—a)-(a+1)2

Co to znamena?



Suastavy s parametrom, priklad-pokracovanie

Ak (a+2).(1 —a) # 0, tak potom a € R\ {—2,1}.



Suastavy s parametrom, priklad-pokracovanie

Ak (a+2).(1 —a) # 0, tak potom a € R\ {—2,1}.
@ Z posledného riadku dostaneme

_(1=-a)-(a+1)* (a+1)?

- (a+2).(1—a)  a+2°




Suastavy s parametrom, priklad-pokracovanie

Ak (a+2).(1 —a) # 0, tak potom a € R\ {—2,1}.
@ Z posledného riadku dostaneme

_(1=-a)-(a+1)* (a+1)?

- (a+2).(1—a)  a+2°

@ Po dosadeni do druhého riadku dostaneme




Suastavy s parametrom, priklad-pokracovanie

Ak (a+2).(1 —a) # 0, tak potom a € R\ {—2,1}.
@ Z posledného riadku dostaneme

_(1=-a)-(a+1)* (a+1)?

- (a+2).(1—a)  a+2°

@ Po dosadeni do druhého riadku dostaneme

@ Po dosadeni do prvého riadku dostaneme

a+1
a+2




Suastavy s parametrom, priklad-pokracovanie

Ak (a+2).(1 —a) # 0, tak potom a € R\ {—2,1}.
@ Z posledného riadku dostaneme

_(1=-a)-(a+1)* (a+1)?

- (a+2).(1—a)  a+2°

@ Po dosadeni do druhého riadku dostaneme

@ Po dosadeni do prvého riadku dostaneme

a+1
a+2

Teda pre a € R\ {—2,1} je rieSenim sdstavy trojica

_at+l 1 (a+1)?
a+2’ a+2’ a+2




Suastavy s parametrom, priklad-pokracovanie

Co ak je (a+2).(1 —a) = 0? Teda, ¢o ak je a = —2 alebo a = 1?
Pre tieto dva pripady musime slstavu vyriesit, aby sme dostali
Gplné riesenie slstavy s parametrom. Teda postupne dosadime za
parameter a a vyrieSime slstavy, teraz uz bez parametra.



Suastavy s parametrom, priklad-pokracovanie

@ Pre a = —2, dostaneme slistavu

—2r + Y + z
T + -2y + z
T + Y + =2z

I
|
[N}

matica prislichajica tejto sustave je:




Suastavy s parametrom, priklad-pokracovanie

Pokracujeme:

1 -2 1| -2 1 -2 1| -2
~|10 -3 3| =3|~(0 -3 3| =3].
0O 0 0] 3 0o 0 O 1

Sistava prislichajica takejto matici nema riesenie -poslednému
riadku prislicha rovnica: 0.z + 0.y + 0.z = 1 a taka trojica, ktora
by vyhovovala, neexistuje.

Porovnajte si to s homogénnymi stistavami. MéZe tam nastat
takato situacia? Co sa pri dpravach na schodovity tvar deje s
pravou stranou homogénnych sdstav?




Suastavy s parametrom, priklad-pokracovanie

@ Pre a = 1, dostaneme slistavu

r + y + =z
r + vy + =z
r + vy 4+ =z

matica prislichajlica tejto sustave je:

1 1 1|1
1 1 1| 1].
1 1 1|1

Maticu upravime na schodovity tvar:

i)

Teda ststava ma nekonecne vela rieSeni, mame tri nezndme a
len jeden nenulovy riadok. Mézeme si napr. zvolit y =p a

z = q a x dopocitame z rovnice prislichajicej jedinému
nenulovému riadku (z + y + z = 1), teda vyhovuje kazda
trojica [1 — p — ¢, p, ¢, kde p,q € R.

ILG
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