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Systém lin. rovnic

Systém rovnic

a11x1 + aj2x2 + -+ apxy, = by
a2171 + agxs + - -+ awTy, = b
Ap1T1 + ap2T2 + -+ appTy = by

nazveme systém n-linearnych rovnic s n neznamymi.



Systém lin. rovnic

o koeficienty systému - a;5, 4,5 € {1,2,...,n}
@ matica systému

ail a1 AT
a1 a2 ... Q2p
Gn1 Aan2 Gnn

@ rozSirend matica systému

ail a1 AT b1
a1 a2 ... Q2p b2
anl Aap2 ... Qpn bn



Zakladna veta linedrnej algebry-Frobeniova veta

Veta. Systém linedrnych rovnic ma rieSenie <= hodnost matice
A je taka istd ako hodnost rozsirenej matice systému.



Cramerovo pravidlo

Ak je matica systému regularna, tak systém ma jediné riesenie:
_ A1 _ D D Dy,
rx=A b a $—ﬁ1,ﬁ2,ﬁﬂ

My sa dalej budeme venovat len rovniciam s jedinym rieSenim.



Metddy na rieSenie systému linedrnych rovnic

@ priame
e Cramerovo pravidlo
e Gaussova elimina¢nad metéda
e Gaussova elimina¢nad metéda s CiastoCnym vyberom hlavného

prvku
Metdda LU-rozkladu

@ iteracné

e Jacobiho metéda
o Gauss-Seidlova metéda
o ...



Gaussova elimina¢na metdda

Kto este stale neovlada ...



Gaussova eliminacnd metéda s Ciastoénym vyberom

hlavného prvku

@ Preco ju pouzivame? Chceme znizit zaokrihlovacie chyby.
@ Aky je postup?
e vyberieme do prvého riadku tid rovnicu, ktord ma v absoldtnej
hodnote pri x1 najvacsi koeficient
e eliminujeme z1 v dalSich rovniciach
e v dalSom kroku si budeme vyberat zo zvySnych rovnic takd
rovnicu do druhého riadku, ktorda ma v absolttnej hodnote
najvadsi koeficient pri zs.
e zo0 zvysnych rovnic eliminujeme x5. A tak dalej,. ..



Gaussova eliminacnd metéda s vyberom hlavného prvku,
JNELe

Rieste sistavu rovnic:

0,14 024 —084]| 1,11
1,07 —0,83 0,56 | 0,48
0,64 043 —0,38| —0,83




Gaussova eliminacnd metéda s vyberom hlavného prvku,
JNELe

Rieste sistavu rovnic:

0,14 024 —084]| 1,11
1,07 —0,83 0,56 | 0,48
0,64 043 —0,38| —0,83

RieSenie. 1. krok:

0,14 024 —084| 1,11
1,07 —083 0,56 | 0,48
0,64 043 —0,38|—0,83



Gaussova eliminacnd metéda s vyberom hlavného prvku,

priklad-pokracovanie

2. krok a 3. krok:

1,07 —0,8300 0,5600 | 0,4800
0,00 0,3486 —0,9132| 1,0472
0,00 09264 —0,7149 | —1,1171



Gaussova eliminacnd metéda s vyberom hlavného prvku,

priklad-pokracovanie

4. krok a 5. krok:

1,07 —0,8300 0,5600 | 0,4800
0,00 0,9264 —0,7149 | —1,1171
0,00 0,0000 —0,6442 | 1,4676

2= —2,2781, y=—2,9638, x=—0,6581.

Ako je to s chybami vysledku?



Metdda LU-rozkladu-motivacia

Ako budeme riesit takito rovnicu?

1 00 21 0 T 3
310 0 3 -2 yl =15
2 41 0 0 1 z -3

b}

ﬂ Mohli by sme matice na lavej strane vynasobit a riesSit
tak, ako doteraz. Ale to by nebolo ni¢im zaujimavé, takze
oCakdvame nejaku peknd myslienku.



Metdda LU-rozkladu

Trojuholnikovd matica (vieme z prvej prednasky)

Dolna trojuholnikova matica, oznacujeme L je napr.

1 0 O

3 1 0

2 4 1
teda nad diagonalou st samé nuly.

Horna trojuholnikova matica, oznacujeme U je napr.

2 1 0
0 3 -2
0 0 1

teda pod diagonalou st samé nuly.

Diagonalna matica D (vieme z prvej prednasky)



Metéda LU-rozkladu, opakovanie

o Co vieme o determinantoch matic L, U, D?

e Nech Ty, T; st horné (dolné) trojuholnikové matice. Aké budii
matice

T+ Ty, Ty =Ty, Ty - Ty, To- Ty, Ty 17



Metdéda LU-rozkladu, pokracujeme v motivacii

Zrejme plati, ze

1 0 0 2 1 0 2 1 0
<3 1 O) . (O 3 —2) = <6 6 —2) .
2 4 1 0 0 1 4 14 -7
1 0 O 2 1 0 a 3
<3 1 0).(0 ; _2>.<y>:<5>
2 4 1 0 0 1 z -5

vSak budeme schopni (uz o chvilu) vyriesit jednoduchsie ako

sustavu
2 1 0 T 3
6 6 —2|.ly]=1(5].
4 14 -7 z -5

Evidentne sa jedna o td istd sdstavu, takze motivacia je velka.

Sdstavu

ILG



Metéda LU-rozkladu, postup

Ak rieSime slstavu
LUz =0,

vyuZijeme asociativnost nasobenia matic a polozime

Uz=7.
Najskor vyrieSime systém
Ly=hb
Jeho riesenie 7 dosadime do
Uz=7

a budeme mat vyrieSeny systém

LUZ =b.



Metdéda LU-rozkladu, priklad

1 0 O 2 1 0 a 3
3 1 0)].{0 3 -2].{y]=|5|.
2 4 1 0 0 1 % —5

Riesenie. Budeme postupovat podla navodu, teda oznacime:

Rieste stistavu

2 1 0 x T
Uz=10 3 -2 yl=1u
0 0 1 z 21
a budeme riesit ststavu
X1 1 0 0 X1 3
L-ly|=1310].lvn|=1]5
Z1 2 4 1 Z1 )



Metdéda LU-rozkladu, priklad-pokracovanie

Postupujeme od prvého riadku k poslednému a dostaneme, ze

.’B1:3,
321+ =9=3-3+y1=5=>y =4,
2. x1+4-y1+21=-5=2-34+4-(-4)+21=-5=2z =5.

Tento vypocet je jednoduchy a rychly.



Metdéda LU-rozkladu, priklad-pokracovanie

Teda dostavame

21 x
Uz=|(0 3 =2|.|ly|=1|—-4
0 0 z

Teraz postupujeme naopak od posledného k prvého riadku a
konecne sa dostaneme k vysledku:
z =275,
3y—2-2=—-4=3.-y—-2-5=—-4=y=2,
2-x+y=3:>2-x+2:3:m:%.

RieSenim je usporiadana trojica {%,2,5] .



Metdda LU-rozkladu

Videli sme, Ze rieSenie sUstavy v pripade, Ze matica je rozlozena na
dolnd a horni trojuholnikovl maticu je velmi jednoduché.

@ Ako rozlozime maticu na L.U?

@ D4 sa takto rozlozit kazda matica?




Metdda LU-rozkladu

Takze ako na to? Ukazeme si dva mozné postupy:

@ drevorubadsky - spociva v rieseni slstavy n- rovnic, kde n je
stupen matice (tzv. Doolittlov rozklad),

@ carovny-Sikovne vyuZziva Gpravu matice na trojuholnikovy tvar.



Metdéda LU-rozkladu, Doolittlov rozklad

Metddu si ukdZzeme na zndmom priklade. Maticu

2 1 0
6 6 —2
4 14 -7

rozlozime na sicin dolnej a hornej troj. matice tak, ze dolnd bude
mat na hlavnej diagonale samé jednotky (rozklad, kde L matica ma
jednotkovd diagonélu, sa nazyva Doolittlov). Teda

2 1 0 1 00 T Yy z
6 6 —2|=1]la 1 O 0 t u
4 14 -7 b ¢ 1 0 0 v

Matice na pravej strane vynasobime a porovname po bunkach s
maticou na lavej strane. Dostaneme sice 9 rovnic, ale velmi

jednoduchych.



Metdéda LU-rozkladu, Doolittlov rozklad

N&sobime
lz=2=2z=2 ly=1=y=1, 1lz=0=2=0,

arx=6=a=3, ay+1lt=6=t=3, az+lu=-2=u=-2,
bx=4=b=2, by+ct=14=c=4, bz+cu+lov=-T=v=1

Potom
2 1 0 1 00 21 0
6 6 —-2|=131 0 0 3 -2
4 14 -7 2 4 1 0 0 1

KedZe sme pracovali s maticou, ktorej rozklad sme uz poznali, tak
skasku spravnosti urobime len porovnanim so zndmym vysledkom.
Keby sme rozklad nepoznali, tak matice vynasobime a tak sa
skontrolujeme.



Metdéda LU-rozkladu, Sikovnejsi postup

Nasu maticu

2 1 0
6 6 —2
4 14 -7

budeme upravovat na horn trojuholnikovli maticu, budeme si
pamatat vSetky kroky, resp. ich budeme zaznamenavat do dalsej
matice.

Ideme "vynulovat" ¢len as; = 6, teda vyndsobime prvy riadok
¢islom (—3) a pripo¢itame k druhému riadku. Zarover si v dal3ej
matici do bunky be; napiSeme opacné &islo k (—3):

2 1 0 .
0 3 -2 3
4 14 -7



Metdéda LU-rozkladu, Sikovnejsi postup

V dalsom kroku "vynulujeme" ¢len a3; = 4, teda vynasobime prvy
riadok ¢&islom (—2) a pripo¢itame k tretiemu riadku. Zaroven si v
dalSej matici do bunky b3; napiSeme opaéné &islo k (—2):

2 1 0 .
0 3 -2 3
0 12 -7 2

Este ostava "vynulovat" ¢len ass = 12, teda vynasobime druhy
riadok Cislom (—4) a pripocitame k tretiemu riadku. Zaroven si v
dalSej matici do bunky bso napiSeme opaéné &islo k (—4):

21 0 .
0 3 -2 3 .
0 0 1 2 4

Po pozornom skiimani vidime, ze matica vlavo je horna
trojuholnikova a pozorny Student vidi, Ze vpravo sa ¢rta dolna
trojuholnikova.



Metdéda LU-rozkladu, Sikovnejsi postup

Ostava uz len posledny krok, v matici vpravo vyplnime diagonalu
jednickami a bunky nad diagonélou vyplnime nulami:

2 1 1
U=(0 3 -2 L=13
0 0 1 2

= = O

0
0
1

Opat sme sa dostali k tomu istému rozkladu, teda skdsku
nemusime robit.

@ Preco tento postup funguje?

@ D3 sa takto rozlozit kazda matica?
1?22

Na obe otazky mame odpoved.



Metéda LU-rozkladu, Sikovnejsi postup -odhalenie principu

Preco tento postup funguje?

Ked sa vratime k Gpravdm na trojuholnikovy tvar, tak napr.
nasobenie prvého riadku &islom (—3) a nasledné pri¢itanie k
druhému riadku, vieme nahradit nasobenim matic:

1 0 0 2 1 0 2 1 0
-3 1 0)-{6 6 —-2]=(0 3 =2
0 0 1 4 14 -7 4 14 -7

Inverzia vSetko vrati do povodného stavu:

1 0 o\ ' 1 0 0
3 1 0] =310
0 0 1 0 0 1

a pre sucin takychto matic plati

1 0 O 1 0 O 1 0 O
31 0)-10 1 0)-({0 1
0 0 1 2 0 1 0 4 1

o

1.0 0
3.1 0).
2 4 1



Metoda LU-rozkladu, existencia

A este odpoved na existenciu rozkladu:

Tvrdenie. Pre kaZdii stvorcovii maticu A, ktord ma vsetky hlavné
subdeterminanty rézne od nuly, existuje taka dolna a horna
trojuholnikovd matica, Ze A =L - U.




Metéda LU-rozkladu, rozsireny postup

Nech A ma vSetky hlavné subdeterminanty rézne od nuly, potom

ststavu
Az =0
mé&zeme prepisat
LUT =0
Polozme
UzT=7

Jeho riesenie 7 dosadime do

a budeme mat vyrieSeny systém
Az =b.

ILG



Itera¢né metédy

o lteracné metddy si zalozené na postupnych aproximaciach,
teda opakovanim nejakého vypoctu sa postupne priblizujeme k
rieseniu.

@ Mo6zu byt dspesné-vtedy hovorime, ze konverguja. Teda ak
presné riesenie je limitou postupnych aproximacii.

@ Nemusia byt GspesSné-vtedy hovorime, ze diverguji. Teda ak
sa aproximéacie k presnému rieSeniu nepriblizujd, idd do
nekonecna alebo osciluji.

@ lteraénych metdd je velké mnozstvo, my sa budeme venovat
len dvom z nich.



Jacobiho metéda

@ Z prvej rovnice si vyjadrime prvi nezndmu, z druhej rovnice
vyjadrime druhd nezndmu ... z poslednej rovnice vyjadrime
poslednd neznadmu.

@ Do takejto sistavy dosadime zaciato¢nu iteraciu a uréime
prvi iteraciu.

@ Pomocou prvej iteracie rovnakym postupom ziskame druhi
iteraciu ...



Jacobiho metdda, priklad

Jacobiho metédou rieste ststavu rovnic.

1021 +29—23 = 9
—x1 + 2029 + 3 = 42
1+ 29 + 1023 = 33

RieSenie. 1. krok-vyjadrime si x1x2, x3:

Ty = 0,1(—:6'2 + x3 + 9)
xro = 0,05(561 — X3+ 42) (1)
xr3 = 0,1(—1’1 — X9 + 33)




Jacobiho metdda, priklad-pokracovanie

2. krok:
Zacneme zaciatoCnou aproximaciou z(0) = (0,9;2,1; 3,3)
a dosadime do predchadzajicich vztahov:

2V = 01(-21+33+9) =1,02
2V = 005009 —3,3+42) =1,98
2 = 0,1(=0,9—2,1+33) = 3,00

Dostali sme dal$iu aproximaciu (1) = (1,02;1,98; 3,00) ktort
dosadime do vztahov (1).

(2) 0,1(—1,98 + 3,00 + 9) = 1,002
22 = 0,05(1,02 — 3,00 + 42) = 2,001
2P = 0,1(—1,02— 1,98+ 33) = 3,000

8
o
I



Jacobiho metdda, priklad-pokracovanie

V tabulke st vysledky z dalSich dvoch krokov Jacobiho metédy.
(k) (k) (k)

L1 ) L3
0,9 2.1 3.3
1,02 1,98 3,00

1,002 2,001 3,000
0,9999 | 2,0001 | 29997
41 0,99996 | 2,00001 | 3,00000

W N = O X

Sledujeme rozdiely pri kazdej nezndmej v dvoch po sebe idicich
aproximaciach. Vypocet ukoncime, ked st rozdiely v absolltnej
hodnote (pri kazdej nezndmej) mensie ako pozadovana presnost.



Jacobiho metdda, priklad na divergenciu

Vsimnime si tento priklad:

1+ 29+ 1023 = 33
1021 +29—23 = 9
—x1+ 2020+ 23 = 42

Zrejme sa jednd o sustavu z predchadzajlceho prikladu, len sme
vymenili riadky. Urobime prvy krok Jacobiho metédy:

ry = —X9 — 10333 + 33
To = —10x14+2x23+9
r3 = x1— 2029 + 42




Jacobiho metoda, priklad na divergenciu-pokracovanie

Pokracujeme dalSimi krokmi Jacobiho metédy, pricom sme pouzili rovnaku

podiato¢nd iteraciu ako v predchadzajicom priklade:

L1
T2
3

—21-10-33+33=-21
~10-0,94334+9=233
0,0—20-2,1+42=0,9

I
T2
z3

-3,3—-10-0,9+ 33 =20,7
10-2,140,9+9 = 30,9
—2,1-20-3,3+42 = —26,1

T
L2
3

30,9 — 10 - (—26,1) + 33 = 263,1
~10-20,7— 26,1 +9 = —224,1
20,7 — 20 - 30,9 + 42 = —555,3

Vysledky st nejaké zvldstne. Co to znamena? Metéda pri takto

poprehadzovanych riadkoch diverguje. To znamena, Ze na divergenciu ma vplyv

aj poradie riadkov?

ILG



Ostro riadkovo resp. stipcovo diag. dominantné matice

Matica je
@ riadkovo diagonalne dominantn3, ak:

n

laiil > > laglpro i=1,...

j=1,j#i
@ stlpcovo diagonalne dominantnd, ak:

n

|ajj\> Z \aij\ pro j=1,...

i=1,i#j



Pravidla konvergencie

e Ak je matica ststavy ostro riadkovo alebo stlpcovo diagonélne
dominantnd, Jacobiho metéda konverguje.

@ Pozor, tvrdenie ma tvar implikacie, teda dominancia nie je
nutna podmienka.

@ Porovnajte si to s predchadzajicimi prikladmi.

e D4 sa kazda matica upravit na riadkovo alebo stipcovo

dominantni?
172




Gauss-Seidlova metoda

@ Z prvej rovnice si vyjadrime prvi nezndmu, z druhej rovnice
vyjadrime druhd nezndmu ... z poslednej rovnice vyjadrime
posledn(i nezndmu (tento krok maji Jacobiho a Gauss-Seidlova

metéda rovnaky).

@ Do takejto ststavy dosadime zacliatocnd iteraciu, ale pri
wodte 20 U3 w h (1) N ¢
ypoCte x5’ uz vyuzivame hodnotu x;’ a pri vypocte x5
wwuSii hod (1) (1)
yuzijeme hodnoty z;"" a x5 " ...

@ Porovnejte si to s Jacobiho metodou.



Gauss-Seidlova metoda, priklad

Najdite riesenie sistavy rovnic Gauss-Seidlovou metédou.

1021 +29—23 = 9
—x1+ 2029 + 23 = 42
1 + 29 + 1023 = 33

RieSenie. Vyjadrime si 21,22, %3 a pri vypocte z{") vyuzijeme po&iato&ni

aproximaciu «(® = (0,9; 2,1; 3,3), pri vypocte xél) vyuZijeme nov( aproximaciu

(1,02;2,1;3,3), teda x(lo) je uz nahradené mgl). Podobne pri vypoéte a:él)
vyuZijeme aproximaciu (1,02;1,986;3,3), teda xgo),xéo) sl uz nahradené
JREVIIG

1 »v2 -

2V = 01(—28 + 2 +9) = 0,1(~2,1 + 3,3+ 9) = 1,02

2V = 0,05 — 2% 4+ 42) = 0,05(1,02 — 3,3 + 42) = 1,986

2 = 01(—2V — 2V +33) = 0,1(~1,02 — 1,986 + 33) = 2,9994

ILG



Gauss-Seidlova metoda, priklad-pokracovanie

Tabulka vysledkov do Stvrtého radu:

k x(lk) xék) l’ék)

0109 2,1 3,3

111,02 1,986 2,9994

2| 1,00134 2,000097 2,999856 3
310,99997593 | 2,00000598 | 3,00000181
4 10,99999958 | 1,99999989 | 3,000 00005

Ukoncujeme za rovnakych podmienok ako pri Jacobiho metdde.
Skuste si prehodit riadky ako pri priklade na Jacobiho metédu.



Pozitivne definitnd matica

Symetrickd matica A raddu n se nazyva pozitivne definitna, ak
pre kazdy nenulovy stipcovy vektor &= (x1, 29, ...,x,)T plati

T Ax >0



Pravidla konvergencie

o Ak je matica siistavy ostro riadkovo alebo stipcovo diagonélne
dominantnda, Gauss-Seidelova met6da konverguje (vieme, ze aj
Jacobiho metdda konverguje).

@ Ak je matica slstavy symetrickd a pozitivne definitna
Gauss-Seidelova metéda konverguje (Jacobiho metéda
konvergovat nemus).

@ Ak vynasobime [ubovolni regul. Stvorcovi maticu zlava
maticou k nej transponovanou, vzniknutd matica je
symetricka a pozitivne definitna.



Zaujimavy priklad

Priklad
Vsimnite si nasledujicu sistavu rovnic:

71 —0,4647, = 0,536
2,04771 3y —0464z5 = 2,583
—0,46471 + +z3 = 0,536

Vyskisajte si, Ze Jacobiho metéda konverguje, ale Gauss-Seidlova
metdda diverguje.

Nech A je symetrickd a pozitivne definitnd a Jacobiho metéda
konverguje (ak A je symetricka a pozitivne definitnd, Jacobiho
metéda konvergovat este nemusi, ale méZe) = Gauss-Seidlova
metéda konverguje dvakrat rychlejsie ako Jacobiho metéda.
[Ralston, A.: Zaklady numerické matematiky, 1978).
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