Klasifikacia kuzeloseciek

@ vSeobecnd rovnica kuzelosecky:
2% 4 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f = 0.

@ Ako zistime typ kuzelosecky?
o Co uz vieme?
e (prava na stredovy tvar (prednaskall.pdf)

@ Doteraz sme pracovali s rovnicou bez ¢lena 2bxy.



Klasifikacia kuzeloseciek

Rovnicu

az® + 2bxy + cy? + 2dx 4+ 2ey + f =0

mé&zeme prepisat takto:

a b d x
1)-106 =0
SRR VIRV

Nasim cielom je najst takid transformaciu, aby sme dostali
kanonicky tvar, teda

(x'y’1)-2)28.y’:0
0 0 7

teda budeme sa snazit zistit, Co sa skryva za otaznikmi.
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Klasifikacia kuzeloseciek

Na prednéske bolo vysvetlené ako sa postupne transformaciami
dostaneme k vyslednej matici, teda hlfaddme vhodné posunutie, aby
sme sa zbavili linedrnych ¢lenov (postivame stred (ak existuje) do
pociatku sdr. systému) a na zaver hladdme vhodny uhol, aby po
otoceni boli hlavné osi rovnobezné s o,, o,.

o b d osunutie [ ¢ b 0 otocenie 700
b ¢ e p b ¢ 0 0?0
d e f — oo f 7 \oo 7

EsSte stale nevieme, ¢o bude na diagonéle vyslednej matice.



Pomocné, ale velmi dolezité vypocty

Vypocitame determinanty:

A =

Qo Q

o0 o
~ 0
[«
|



Klasifikacia kuzelosecdiek-kanonické rovnice

Pri vhodnej zmene sistavy stradnic bude mat matica kuzelosecky

t11 ti2 O a b d t11 to1 m
tor taa O] - b ¢ e ]| |tz tao n =0
m n 1 d e f 0 0 1

Po dpravach (opradime vedomosti o vlastnych &islach, podobnych maticach a

diagonalizacii):

A 0 0 x’
(:E/ Y 1)- 0 X Of-]y|=0
o 0 % 1

po vynasobeni:

A
)\1:6/2 + /\2y12 + g =0.

Z takého tvaru rovnice uz nebude problém urcit druh kuZzelosecky.
A A, Ao vieme urdit aj z pévodnej matice. Pozor, 6 moze byt aj
nulova, potom ma rovnica iny tvar!
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Klasifikacia kuzeloseciek

@ stred kuZzelosecky (¢o to je a ako ho hladat?)
@ stredové a nestredové kuzelosecky (ako ich rozlisit?)
@ singularne body (&o to je?)

@ reguldrne a singularne kuzelosecky (ako ich rozlisit?)



Klasifikacia kuzeloseciek-stredové kuzelosecky

Definicia. Bod M nazveme stredom kuzelosecky, ak pre
lubovolny bod X; kuZeloseCky existuje bod Xo kuzeloseCky tak, ze
bod M je stred Gsecky X1 Xo.



Klasifikacia kuzeloseciek-stredové kuzelosecky

Definicia. Bod M nazveme stredom kuzelosecky, ak pre
lubovolny bod X; kuZeloseCky existuje bod Xo kuzeloseCky tak, ze
bod M je stred Gsecky X1 Xo.

Veta. Bod M = [m,n] je stredom kuzelosectky, ak jeho sdradnice
vyhovuji ststave rovnic:

am+bn+d=0,

bm+cn+e=0.



Klasifikacia kuzeloseciek-stredové kuzelosecky

Definicia. Bod M nazveme stredom kuzelosecky, ak pre
lubovolny bod X; kuZeloseCky existuje bod Xo kuzeloseCky tak, ze
bod M je stred Gsecky X1 Xo.

Veta. Bod M = [m,n] je stredom kuzelosectky, ak jeho sdradnice
vyhovuji ststave rovnic:

am+bn+d=0,

bm+cn+e=0.

Definicia. Kuzelosecka, ktord ma jediny stred, sa nazyva
stredova.



Klasifikacia kuzeloseciek-stredové kuzelosecky

Definicia. Bod M nazveme stredom kuzelosecky, ak pre
lubovolny bod X; kuZeloseCky existuje bod Xo kuzeloseCky tak, ze
bod M je stred Gsecky X1 Xo.

Veta. Bod M = [m,n] je stredom kuzelosectky, ak jeho sdradnice
vyhovuji ststave rovnic:

am+bn+d=0,

bm+cn+e=0.

Definicia. Kuzelosecka, ktord ma jediny stred, sa nazyva
stredova.
Veta. KuzeloseCka je stredova prave vtedy, ked § # 0.



Klasifikacia kuzeloseciek-singularne kuzelosecky

Definicia. Bod kuzelose¢ky M = [m,n] nazveme jej singularnym
bodom ak jeho stiradnice vyhovuju sistave rovnic:

am+bn+d=0,

bm+cn+e=0.



Klasifikacia kuzeloseciek-singularne kuzelosecky

Definicia. Bod kuzelose¢ky M = [m,n] nazveme jej singularnym
bodom ak jeho stiradnice vyhovuju sistave rovnic:

am+bn+d=0,

bm+cn+e=0.

Veta. Bod M je singularnym bodom kuzelosecky prave vtedy, ked
na kuzelosecke lezi a zaroven je jej stredom.



Klasifikacia kuzeloseciek-singularne kuzelosecky

Definicia. Bod kuzelose¢ky M = [m,n] nazveme jej singularnym
bodom ak jeho stiradnice vyhovuju sistave rovnic:

am+bn+d=0,

bm+cn+e=0.

Veta. Bod M je singularnym bodom kuzelosecky prave vtedy, ked
na kuzelosecke lezi a zaroven je jej stredom.

Definicia. Kuzelosecka sa nazyva singularna ked A = 0.

Ak je A £ 0, potom hovorime o regularnej kuzelosecke.



Klasifikacia kuzeloseciek-singularne kuzelosecky

Definicia. Bod kuzelose¢ky M = [m,n] nazveme jej singularnym
bodom ak jeho stiradnice vyhovuju sistave rovnic:

am+bn+d=0,

bm+cn+e=0.

Veta. Bod M je singularnym bodom kuzelosecky prave vtedy, ked
na kuzelosecke lezi a zaroven je jej stredom.

Definicia. Kuzelosecka sa nazyva singularna ked A = 0.

Ak je A £ 0, potom hovorime o regularnej kuzelosecke.

Veta. Ak kuzeloseCcka ma singularny bod, potom je singularna.



Klasifikacia kuzeloseciek

@ Regularne stredové (A #£ 0,0 #0.)
@ Regularne nestredové (A # 0,0 =0.)
e Singularne (A =0.)



Klasifikacia kuzeloseciek

Ako urcime typ kuZzeloseCky?

o A#£0,0 > 0= kuzelosecka je elipsa
@ A #0,0 <0 = kuzelosecka je hyperbola
@ A #0,0 =0 = kuzelosecka je parabola

@ A =0 = je to nevlastna kuZelosecka



Klasifikacia kuzeloseciek-priklad

Vysetrite kuZelosecku: |

222 — 12zy — Ty* + 8z + 6y = 0.

Riesenie. Uréime determinanty A, d

2 -6 4
A=|-6 -7 3|=-50+#0,
4 3 0

teda sa jedna o reguldrnu kuZzelosecku.

= -50 <0,

6:’2 —6‘

-6 -7

kuzelosecCka je stredova a uz vieme, ze je to hyperbola.



Priklad

N&jdeme vlastné Cisla "malej" matice:

2-A —6
—6 —7—)\‘_0

Korene charakteristickej rovnice st —10,5. Cislo

—=1.
o

Potom kanonicky tvar kuzelosecky je
—1022 + 542 +1=0
teda

x
1



Priklad

N&jdeme polohu tejto kuzelosecky. Zacneme hladanim stradnic
stredu S = [m, n|. Zrejme sdradnice stredu vyhovuji sistave:

2m —6n = -4
—6m —-Tm = -3
Stred S ma siradnice [—%,% .

Hlavné smery sii smery vlastnych vektorov wuy, wz postupne v
rovnakom poradi, v akom sme A1, a Ay pouZili v rovnici
kuzelosecky. Pre hlavné smery dostavame:

ur = [1,2],u3 = [-2,1].

Matica bola symetrickd, preto tieto vektory si nielen lin. nezavislé,
ale aj ortogonalne. Stredom a hlavnymi smermi je poloha kvadriky
urCena. Obrazky povodnej a transformovanej kuzeloseCky sii na
dalSich strankach.



Klasifikacia kuzeloseciek-priklad




Klasifikacia kuzeloseciek-priklad
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Nestredové regularne kuzelosecky-paraboly

A#£0,6=0.

. a b\ . L — v . . .
Matica b o) 48 symetricka, teda ma reélne vlastné &isla, ma nulovy determinant,

preto aj jedno z jej vlastnych ¢&isel bude nulove. Potom
A1 # 0,0 = [u1,u2] je jej vl. vektor

A2 = 0,7 = [v1,v2] je jej vl. vektor.

Kanonicky tvar pre parabolu bude: Aj.z2 + 2p'y = 0,
kde p’ > 0,p? = 7%1.
Os paraboly ma rovnicu

a b d u1
(z,y,1). | b ¢ e uz | =0
d e f 0
— /
Vrchol V' je prieseénik hl. osi a paraboly a F' =V + %p. H%H , D= %.




Klasifikacia kuzeloseciek-priklad

Vysetrite kuZelosecku: |

22— 2zy+y® — 4y +8=0.

Riesenie. Uréime determinanty A, d

1 -1 0
A=|-1 1 =2/=-4+0,
0 -2 8

kuzeloseCka nie je stredovd, je to parabola.



Priklad

Najdeme vlastné &isla "malej" matice:
1] J

=0

A—1 1
1 A—1

Korene charakteristickej rovnice st Ay = 2, Ao = 0. KedZe 6 = 0,
tak sme jedno nulové vlastné Cislo ocakavali. Potom
P S )
A1 2

=2,

kedZe p’ je vzdialenost, tak p’ > 0, preto p’ = v/2. Kanonicky tvar
kuzelosecky je
Mz +2py =0,

po dosadeni dostaneme

22"% +2v2y = 0.

ILG



Klasifikacia kuzeloseciek-priklad

Parabola pred posunutim a otocenim:




Priklad

Este nijdeme polohu tejto kuzeloselky, teda jej vrchol a hlavnd os. Hlavné smery si
smery vlastnych vektorov u,v. Pre hlavné smery dostavame:

a=[1,-1),7=[1,1].

Teda hlavna os bude rovnobezna s vektorom @ (je to hl. vektor pre A1) a doty¢nica
paraboly bude rovnobezna s vektorom T (je to hl. vektor pre A2). Matica bola
symetricka, preto tieto vektory si nielen lin. nezavislé, ale aj ortogonalne. Rovnica
hlavnej osi je

1 —1 0 1
(z,y,1).[-1 1 —2).[-1]=0
0 -2 8 0
teda
2
(z,y,l). -2 :07
2

potom pre hlavni os dostdvame rovnicu

y=x+ 1.



Priklad

Vrchol V je prieseCnik paraboly a jej osi, teda riesSime slstavu

r—y=1A2%—2zy+19° —4y+8=0.

Pre siiradnice vrcholu V dostaneme

9 5
= -, r = —.
VL
Pre ohnisko F' mame vztah
19 ©
F=V+_-.— T
2 A [l

po dosadeni je




Klasifikacia kuzeloseciek-priklad

Parabola posunuta a otodena:




Klasifikacia kvadrik-kanonické rovnice

Prechddzame k do priestoru V3(R).
@ vSeobecna rovnica kvadriky:

a1z’ +azey®+azzz®+2a120y+2a1372+2a23y2+2a142+2a24y+2a34 2+ 044 = 0

@ Ako zistime typ kvadriky?
o Co u? vieme?
o prieseky (prednaskal2.pdf)

@ Doteraz sme pracovali s rovnicou bez ¢lenov
2a107y + 201372 + 2003y 2.

@ Budeme postupovat podobne ako pri kuZeloseckach.



Klasifikacia kvadrik

@ Regularne stredové kvadriky: elipsoid, jednodielny a dvojdielny
hyperboloid

@ Reguldrne nestredové kvadriky: elipticky a hyperbolicky
paraboloid

@ Singularne stredové kvadriky: kuzelové plochy

@ Singularne nestredové kvadriky: valcové plochy



Klasifikacia kvadrik-kanonické rovnice

Rovnicu

a11x2+a22y2 +a33z2 +2a120y+2a1322+2a23yz+2a14c 4+ 2024y +2a342+agq4 = 0
prepiseme do maticového tvaru

a1l a2 a3 Qa4

az1 a2z @23 G24
z y z 1)-

a3z agz2 az3z a34

a4l Q42 Q43 Q44

RS B SR
Il
o

Oznadime si determinanty:

a1l a2 ai3 a4
a1l aiz2 ais
A = a21 Qg2 G23 Q24 Ay —
= 431 G32 G33 G34] 44 = |21 Q22 A23|.
azyp asz2 as3

a41 Q42 G43 Q44



Klasifikacia kvadrik-kanonické rovnice

Pri vhodnej zmene sistavy siradnic bude mat matica kvadriky tvar:

ti1 tiz tiz O ail a2 a3 a4 ti1 t21 t31 m
ta1 tz2 t23 0} fa21 a2 a2 a2 | [tz f22 fs2 n | _
ts1 ts2 tzz O a3l as2 asz as4 tiz t23 t3z p
m n p 1 a4l  a42 QA43 Q44 0 0 0 1
Po Gpravach:

MM 0 0 0 x

/

(g 2 1) [0 00 ]

0O 0 X3 O 2

A
o0 o A \1

A
Mz? + Aay® + Mg2? + — =0
Aga



Klasifikacia kvadrik-kanonické rovnice

@ Regularne stredové kvadriky: Ayq # 0,A #0
@ Regularne nestredové kvadriky: A4y =0,A #0
@ Singularne stredové kvadriky: A4y #0,A =0
@ Singularne nestredové kvadriky: A4y =0,A =0



Stredové regularne kvadriky

@ Ay #0,A#0
o Ay = A M2 )3

@ Trojosovy elipsoid:

)\1>0,)\2>O,)\3>0,AA44<0$§—2+§—§+§—§=1
@ Imaginarny elipsoid:
Al>O,)\2>O,)\3>O,AA44>0$§—§+%§+§—§=—1
@ Dvojdielny hyperboloid:
)\1>0,)\2>O,)\3<0,AA44>0:>§+%§—§=—1
@ Jednodielny hyperboloid:
)\1>0,>\2>0,)\3<0,AA44<0:>§—§+2—§—§=1



Stredové singularne kvadriky

0.A447é0,ﬁs=:0
@ Imaginarna kuzelova plocha:
A1, A2, A3 maju rovnaké znamienka:

x2 y2 22

Z2Tpta”
o Kuzelova plocha:

)\1>0,)\2>0,)\3<0:>§—§+y——j—2:0



Nestredové regularne kvadriky

0A44:0,A7£0
A 0 0 O
_ 0 X 0 Of )
o A =det 0 0 0 G —)\1)\2G
0 0 G 0

o Elipticky paraboloid:
A1, A2 maji rovnaké znamienka a A3 =0,G <0 (G > 0):
‘,[2 y2 o 932 y2 o
a72+b72_2z ?—f'bfz——QZ
@ hyperbolicky paraboloid:
A1, A2 maji rézne znamienka a A3 =0,G <0 (G > 0):
2



Nestredové singularne kvadriky

0A44:0,A:0

A0 00
0 X2 0 O
0 0 00
0 0 0 k

o Elipticka valcova plocha:
A1, A2, majd rovnaké znamienka, A3 = 0,k < 0:

@ Imaginarna elipticka valcova plocha:
A1, A2, maju rovnaké znamienka, A3 = 0,k > O:



Nestredové singularne kvadriky

@ Hyperbolické valcové plochy:
A1, A2, majl rézne znamienka, A3 = 0,k # 0:

@ priamka:
A1, A2, majd rovnaké znamienka, A3 =0,k = 0:

@ imaginarne r6znobezné roviny:
A1, A2, maju rézne znamienka, A3 =0,k = 0:



Nestredové singularne kvadriky

o O O
o O O O
o o O
;O O O

0
@ Dve rovnobezné roviny:
)\1750,)\2:)\3:0,/6)\1<0:>%:1
@ Imaginarne rovnobezné roviny:
)\1750,)\2:)\3:0,]€)\1>0:>%:—1
@ Dvojnasobné roviny:
M#0=X3=0k=0= % =0



Nestredové singularne kvadriky

A0 0 O
o 0 0 0 O
0 0 0 k
0 0 k£ O

e Parabolicka vaIcové2pIocha: ,
k#0,kM <0= % =2kz k#0,kA; > 0= % = —2kz



Priklad

ViySetrite kvadriku:
722 4 6y + 522 — dxy — dyz — 222 + 24y + 22+ 30 = 0. ’

RieSenie. Uréime determinanty A, Ayy :

7 -2 0 11
=2 6 =2 12| o
N T B

-11 12 1 30

teda sa jedna o reguldrnu kvadriku.

7 -2 0
Apu=1]-2 6 —2/=23*+#£0,
0 -2 5

kvadrika je reguldrna a stredova.



Priklad

N&jdeme vlastné &isla "malej" matice:

T—-A =2 0

Korene charakteristickej rovnice st 3,6,9. Cislo
A 223
Ay 234

Potom kanonicky tvar kvadriky je

—6.

32 4+ 6y2 +922 -6 =0
teda

Jedna sa o trojosovy elipsoid.



Priklad

N&jdeme polohu tejto kvadriky. Zac¢neme hladanim sdradnic stredu
S = [m,n,p|] Zrejme suradnice stredu vyhovujui sistave:

™m —-2n 4+ =11 =0
—2m +6n —2p 412 =0.
—2n 45 +1 =0

Stred S ma sdradnice [1,—2, —1].

Hlavné smery sii smery vlastnych vektorov w7, us, ug postupne v
rovnakom poradi, v akom sme A1, A2 a A3 pouzili v rovnici
kvadriky. Pre hlavné smery dostavame:

Uy = [17272]’@: [271’_2]’1T3: [_2727_1]~

Stredom a hlavnymi smermi je poloha kvadriky urcend. Obrazky
pbvodnej a transformovanej kvadriky st na dalSich strankach.



Priklad




Priklad




