Navrat k stistavam rovnic



Sustavy dvoch rovnic a - - -

@ Mame dand sustavu lin. rovnic:

ailry + aipxrs = C1
a21x1 + ary = C2



Sustavy dvoch rovnic a - - -

@ Mame dand sustavu lin. rovnic:
a1y + aper2 =
a21T1 + Q%2 = C2

@ Z prvej rovnice si vyjadrime 2

1
1= —(c1 — a1z - 2)
a1l



Sustavy dvoch rovnic a - - -

@ Mame dani sidstavu lin. rovnic:
ailry + aipxe = C1
a21x1 + ary = C2

@ Z prvej rovnice si vyjadrime x

1

Ty = ——-(c1 — a2 T2
Pl )

@ dosadime do druhej rovnice a vyjadrime si o

C2 - a11 — C1 - a1

T = .
a2 - a11 — a12 * 421



Sustavy dvoch rovnic a - - -

@ Mame dani sidstavu lin. rovnic:
ailry + aipxe = C1
a21x1 + ary = C2

@ Z prvej rovnice si vyjadrime x

1

Ty = ——-(c1 — a2 T2
Pl )

@ dosadime do druhej rovnice a vyjadrime si o

C2 - a11 — C1 - a1

T = .
a2 - a11 — a2 - a1
@ Podobne si vyjadrime aj x

C1 Q22 — C2 - Q12
az2 - @11 — a2 - @21

Ir1 =



Sustavy dvoch rovnic a - - -

Vsimnite si, Ze menovatele st v oboch pripadoch rovnaké a na ich
zapamatanie ndm poslizi tato schéma:

aii a12
X
a21 a22

Vysledok oznaéime |A|.



Sustavy dvoch rovnic a - - -

@ Podobne si schematicky vieme zapisat aj Citatele,
pre x1 si prvy stlpec nahradime pravou stranou:

1 a2
pre m: >
2 a2

Vysledok oznacime | A44].



Sustavy dvoch rovnic a - - -

@ Podobne si schematicky vieme zapisat aj Citatele,
pre x1 si prvy stlpec nahradime pravou stranou:

c1 a12
pre 1 : >
2 a2
Vysledok oznacime | A44].

@ pre 5 druhy stipec nahradime pravou stranou:

aiy c1
pre o : %
as 2

Vysledok oznacime |As].



Sustavy dvoch rovnic a - - -

e Teda ak |A| # 0, tak jediné rieSenie sistavy dvoch lin. rovnic
vieme zapisat ako

|Ai _ 49|

xr1 = y Tro = .
Al Al



Sistavy troch rovnic a - - -

@ Vsimnite si teraz takdto ststavu:

ailry + aipr2 + aizxs = cC1
a21T1 + agx2 + a23T3 = C2
a31ry + azx2 + a33r3 = C3

@ Keby sme zopakovali postup na vyjadrenie x1, tak dostaneme:

c1(a22a33 — a23.a32) — c2(a12.a33 — a13.a32) + c3(a12.23 — a13.022)

r1 =
a11.a422.a33 + @13.a421.a32 + @12.423.431 — G12.021.0433 — @11.0423.432 — A13.022.031

@ Keby sme vyjadrili z2, x3 menovatele by boli rovnaké.



Sistavy troch rovnic a - - -

@ Pri vypoclte menovatela ndm pomdze schéma-tzv. Sarrusovo

pravidlo:
@, ©
a, a, a
CN ¥O)
a. a.. a
@ 0O
- a. a.,
LA .,



Sistavy troch rovnic a - - -

@ Budeme postupovat rovnako ako pri ststave dvoch rovnic,
teda nahradime prvy stipec pravymi stranami rovnic a
dostaneme ¢itatel pre 1, ak takto nahradime druhy stipec,
dostaneme Citatel pre x5 a nakoniec, ak takto nahradime treti
stipec, tak dostaneme Citatel pre 3. Ak si znovu ozna&ime
menovatel ako |A|, Citatel pre z; ako |A;| a |A| # 0, tak

potom
Ay | Az _ 4]

T T oAy BTar



Sustavy troch rovnic a --- (priklad)

Rieste sistavu:

—92x1 + bz + B3 = 1
—2x1 + x> + x3 =
3rz1 + 2z + 33 = 2




Sustavy troch rovnic a --- (priklad)

Rieste sistavu:

—92x1 + bz + B3 = 1
—2x1 + x> + x3 =
3rz1 + 2z + 33 = 2

Riesenie. Pomocou Sarrusovho pravidla vypolitame postupne

-9 5 5
2 1 1
3 2 3

Al = = 27-20+15-15+18+30=1#£0
-9 5 5
2 1 1




Sustavy troch rovnic a --- (priklad)

Rieste sistavu:

—92x1 + bz + B3 = 1
—2x1 + x> + x3 =
3rz1 + 2z + 33 = 2

Riesenie. Pomocou Sarrusovho pravidla vypolitame postupne

-9 5 5
2 1 1
3 2 3

Al = = 27-20+15-15+18+30=1#£0
-9 5 5
2 1 1

Vzhladom k tomu, ze |A| # 0, sdstava bude mat prave jedno
rieSenie.



Sustavy troch rovnic a --- (priklad)

Pokracujeme vypoctom |A;|, |Az|, |As|.



Sustavy troch rovnic a - - - (priklad)
Pokracujeme vypoctom |A;|, |Az|, |As|.

1
[Ar| =10
2

N = Ot
W = Ot



Sustavy troch rovnic a --- (priklad)

Pokracujeme vypoctom |A;|, |Az|, |As|.

1
[Ar| =10
2

N = Ot

5
1 =1,
3

-9 15
|As|=1-2 0 1|=7,
3 2 3



Sustavy troch rovnic a --- (priklad)

Pokracujeme vypoctom |A;|, |Az|, |As|.

155
Ayl=1{0 1 1/=1,
2 2 3
-9 15
Aol =1]-2 0 1| =7,
3 2 3
9 5 1
A3 =[-2 1 0| =-5.
3 2 2



Sustavy troch rovnic a --- (priklad)

Pokracujeme vypoctom |A;|, |Az|, |As|.

155
A l=1[0 1 1]=1,
2 2 3

-9 1 5
Ao =1|-2 0 1|=7,
3 2 3
-9 5 1
|As]=|-2 1 0| =-5.
3 2 2
Potom
= [Aa| 2y — e - |
|A| ’ |A| ’



Definicia.
@ Nech A = (aj;) je Stvorcova matica stupiia n nad mnoZzinou

R. Determinantom matice A nazyvame &islo |A| definované
rovnostou:

’A’ = Z (_I)J(hhh%m ’hn)a1h1'a2h2 © Onhg
h11h27"'7h'n

kde (hi, ho,--- ,hy) je permutdcia mnoziny {1,2,--- ,n},
J(h1,ha, -+, hy) je polet inverzii v danej permutdcii a na
pravej strane rovnosti je pre kazdé poradie (hi, ha, -+, hy)
prave jeden scitanec (—1)J(h1’h2""’h")alhl.aghQ e app,, -

@ Pocet vsetkych permutécii mnoziny {1,2,--- ,n} je nl.

e Ak o usporiadanej dvojici [h;, hj] plati i < j ale h; > hj, tak
hovorime, ze h;, hj je inverzia v danej permutacii.



Determinant, vypocet pomocou definicie

ail a2 ais
Viypocitajte determinat matice | as1 a9 as3

az1 agz ass




Determinant, vypocet pomocou definicie

ail a2 ais
Viypocitajte determinat matice | as1 a9 as3

az1 agz ass

RieSenie.
@ Pocet permutéacii mnoziny {1,2,3} je 3! = 6.

@ Urcime pocet inverzii pre jednotlivé permutacie.
J(1,2,3)=0,J(1,3,2) =1,J(2,1,3) =1,

J(2,3,1)=2,J(3,1,2) =2,J(3,2,1) = 3.



Determinant, vypocet pomocou definicie

@ Preto
|Al = (= )0 a11.a22.a33+(— 1)1-a11-a23.a32+(—1)1.a12.a21.a33+

(—1)2.a12.a23.a31 + (—1)2.(113.(121.(132 + (—1)3.a13.a22.a31 =



Determinant, vypocet pomocou definicie

@ Preto
‘A| ( )0 a11.a22. a33+( 1)1.a11.a23.a32+(—1)1.a12.a21.a33+
(—1)2.a12.a23.a31 + (—1)2.(113.(121.(132 + (—1)3.a13.a22.a31 =

= a11-022-033 + @12.023.0431 + A13.0421.A432—

—@11.G423.0432 — (12.0421-0433 — @13-0422.031 -



Aplikacie determinantu )




Cramerovo pravidlo

Veta. Nech je dana siGstava rovnic:

a11r1  + ar2 +---+ awpTn = C

a21xq + a22Ty +---+ ATy = Co

an1T1 + ap2®2 F-ot Gppn = Cp

Oznacme A sistavu matice. Ak determinant matice A je nenulovy,
, L s sy A A A

tak sistava ma jediné riesenie: z; = %,xg = % ey = |‘A"‘|,

kde A; je matica, ktord vznikne z matice A tak, ze v nej
nahradime prvky ¢—teho stlpca prvkami ¢y, co, ... cp.

e Co vieme o sistave lin. rovnic, ak determinant matice A je
nulovy?

e Ako vypocitame determinant pre "vicsie" matice?



Viyplatilo sa nam zmudriet? )




Sistavy s parametrom, priklad

V' R rieste siistavu rovnic s parametrom a.
ax + y + z = 1

r + ay + 2z = a

r + y + az = a?




Sistavy s parametrom, priklad

V' R rieste siistavu rovnic s parametrom a.

ax + y + z = 1
r + ay + 2z = a
r + y + az = a?

Ulohu méZeme vyriesit pomocou Cramerovho pravidla. Najskor si
uréime determinant matice:

— = Q

11
a 1|l=d*-3a+2=(a+2)(a—1)>~
1 a

Ak je determinant nenulovy, sistava bude mat jedno rieSenie. Teda
pre a € R\ {—2,1} ndjdeme toto rieSenie pomocou Cramerovho
pravidla.



Sastavy s parametrom, priklad-pokracovanie

Zrejme
1 1 1
|Al] =|a a 1:—a3+a2—|—a—1:(1—a2)'(a—1).
a2 1 a
Potom z = {=@)(a-1) _ a1

(a+2)-(a—1)2 = a+2°



Sastavy s parametrom, priklad-pokracovanie

Podobne
1
a

1
|Ag| = 1|=a®>-2a+1=(a—1)>
a

[

a2

a—1)2
Potom y = (a-i—(Q)-(a)—l)2 = a3



Sastavy s parametrom, priklad-pokracovanie

A podobne aj

a 1 1

A3 =11 a a|=a"-2a*+1=(a®>-1)2=(a—1)* (a+1)>
1 1 a?

Potom z = (=L-at)? _ (at1)?

(a+2)-(a—1)2 — a+2

Teda rieenie je {[—Z—ié, %H’ (a;lj} caeR\{-2, 1}} )

Porovnajte si ndrocnost vypocltu teraz a na prvej prednaske.



Sastavy s parametrom, priklad-pokracovanie

Teraz eSte musime sdstavu vyriesit postupne pre a € {—2,1} (teda
pre také pripady, ked determinant matice je nulovy).

@ a = —2, potom silistava ma tak(to maticu:
-2 1 1 1
1 -2 1 -2
1 1 =2 4

@ Maticu upravime na trojuholnikovy tvar:

1
—2
1

-2
1
1

1
1
-2

-2 1 -2 1] -2
11 ~(10 =3 3| =3]|~
4 0 3 -3|] 6



Sastavy s parametrom, priklad-pokracovanie

1 -2 1| -2 1 -2 1| -2
~10 =3 3| -3|~]0 =3 3| =3
0 0 0] 3 0 0 0 1

Sistava prislichajica takejto matici nema riesenie -poslednému
riadku prislicha rovnica: 0.z + 0.y + 0.z = 1 a taka trojica, ktora
by vyhovovala, neexistuje.



Sastavy s parametrom, priklad-pokracovanie

@ a = 1, potom siistava méa takdto maticu:

1 1 1]1
1 1 1|1
1 1 1]1

Maticu upravime:

1 1 1]1
0 0 00
0 0 0|0

Sistava prislichajica takejto matici je: x4+ y+2=1a ma
nekonecne vela rieSeni. Napr. si y a z zvolim a = dopoditam,
teda vyhovuje trojica [1 — p — ¢, p, q|, kde p,q € R.



Dalsie moZnosti vypoctu determinantu )




@ Ako vypocditat determinant matice 4 x 47
@ Pouzijeme definiciu a vypiSeme si permutacie Stvorprvkove;j
mnoziny:
@ na prvom mieste je 1:
{1,2,3,4},{1,2,4,3},{1,3,2,4},{1,3,4,2},{1,4,2,3},{1,4,3,2}.
e poclet tychto permutécii je rovnaky ako pocet permutacii
trojprvkovej mnoziny {2, 3,4}.
e podobne by to dopadlo, keby na prvom mieste boli postupne
2,3, 4.
@ Teda determinant matice 4 x 4 vieme urcit pomocou Styroch
determinantov tretieho radu, len si musime dat pozor na
striedanie znamienok.



Laplaceov rozvoj

Definicia.

e Nech 7,5 € {1,2,...,n} a nech a;; je prvok matice A. V
matici A vynechdme i—ty riadok a j—ty stlpec, dostaneme
maticu prisldchajdcu k prvku a;j. Jej determinant |A;;|
nazyvame subdeterminant matice A prislichajici prvku a;;.

@ Prvok

Aij = (1) - | Ay

nazyvame algebraicky doplnok prislichajici k prvku a;;.

Veta.(Laplaceov rozvoj) Pre determinant Stvorcovej matice stupia
n platf:

o |A| =ajpAn + aipAip + -+ - + ainAin,

o |A|l = a1 A1) + agjAaj + -+ + anjAnj.



Determinanty, Laplaceov rozvoj, priklad

Pomocou Laplaceovho rozvoja vypocitajte determinant matice:

1 20
A=1[-1 2 0
0 1 3

@ rozvoj urobte podla 2. riadku

@ rozvoj urobte podla 3. stlpca




Determinanty, Laplaceov rozvoj, priklad

Pomocou Laplaceovho rozvoja vypocitajte determinant matice:

1 20
A=1[-1 2 0
0 1 3

@ rozvoj urobte podla 2. riadku
@ rozvoj urobte podla 3. stlpca

RieSenie.
@ rozvoj podla 2. riadku:
Al =
20 10 g |1 2
1) (—1)2+L _1)2+2 _1)2+3 _
(—=1).(-1) 1y 34—2.( 1) 1o 3+0.( 1) 1o 1

(—1).(=1).(2.3 = 1.0) + 2.1.(1.3 — 0.0) = 12.



Determinanty, Laplaceov rozvoj, priklad-pokracovanie

@ rozvoj podla 3. stipca:

-1 2 12
|A] = 0.(—1)*3. 0 1 +0.(—1)2+3, 0 1t
3.(=1)3+3. _11 3 =3.(1.2-(-2) = 12.




Vlastnosti determinantov

@ Ak B vznikne z A vymenou dvoch riadkov, potom
B = —[A].

e Ak A ma dva rovnaké riadky, potom |A| = 0.

o Ak B vznikne z A vynasobenim jedného riadku cislom A,
potom |B| = A|A|.

@ Determinant jednotkovej matice je rovny 1.

o |A| = |AT].



Vlastnosti determinantov

ai a2 : a1n
® (a1 + bjl a;2 + bj2 Qjn + bjn =
Gnl an?2 : Ann
a1l a2 - Qin ailr a2 - Qip
=laj1 aj2 - ajp|+ b].'1 b].' bjn

Gn1 Aan2 - dpn anl Aan2 - Qapn



Vlastnosti determinantov

e Ak A obsahuje nulovy riadok, potom |A| = 0.

@ Determinant sa nezmeni, ak k [ub. riadku pripocitame
nasobok iného riadku.

@ Determinant trojuholnikovej matice je rovny stcinu prvkov na
hlavnej diagonale.

e |A.B| = |A|.|B|

@ Zhrnutie: Pri vypocte determinantu je vhodné upravit
maticu na trojuholnikovy tvar pomocou elementarnych
riadkovych operacii (treba si pamitat pocet vymen
riadkov) a na zaver staci vynasobit prvky na diagonale.



Determinanty, priklad

Viypocitajte determinant matice:

4 0 -2 3
-2 0 1 2
A= 1 3 -4 -2

2 1 -1 4




Determinanty, priklad

Viypocitajte determinant matice:

4 0 -2 3
-2 0 1 2
A= 1 3 -4 -2
2 1 -1 4

RieSenie. Na prvy pohlad by sa zdalo, Ze najvyhodnejsie je urobit
rozvoj podla druhého stipca. Ak viak pripo&itame dvojnasobok
druhého riadku k prvému, tak dostaneme maticu:

0O 0 0 7
-2 0 1 2

I
A= 1 3 -4 -2
2 1 -1 4

Na zéklade vlastnosti determinantov vieme, ze |A| = |A’|.

ILG



Determinanty, priklad-pokracovanie

@ Preto urobime rozvoj podla prvého riadku:

-2 0 1
Al = |A|=7.(-D)F*. |1 3 —4|=
2 1 -1

=—7.((=2).3.(=1) + 1.1.1 + 2.0.(—4) — (=1).3.2 — (=4).1.(=2) — (=1).0.1) =



Vlastnosti determinantov, priklad

Bez priameho vypoctu dokazte:

b+ c c+a a+b a b ¢
bi+c ca+ar ar+b|=2-la; b c1f.
ba+ca2 ca+az az+ by az by c




Vlastnosti determinantov, priklad-riesenie

Determinant na lavej strane postupne zapisujeme ako stcet
determinantov (vyuzivame vlastnosti determinantov):

b+ c c+a a+b
bi+c cg4+a; a1 +b1| =
bo+coy cot+ax ax+bo

b c+a a-+b c c+a a+b

=b c14+a1 ar+bi|+|lc1 ea+ar ar+by
by co+az ag+ba| |c2 cataz az+ by

Teraz postupne rozpiSeme na stcéty Cerveny a modry determinant.



Vlastnosti determinantov, priklad-riesenie

Najskor Eerveny-rozpideme prostredny stipec:

b c+a a-+b b ¢ a+b b a a+b
by c1+ar a;+byl=1\b1 ¢ a;+bi|+|b1 a1 a1+ b1 =
by co+as as+ by by co ag+ by by as as+ by

Teraz v oboch determinantoch rozpieme posledny stipec:

b ¢ a b ¢ b b a a b a b
b1 ¢ ai|+ b1 1 bi|+|b1 a1 ai|+ b1 a1 bi|=
by co a9 by co by by as a9 by as bs

Posledné tri determinanty st nulové (majii dva rovnaké stipce), teda uz stadi

vhodne vymenit riadky a nezabudnit na znamienka:

b ¢ «a a ¢ b a b ¢
= b1 c1 ai1|=—|a1 C1 bl = |a1 b1 C1] .
by co a3 az co by az by co



Vlastnosti determinantov, priklad-riesenie

Podobne upravime aj modry determinant:

c cH+a a-+b c ¢ a+b c a a+b
cq c1t+ar ar+bil=lecx a4 a1+bi|+ler a1 ag+b1| =
co cogtas as+bo Cco ¢y a9+ by co as as+ by

c ¢ a c ¢ b c a a c a b

e ¢ ail+laa g bh|+la a1 all+|a a b=

c2 C2 ap c2 ca b c2 az as c2 az b

c a b a ¢ b a b ¢
= |C1 a1 b1 = —|a1 C bl = |a1 b1 C1]| .

c2 az by az cz by ay by c



Vlastnosti determinantov, priklad-riesenie

Teda

b+c c+a a+b
bi+c ca+ar ar+b|=
bo+co co+as as—+ by

b c+a a+b c cHa a+b
=1|by c14+a1 ar+b|+|c1 c1+ar ap+b|=
by co+ax ag+ba| |c2 cataz az+ by

a b ¢ a b
ar b1 ci|+jar b
as by co as by

c a b ¢
Cl| = 2- al b1 C1| .
2 ag by co



Dalsie aplikacie determinantu )




Yy A
(@11 + a2, az1 + ag)

=Y

(0,0)



Objem (dbkaz o par tyzdnov)

H F1+r3 Fi+F2+F3




