Definicie-Algebry s jednou operaciou (IDM)

Definicia.

@ Usporiadani dvojicu (G, o), kde G je neprazdna mnozina a o
je asociativna operacia na mnozine (G, nazyvame pologrupou.
Mnozinu G nazyvame nosi¢om a operaciu o operaciou
pologrupy.
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Definicie-Algebry s jednou operaciou (IDM)

Definicia.

@ Usporiadani dvojicu (G, o), kde G je neprazdna mnozina a o
je asociativna operacia na mnozine (G, nazyvame pologrupou.
Mnozinu G nazyvame nosi¢om a operaciu o operaciou
pologrupy.

@ Pologrupa s neutrdlnym prvkom sa nazyva monoid.

@ Monoid, v ktorom ku kazdému prvku existuje inverzny prvok,
sa nazyva grupa.

@ Grupa s komutativnou operaciou sa nazyva komutativna
alebo Abelova grupa.



Definicia. (F,®,®) je pole prave vtedy, ked
e (F,®) je Abelova grupa

e (F —{0},®) je Abelova grupa, pri¢om 0 je neutralny prvok
operacie @

@ O je distributivna vzhfadom na &



Definicia. (F,®,®) je pole prave vtedy, ked
e (F,®) je Abelova grupa
e (F —{0},®) je Abelova grupa, pri¢om 0 je neutralny prvok
operacie @

@ O je distributivna vzhfadom na &

Priklady.
o (R, +,-)—obvyklé s¢itanie a ndsobenie na mnozine R,
neutralny prvok na scitanie je 0, na nasobenie 1.
® (Zyp,+,-)— stitanie a nasobenie na mnozine zvyskovych tried,
neutralny prvok na scitanie je 0, na nasobenie 1.



Vektorové priestory

Definicia.

@ Nech V je neprdzdna mnozina, F je pole a nech si dané
operacie+zV xV doVa-zFxV doV. Potom hovorime,
ze V(F) je vektorovy priestor nad polom F' ak plati:

o (V,+) je Abelova grupa
o Va,bc V,r s € F plati:
o r(@+b)=ra+rd
o (r+s)a=ra+sa
o (rs)a=r(sa), lLa=a
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Vektorové priestory

Definicia.

@ Nech V je neprdzdna mnozina, F je pole a nech si dané
operacie+zV xV doVa-zFxV doV. Potom hovorime,
ze V(F) je vektorovy priestor nad polom F' ak plati:

o (V,+) je Abelova grupa
o Va,bc V,r s € F plati:
o r(@+b)=ra+rd
o (r+s)a=ra+sa
o (rs)a=r(sa), la=a

@ Prvky z V' nazyvame vektory, prvky z F' nazyvame skalary.

Nulovy vektor je 0, opaény vektor k vektoru @ znaéime —a.

Tvrdenie. Zrejme pre lubovolny skaladr v a vektor @ plati:



Vektorové priestory, priklady

Vektorovy priestor je napr.: F' je pole, F™ je mnozina
usporiadanych n—tic a sicet je dany takto:

a—i_B: [al +b17a2+b27”' 7an+bn]
a sucin vektora a skaldra je dany takto:
r.a = [r.ay,r.ag, - ,r.ap.

Zrejme sa jedna o vektorovy priestor nad polom F.



Vektorové podpriestory

Definicia. Nech V(F'), S(F) st vektorové priestory nad polom F.
Hovorime, ze S(F') je vektorovy podpriestor priestoru V (F') ak

e SCV
@ operacia sCitania vektorov na S je zizenim scitania na V'

@ operacia nasobenia vektorov so skalarmi na S x F' je z(iZenim
nasobenia na V x F
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Vektorové podpriestory

Definicia. Nech V(F'), S(F) st vektorové priestory nad polom F.
Hovorime, ze S(F') je vektorovy podpriestor priestoru V (F') ak
e SCV
@ operacia sCitania vektorov na S je zizenim scitania na V'

@ operacia nasobenia vektorov so skalarmi na S x F' je z(iZenim
nasobenia na V x F

Tvrdenie. Nech V(F') je vektorovy priestor nad polom F' a
0£SCV.AkVa,bc S,rc Fjea+bc SaracS, potom
S(F') je podpriestor priestoru V(F).

Priklad. Podpriestorom priestoru V3(R) je napr. fubovolna rovina
prechadzajlca pociatkom, ale aj priamka prechadzajica pociatkom.



Vektorové podpriestory, priklad

Pracujeme v priestore V3(IR)-vektory st usporiadané trojice
realnych Cisel a skalary si realne &isla. Zistite, & M;i(R) a Ma(R)
st podpriestory V3(R) ak

M; = {[a,b,c] € R3 a =1}, My = {[a,b,c] € R®;a = 0}.
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M; (R) nie je podpriestor V3(R).



Vektorové podpriestory, priklad

Pracujeme v priestore V3(IR)-vektory st usporiadané trojice
realnych Cisel a skalary si realne &isla. Zistite, & M;i(R) a Ma(R)
st podpriestory V3(R) ak

M; = {[a,b,c] € R3 a =1}, My = {[a,b,c] € R®;a = 0}.

RieSenie. VyuZijeme tvrdenie o podpriestoroch z predchadzajiicej
strany a budeme overovat iba, ¢i st operacie + a - uzavreté na M;.

@ Nech T € Mi,y € M1, potom T = [1,x2, 23],y = [1,y2,y3]. Potom
T+7y=[1,z2,23] + [1,y2,y3] = [2,z2 + y2,x3 + y3] ale posledny vektor isto
do M7 nepatri. Uzavretost druhej operacie uz overovat nemusime a vieme, ze
M; (R) nie je podpriestor V3(R).

@ Nech T € Ma,y € Ma, potom T = [0, z2,z3],y = [0, y2,y3]. Potom
T+7y = [0,z2,23] + [0, y2,y3] = [0, z2 + y2,z3 + y3] a posledny vektor patri do
M. Dalej nech T € My ar € R. Potom
r-T = [r.0,r.x2,r.x3] = [r.0,r.z2,7.23] € M2. Teda je splnend aj uzavretost
druhej operacie, preto M2 (R) je podpriestor V3(R).



Linedarne kombinacie

Definicia. Hovorime, Ze vektor b je linearnou kombinaciou
vektorov a1, az, - ,ap, ak dry,re, - -,y € F tak, ze

b=ri.a1+re.as+ - +ry.ap.

Co znamend, Ze vektor u je lin. kombindciou vektora v?



Linedrne kombinacie, priklad

Dané sii vektory a1 = (2,3, ]7 [—3,—1,—1]. Zistite, ¢i
vektory b = [—1,2,0],e = [1,1,0] st linedrnou kombinaciou @7, as.




Linedrne kombinacie, priklad

Dané sii vektory a1 = [2,3,1],a3 = [-3, -1, —1]. Zistite, ¢&i
vektory b = [—1,2,0],¢ = [1,1,0] st linedrnou kombiniciou @z, as.

RieSenie. Postupujeme podla predchadzajiicej definicie:
@ pre vektor b dostaneme takiito rovnicu:

b= ri.a1 + ro.ag

a z nej mame slstavu:
-1 = 2r + (—3).7"2

2 3ri + (—1).r
0 = T + (—1).7”2

Z poslednej rovnice mame r; = r3, dosadime do druhej rovnice a
dostaneme: 7, = ry = 1. Teraz uz stadi iba overit (dosadenim), ¢&i to
vyhovuje prvej rovnici. Po dosadeni, zistime, e vyhovuje a teda b je

linedrnou kombinaciou a1, az.



Linearne kombinacie, priklad-pokracovanie

@ Pre vektor ¢ dostaneme tak(to rovnicu:

C=r1.a1 +1r9.a9

a z nej mame slstavu:

Z poslednej rovnice mame ry = 73, dosadime do druhe;j
rovnice a dostaneme: r; = 19 = % Teraz uz stadi iba overit
(dosadenim), ¢&i to vyhovuje prvej rovnici. Po dosadenti,
zistime, Ze nevyhovuje a teda b nie je linedrnou kombinciou
ar, az.



Generovanie priestorov

Definicia. Nech V(F') je vektorovy priestor a ) £ M C V.
Mnozina M generuje priestor V' <= kazdy vektor z V je
linedrnou kombinaciou vektorov z M.

Zapisujeme (M) =V.



Generovanie priestorov, priklad

Su dané priestory Ty = ([—1,2,0], [-4,1, —1]), T
((~1,2,0],[1,1,0)), S = ([2,3,1],[-3, -1, —1]). letlte i
Ty C ST, C6S.




Generovanie priestorov, priklad

Su dané priestory Ty = ([—1,2,0], [-4,1, —1]), T
((~1,2,0],[1,1,0)), S = ([2,3,1],[-3, -1, —1]). letlte i
Ty C ST, C6S.

RieSenie. Stadi zistit, ¢i kazdy vektor, ktory generuje T je z
podpriestoru .S, Cize Ci je lin. kombinaciou vektorov, ktoré generuji
S. Teda treba zistit, Ci rovnice

r.(2,3,1] + 5.[-3, —1, —1] = [~1,2,0]

p.[2,3,1] +¢.[-3,—1,—-1] = [-4,1, 1]
maju rieSenie. Prvd ma rieSenie r = s = 1 (presvedc¢te sa) a druha
ma rieSenie p=1,¢ = 2. Teda T} C S.



Generovanie priestorov, priklad-pokracovanie

@ Podobne budeme riesit aj tlohu pre T5. Teda treba zistit, Ci
rovnice
o r[2,3,1] +5.][-3,—1,—1] = [-1,2,0]
e p.[2,3,1] +¢.[-3,-1,—1] = [1,1,0]
maju rieSenie. UZ vieme, Ze prva mé rieSenie r = s = 1 ale
druhd nema rieSenie a teda 175 Z S.



Generovanie priestorov, priklad

V priestore V3(Zs3) je dand mnozina M = {[0, 1, 2], 0, 2,2]}. Urcte
(M).




Generovanie priestorov, priklad

V priestore V3(Zs3) je dand mnozina M = {[0, 1, 2], 0, 2,2]}. Urcte
(M).

Riesenie. Uloha je naro¢nejéia hlavne preto, lebo budeme pracovat nad
polom Zs. Treba si uvedomit, Ze pracujeme len s mnozinou {0, 1,2}. Preto
skalary su tiez iba 0,1,2 a tento podpriestor musi obsahovat vetky linearne
kombinécie vektorov [0, 1,2],0,2,2]. Teda

u1 :0[07172}4_0[07272]7“2 :0'[071,2]+1‘[0,272],U3 :0[07172]+2[07272]7

Uy :1[0,1,2}"1‘0[0,2,2],1145 :1[0’1’2]_‘—1[01272]7“6 :1[0ﬂ172]+2[0’272]7

U7:2[0,1,2}+0[0,2,2],U8 :2[07172]+1[0’272]7u9 :2[0’172]+2[07272]

Preto
(M) = {]o,0,0],]0,2,2],]0,1,1],]0,1,2], 0,0, 1], [0, 2,0], [0, 2, 1], [0, 1, 0], [0, 0, 2] }.



Generovanie priestorov, priklad

V priestore V3(Zs3) je dand mnozina M = {[0, 1, 2], 0, 2,2]}. Urcte
(M).

Riesenie. Uloha je naro¢nejéia hlavne preto, lebo budeme pracovat nad
polom Zs. Treba si uvedomit, Ze pracujeme len s mnozinou {0, 1,2}. Preto
skalary su tiez iba 0,1,2 a tento podpriestor musi obsahovat vetky linearne
kombinécie vektorov [0, 1,2],0,2,2]. Teda

u1 :0[07172}4_0[07272]7“2 :0'[071,2]+1‘[0,272],U3 :0[07172]+2[07272]7
Uy :1[0,1,2}"1‘0[0,2,2],1145 :1[0’1’2]_‘—1[01272]7“6 :1[0ﬂ172]+2[0’272]7

U7:2[0,1,2}+0[0,2,2],U8 :2[07172]+1[0’272]7u9 :2[0’172]+2[07272]

Preto
(M) = {]o,0,0],]0,2,2],]0,1,1],]0,1,2], 0,0, 1], [0, 2,0], [0, 2, 1], [0, 1, 0], [0, 0, 2] }.

Aké riesenie by tato dloha mala v priestore V3(R)?

ILG



Veta o linearnej kombinacii

Tvrdenie. Nech ar,as,--- ,a, € V(F). Vektor b je linedrnou
kombinaciou a1, az, - - , G, <

<a71>a727"' 7@>b> = (ailaai% 7@>



Veta o linearnej kombinacii

Tvrdenie. Nech ar,as,--- ,a, € V(F). Vektor b je linedrnou
kombinaciou a1, az, - - , G, <
<a71>a727"' 7@>b> = (ailaai% 7@>

Zmysel tejto vety je v tom, Ze vektor, ktory je lin. kombinaciou ostatnych,

méZeme vylicit, lebo nam nevygeneruje ni¢ nové.



Veta o linearnej kombinacii, priklad

Dané su priestory
A =([1,0,0],[0,1,0],[3,5,0]), B={([1,0,0],[0,1,0]). Zistite, ¢ I
A=B.




Veta o linearnej kombinacii, priklad

A= ([1,0,0],[0,1,0],[3,5,0]), B = ([1,0,0],[0,1,0]). Zistite, &

Dané su priestory
A=B. I

Riesenie. Podla vety o linedrnej kombinacii staci zistit, ¢i vektor
[3,5,0] je linedrnou kombinaciou vektorov [1,0,0], [0,1,0]. Zrejme
[3,5,0] = 3.[1,0,0] + 5.[0,1,0] a teda A = B.



Prienik a sicet vektorovych priestorov

@ Veta. Mnozina vsetkych linedrnych kombinacii lubovolnej
mnoziny vektorov vo vektorovom priestore V' je podpriestorom
priestoru V.

@ Veta. Prienik S NT lubovolnych dvoch podpriestorov
vektorového priestoru V' je tiez podpriestorom priestoru V.

o Definicia. Lubovolné dva podpriestory S a T' vektorového
priestoru V' urCujd mnozinu S + T' pozostavajicu zo vsetkych
suctov tvaru a + b;a € S, b € T. Tato mnoZzina sa nazyva
linedrnym siuctom S a 7.

@ Poznamka S + T je tiez podpriestorom priestoru V.



Linearna zavislost a nezavislost

Definicia.
@ Hovorime, ze ay,as, - - ,a, su linearne zavislé ak
Jri,re, -+ ,rn € F, aspon jedno r; # 0 a plati:
ri.a1 +re.ags + - +1rp.a, = 0.
@ 41,02, ,ay su linedrne nezavislé, ak nie su zavislé, teda

ak predchadzajiica rovnica mé jediné rieSenie a to r; = 0 pre
vsetky i € {1,2,--- ,n}.
Ako zistime, &i st dva vektory zavislé, ¢i nezavislé? A ako to zistime pri vicSom
pocte vektorov?
Premyslite si stivislosti medzi uvedenou definiciou a riesenim homogénnych

ststav rovnic.

Ako stvisi zavislost, nezavislost vektorov a lin. kombinacia vektorov?



Linedrna zavislost a nezavislost, priklad

Priklad. Zistite, ¢i nasledujice vektory si zavislé alebo nezavislé.
e [1,—-1,0],[2,1,-1],[0,3,—1],
e [1,-1,0],[2,1,-1],[1, 3, —1].




Linedrna zavislost a nezavislost, priklad

Priklad. Zistite, ¢i nasledujice vektory si zavislé alebo nezavislé.
e [1,—-1,0],[2,1,-1],[0,3,—1],
e [1,-1,0],[2,1,-1],[1, 3, —1].

Riesenie.
@ Zostavime si rovnicu pre vektory [1,—1,0],[2,1,—1],]0,3, —1]
a dostaneme

r.[1,-1,0] 4 s.[2,1,—1] + p.[0,3, —1] = [0,0,0].



Linedrna zavislost a nezavislost, priklad-pokracovanie

@ / toho dostaneme sistavu:

r 4+ 2s =0
-r + s 4+ 3p = 0
- s — p =0
Z poslednej rovnice mame p = —s. Potom
r 4+ 25 = 0
-r + =25 = 0
teda r = —2s = 2p. Sastava ma nekonecne vela rieseni, ktoré

moézeme zapisat napr. takto: {[2a, —a,a],a € R} (teda ma aj
iné ako nulové riesenie), preto vektory st linedrne zavislé.



Linedrna zavislost a nezavislost, priklad-pokracovanie

VyrieSime druhd cast udlohy:

@ Zostavime si rovnicu pre vektory [1,—1,0],[2,1,—1],[1,3,—1]
a dostaneme

r.1,-1,0] + s.[2,1,—1] + p.[1,3,—1] = [0,0,0].

Podobne ako v predoslej tlohe, dostaneme sistavu:

r + 25 + p =0
-r + s + 3p = 0
- s — p =0

Tato sistava ma vsak iba jediné rieSenie ator = s =p =0,
teda vektory st linedrne nezavislé.

D3 sa tato dloha vyriesit jednoduchsie?



Zakladna veta o linearnej zavislosti

Veta. Nech V(F) = (a1, az,--- ,ay,) a nech by, by, -+ , b, st
linedrne nezavislé vektory z V(F'). Potom r < n.

Definicia. Vektorovy priestor V(F') nazyvame kone¢norozmerny
ak 3@71,0/72,' o 7@ a (ch,ch, e 7@> - V(F>



Baza, dimenzia

Definicia. Nech V (F') je kone¢norozmerny vektorovy priestor.
Hovorime, ze [a1,az, - - ,ay,) je baza V(F') ak

@ ay,dg, - ,ap su lin. nezavislé,

o (ar,az, - ,an) = V(F).

Tvrdenie. Nech V(F') je kone¢norozmerny vektorovy priestor,
vSetky jeho bazy maji rovnaky pocet prvkov.

Poznamka. Pocet prvkov bazy sa nazyva dimenzia.



Baza, priklad

Priklad. Ndjdite bazu priestoru: S = ([1,0,1],[2,1,3],[2,0, 2]). J




Baza, priklad

Priklad. Ndjdite bazu priestoru: S = ([1,0,1],[2,1,3],[2,0, 2]). J

Riesenie. Stadi zistit, ¢&i s vektory [1,0,1], (2,1, 3],[2,0,2] zavislé
alebo nezavislé. Ak si nezavislé, tak tvoria bazu, ak st zavislé, tak
z nich niektoré treba "vyhodit." Zrejme [2,0, 2] je linedrnou
kombinaciou vektorov [1,0,1], 2,1, 3] (overte) a tieto dva si uz
nezavislé, preto S = ([1,0,1],[2,1, 3]).



Baza, priklad

Priklad. Ndjdite bazu priestoru: S = ([1,0,1],[2,1,3],[2,0, 2]). J

Riesenie. Stadi zistit, ¢&i s vektory [1,0,1], (2,1, 3],[2,0,2] zavislé
alebo nezavislé. Ak si nezavislé, tak tvoria bazu, ak st zavislé, tak
z nich niektoré treba "vyhodit." Zrejme [2,0, 2] je linedrnou
kombinaciou vektorov [1,0,1], 2,1, 3] (overte) a tieto dva si uz
nezavislé, preto S = ([1,0,1],[2,1, 3]).

Priklad. Doplrite vektory [1,1,0],[1,2,0] na bazu V3(R). ]




Baza, priklad

Priklad. Ndjdite bazu priestoru: S = ([1,0,1],2,1,3],[2,0, 2]). J

Riesenie. Stadi zistit, ¢&i s vektory [1,0,1], (2,1, 3],[2,0,2] zavislé
alebo nezavislé. Ak si nezavislé, tak tvoria bazu, ak st zavislé, tak
z nich niektoré treba "vyhodit." Zrejme [2,0, 2] je linedrnou
kombinaciou vektorov [1,0,1], 2,1, 3] (overte) a tieto dva si uz
nezavislé, preto S = ([1,0,1],[2,1, 3]).

Priklad. Doplrite vektory [1,1,0],[1,2,0] na bazu V3(R). ]

Riesenie. Zrejme

V3(R) = ([1,1,0],[1,2,0],[1,0,0], [0,1,0], [0,0,1]). Kedze
[1,0,0] = 2.[1,1,0] 4+ (—1).[1,2,0] a
[0,1,0] (=1).[1,1,0] + 1.[1,2,0], tak

V3(R) = ([1,1,0],[1,2,0],[0,0,1]). Tieto vektory si linedrne

nezavislé a preto su bazou.



Baza, priklad

Priklad. Ndjdite bazu priestoru: S = ([1,0,1],2,1,3],[2,0, 2]). J

Riesenie. Stadi zistit, ¢&i s vektory [1,0,1], (2,1, 3],[2,0,2] zavislé
alebo nezavislé. Ak si nezavislé, tak tvoria bazu, ak st zavislé, tak
z nich niektoré treba "vyhodit." Zrejme [2,0, 2] je linedrnou
kombinaciou vektorov [1,0,1], 2,1, 3] (overte) a tieto dva si uz
nezavislé, preto S = ([1,0,1],[2,1, 3]).

Priklad. Doplrite vektory [1,1,0],[1,2,0] na bazu V3(R). ]

Riesenie. Zrejme

V3(R) = ([1, 1, ] [1,2,0],[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]). Kedze
[1,0,0] = 2.[1,1,0] 4+ (—1).[1,2,0] a
[0,1,0] (- 1) [1,1,0]+1[ 2,0], tak

V3(R) = ([1,1,0],[1,2,0],[0,0,1]). Tieto vektory si linedrne

nezavislé a preto su bazou.
Daju sa tieto ulohy vyriesit jednoduchsie?

ILG



Matice a vektorové priestory

Nech
A — (an a2 a13>
az1 a2 a23
Podpriestor prislichajici matici A je:
Va = ([a11, a12, a13], [a21, aze, ag3]) =
{c1.la11, a12, a13] + c2.[az1, a2, azsl; ¢; € R}
Ak maticu B dostaneme z matice A vykonanim nejakej
elementarnej riadkovej operacie, tak V4 = Vp
Kazda matica je riadkovo ekvivalentna s nejakou
trojuholnikovou maticou
nenulové riadky trojuholnikovej matice si linedrne nezavislé
vektory

hodnost matice=dimenzia podpriestoru prisliichajicemu
matici, oznacujeme h(A) a je to vlastne pocet nenulovych
riadkov prislusnej trojuholnikovej matice.

ILG



Matice, vektorové priestory a sistavy rovnic

e Veta. Riadkova a stipcova hodnost matice st rovnaké.
o Dosledok. h(AT) = h(A)
e Veta. (Frobeniova) Nehomogénna sistava rovnic o n

neznamych nad polom F' ma rieSenie prave vtedy, ked hodnost
matice slstavy sa rovna hodnosti rozsirenej matice sistavy.



Sdstavy s parametrom v Zs, priklad

V Zs rieste sistavu rovnic s parametrom a.
r + ay = 1
ax + y = 2




Sdstavy s parametrom v Zg3, priklad

V Zs rieste sistavu rovnic s parametrom a.
r + ay = 1
ax + y = 2

RieSenie. Zrejme a nadobdda iba hodnoty 0, 1, 2. Preto pre
jednotlivé hodnoty vyriesime konkrétne slstavy:

@ a=0, potomz =1y =2.

@ a =1, potom
z + y =1
r + y = 2.
Tato sustava evidentne nema rieSenie.



Sdstavy s parametrom v Zg, priklad-pokracovanie

@ a =2, potom
z + 2y = 1
2 + y = 2

Na vyrieSenie pouZijeme maticu:

1 2] 1
2 1] 2

Prvy riadok pri¢itame k druhému a dostaneme:

1 2|1
0 0]0

Nezabudnite, Ze pracujeme v poli Z3 a teda 1 +2 = 0.

K poslednej matici prislicha rovnica:

x4+ 2y =1.



Sdstavy s parametrom v Zg, priklad-pokracovanie

@ Kedze pracujeme v Zg, tak rovnica nema nekonecne vela
rieSeni, ale len tri a dostaneme ich tak, Zze postupne za x
dosadime prvky zo Z3 (teda 0,1,2) a dopoclitame y
(samozrejme postupovat sa da aj opacne, dosadime za y a
vypolitame z.) Teda rovnici vyhovuju tieto dvojice:
[0,2],[1,0],[2,1].



