Skalarny stcin

Definicia.
@ Nech V(R) je vektorovy priestor nad polom redlnych &isel.
Operaciu - z V' x V do R nazveme skalarny si€in na V(R)
ak pre kazdé @,b,¢ € V a r € R sii splnené tieto podmienky:
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a-b=ba ~

(@+b)-c +bc
b=t @h)

pre kazdy vektor a # 0 je a-a > 0.



Skalarny stcin

Definicia.
@ Nech V(R) je vektorovy priestor nad polom redlnych &isel.
Operaciu - z V x V do R nazveme skalarny stcin na V(R)

o a-b=ba ~
o (@+b)c=ac+bc
o (r-a)b=r-(ab)

aka:[al)QQ)"' 7a’n]a :[b17b27'” )bn]vtak

a-b=ay-bi+ag-bo+-+a-by.



Skalarny stcin

Definicia.
@ Nech V(R) je vektorovy priestor nad polom redlnych &isel.
Operaciu - z V x V do R nazveme skalarny stcin na V(R)

o a-b=ba ~
o (@+b)c=ac+bc
o (r-a)b=r-(ab)

aka:[al)QQ)"' 7a’n]a :[b17b27'” )bn]vtak

a-b=ay-bi+ag-bo+-+a-by.

o dizka vektora @ je nezaporné realne &islo: |[a|| = v/a-a.



Skalarny sucin, priklad

Zistite, & zobrazenie f : R x R?2 — R dané predpisom:
f([al, CLQ], [bl, bg]) = a1.b1 + a1.ba + as.b je skaldrny sucin na
V2(R).




Skalarny sucin, priklad

Zistite, & zobrazenie f : R x R?2 — R dané predpisom:
f([al, CLQ], [bl, bg]) = a1.b1 + a1.ba + as.b je skaldrny sucin na
V2(R).

Riesenie. Nejedna sa o skalarny sicin, lebo napr.
[—1,1].[-1,1] = =1 < 0, <o je v spore s podmienkou 4 z definicie
skalarneho stcinu.



Skalarny sucin, priklad

Zistite, & zobrazenie f : R x R?2 — R dané predpisom:
f([al, ag], [bl, bg]) = a1b1 + 6asby + 2a1by + 2a9by je ska/érny
stcin na Va(R).




Skalarny sucin, priklad

Zistite, & zobrazenie f : R x R?2 — R dané predpisom:
f([al, ag], [bl, bg]) = a1b1 + 6asby + 2a1by + 2a9by je ska/érny
stcin na Va(R).

Riesenie. Budeme postupovat podla definicie sk.sicinu.

@ Ak budd sdradnice vektorov ([a1, as], [b1, ba]) redlne ¢isla, tak
evidentne vysledok a1by + 6asbs + 2a1bs + 2a2b1 € R, teda sa
jednd o operdciuz V x V do R.

@ Skalarny sicin musi byt komutativny, teda
f([al, ag], [bl, bg]) = a1b1 + 6asbs + 2a1bs + 2a9b; =

= bray + 6b2ag + 2bjag + 2bsa; = f([b1, ba], [a1, asz]).



Skalarny sucin, priklad

@ Skalarny sicin musi byt distributivny vzhladom na séitanie,
teda
(@4 b)-¢ = ([a1,a2] + [b1,b2])-[c1, ca] = [a1 + b1, a2 + b2]-[c1, 2] =
=(a1+b1) - c1+6-(az+ba)-co+2 (a1 +b1) - c2+2-(az+b2)-c1=
aic1 + 6azca + 2a1c2 + 2az¢1 + bici + 6baca + 2b1ca + 2b2c1 =
=a-c+bc

@ Skontrolujeme, Ci spravne funguje aj nasobenie skaladrom:
(7‘ . E)E = (’f’ . [a17a2})'[b1,b2] = [’f‘ S a1, T a2]~[b1,bg] =
=r-aib1 +6-7r-abs+2-7r-a1bs+2-7-ab; =
=7r- (a1b1 + 6asbs + 2a1bs + 2@2()1) =r- (65)



Skalarny sucin, priklad

@ A na zaver skontrolujeme nezapornost sk. stcinu, teda
potrebujeme zistit, & pre kazdy vektor @ # 0 je a-a > 0.
Zrejme
a-a = ara1 + 6asas + 2a1a2 + 2a2a1 = a? + 6a§ +4a1a9 =
= a? + +4aias + 4a3 + 243 = (a1 + 2a2)2 +d2.

Zrejme (a1 + 2a2)? + a3 > 0 pre lubovolné a1, az. Rovnost plati prave
vtedy, ked (a1 + 2a2)> =0 A a3 = 0. Ale

(a1 4+2a2)> =0Aa3 =0 <= a1+ 2as = 0 Aag = 0. Z tohto uz priamo
vyplyva, Ze a1 = a2 = 0. Teda a-a = 0 plati jedine pre nulovy vektor.

@ Zobrazenie f spliia véetky poZadované vlastnosti, teda sa
jedna o sk. sudin.



Dizka vektora, priklad

Urcte velkost vektora [1,2,0,—1, 3] euklidovského priestoru V5(R)
s obvyklym skalarnym sicinom. ’




Dizka vektora, priklad

Urcte velkost vektora [1,2,0,—1, 3] euklidovského priestoru V5(R)
s obvyklym skalarnym sicinom.

RieSenie. Zrejme

111,2,0,1,3]|| = /1.1 + 2.2 4+ 0.0 + (~1).(~1) + 3.3 = V/15.



Euklidovsky priestor

Definicia. Vektorovy priestor nad polom realnych cisel, na ktorom
je definovany skalarny siicin, nazyvame euklidovskym priestorom.

Lema. Nech V(R) je euklidovsky priestor. Ak @ € V, tak 0-a@ = 0.



Skalarny stcin

Tvrdenie. V euklidovskom priestore V (R) plati pre kazdé
Z,yeV,a e R

o [la-zl[ = |af - [|2[l;
o |z-y| <|lz||-||yll, (Schwarzova nerovnost)
o [z +yll <llz|| + [lyll, (trojuholnikova nerovnost)

o lz+yl* = [l=[I* + [lylI*
(Pythagorova rovnost pre x ortogonélne na y)



Odchylka vektorov

Definicia. Ak @ # 0,b # 0, tak odchylkou vektorov @, b
nazyvame uhol z, o ktorom platf

a.b
[[al-[1ol]

COsST —

a zaroven 0 <z <.



Odchylka vektorov

Definicia. Ak @ # 0,b # 0, tak odchylkou vektorov @, b
nazyvame uhol z, o ktorom platf

a.b

COST = —————
[[al-[1ol]

a zaroven 0 <z <.

Poznamka. Ak cosz = 0, teda ak @.b = 0, budeme hovorit, 7e
vektory @, b s kolmé (ortogonalne).



Odchylka vektorov

Definicia. Ak @ # 0,b # 0, tak odchylkou vektorov @, b
nazyvame uhol z, o ktorom platf

a.b
|al].]|b]]

COsST —

a zaroven 0 <z <.

Poznamka. Ak cosz = 0, teda ak @.b = 0, budeme hovorit, 7e
vektory @, b s kolmé (ortogonalne).

Veta. Nech W = (a1, @z, . ..,an) je podpriestor euklidovského
priestoru V(R). Ak a € W a b.a; =0 pre kazdé i € {1,2,...,n}
tak @, b st kolmé.



Ortogonalny priemet

@ u je ortogonalny k priestoru W <= Vz € W;x-u = 0.
@ ortogonalny priemet v do W jew € W;o =w+u a @ je
ortogonalny k W.




Ortogonalny priemet, priklad

V priestore W = (@, b),a = [-1,1,1],b = [1, 1, 1] ndjdite
ortogonalny priemet vektora v = [1,2, 3].




Ortogonalny priemet, priklad

V priestore W = (@, b),a = [-1,1,1],b = [1, 1, 1] ndjdite
ortogonalny priemet vektora v = [1,2, 3].

Riesenie. Zrejme w € W, pretow =7-a+ s - b. Dalej vieme, Ze
t=w+Tuatedat=r-a+s-b+u. Posledni rovnicu
vynasobime postupne @ a b a vyuZijeme to, ¥e @ je ortogonalny k
W (tedaw-a=7-b=0). Dostaneme:

v-a=r-a-a+s-b-at+u-a
a p— p— p— p—
v-b=r-a-b+s-b-b+u-b
Upravime
v-a=r-a-at+s-b-a
a
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Ortogonalny priemet, priklad-pokracovanie

Dosadime
4=3-r+s
6=r+3-s
a pre r, s mame:
3 7
r=-,8=—
4’ 4

teda

=~ w

w =

7 55
=11+ 5L = (1,2, 2
[77]+4[55] |:7272:|



Ortogonalne a ortonormalne vektory

Definicia. Nech ay,az3,...,a, su vektory euklidovského priestoru.
Hovorime, ze vektory a7, az,...,a, st (navzajom) ortogonalne, ak
pre vietky 4,5 € {1,2,...,n},i # j, je aj.a; = 0.



Ortogonalne a ortonormalne vektory

Definicia. Nech ay,az3,...,a, su vektory euklidovského priestoru.
Hovorime, ze vektory a7, az,...,a, st (navzajom) ortogonalne, ak
pre vietky 4,5 € {1,2,...,n},i # j, je aj.a; = 0.

Veta. Nenulové ortogonalne vektory euklidovského priestoru si
linedrne nezavislé.



Ortogonalne a ortonormalne vektory

Definicia. Nech ay,az3,...,a, su vektory euklidovského priestoru.
Hovorime, ze vektory a7, az,...,a, st (navzajom) ortogonalne, ak
pre vietky 4,5 € {1,2,...,n},i # j, je aj.a; = 0.

Veta. Nenulové ortogonalne vektory euklidovského priestoru si
linedrne nezavislé.
Definicia. Vektory a1, a3, ..., a, euklidovského priestoru
nazyvame ortonormalne, ked

o ||@;|| =1 pre vsetky i € {1,2,...,n}

@ a;.a; = 0 pre [ubovolné ¢ # j.



Ortogonalne a ortonormalne vektory

Definicia. Nech ay,az3,...,a, su vektory euklidovského priestoru.
Hovorime, ze vektory a7, az,...,a, st (navzajom) ortogonalne, ak
pre vietky 4,5 € {1,2,...,n},i # j, je aj.a; = 0.

Veta. Nenulové ortogonalne vektory euklidovského priestoru si
linedrne nezavislé.
Definicia. Vektory a1, a3, ..., a, euklidovského priestoru
nazyvame ortonormalne, ked

o ||@;|| =1 pre vsetky i € {1,2,...,n}

@ a;.a; = 0 pre [ubovolné ¢ # j.

Dosledok. Ortonormalne vektory, ktoré generuji euklidovsky
priestor V(R), tvoria bazu V(R).



Ortogonalne a ortonormalne vektory

Lema. Nech @, b si ortogonalne vektory euklidovského priestoru.
Potom vektory ﬁ, ﬁ st ortonormalne vektory.



Ortogonalne a ortonormalne vektory

Lema. Nech @, b si ortogonalne vektory euklidovského priestoru.
Potom vektory ﬁ, ﬁ st ortonormalne vektory.

Veta. Nech W je podpriestor kone¢norozmerného euklidovského
priestoru V(R). Potom existuje ortonormalna baza podpriestoru W.



Ortogonalne a ortonormalne vektory

Lema. Nech @, b si ortogonalne vektory euklidovského priestoru.
Potom vektory ﬁ, ﬁ st ortonormalne vektory.

Veta. Nech W je podpriestor kone¢norozmerného euklidovského
priestoru V(R). Potom existuje ortonormalna baza podpriestoru W.

Doékaz vety je konstruktivny, teda dadva navod, ako bazu hladat. My si to vyskiSame

na konkrétnej tlohe.



Ortonormalna baza, priklad

Najdite ortonormalnu bazu podpriestoru
S ={[1,0,1,0],[1,1,3,0],[1,0,2,2],[3,1,6,2]) euklidovského
priestoru V4 (R) s obvyklym skalarnym sdcinom.




Ortonormalna baza, priklad

Najdite ortonormalnu bazu podpriestoru
S ={[1,0,1,0],[1,1,3,0],[1,0,2,2],[3,1,6,2]) euklidovského
priestoru V4 (R) s obvyklym skalarnym sdcinom.

Riesenie. Ulohu budeme riesit v troch hlavych krokoch:
@ Najdeme bazu podpriestoru S.
@ Najdeme ortogonalnu bazu podpriestoru S.

o Najdeme ortonormalnu bazu podpriestoru S.



1. krok-eliminacia

e Upravou matice podpriestoru na trojuholnikovy tvar
dostaneme vektory bazy podpriestoru:

1010 1010
1130 0120
10227 loo12
316 2 0000
Teda S = ([1,0,1,0],[0,1,2,0],[0,0,1,2]).
@ Oznaéme:

ar =[1,0,1,0],az = [0,1,2,0],a5 = [0,0,1, 2].



2. krok-ortogonalna baza

@ Potom

bi = ar,by = a3 + w.by, by = @ + y.bi + 2.5 )

Treba si uvedomit, ze vektory E7 675 vznikli ako lin. kombinacie vektorov
a1, az,a3, generujl teda ten isty priestor.
@ Ur¢ime vektor by. Rovnicu pre by vynasobime vektorom by, pritom myslime na

to, Ze chceme, aby b1, b2 boli ortogonalne a preto
by.b1 = a3.b1 + x.b1.b1,
0 = ag.by + x.b1.b1.

@ Po dosadeni:
0=1[0,1,2,0].[1,0,1,0] + 2[1,0,1,0].[1,0,1,0] <= 0=242z <= z = —1.

Potom

by = [0,1,2,0] + (=1) - [1,0,1,0] = [~1,1,1,0]. J

ILG



2. krok-ortogonalna baza

@ V rovnici pre bs sii dve nezndme, budeme ich uréovat v dvoch krokoch.
(1) rovnicu vyndsobime vektorom b1,
EE = @.E T bea aF ZEE

Vektory b3, by aj by, by majii byt navzdjom ortogonalne, teda
dostaneme:
0 =a3.b1 + y.b1.b1.

Po dosadeni:

1
0=(0,0,1,2}.[1,0,1,01+4[1,0,1,01[1,0,1,0] 4= 0=142y = y=—3.




2. krok-ortogonalna baza

(2) rovnicu vyndsobime vektorom by,
EE = @.E SN yb?@ aF 255
Vektory b3, by aj by, bs majii byt navzdjom ortogonalne, teda dostaneme:
0 = ag.by + 2.by.by.

Po dosadeni:

0=1[0,0,1,2].[-1,1,1,0] + .2[-1,1,1,0].[-1,1,1,0] <>

1
<= 0=143 -2 <= Z:fg.




2. krok-ortogonalna baza

Potom

— 1 1 1 11
b3 - [0707172] + (_5) [17071701 + <_§) [_1717170} - [_67_5,672] o ’

Teda ortogonalna béaza je [by, bo, b3, kde

by = [1,0,1,0],
E: [—1,1,1,0],
— 1 11
by = |—=,—=,~ 9|
3 |: 67 3’6’ :|




3. krok-ortonormalna baza

Z ortogonalnej bazy jednoducho dostaneme ortonormalnu bazu:

by V2
azf:i[laoaluoL
ool 2
by V3
72:?_7[_1317170]a
b2l 3
_173_\/6[_1 i1 2]
3 — HEH - 5 67 3767

Bolo nutné na zaciatku zistovat, Ci je S baza?
Aky by bol vysledok, keby sme 1. krok vynechali?



Vektorovy sucin

Vektorovy sucin je binarna operacia x z V x V. — V, teda
vysledkom je vektor, o ktorom plati:

o |[e]| = ||al| - ||b]| - sin 6, kde 6 je odchylka vektorov @, b.
@ smer vektora ¢ je kolmy na smery vektorov @, b.

@ vektor € je orientovany tak, ze usporiadané trojica vektorov
[@, b, €| tvori pravotodivi sistavu vektorov.



Vektorovy sucin, geometricky vyznam

axb

b laxb]




Vektorovy sicin, vypocet

az as
by b3

ap as
by b3

ay a
b1 b

S

) )

o

xa="7

)

S

S|



ZmieSany sucin

ZmieSany sucin vektorov u, 7, w je stcin (u X ¥) - W, teda
vysledkom je Cislo.

o Co toto &islo predstavuje?

@ Ako ho vypoditat?



ZmieSany sucin, geometricky vyznam

V=S-h=|uxv|-h=|ux79|-|[w|.cosa=(ux7v)-w.



Zmiesany sucin, prekvapenie?

U2 U3
vy vz’

Uy us3
U1 U3

ur U2
v V2

V = (ux7)w = (

)'(wl,wz,w:a) =7



