Baza vektorového priestoru-opakovanie

Definicia. Nech V (F') je kone¢norozmerny vektorovy priestor.
Hovorime, ze [a7,az, - ,a,] je baza V(F') ak

@ ay,ag, - ,ay su lin. nezavislé,

o (ar,az, - ,an) = V(F).

Tvrdenie. Nech V(F') je kone¢norozmerny vektorovy priestor,
vSetky jeho bazy maji rovnaky pocet prvkov.

Poznamka. Pocet prvkov bazy sa nazyva dimenzia.



Baza vektorového priestoru, priklady

@ jednotkova baza
@ ortogonalna baza

@ ortonormalna baza

Kolko existuje baz napr. priestoru V3(R)?



Sdradnice v baze

Tvrdenie. Nech vektory a7, as, ..., a, tvoria bazu vektorového
priestoru V,,. Kazdy vektor T € V,, mozno vyjadrit jedinym
sposobom ako linedrnu kombinaciu vektorov bazy, teda ku
kazdému vektoru T € V,, existuje jedind usporiadand n—tica Cisel
r1,T9,...,T, tak, Ze plati

T=1T1 a1 +x3 a2+ +Tp An-



Sdradnice v baze

Tvrdenie. Nech vektory a7, as, ..., a, tvoria bazu vektorového
priestoru V,,. Kazdy vektor T € V,, mozno vyjadrit jedinym
sposobom ako linedrnu kombinaciu vektorov bazy, teda ku
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T=1T1 a1 +x3 a2+ +Tp An-
Definicia. Cislo z;;3 € {1,2,--- ,n} nazyvame i—tou

suradnicou vektora T v baze (ay,az,...,a,), sutin z; - a;
nazyvame i—tou zlozkou vektora Z. Zapisujeme

T = (£U17 L2y axn)(ﬁ,@,...,ﬁ)-



Sdradnice v baze

Tvrdenie. Nech vektory a7, as, ..., a, tvoria bazu vektorového
priestoru V,,. Kazdy vektor T € V,, mozno vyjadrit jedinym
sposobom ako linedrnu kombinaciu vektorov bazy, teda ku
kazdému vektoru T € V,, existuje jedind usporiadand n—tica Cisel
r1,T9,...,T, tak, Ze plati

T=1T1 a1 +x3 a2+ +Tp An-
Definicia. Cislo z;;i € {1,2,--- ,n} nazyvame i—tou

suradnicou vektora T v baze (ay,az,...,a,), sutin z; - a;
nazyvame i—tou zlozkou vektora Z. Zapisujeme

T = (£U17 L2y axn)(ﬁ,@,...,ﬁ)-

Poznamka. Pri jednotkovej baze zapisujeme

T = (1,72, , Tn) (e, o0) = (T1,T2,"** ,Tn)-



Sdradnice v baze, priklad

V jednotkovej baze priestoru V2(R) ma vektor @ sdradnice [1,2] :




Sdradnice v baze, priklad

Bézou priestoru Va(R) je napr. aj ([1,1],[—1,1]) a vektor 7 ma v

tejto baze siradnice {%,%




Sdradnice v baze, priklad

Este pohlad na obe bazy v jednom obrazku:
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Sdradnice v baze, priklad

Ako zistime suradnice vektora w v jednej baze, ak pozndme jeho
stradnice v nejakej inej baze? Graficky sme si to uz vyskusali.

e Ak ma vektor @ v jednotkovej baze siradnice [1,2] a chceme
zistit jeho sdradnice v baze ([1,1], [—1,1]) (pozor na poradie
vektorov!), tak ho potrebujeme zapisat ako lin. kombinaciu
tychto vektorov, teda:

1,2] =r-[1,1] +s-[-1,1],
teda

1
(I=r—s A 2:r+s):>(r:;) A s:2>.

Saradnice vektora w v baze ([1,1],[—1,1]) sd [%, %} , teda sa
potvrdilo to, o sme zistili graficky.



Sdradnice v baze, priklad

A teraz naopak-ako zistime stradnice vektora u v jednotkovej
baze, ak pozndme jeho sdradnice v baze ([1,1],[—1,1])? Tato &ast
tlohy bude jednoduchsia.

e Vieme, ze [H]([171]7[_171]) = [%, %} . Co to znamena?
3 1
=211+ =-[-1,1
U 2 [ ? ] + 2 [ ? ]7
potom s 13 1
=3 33%a)
u=1,2].

Sdradnice vektora [u] (ah-ry) ¥ jednotkovej baze su [1,2],

teda sa opat potvrdilo to, ¢o sme zistili graficky.



Sdradnice v baze, priklad

Nech S = ([1,1,2],[2,3,4],[1,2,3]) je baza priestoru V3(R).
o Ndjdite vektor vo V3(R), ktorého siradnice vzhladom k béze
S si (0)g =[-1,3,2].

e Ndjdite siradnice vektora w = [5,—1,9] vzhladom k baze S.

RieSenie. Prva Cast llohy je jednoducha:

@ Zrejme
v=(-1).[1,1,2] + 3[2,3,4] + 2.[1,2,3] = [7, 12, 16].

Toto st teda suradnice vektora T vzhladom k jednotkovej
bize. Je dolezité dodrzat poradie prvkov bazy S.



Sidradnice v baze, priklad, pokracovanie

@ Teraz potrebujeme zistit stiradnice vzhladom k baze S, teda
potrebujeme vektor u vyjadrit ako lin. kombinaciu prvkov
bazy S. Opat treba dat pozor na poradie prvkov bazy.
Musime najst r, s,t € R, pre ktoré plati:

u

r([1,1,2] + s.[2,3,4] + £.[1,2, 3],

[5,—1,9] = r.[1,1,2] + s.[2,3,4] + £.[1, 2, 3).

@ Ulohu moézeme riesit ako sustavu rovnic, tak ako sme to robili
pri lin. kombinaciach, alebo pri predchadzajicej tlohe.



Sidradnice v baze, priklad, pokracovanie

Tato rovnicu vieme prepisat aj takto:

5.[1,0,0]+(=1).[0,1,0]49.[0,0, 1] = r.[1,1,2]+s.[2, 3, 4]+¢.[1,2, 3],

¢o je vlastne toto:
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S = O

0
0
1

|

—_

Il
N~
B~ W N
W N =

9

e Pozor, vektory bazy vpisujeme do stipcov!

o Ako vypoditame trojicu [r,s,t]’?



Sidradnice v baze, priklad, pokracovanie

Z rovnice
1 00 5 1 21 r
010 —-1]l=11 3 2 s
0 01 9 2 4 3 t

potrebujeme vyjadrit vektor (r,s,t)”. To sa ndm podari tak, ?e obe strany
rovnice vynasobime zlava maticou, ktord je inverzna k matici na pravej strane
rovnice. Podobné dlohy sme uz riesili, takze myslienka nie je nova. Najskor

najdeme inverzni maticu. Postup najdete v prednaska4.pdf.
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Sidradnice v baze, priklad, pokracovanie

Nasobime:

Potom
(r, s, t)T = (16, —5, —l)T.

Ako si overime spravnost svojho riesenia?



Suradnice v baze, zhrnutie

Namiesto jednotkovej bazy mézeme mat [ubovolnd ind, napr.
A = [a7,az,...,ay,|, namiesto bazy S napr. bazu

B =[b1,bg,...,b,| a potom dostaneme
L1014 22.G3 + -+ + Tn. G = €101 + C2.by + - + ¢ by,

pricom x; st stradnice vektora v baze A, ¢; st jeho siradnice v
baze B. Ak a; = (ali, agg, . . . ,am) ab = (bu, boi, . .. ,bm'), potom

ail a2 N AT I b11 b12 . bln C1

as1 az2 ... a2, x2 | | b2 bao ... b2, 2

Gnp1 An2 ... Qnpn Tn b1 bn2 ... bpp Cn
Ako z predchddzajicej rovnice uréime napr. vektor (x1,...,2y)?

Navod hladajte v predch. tlohe.



Transformacie, priklad

Zobrazenie T : R* — R3? je dané nasledovne:
T([x,y,2,t]) = 20 — 3y + 2z — 5t,dz + y — 2z + t, 52 — y + 42].

Ndjdite obraz vektora [1,—2,3,4].

Riesenie. Zrejme
T([1,-2,3,4]) = [21 - 3.(—=2) +3 - 54,41+ (-2) —2.3+4,5.1 — (-2) + 4.3] =

=[-9,0,19].



Transformacie, priklad-pokracovanie

Na tdto Glohu sa mdzeme pozriet aj trochu inak:

Zobrazenie T : R* — R? je dané nasledovne:

T([z,y,2,t]%) = 22 — 3y + 2 — 5t, 4z +y — 2z + t, 5z — y + 42]".

Toto zobrazenie m6Zeme vyjadrit aj nasledovne:

2t — 3y + z — 5 = a
4 + y — 2z 4+ t =
5 — y + 4z =

kde [a,b, ] je obraz vektora [x,v, z,t]T v zobrazeni T.



Transformacie, priklad-pokracovanie

Ale mbzeme to zapisat aj takto:

29 -3 1 -5 * a
4 1 -2 1 Yl=1|»
5 -1 4 0 f ¢

2 -3 1 -5 _12 -9
41 -2 1 s l=10
5 -1 4 0 19



Transformacie, priklad-pokracovanie

Zobrazenie T je linearna transformacia a matica

2 -3 1 =5
4 1 -2 1
5 -1 4 0

je Standardna matica tohto zobrazenia.



Linearne transformacie

Definicia. Nech V(F'), W (F) st vektorové priestory nad polom F.
Zobrazenie f : V — W nazyvame linearnou transformaciou
vektorového priestoru V' (F') do vektorového priestoru W (F'), ak
pre kazdé dva vektory @,b € V a pre lubovolny skalar r» € F plati

o f(@+b)=f(a)+ f(b),
o f(r-a)=r-f(a).
O lin. transformacii sme uz poculi v sivislosti so ststavou lin.

rovnic. Ako sivisia vlastnosti lin. transformacie so sidstavami lin.
rovnic?



Vlastnosti linearnej transformacie

Tvrdenie. Pre lineadrne transformécie plati:

flriartryaat - +rpap) = rif(@)+raf(a)+ - +rof (@),



Linearne transformacie, priklady

Ukézte, Ze transformacie f; : R? — R? i € {1,2,3,4} :

() fl(ﬁ) 26,
) fg(@) =7,
° f3(@) = k@7

° f4([x)y]T) = [$70]T7
st linearne.

Riesenie. Vo vsetkych styroch pripadoch musime overit obidve
vlastnosti z definicie lin. transformécie.



Linearne transformacie, priklady

Transformacia fi :

1. vlastnost ,’

fi(@+0) = fi([a1,a2]” + [b1,b2)") = fi([a1 + b1, a2 + ba]T) =0,

fi@) + f1(b) =04+0=0,

2. vlastnost ,’

fi(r-a) = fi(fr-a,r-ag]") =0,
r- i@ =7 fi(lar,a2)’) =r-0=0.



Linearne transformacie, priklady

Transformécia fs :

1. vlastnost ,’

fa(a+bd) = fz([al,a2]T+[bl,bz}T) = fg([a1+b1,a2+b2]T) = [a1 + b1,a2 + bz],l‘,
f2(@) + f2(b) = [a1, ag)” + [b1,bo]" = [a1 + by, a2 + bo]”,

2. vlastnost J

fo(r-a) = fao([r-a1,r- aQ]T) =[r-ay,r-as]’,

rfo@ =r- fo(lar,a9]") =7+ [ar,a9)" = [r- a1, ag]”.



Linearne transformacie, priklady

Transformécia f3 :

1. vlastnost ,’

f3(@+d) = f3([a1, a2]” +[b1,b2]") = fa([a1+b1,a2+b2]T) = k- [a1 + b1, a2 + ba]”,

f3@) + f3(b) = k- [a1,a2]” + k- [b1,ba]" =k - [a1 + by, az + bo] ",

2. vlastnost J

fa(r-a@) = fa([r-a1,r-ag)t) =k-[r-a1, 7 ag]f = k-7 [a1,a9]7,

r- fs(@) =r- fg([al,ag]T) =k-r- [al,ag]T.

ILG



Linearne transformacie, priklady

Transformécia fy :

1. vlastnost

f1@+0) = fa(lar, a2]” + [b1,b2]") = fa(lar + b1, a2 + b2]") = a1 + b1,0]",
fa(@) + f4(b) = [a1, 017 + [b1,0]7 = [a1 + b1, 0]7,

2. vlastnost

fa(r-a) = fa([r-ay,r- ag]T) =[r-ay,0]7,
r- fa@ =7 fa(lar,a2]") =7 [a1,0]" = [r - a1, 0]""



Linearne transformacie, priklad

Dané je zobrazenie fs : R? — R? takto: [z,y]” — [z,y,1]T.
Zistite, Ci sa jedna o linearnu transformaciu.




Linearne transformacie, priklad

Dané je zobrazenie fs : R? — R? takto: [z,y]” — [z,y,1]T.
Zistite, Ci sa jedna o linearnu transformaciu.

Riesenie Nech @ = [z,y]”,b = [p, ¢|”, potom
fs@+0) = fs(le+py+d") =[x +py+q1"
ale
5@ +/5(0) = [2.y. 1] +[p, ¢, 1] = [z+p,y+q, 141" = [z+p.y+q, 2]

teda
fs(@+b) # fs5(a) + f5(b).

Druht vlastnost linearnej transforméacie uz nemusime ani overovat,
lebo je zrejmé, ze f5 nie je linedrna transformacia (porusend prva
vlastnost).



Jadro a obraz lineadrnej transformacie

Definicia. Nech V' a W sii vektorové priestory nad polom F' a
f:V — W je linedrna transformacia. Potom jadrom linearnej
transformacie f nazyvame mnozinu

Kerf={aeV;f(a) =0}
a obrazom linearnej transformacie f nazyvame mnozinu

Imf={f(a)e W;aeV}.

Obraz by nemal byt neznamy pojem, napr. z IDM.



Jadro a obraz linearnej transformacie, priklady

Néjdite jadro a obraz transformacii f; : R> — R2.:

Riesenie.
@ Pri hladanfi jadra sa pytame:
pre aké z,y € R je fi([x,y]T) = [0,0]1?
@ Pri hladani obrazu sa pytame:
ako vyzerd mnozina {[r,#]7;3z,y € RA fi([z,y]T) = [r,t]T}?
Teda ako vyzerda mnozina "vysledkov" transformacie?



Jadro a obraz linearnej transformacie, priklady

Teda:

o fi: Ker fi = {[z,y]"; 2,y € R}; Imfi = {[0,0]"}.
o fo: Ker fo={[0,0]"}; Imfo = {[z,y]"; 2,y € R}.
o f3: Ker f3={[0,0]"}; Imfs = {[z,y]"; 2,y € R}.
o fi: Ker fy={[0,t]T;t € R}; Imfy = {[t,0]T;t € R}.




Jadro a obraz lineadrnej transformacie

Tvrdenie. Ak T : V — W je linedrna transformacia, potom

Jadro transformacie T je podpriestor priestoru V.
Obraz transforméacie T je podpriestor priestoru W.
Transforméacia T je injektivna <= KerT = {0}.

Transforméacia T je surjektivna <= ImT = W.

Tvrdenie. Ak T : V' — W je linedrna transformacia a V, W s
koneCnorozmerné priestory, potom

dimV = dim(KerT') + dim(ImT).



Linearne transformacie a matice, priklad

Nech f : Vs — Vi; f([z,y,2]7) = [z +y,y + 2,2 + z,2]". Urcte ‘
f([27370]T)




Linearne transformacie a matice, priklad

Nech f : Vs — Vi; f([z,y,2]7) = [z +y,y + 2,2 + z,2]". Urcte ‘
f([27370]T)

Riesenie Uloha je jednoduché. Zrejme

f(12,3,01) =[2+3,340,2+0,2]T =[5,3,2,2] .



Linearne transformacie a matice, priklad

Nech f : Vs — Vi; f([z,y,2]7) = [z +y,y + 2,2 + z,2]". Urcte ‘
f([27370]T)

Riesenie Uloha je jednoduché. Zrejme

f(12,3,01) =[2+3,340,2+0,2]T =[5,3,2,2] .

Na dlohu sa mézeme pozriet aj inak. Zrejme pre obraz vektora
[z,y,2]T platf:

r + y = a

Yy + oz = b
x + z = c
T = d

kde [a,b,c,d]" je spominany obraz.



Linearne transformacie a matice, priklad

Rovnicu m6zeme prepisat takto:

1 1 0 a
o1 1| () o
1o 1| (Y] ||
z
1 0 0 d
pre vektor [2,3,0]7 dostaneme
1 1 0 9 )
o1 1| [5)_13
1 0 1 0 2|
1 00 2

vysledok sme samozrejme dostali rovnaky obidvomi sposobmi.



Linearne transformacie a matice, priklad

Uz vieme, Ze maticu

1
1
0

_ = O
O = = O

0

nazyvame maticou linearnej transformécie.

Tato matica funguje pre jednotkovii bazu. V dalsej tlohe sa
naucime urcit maticu pre lubovolnd bazu.



Linearne transformacie a matice, priklad

Dang je bdza A = ([1,1,0],[1,0,1],[0,—1,0]) priestoru V3(R).
Nech f : Vs — Vi; f([z,y,2]7) = [z +y,y + 2,2 + 2, x]T. Nijdite
stiradnice vektora [2,3,0]" v tejto baze a uréte potom jeho obraz v
transformacii f. Urcte maticu transformacie f vzhladom k
uvedenej baze.




Linearne transformacie a matice, priklad

Dang je bdza A = ([1,1,0],[1,0,1],[0,—1,0]) priestoru V3(R).
Nech f : Vs — Vi; f([z,y,2]7) = [z +y,y + 2,2 + 2, x]T. Nijdite
stiradnice vektora [2,3,0]" v tejto baze a uréte potom jeho obraz v
transformacii f. Urcte maticu transformacie f vzhladom k
uvedenej baze.

RieSenie.
@ Treba overit , ¢i uvedené vektory naozaj tvoria bazu V3(R).
Teda maticu A

1 1 0 1 1 0 1 1 0
A=11 0 1|~|f0 -1 1]~]0 -1 1
0 -1 0 0 -1 0 0 0 -1

upravime na trojuholnikovy tvar a zistime, Ze vSetky riadky st
nenulové, teda sa jedna o bazu.

ILG



Linearne transformacie a matice, priklad-pokracovanie

Uréime stiradnice vektora [2,3,0]7 v baze A. Zrejme musi platit:

2,3,007 = k[1,1,0]F +r.[1,0,1]F + s.[0,—1,0]. \

Potom
2=k+r,3=k—-s5,0=r = k=2,r=0,s = —1.

Teda
2,3,01% = [2,0, —1]%.

Z vlastnosti lin. transformacii vieme, zZe

£(12,3,017) = f(2[1,1,0]F +0.[1,0,1]T + (=1).[0, —1,0]") =

= 2-f([17 170]T) + O’f([1707 1]T) + (_1)‘f([07 _17O]T)7

teda k urceniu obrazu potrebujeme uz "len" urcit obrazy bazy A.
ILG



Linearne transformacie a matice, priklad-pokracovanie

@ Uréime si obrazy bazy V3(R) podla daného predpisu:

f([L 170}T) = [27 1,1, I}Ta
f([L 0, UT) = [17 1,2, 1}T7
f([0,-1,01") = [-1,-1,0,0]".

@ Potom

£(12,3,017) = f(2[1,1,0]F +0.[1,0,1]T + (-1).[0, —1,0]") =

= 2.f([1,1,0]") + 0.f([1,0,1]") + (=1).£([0, =1, 0]),
=21[2,1,1,11F +0.[1,1,2, 1] + (-1).[-1,-1,0,0]F =
=[4+0+1,24+0+1,2404+0,24+0+0T =[5,3,2,2]~.
@ Znovu sme sa dopracovali k tomu istému vysledku, aj ked'sme pouZili stiradnice

vektora v inej baze.

y

= = = = =



Linearne transformacie a matice, priklad-pokracovanie

o Ked si obrazy bazy napieme po stipcoch do matice,
dostaneme:

—1
-1
0
0

o= =N
— N =

@ Pouceni z predchadzajdceho prikladu uz vieme, ze staci
maticu vynasobit stipcovym vektorom [2,0, —1]7 a dostaneme
jeho obraz:

— = =N

— N = =
o |
—_

N DN W Ot



Linearne transformacie a matice, priklad-pokracovanie

@ Urcovanie sdradnic vektora v inej ako jednotkovej baze je
celkom neprijemné. Preto je vyhodnejSie mat k dipozicii
maticu pre jednotkovii bazu. Casto véak pozndme len obrazy
bazy (nie jednotkovej) a preto by bolo uzito¢né vediet, ako sa
dopracovat k matici pre jednotkovi bazu.

@ Problém: Poznime f(a;); i € {1,2,...,n}, kde
fiVa(F) = Viu(F), a [a1,az, . . ., Gy je baza priestoru
Vo (F). Checeme ndjst f(e;); i € {1,2,...,n}, kde
[e1,e2,...,€,] je jednotkova baza.

e Prva moznost-drevorubadska, ale nezavrhneme ju. Vektory
e1,€é3,...,6, postupne zapiSeme ako lin. kombinaciu vektorov
ai1,0a3,---,0, a potom urc¢ime ich obrazy.

e Druha moznost-prijemnejsia, ale bez prace to nebude.
Vyuzijeme pekné vlastnosti lin. transformdcii a ich prepojenie
na elementarne Gpravy rovnic.

@ Obe metddy si vyskiS8ame na priklade.



Linearne transformacie a matice, priklad

Lin. transformaciu f : Va(R) — Va(R) mame dand obrazmi bazy
takto: f([1,1]7) = [1,2]7, f([1,2]7) = [ , ] Urcte maticu
transformacie f vzhladom na jednotkovi baz

RieSenie. Vektory [1,1],[1,2] sd lin. nezavislé, teda tvoria bazu priestoru
V2(R).
@ Drevorubacska metdda:

o zapiSeme vektory [1,0] a [0, 1] ako lin. kombinacie vektorov
[1,1],[1,2]. Teda

[1,0] = r.[1,1] +5.[1,2] <= r=2As=—1,

0,1] =r[1,1]+s.[1,2] <= r=-1As=1



Linearne transformacie a matice, priklad-pokracovanie

@ Pokracujeme v drevorubadskej metdde, ktord vdaka dimenzii 2, nie je
taka narocna.
e Potom pre obrazy jednotkovej bazy mame:
FL,0]) = F2.01,1]+(=1).[1,2]) = 2.f([1, 1)) +(=1).f([1,2]) =
=2.[1,2] 4+ (-1).[1,1] = [1, 3].
f10,1]) = F((=1).[1,1]+1.[1,2)) = (=1).f([LA)+1.f([1,2]) =
=(-1).[1,2] + 1.[1,1] = [0, —1].

e Matica transformécie f je

1 0
= (3 %)

o Pozor, vektory zapisujeme do stipcov!



Linearne transformacie a matice, priklad-pokracovanie

@ Pokracujeme v prijemnejSej metdde, Gvod asi prijemny nebude:

o Najskor vyrobime takdto maticu

1 171 2
1 271 1)°
kde Cervend matica je po riadkoch zapisana baza a riadky
modrej matice st obrazy bazy.
e Teraz si treba uvedomit, ¢o sa stane,
@ ak vymenime riadky tejto ¢erveno-modrej matice. Zmeni sa
nasa transformacia f?7 Nezmeni.
o Ak nejaky riadok vynasobime nenulovou konstantou, tak ako
to bude s obrazmi? Napr. vynasobime druhy riadok
konstantou c :

c.(l 2|1 1) <~ (c 2c,|c c).
A teraz sa pozrime na pekné vlastnosti lin. transformécii:

F(el1.2)) = ef([1.2]) = e 1,1] = [e,dl.



Linearne transformacie a matice, priklad-pokracovanie

@ Pokracujeme v prijemnejsej metdde, este stale nevidime nic prijemné:
@ Pokracujeme v riadkovych operaciach-uz nam ostala len posledna:
o Ak jednému riadku pripo&itame iny riadok, potom (napr. k
druhému pripoéitame prvy):

(1+1 2+1|1+1 142) < (2 3]2 3).

A teraz sa pozrime na dalSiu pekni vlastnost lin.
transformécii:

FL,2)+ [1,1]) = £(11,2)) + £, 1)) = [1,2] + [1, 1] = [2,3].

o Ak to zhrnieme, tak mbézeme beztrestne tak(to maticu
upravovat elementarnymi riadkovymi operaciami a to
vyuzijeme pre vyrieSenie nasej Ulohy. Upravime maticu tak, aby
sme vlavo (namiesto &ervenej) dostali jednotkovii maticu a
vpravo teda budu jej obrazy.



Linearne transformacie a matice, priklad-pokracovanie

o Teda:
1 111 2 1 171 2 1 0] 1 3
1 2] 1 1 0O 110 -1 0 10 -1/
@ Matica transformacie f je modra, ale transponovana

1 0
w1 °)

@ Nebolo jednoduché sa sem dopracovat, ale snad to ocenime
pri rieseni tloh napr. v dimenzii 3.




Linearne transformacie a matice, zhrnutie

Nech [a1,az,- - ,an) je baza vektorové ho priestoru V(F')
a nech {E, by, - ,E} je baza vektorového priestoru W (F)
anech f:V — W je linearna transformécia.

Potom tato transformacia je uréend obrazmi bazy:



Linearne transformacie a matice, zhrnutie

Nech [a1,az,- - ,an) je baza vektorové ho priestoru V(F')

a nech |by, by, - - ,E} je baza vektorového priestoru W (F)
anech f:V — W je linearna transformécia.

Potom tato transformacia je uréend obrazmi bazy:

f@) = en-bi + c2-bp + - 4+ cnba
f(@) = ca-bi + c-ba + -+ + con-by
f(%) = Cml- bl + cmo- FZ + - 4+ Cmnc bn




Linearne transformacie a matice, zhrnutie

Nech [a1,az,- - ,an) je baza vektorové ho priestoru V(F')
a nech {E, by, - ,E} je baza vektorového priestoru W (F)
anech f:V — W je linearna transformécia.

Potom tato transformacia je uréend obrazmi bazy:

f@) = en-bi + c2-bp + - 4+ cnba
f(@) = ca-bi + c-ba + -+ + con-by
f(%) = cml'Fl e CmQ'FQ S Cmn'bn

Teda ak mame vektor w € V(F') a poznadme jeho suradnice v baze
[a1,a2, -+ ,Gm), napr. [r1,72,...,7m|, potom obraz vektora @ je:

f@ = f(lr-ar+re-a+ - +rm- @) =

=1 f(ar) +r2- f@2) + -+ 7o - f(@m)-



Linearne transformacie a matice, zhrnutie

K obrazu f(u) sa vieme dopracovat aj inak. Vyuzijeme koeficienty
Cij- Ako?



Linearne transformacie a matice, zhrnutie

K obrazu f(u) sa vieme dopracovat aj inak. Vyuzijeme koeficienty
Cij- Ako?
Vsimnime si maticu

C11 Ci2 -+ Cip Cl1 €21 ' Cml
Mf _ C21 C22 -+ Con Cl2 €22 -+ Cm2

Cml Cm2 *'° Cmn Cin Cn *°° Cmn




Linearne transformacie a matice, zhrnutie

K obrazu f(u) sa vieme dopracovat aj inak. Vyuzijeme koeficienty
Cij- Ako?
Vsimnime si maticu

C11 C12 o Cln Cl1 €1 - Cml
Mf _ C21 C22 o Con _ Cl2 €22 - Cm2
Cml Cm2 *'° Cmn Cin Cn *°° Cmn
Zrejme
Cl1 €21 - Cml 1
ci2 C2 - Cm2| |72

Ciln Cn *°° Cmn T'm



Linearne transformacie a matice, zhrnutie

K obrazu f(u) sa vieme dopracovat aj inak. Vyuzijeme koeficienty
Cij- Ako?
Vsimnime si maticu

C11 C12 o Cln Cl1 €1 - Cml
Mf _ C21 C22 o Con _ Cl2 €22 - Cm2
Cml Cm2 *'° Cmn Cin Cn *°° Cmn
Zrejme
C11 C21 o Cml 1
- Cl2 C22 - - Cmp2 T2
f@) = :
Cin C2n *°° Cmn T'm

Maticu M; nazyvame maticou linearnej transformacie.

ILG



Linearne transformacie a matice-zhrnutie

Nech [a1,az,- - ,am) je baza priestoru V,,(F)
a nech {b1,by, by} sd vektory priestoru V,,(F).
Nech f je linedrna transformécia V;,,(F') do V,,(F), o ktorej plati

f(@) =b;,ie{1,2,--- ,m}.

Maticu
ar | b
e bo 7
U | bm

kde vlavo mame prvky bazy Vj/(F') a vpravo prvky bazy V,,(F),
budeme upravovat elementarnymi riadkovymi operaciami. Treba si
uvedomit, Ze lin. transforméacie maji pekné vlastnosti.



Linearne transformacie a matice, zhrnutie

Potom (po vykonani nejakej elementarnej riadkovej operéacie)
dostaneme novi maticu

al
p_|@ do
Cm | dm

kde
f(@) =d;,ie{1,2,---,m}.

Toto vyuzijeme napr. na hfadanie matice transformacie vzhladom k
inej baze, alebo na hladanie inverznej matice.



Linearne transformacie a matice, zhrnutie

@ Nech [ar1,az, -+ ,@m] je baza priestoru Vi, (F) a nech {b1,b2,- by} st
vektory priestoru V,,(F) a vieme, Ze plati:

f@)="bi,ie{1,2,---,m}.

Ked mame ndjst obrazy napr. jednotkovej bazy, tak:

@ Napiseme maticu A

@l
A:@bz
Ty | b

@ upravime ju pomocou elem. riadkovych operacii na tvar

el | up
G_|=| =
€m | Um
Potom 1,43, . .., Um si obrazy jednotkovej bazy transformacie f.

ILG



Linearne transformacie a matice, inverzna matica

Tieto vedomosti sme uz vyuzili pri hladani inverznej matice k matici A:

@ Napiseme maticu A

ay €1
A — az | ez ’
Am | €m
ar
kde az je matica transforméacie f a je Stvorcova a regularna.
Q.

@ upravime ju pomocou elem. riadkovych operacii na tvar
A= 2

Potom 7, %3, . .., Us si obrazy jednotkovej bazy inverznej transforméacie

k f.



Skladanie linearnych transformacii

Nech f : Vo — V3 je linedrna transformacia Vo(R) do V3(R), ktora

ma maticu
ailp azi
Mf = | a12 a2
a13 az3

nech g : V3 — V4 je linedrna transformacia V3(R) do Va(R), ktord
ma maticu

bi1 b1 b3
M, = .
g biz by b3
Urcte obrazy jednotkovej bazy priestoru Vo(R) v zobrazeni g o f.



Skladanie linearnych transformacii, priklad - pokracovanie

Riesenie. Na urcenie matice potrebujeme obrazy jednotkovej bazy
v zobrazeni g o f, teda:

go f([1,0]) = g(f([1,0])) = g([a11, a1z, a13]) =
= g(a11[1,0,0] 4+ a12[0,1,0] + a13[0,0,1]) =
= a119([1,0,0]) + a129([0, 1, 0]) + a139([0,0,1]) =
= a11[b11, b12] + a12[b21, baz] + a13[b31, b32] =

= [a11b11 + a12b21 + a13b31, a11b12 + a12b22 + a13b32]

Analogicky dostaneme

go f([0,1]) = [ag1b11 + a22b21 + a23bs1, az1b12 + azabz + az3bsa)



Skladanie linearnych transformacii, priklad - pokracovanie

Vsimnite si maticu zobrazenia g o f.

Moo — a11b11 + a12b21 + a13b31 a21b11 + ag2ba1 + azzbsi
gof a11b12 + a12b22 + a13b32 a1b12 + az2ba2 + a23b32

Uz sme takd maticu videli, premyslajte kde.



Linearne transformacie a izomorfizmus

Definicia. Nech V(F), W (F') st vektorové priestory nad polom
F. Transformécia f : V — W, ktora je linedrna a bijektivna,
nazyvame izomorfna transformacia.



Linearne transformacie a izomorfizmus

Definicia. Nech V(F), W (F') st vektorové priestory nad polom
F. Transformécia f : V — W, ktora je linedrna a bijektivna,
nazyvame izomorfna transformacia.

Tvrdenie. Ak f je izomorfizmus vektorového priestoru V' (F') na
vektorovy priestor W (F), tak inverzna transformacia f~! je
izomorfizmus W (F') na V(F).



Linearne transformacie a izomorfizmus

Definicia. Nech V(F), W (F') st vektorové priestory nad polom
F. Transformécia f : V — W, ktora je linedrna a bijektivna,
nazyvame izomorfna transformacia.

Tvrdenie. Ak f je izomorfizmus vektorového priestoru V' (F') na
vektorovy priestor W (F), tak inverzna transformacia f~! je
izomorfizmus W (F') na V(F).

Tvrdenie. Nech V(F), W (F'),U(F) st vektorové priestory nad
polom F. Ak f je izomorfizmus V(F) na W(F) a g je
izomorfizmus W (F') na U(F), tak g o f je izomorfizmus V(F') na
U(F).



Linearne transformacie a izomorfizmus

Definicia. Nech V(F), W (F') st vektorové priestory nad polom
F. Transformécia f : V — W, ktora je linedrna a bijektivna,
nazyvame izomorfna transformacia.

Tvrdenie. Ak f je izomorfizmus vektorového priestoru V' (F') na
vektorovy priestor W (F), tak inverzna transformacia f~! je
izomorfizmus W (F') na V(F).

Tvrdenie. Nech V(F), W (F'),U(F) st vektorové priestory nad
polom F. Ak f je izomorfizmus V(F) na W(F) a g je
izomorfizmus W (F') na U(F), tak g o f je izomorfizmus V(F') na
U(F).

Definicia. Ak existuje izomorfizmus V(F') na W(F), tak
hovorime, Ze vektorové priestory V (F'), W (F') st izomorfné
(rovnaké).



Linearna transformacia a baza

Tvrdenie. Nech [a1,az, - ,ay,] je baza vektorového priestoru
V(F) a nech {by,b2, -+ , by} st lubovolné vektory vektorového
priestoru W (F'). Potom existuje prave jedna linedrna transforméacia
f:V = W také, ze

f(@) = by, f(@) = ba,-- -, f(@n) = by.



Linearna transformacia a baza

Tvrdenie. Nech [a1,az, - ,ay,] je baza vektorového priestoru
V(F) a nech {by,b2, -+ , by} st lubovolné vektory vektorového
priestoru W (F'). Potom existuje prave jedna linedrna transforméacia
f:V = W také, ze

f(@) = by, f(@) = ba,-- -, f(@n) = by.

Tvrdenie. Nech [a1,a3, - ,ay,] je baza vektorového priestoru
V(F) anech f:V — W je linearna transformacia V(F') do
W (F). Potom f je bijekcia vtedy a len vtedy, ked

[f(a1), f(@2),- -, f(a,)] je baza priestoru W (F).



