Linearne zobrazenia, motivacny priklad

V' R? je dané linedrne zobrazenie obrazmi bazy ([1,0], [0, 1]) takto:
f(L,017) = [4,2]7, f([0,]T) = [-3, —1]T. Ndjdite vietky vektory,
ktoré pri tomto zobrazeni nezmenia smer (len velkost, pripadne

orientaciu).




Linearne zobrazenia, motivacny priklad

V' R? je dané linedrne zobrazenie obrazmi bazy ([1,0], [0, 1]) takto:
FL,07) = [4,2]7, £([0,1]T) = [-3, —1]T. Ndjdite vetky vektory,
ktoré pri tomto zobrazeni nezmenia smer (len velkost, pripadne
orientaciu).

Riesenie. Pre obraz lubovolného vektora [a, b] plati:
f([av b]T) - a’f([la O]T) + bf([ov l]T) = [4(1 - 3b7 2a — b]T

Ak nema zmenit smer, tak potom musi platit:

f(la,0]") = k.[a, 0], k € R,

teda
[4a — 3b,2a — b]T = [ka, kb]T.

Potom
4a — 3b = k.a,

2a —b=k.b.

ILG



Linearne zobrazenia, motivacny priklad

K druhej rovnici pripo¢itame (—1)—nasobok prvej rovnice a
dostaneme:
—2a +2b=k.b — k.a,

teda
2(b—a) =k(b—a).

Potom mdZu nastat dve moznosti a to:
3
a=bVk=2 <— a:b\/azib.

CiZe sa jedna o mnoziny vektorov

k=1=7c¢ {[a,a]" € R?},

sziﬂE{[a,b]TGRQ;a:%b}.



Linearne zobrazenia, motivacny priklad

Pre kontrolu a asi aj lepsie pochopenie urobime skisku spravnosti.
Zostavime si maticu zobrazenia vzhladom k jednotkovej baze, teda
zapiSeme obrazy bazy do stlpcov:

4 -3

a postupne uréime obrazy stipcovych vektorov [a, a]”, { b b]

62 =()=+C)

teda sme ako obraz dostali k—nasobok vzoru.



Linearne zobrazenia, motivacny priklad

Este skontrolujeme druhy vektor:

6 (-6 (1)

teda sme ako obraz znova dostali k—nasobok vzoru.



Vlastné hodnoty a vlastné vektory

Definicia. Nech A je Stvorcova matica stupna n. Hovorime, ze
vektor T je vlastny vektor ak existuje A\ € R tak, aby A.7 = A\.7.
Cislo A nazyvame vlastna hodnota matice A.



Vlastné hodnoty a vlastné vektory

Zrejme
AT - AT =0

Az - A1,T=0
(A\I,—A)z=0.
Poslednd rovnica sa nazyva charakteristicka rovnica prisliichajlca

matici A.
Takato rovnica ma nenulové rieSenie prave vtedy, ked

det(N\.I, — A) = 0. (%)

Vyraz na lavej strane rovnice (*) sa nazyva charakteristicky
polyném, jeho korene Ay, ..., \, sa nazyvaju vlastné hodnoty
matice A a vektor T je vlastny vektor. Mnozina vsetkych
vlastnych vektorov matice A tvori vlastny podpriestor matice A.
Nulovy vektor nebudeme povazovat za vlastny, lebo

VA eR; A.0 =0= \0.

ILG



Vlastné hodnoty a vlastné vektory, priklad

Urcte viastné hodnoty a vektory k matici




Vlastné hodnoty a vlastné vektory, priklad

Urcte viastné hodnoty a vektory k matici

1 0 0
-1 3 0
3 2 =2

Riesenie.
@ Zostavime charakteristickil rovnicu:
A—1 0 0
1 A—3 0
-3 -2 A+2

Sl
I
e

@ Vyjadrime si determinant matice na lavej strane rovnice a
zistime, kedy je rovny 0. Po Uprave dostaneme:

(A=1).(A=3).(A\+2) = 0.
Potom A1 =1, = 3,3 = —2.

ILG



Vlastné hodnoty a vlastné vektory, priklad- pokracovanie

@ Urcime vlastné vektory pre A;. Teda vyrieSime slstavu

()\1.[3 — A)f =0.

0 0 00 1 =20 ] 0
1 -2 0| 0fl~]0 =8 3 | 0
-3 —2.3 |0 00 010

Riesenim je teda mnoZina vektorov {[%r, %r, r]Tir € R\ {0}}).



Vlastné hodnoty a vlastné vektory, priklad-pokracovanie

@ Podobne urcéime vlastné vektory pre As.

1 0 0] 0 1 0 0] 0
2 0 0] 0|l~[0 2510
-3 -2 5|0 0 0 010

RieSenim je teda mnoZina vektorov {[0, 3r,7]7;r € R\ {0}}.



Vlastné hodnoty a vlastné vektory, priklad-pokracovanie

@ A na zaver urime aj vlastné vektory pre As.

-3 0 0] 0 1 =5 0] 0
1 =5 0] 0|~|0 -15 0 0
-3 =20 | 0 0 0 010

RieSenim je teda mnoZina vektorov {[0,0,7]T;r € R\ {0}}.



Vlastné hodnoty, priklad

Urcte vlastné hodnoty k matici

5 2):




Vlastné hodnoty, priklad

Urcte vlastné hodnoty k matici
=2 =l
5 2/

det(\ - T — A) = det (A” 1 >:A2+1.

Riesenie. Zrejme

-5 =2



Vlastné hodnoty, priklad

Urcte vlastné hodnoty k matici
=2 =l
5 2/

det(\ - T — A) = det (A” 1 >:A2+1.

Riesenie. Zrejme

-5 =2

e Co je rieSenim tejto rovnice?

e Co to znamena?



Vlastné hodnoty a vlastné vektory, priklad

Urcte viastné hodnoty a vektory k matici




Vlastné hodnoty a vlastné vektory, priklad

Urcte viastné hodnoty a vektory k matici

5 -2 2
A=1-1 4 -1
-4 4 -1

RieSenie. Zrejme

A=5 2 —2
1 A—4 1
4 -4 A+1

= (A=5)(A—4) (A+1)+8+8+8(A\—4)+4(A—5)—2()A+1 =

= (A—4)(A?—4A=5+48)+16+4X—20—21—2 = (A—4)(A—3)(A—1)+2(A—3) =
=A=3)((A=4A=1)+2)=A=3) A =51+6) = (A —3)*(\—2).



Vlastné hodnoty a vlastné vektory, priklad

Urcte viastné hodnoty a vektory k matici

5 -2 2
A=1-1 4 -1
-4 4 -1

RieSenie. Zrejme

A=5 2 —2
1 A—4 1
4 -4 A+1

= (A=5)(A—4) (A+1)+8+8+8(A\—4)+4(A—5)—2()A+1 =

= (A—4)(A?—4A=5+48)+16+4X—20—21—2 = (A—4)(A—3)(A—1)+2(A—3) =
=A=3)((A=4A=1)+2)=A=3) A =51+6) = (A —3)*(\—2).

Teda
)\1:)\2:3,)\3:2.



Vlastné hodnoty a vlastné vektory, priklad

Uréime vlastné vektory pre A = 3. Teda vyrieSime slstavu

(3.]3 — A)f =0.
Teda

O O =
o O O



Vlastné hodnoty a vlastné vektory, priklad

Uréime vlastné vektory pre A = 3. Teda vyrieSime slstavu

(3.]3 — A)f =0.

Teda
-2 2 =210 1 -1 1|0
1 -1 1 | 0]l~]0 O O O
4 —4 4 | 0 0O 0 010

@ Potom pre A = 3 mame dva vlastné vektory
’Uil = (17 17 O)T7
Uy = (71707 1)T



Vlastné hodnoty a vlastné vektory, priklad

Uréime vlastné vektory pre A = 2. Teda vyrieSime slstavu

(2.]3 — A)E =0.

Teda
-3 2 =210 1 =21 |0
1 -2 1 | 0]l~]0 —4 1 | O
4 —4 3 | 0 0O 0 010



Vlastné hodnoty a vlastné vektory, priklad

Uréime vlastné vektory pre A = 2. Teda vyrieSime slstavu

(2.]3 — A)E =0.

Teda
-3 2 =210 1 =21 |0
1 -2 1 | 0]l~]0 —4 1 | O
4 —4 3 | 0 0O 0 010

@ Potom pre A = 2 mame jeden vlastny vektor
o 73 = (—2,1,4)7.



Vlastné hodnoty a vlastné vektory, priklad

Urcte viastné hodnoty a vektory k matici

2 4 =3
B=|-1 10 —6
-1 8 4




Vlastné hodnoty a vlastné vektory, priklad

Urcte viastné hodnoty a vektory k matici

2 4 -3
B=|-1 10 -6
-1 8 —4
Riesenie. Zrejme
A—2 —4 3
1 A=10 6 |=(A=2)(A=10)(A+4)—48—3(A—10)+48(A—2)+4(\+4) =
1 -8 A+4

=A=2)A?—6A—40+48) + A —2=(A—2)(A2—6A+9) = (A—3)*(A—2).



Vlastné hodnoty a vlastné vektory, priklad

Urcte viastné hodnoty a vektory k matici

2 4 -3
B=|-1 10 -6
-1 8 —4
Riesenie. Zrejme
A—2 —4 3
1 A=10 6 |=(A=2)(A=10)(A+4)—48—3(A—10)+48(A—2)+4(\+4) =
1 -8 A+4

=A=2)A?—6A—40+48) + A —2=(A—2)(A2—6A+9) = (A—3)*(A—2).

Teda rovnako ako v predchadzajicom priklade je

A=A =3, 03 = 2.



Vlastné hodnoty a vlastné vektory, priklad

Podobne ako v predchadzajlicej tlohe urcéime vektory pre jednotlivé
vlastné hodnoty:

e \A=3
o 71 = (1,1,1)7,
o N=2

o Ty = (0,3,4)T.



Vlastné hodnoty a vlastné vektory, priklad

Podobne ako v predchadzajlicej tlohe urcéime vektory pre jednotlivé
vlastné hodnoty:

e \A=3

o 71 = (1,1,1)7,
e A=2

° Uy = (0,3,4)T.

Porovnajte vysledky pre matice A, B.



Vlastné hodnoty a vlastné vektory, priklad

Podobne ako v predchadzajlicej tlohe urcéime vektory pre jednotlivé
vlastné hodnoty:

e \A=3
o 71 = (1,1,1)7,
o N=2

o Ty = (0,3,4)T.

Porovnajte vysledky pre matice A, B.
Obidve matice majii rovnaké vlastné &isla, matica A ma tri vlastné
vektory, matica B len dva. Maticu B nazyvame defektna.



Vlastné hodnoty a vlastné vektory, vlastnosti

@ Matica typu n x n mé prave n vlastnych Cisel, vratane
komplexnych, ¢i viacnasobnych.

@ Ak T je vlastny vektor matice A, potom k - U je tiez vlastny
vektor pre to isté A.

e Ak T, u sU vlastné vektory matice A pre to isté A\, potom ich
lin. kombinacia je tiez vlastny vektor pre to isté \.

o Ak 7, u si vlastné vektory matice A pre rézne vlastné Cisla,
potom s linedrne nezavislé.

@ Ak ma matica k—nasobné vlastné Cislo, a £ > 1, potom
nemusi k nemu existovat k— lin. nezavislych vl. vektorov. Ak
ich je menej ako k, hovorime, Ze je defektna.

@ Stvorcova matica je regularna prave vtedy, ked A = 0 nie je jej
vlastnou hodnotou.



Vlastné hodnoty a vlastné vektory, vlastnosti

A2 T=AA-T)=AN-T) = XA -T)=A\-T) =\ 7.

Toto sa da zovseobecnit pre lubovolné kladné celé Eislo:

o Nech k € Z*, X\ je vlastnd hodnota matice A a T je prisludny
vlastny vektor. Potom A* je vlastna hodnota matice A* a T je
jej vlastny vektor.

@ Nech matica A ma vlastné Cislo A a k nemu prislusny vlastny
vektor 7.
e Potom matica A + ¢- I ma vlastné &islo A + ¢ a k nemu

prislusny vlastny vektor T.
o Potom matica A~! m4 vlastné &islo % a k nemu prislusny

vlastny vektor 7.



Vlastné hodnoty a vlastné vektory, vlastnosti

Nech A1, Ao, ..., A, st vlastné Cisla matice A.

@ Potom sicet A1 + Ao + - - - + A, je rovny stctu prvkov matice
na hlavnej diagonéle.

DV VR A = |A].



Podobné matice, vlastné hodnoty a vlastné vektory

Definicia. Nech A, B si Stvorcové matice stupna n. Hovorime, ze
st podobné ak existuje Stvorcova reguldrna matica P stupna n
taka, e plati: B =P 1. A.P.



Podobné matice, vlastné hodnoty a vlastné vektory

Definicia. Nech A, B si Stvorcové matice stupna n. Hovorime, ze
st podobné ak existuje Stvorcova reguldrna matica P stupna n
taka, e plati: B =P 1. A.P.

Veta. Podobné matice maji rovnaké vlastné hodnoty.



Podobné matice, vlastné hodnoty a vlastné vektory

Definicia. Nech A, B si Stvorcové matice stupna n. Hovorime, ze
st podobné ak existuje Stvorcova reguldrna matica P stupna n
taka, e plati: B =P 1. A.P.

Veta. Podobné matice maji rovnaké vlastné hodnoty.

Pozor, opacna implikacia vo vseobecnosti neplati!

Poznamka (pohlad do IDM). Relacia podobnosti je zrejme
reflexivna, symetricka a tranzitivna, teda je to ekvivalencia.
Mnozina Stvorcovych matic sa teda rozpada na disjunktné triedy
navzajom podobnych matic.



Podobné matice, vlastné hodnoty a vlastné vektory, priklad

_p s . (10 1 2
Najdite viastné Cisla matic: (0 1) , <0 1) .
Sd tieto matice podobné?




Podobné matice, vlastné hodnoty a vlastné vektory, priklad

_p s . (10 1 2
Najdite viastné Cisla matic: (0 1) , <0 1) .

Sd tieto matice podobné?

RieSenie. Po lprave zistime, Ze obe matice majd rovnaké vlastné
¢islo A = 1. VSimnime si prv( z nich, je to jednotkova matica.
Preto plati:

Pl'EP=(P'E)P=P'P=E.

Teda jednotkova matica je podobné iba sama so sebou. Nasli sme
priklad matic, ktoré maju rovnaké vlastné Cisla a nie sii podobné.



Motivacny priklad

Urcte vlastné Cisla a vlastné vektory matice

0 0 -2
1 2 1
1 0 3




Motivacny priklad

Urcte vlastné Cisla a vlastné vektory matice

Riesenie. Zrejme
A 0 2

det [ -1 Xx=2 -1 [|=(O-1)(x-2)%
-1 0 A-3



Motivacny priklad

Urcte vlastné Cisla a vlastné vektory matice

0 0 -2
1 2 1
1 0 3
Riesenie. Zrejme
A 0 2
det [ -1 Xx=2 -1 [|=(O-1)(x-2)%
-1 0 A—3

Vektory pre jednotlivé vlastné hodnoty:
e \N=2
o 71 = (—1,0,1)7,
o 73 = (0,1,0)7,
e =1
o T3 =(-2,1,1)7T.



Motivacny priklad-pokracovanie

Vytvorme maticu P, ktorej stipce st dané vlastnymi vektormi
zadanej matice:

-1 0 -2
P=10 1 1/,
1 0 1
a jej inverzna matica je
1 0 2
Pl=11 1 1
-1 0 -1

Vynasobte:



Motivacny priklad-pokracovanie

Po vynasobeni dostaneme:

P'AP =

S O N

0 0
2 0
01

Po pozornom skimani zistime, Ze sme dostali diagonalnu maticu a
na diagonéle st vlastné Cisla povodnej matice, presne v takom
poradi, v akom sme pouzili vlastné vektory v matici P. Tento
proces sa vola diagonalizacia.



Diagonalizacia

@ Matica A, pre ktor( existuje takd vhodna matica P, sa nazyva
diagonalizovatelna.



Diagonalizacia

@ Matica A, pre ktor( existuje takd vhodna matica P, sa nazyva
diagonalizovatelna.

@ Nech A je Stvorcovd matica. Existuje vzdy matica P taka, ze
P~1AP je diagonalna matica?



Diagonalizacia

@ Matica A, pre ktor( existuje takd vhodna matica P, sa nazyva
diagonalizovatelna.

@ Nech A je Stvorcovd matica. Existuje vzdy matica P taka, ze
P~1AP je diagonalna matica?

@ Tvrdenie. Pre Stvorcovl maticu typu n X n st nasledujice
vyroky ekvivalentné:

© A je diagonalizovatelna.
@ A ma n linedrne nezavislych vlastnych vektorov.



Diagonalizacia

@ Matica A, pre ktor( existuje takd vhodna matica P, sa nazyva
diagonalizovatelna.
@ Nech A je Stvorcovd matica. Existuje vzdy matica P taka, ze
P~1AP je diagonalna matica?
@ Tvrdenie. Pre Stvorcovl maticu typu n X n st nasledujice
vyroky ekvivalentné:
© A je diagonalizovatelna.
@ A ma n linedrne nezavislych vlastnych vektorov.

@ Ktoré matice st teda diagonizovatelné?



Diagonalizacia

Matica A, pre ktori existuje takd vhodnad matica P, sa nazyva
diagonalizovatelna.

Nech A je $tvorcovd matica. Existuje vzdy matica P taka, ze
P~1AP je diagonalna matica?
@ Tvrdenie. Pre Stvorcovl maticu typu n X n st nasledujice
vyroky ekvivalentné:

© A je diagonalizovatelna.

@ A ma n linedrne nezavislych vlastnych vektorov.

Ktoré matice su teda diagonizovatelné?
Ako z diagonizovatelnej matice dostaneme diagonalnu maticu?



Vlastné hodnoty, priklad

Urcte vlastné hodnoty a vektory k matici

A:

N OO
o NN O
w O N




Vlastné hodnoty, priklad

Urcte vlastné hodnoty a vektory k matici

0 0 2
A=10 2 0
2 0 3
Riesenie.
@ Zostavime charakteristickil rovnicu:
A 0 -2
0 AN—2 0 =0.
-2 0 A—3

o Vyjadrime si determinant matice na lavej strane rovnice a
zistime, kedy je rovny 0. Po (prave dostaneme:

(A—2).(A—4).(A+ 1) = 0.

Potom A\ =2, 5 =4, A3 = —1.

ILG



Vlastné hodnoty, priklad-pokracovanie

@ Uréime vlastné vektory pre A1. Teda vyrieSime sistavu
()\1.[3 — A)T =0.

2 0 -2 | 0 2.0 -2 | 0
00 0 | ol~[00 =310
—2.0 -1 | 0 00 0 | 0

Riegenim je teda mnozina vektorov {[0,7,0]7;r € R\ {0}}.



Vlastné hodnoty, priklad- pokracovanie

@ Podobne urcéime vlastné vektory pre As.

4 0 =210 201 1] 0
0 2 0 | 0ol~[0 2070
20 1 |0 0 001 O

RieSenim je teda mnoZina vektorov {[3r,0,7]7;r € R\ {0}}.



Vlastné hodnoty, priklad-pokracovanie

@ A na zaver urlime aj vlastné vektory pre As.

~1 0 -2 10 ~1 0 -2 10
0 -3 0 | 0|]~]l0 =3 0 |0
—2 0 -4 | 0 0 0 0 | O

RieSenim je teda mnoZina vektorov {[—2r,0,7]7;r € R\ {0}}.

VSimnite si, Ze vlastné vektory pre rézne vlastné Cisla sd v
tomto priklade navzdjom ortogonalne.



Vlastné hodnoty, priklad-pokracovanie

@ Vyberme teraz z kazdej mnoziny vektorov jeden tak, aby sme
dostali trojicu normovanych ortogonalnych vektorov:

1 21T -2 1717
77077 , L3 = 77077
V5 VB 5 Vb
Zostavme maticu H tak, Ze jej stipcami budd postupne
vektory T1, T2, 3. Zrejme:

77 = [0,1,0?,@:[

=

|
Sie o5k
S o5l

=

~

|

4

IIH
Sish-=
o O
Shie o



Vlastné hodnoty, priklad-pokracovanie

o Na zéver edte vypolitame: H~'.A.H. Po naroénom vypocte
(nasobenie matic je fuska) dostaneme:

2.0 0
HYAH=[0 4 0
00 —1

@ Cim je vyslednd matica zaujimava?



Ortogonalna diagonalizacia

@ Matica A, pre ktori existuje takd vhodna matica P, sa nazyva
ortogonalne diagonalizovatelna.



Ortogonalna diagonalizacia

@ Matica A, pre ktori existuje takd vhodna matica P, sa nazyva
ortogonalne diagonalizovatelna.

@ Nech A je Stvorcovd matica typu n x n. Kedy existuje matica
P taka, Ze matica

P 'AP = PTAP

je diagonalna?



Ortogonalna diagonalizacia

@ Matica A, pre ktori existuje takd vhodna matica P, sa nazyva
ortogonalne diagonalizovatelna.

@ Nech A je Stvorcovd matica typu n x n. Kedy existuje matica
P taka, Ze matica

P 'AP = PTAP

je diagonalna?
@ Nech A je symetrickd matica typu n X n. Potom

© Vlastné hodnoty matice A st reélne &isla.
@ Prislusné vlastné vektory sii navzajom ortogonalne.



