= T oGERE
4 ‘TJFCF)N‘\ KE
k .. /'/ \\ / =
evrops :
socialni ’ Taas ‘
MINIS \Enbwo QKowsm OP Vzdélav. M\\~

fondv CR EVROPSKA UNIE MLADEZ pro |

{u_;

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

MATEMATICKA ANALYZA pro FIT

RNDr. Vlasta Krupkova, CSc.,
RNDr. Petr Fuchs, PhD.



Tento text byl vytvofen v ramci realizace projektu CZ.1.07/2.2.00/15.0156,
Inovace vyuky matematickych pfedméti v ramci studijnich programi FEKT a FIT VUT v Brné,
realizovaném na Vysokém uceni technickém v Brné.



Obsah

1 Uvod 7
1.1 Mnoziny . . . . . . . L e 9
Ciselné mnoziny . . . . . . . . . . 9

Readlna ¢isla . . . . . . . . o o 10

1.2

Suprémum, infimum, maximum, minimum, ohrani¢ené (omezené) mnoziny 12

Shronuti . . . . . . .. 13
Cviceni . . . . . . . . e 13
Vysledky . . . . . . o 14
Funkce, zobrazeni . . . . . . . . ... 15
Pojem a zakladni vlastnosti funkce . . . . .. ... ... 0L 16
Slozena funkce . . . . . . . ... 17
Funkce prosté a funkce inverzni . . . . . . ... ... 19
Algebraické operace mezi funkcemi . . . ... ..o 22
Monotonni funkce . . . . . . ... 22
Funkce sudé a liché, funkce periodické . . . . . . ... ... ... ... ... 23
Funkce ohranicené . . . . . . . . . .. ... 25
Elementarni funkce . . . . . . . . ... 26
Polynomy, kofeny polynomu . . . . ... ... .. ... ... .... 26
Hornerovo schéma . . . . . . . . ... .. ... ... .. ....... 27
Racionalni lomené funkce, rozklad na parcialni zlomky . . . . . . . . 30
Mocninna funkce . . . .. ..o L oo 32
Exponencialni a logaritmickd funkce . . . . . . ... ..o 32
Goniometrické funkce . . . . ... ..o L Lo 33
Cyklometrické funkce . . . . . . . . . ... oL 35
Hyperbolické funkce . . . . . . . . .. ... 35
Posloupnosti . . . . . . . ... 36
Pro zdjemce . . . . . . .. 37
Shronuti . . . . . . .. 39
Otazky atlohy . . . . . . . . ... .. 41
CviCenl . . . . . . . . e 45

Vysledky . . . . . oo 49



2 Diferencialni pocet 53
2.1 Uvodni poznamky — motivace . . . . . . . ... ... ... ... ...... 53
2.2 Limita . . . . . L 54

Definice limity . . . . . . . . .. 56
Limita parcialni funkce (relativni limita) . . . . .. .. ... ... ... .. 58
Limita posloupnosti . . . . . . . . . . ..o 59
Véty o limitach . . . . . . . . o o 60
Véty o nevlastnich limitdch . . . . . .. .. ... o000 64
Limita slozené funkce . . . . . . . . .. .. oo 67
Asymptoty grafu funkce . . . .. ..o Lo 70
Pro zadjemce . . . . . . ... 71
Shrnuti . . . . . .. 72
Otazky atkoly . . . . . . . . .. .. 74
CviCenl . . . . . . . . . e 76
Vysledky . . . . . . o 7

2.3 Spojitost . . . ... 77
Definice spojitosti . . . . . . . ... 7
Klasifikace nespojitosti . . . . . . . .. ... oo 78
Funkce spojité na intervalu . . . . . . . .. . ... oL 80
Shronuti . . . . . . .. 82
Otazky atkoly . . . . . . . . .. ... 82
Cviceni . . . . . . . . . e 83

2.4 Derivace . . . . ..o e 84
Motivace . . . . . . . . Lo 84
Derivace vbodeé . . . . . . . . . L 85
Derivace na intervalu . . . . . . . . .. Lo 87
Zakladni pravidla pro derivovani . . . . . . . .. ..o oL 89
Diferencial funkce . . . . . . . ..o 93
Neurcité vyrazy, L'Hospitalovo pravidlo . . . . . . . .. .. ... ... ... 94
Véty o prirtustku funkce . . . . .. ..o L 96
Prozajemce . . . . . . .. 97
Shronuti . . . . . . . . 99
Slovnik a gramatika pro derivace . . . ... ... ... .... 100
Otazky atkoly . . . . . . . . .. .. 101
Cvicenl . . . . . . . . . e 103
Vysledky . . . . . . o 106

2.5 Derivace vyssich radt, Taylortv polynom . . . . . . .. .. .. ... .. .. 106
Derivace a diferencialy vyssich fada . . . . . . . . ... ... ... 107
Linearizace . . . . . . . . ... e 108
Aproximace funkce Taylorovym polynomem . . . . ... ... ... .. .. 109
Shronuti . . . . . . .. 113
Taylorovy formule pro nékteré funkce . . . . .. . .. ... .. ... 114
Otazky atkoly . . . . . . . . ... ... 114

CviCenl . . . . . . 115



Vysledky . . . . . . o 116

2.6 Optimalizace . . . . . . . . .. 117
Lokdlni extrémy . . . . . . . . . .. L 117
Absolutni (globalni) extrémy . . . . . . . ... 120
Shronuti . . . . . . .. 125

Otazky atkoly . . . . . . . . .. .. 125

Cvicenl . . . . . . . . . e 127

Vysledky . . . . oo o 129

2.7 Prabéh funkce . . . ..o 129
Konvexnost a konkavnost funkce, inflexni body . . . . .. .. ... .. .. 129
VysSetteni pribéhu funkce . . . . . . . . .. ... L 132
Shrnuti . . . . . .. 138

Otazky atkoly . . . . . . . . .. .. 138

CviCenl . . . . . . . . e 139

Vysledky . . . . . oo 139

Integralni pocet 141
3.1 Neurcity integral . . . . . . .. L 141
Primitivni funkce . . . . . . .. Lo 141
Neurcity integral . . . . . . . . .. Lo 143

3.2 Imtegracnimetody . . . . . . . . . . .. 144
Integrace nékterych iracionalnich funkei . . . . . . . . .. ..o 153
Integrace trigonometrickych funkei . . . .. ..o o000 157
Shronuti . . . . . . ... 160

Otazky atulohy . . . . . . . . .. 163

CviCenl . . . . . . . . e 163

Vysledky . . . . .o o 166

3.3 Urcity integral . . . . . . . .o 167
Ur¢ity (Riemanntv) integral . . . . . . ... ... . Lo 168
Vlastnosti urc¢itého integralu . . . . . . . .. ... oo 171
Odhad urcitého integralu, véta o stredni hodnote . . . . . .. ... .. .. 172
Fundamentalni véta . . . . . . . . ... o oo 173
Newton-Leibnizova véta . . . . . . .. .. ... . o 175
Metoda per partes pro urcité integraly . . . . . . . ... ... .. .. ... 176
Metoda substituce pro urc¢ité integraly . . . . . . . ... ... ... 177

3.4 Aplikace ur¢itého integralu . . . . . . . ... 178
Obsah rovinmé oblasti . . . . . . . . . . . . .. .. ... ... 178
Objem té€lesa . . . . . . . . .. 178
Objem rota¢niho télesa . . . . . . . . . . . ... 179
Délka rovinné kiivky . . . . ... Lo 179
Prozajemce . . . . . . .. L 181
Shronuti . . . . . . ..o 181

Otazky atlohy . . . . . . . . ... 183

CviCenl . . . . . . 184



Vysledky . . . . . . o 186
3.5 Nevlastni integraly . . . . . . . .. .. 186
Nevlastni integral na neohrani¢eném intervalu . . . . . ... ... .. ... 187
Integraly z neohranicenych funkei . . . . . . . ... 000 188
Obecna definice nevlastniho integralu . . . . . . .. .. .. ... ... ... 190
Shronuti . . . . . . .. 191
Cvienl . . . . . . . . e 192
Vysledky . . . . o o o 192
4 Nekonecéné rady 193
4.1 Ciselnétady . . . . . . . .. 193
Zakladni pojmy . . . . ... 193
Vlastnosti ¢iselnych ftad . . . . . .. .. .. oL oo 195
Kriteria konvergence . . . . . . . . . ..o 197
Absolutni konvergence . . . . . .. .. Lo 201
Prerovnani fad, nasobenitad . . . . . .. ... ... ... ..., 202
Numerickd sumace . . . . . . . . . ... 205
Pro zajemce . . . . . . .. 207
Shronuti . . . . . . .. 207
Otazky atkoly . . . . . . . . ... .. 210
CviCenl . . . . . . . . . e 211
Vysledky . . . . oo o 212
4.2 Mocninné fady . . . . . .. oL 212
Zakladni pojmy . . . . ... 213
Polomér konvergence . . . . . . . . . ... 214
Derivace a integrace mocninnych fad . . . . . . . ... ... 0L L. 216
Taylorovy fady . . . . . . . . . 218
Pro zajemce . . . . . . . . 222
Shronuti . . . . . . .. 224

Taylorovy (Maclaurinovy) rady nékterych elementarnich
funkct . . . ... 225
Otazky atkoly . . . . . . . . .. .. 225
Cvieni . . . . . . . . e 226
Vysledky . . . . o oo 227
5 Diferencialni pocet II. 228
5.1 Bodové eukleidovské prostory . . . . .. ..o 228
Vektorovy a smiseny sou¢in vIEs . . ... ... .00 229
Pro zajemce . . . . . . .. 231
Otazky atkoly . . . . .. . . .. . ... . . ... 232
Cvienl . . . . . . . . e 232
5.2 Funkce vice proménnych . . . . .. ... L oL 233
Pojem funkce dvou a vice proménnych, defini¢ni obory, graf . . . . . . .. 233
Slozena funkce . . . . . . . . . .. 239

Shrnuti . . . . . . 240



Otazky atkoly . . . . . . . . .. .. 241

Cviceni . . . . . . . e 242

Vysledky . . . . . o o 244

5.3 Limita, spojitost . . . . . . .. L 246
Vzdalenost bodti, okoli . . . . . ... ... ... ... . ... 246

oteviené, uzaviené mnoziny, oblasti . . . . . . . .. ... ... ... 247

Definice limity a spojitosti . . . . . . . ... ... 247

Véty o limitach . . . . . . ..o o 249

Shronuti . . . . . . .. 253

Otazky atkoly . . . . . . . . .. . 253

Cvieni . . . . . . . . e 254

Vysledky . . . . o o o 255

5.4 Derivace . . . . . . L L 255
Parcidlni derivace . . . . . . . .. Lo 255
Geometricky vyznam parcidlnich derivaci . . . . . . .. ..o 255
Smérova derivace . . . . . . . ... 257
Gradient . . . . . . .. 259
Geometricky vyznam gradientu . . . . . . ... ... 259
Diferencial funkce vice proménnych . . . . . .. ... ... 0. 260
Rovnice tecné roviny . . . . . . . ..o 260
Shronuti . . . . . . .. 263

Otazky atkoly . . . . . . . . .. ... 264

Cviceni . . . . . . . . . e 265

Vysledky . . . . . . o 268

5.5 Derivace a diferencidly vyssich radt, Taylorova véta . . . . . . . . . .. .. 269
Diferencidl k-tého fadu . . . . . . . . . ..o 270
Aproximace funkce Taylorovym polynomem . . . .. ... ... ... ... 271
Shronuti . . . . . . .. 273

Otazky atkoly . . . . . . . . ... ... 274

Cviceni . . . . . . . . e 275

Vysledky . . . . . oo 276

5.6 Optimalizace . . . . . . . . . . 276
Lokdlni extrémy . . . . . . . . . .. L 276
Nutnd podminka pro extrém . . . . . . . . ... ... 0L 276
Postacujici podminka pro extrém . . . . . . .. ..o oL 277
Véazané a absolutni extrémy . . . . . .. .. ... L L oo 280
Shronuti . . . . . . .. 287

Otazky atkoly . . . . . . . . .. . 288

Cvicenl . . . . . . . . 290

Vysledky . . . . oo o 291

6 Integralni pocet 11 292
6.1 Dvojny a trojny integral . . . . . . . ..o 292

Dvojny a trojny integral na intervalu . . . . . . .. .. .. ... 292



Fubiniova véta prointerval . . . . . . . . . . ... ... ... .. 296
Meétitelné mnoziny, elementarni oblasti . . . . . .. .. ... 0. 299
Integraly na métitelnych mnozinach . . . . . . . ... ... .00 oL 303
Fubiniova véta pro elementarni oblast . . . . . . ... ... ... ... ... 304
Shronuti . . . . . . ... 308

Otazky atkoly . . . . . . . . ... ... 310

CviCenl . . . . . . . . e 312

Vysledky . . . . oo o 314

6.2 Transformace integrald . . . . . . . . . . ... 315
Polarni soutadnice . . . . . . . ... oL 316
Cylindrické soufadnice . . . . . . . . . . . . ... 319
Sférické soutadnice . . . . . . ..o 321
Shronuti . . . . . ... 325

Cviceni . . . . . . . . e 326

Vysledky . . . . . o o 327

7 Dodatek: Geometrie 328
7.1 Bodové eukleidovské prostory . . . . .. ..o 328
Vektorovy a smiseny sou¢in vIEs . . ... ... oL 329

Pro zadjemce . . . . . . .. 330
Otazky atkoly . . . . . . . . .. .. 331

CviCeni . . . . . . . . e 332

7.2 Linearni utvary v bodovych prostorech . . . . . .. ... ... .. 332
Piimky abody v Fy . . . . . . . 333
Roviny, pfimky a body v E5 . . . . . . .. ... oo 336
Otazky atkoly . . . . . . . . .. .. 340

Cvieni . . . . . . . . e 341

Vysledky . . . . . . o 343

7.3 Kvadratické utvary v bodovych prostorech . . . . .. ... .00 344
Poznamka o linearnich a kvadratickych formach . . . . ... ... ... .. 344
Kvadratické atvary v Fy — kuzelosecky . . . . . .. .. .. ... ... ... 349
Kvadratické atvary v B3 — kvadriky . . . . . . . . ..o 351
Shronuti . . . . . . .. 353
Kanonické tvary nedegenerovanych kuzelosecek . . . . . . . 353
Kanonické tvary degenerovanych kuzZelosecek . . . . . . . . . 353
Kanonické tvary nedegenerovanych kvadrik . . . . . . . . .. 354
Kanonické tvary realnych degenerovanych kvadrik . . . . . 355

Cvieni . . . . . . . . e 356

8 Prehled literatury 359



1 Uvod

MATEMATIKA pochazi z feckého slova MATHEMA, co# znamend védéni a poznani.
Matematika nejsou pocty — ty jsou jen jednim z néastroji, které navic mize casto za nas
vykonat pocitac. Je prostiedkem k popisu a formalizaci jevll v okolnim svété, umoziuje
odhadnout disledky téchto jevii a najit souvislosti mezi nimi.

Tento ucebni text je urcen studenttim Bakalaiského studijniho programu Informac¢ni tech-
nologie na FIT a ma slouzit k samostatnému studiu predmétu Matematickd analyza v
letnim semestru prvniho ro¢niku studia. Cilem tohoto kursu je

e ziskat informaci o prostfedcich a metodach matematické analyzy
e ziskat novy pristup k matematickym metodam:

— ne naucit se memorovat formule a jednoduse je uzivat pii feseni prikladi,
— ale umét aplikovat zdkladni myslenky (koncept)

— a porozumeét, pro¢ jsou spravné.

Matematické analyza jisté neni profilovy predmét oboru Informacni technologie, ovsem
jisté znalosti pojmt a metod zde pouzivanych patii mezi zakladni védomosti, které by
mél znat absolvent technické vysoké skoly pro dalsi praxi. Je to ovSem velmi rozsahla
disciplina a v jednom semestru studia je mozné o ni podat pouze informativni prehled.
Studenti by po absolvovani predmétu méli znat zakladni myslenku Matematické analyzy
— zkoumani chovani systémi v pohybu, které je zde popsano pomoci realnych funkci a
jejich derivaci nebo integrali.

Vv

kterou je nezbytné mit k dispozici dosti podrobny a srozumitelny studijni material.
Zavadi se zde proto pouze skutecné nezbytné pojmy a postupy, v mnoha pripadech
uvedené motivaci. Pritom ale neni mozné slevit z pfesnosti vykladu — proto, i kdyz je
to nepopularni, postupuje se cestou ,definice — véta — dikaz“. Tato cesta pres veskerou
kritiku nematematikii, jiz se ji v soucasné dobé dostava, ztstava nejpiehlednéjsi a v
podstaté jedinou moznou formou matematického vykladu. Aby byl usnadnén ptrechod od
teoretického pochopeni vykladu k schopnosti ziskané védomosti a dovednosti aplikovat,
je zde uvedeno mnoho ilustrujicich fesenych prikladt a v zavéru kazdé kapitoly cviceni
pro samostudium.
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Ucebni text je pfepracovanou verzi puvodniho elektronického textu. Zmény proti ptivodni
verzi jsou predevsim v zarazeni odkazti na Maplety - na soubory vyrobené v Maplu,
pomoci kterych se da jednoduse znazornit i fesit cela fada tloh, které se zde vyskytnou.
Dalsi zmény byly vedeny snahou zptehlednit vyklad - nékteré partie jsou vysvétlovany
podrobnéji, jsou zde zatazeny dalsi fesené priklady, pricemz dikazy vét a dalsi podrob-
nosti jsou vzdy uvedeny az na konci kazdé kapitoly v castech Pro zajemce. Na konci
kazdé kapitoly je také vzdy (v rdmecku) Shrnuti — stru¢ny prehled pojmi a pravidel k
prislusnému tématu.

Arthur Shopenhauer napsal: ,,Zadat, aby nékdo vSechno, co kdy ¢etl, podrzel v paméti,
je jako zadat, aby v sobé nosil véechno, co kdy snédl. Zil z toho télesné, z onoho dusevné,
a stal se tim, ¢im je. Tak jako télo kazdého prijima pouze to, co snasi, kazdy si zapamatuje
jen to, co ho zajima, co se hodi do jeho myslenkové soustavy nebo k jeho tceltim.“ Vérime,
ze néco z tohoto textu bude ¢tenari k uzitku. Snad presto, ze mnohé zapomene, zapamatuje
si, kde to cetl a aby se k textu pripadné pozdéji vratil.

Uvedme jesté myslenku Démokrita z Abdér: ,Vzdélani ma hotké koteny, ale sladké ovoce.“
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V nasem kurzu nebudeme postupovat systematicky od tuplného zacatku, ale budeme
navazovat na latku ze stfedni skoly. Uvodni kapitola je vénovana piehlednému opakovani,

vvvvvv

a sjednotit nékteré nazvy a oznaceni.

1.1 Mnoziny

Ciselné mnoziny

Ciselné obory se obvykle konstruuji postupné tak, ze se vychézi od oboru prirozenich
¢isel N={1,2,3,4,...}. Soucet a soudin piirozenych ¢isel je pfirozené ¢islo. N se rozsiii
na obor celych ¢isel Z — celym ¢&islem nazyvame kazdé Cislo, které lze vyjadrit jako
rozdil prirozenych ¢isel. Soucet, soucin a rozdil celych ¢isel je celé ¢islo.

Kazdé ¢islo, které mtizeme vyjadrit jako podil celého ¢isla a celého ¢isla rizného od nuly,
nazyvame ractonalnim cislem. Obor racionalnich ¢isel zna¢ime pismenem Q. Soucet,
rozdil, sou¢in a podil dvou raciondlnich ¢isel (kromé déleni nulou) je raciondlni ¢islo.
Vsechna racionalni ¢isla mtizeme vyjadrit ve tvaru kone¢nych nebo nekonec¢nych periodic-
kych desetinnych zlomkii. Cislo, které lze vyjadfit ve tvaru nekoneéného neperiodického
desetinného zlomku, nazyvame iractonalnim d¢islem. Takovymi ¢isly jsou napi. ¢isla
\/§, \/§, 2 — \/5, 7 atd. Mnozina vSech racionalnich a iracionélnich ¢isel se nazyva obor
realnych cisel R.

Mnozina realnych cisel neni uzaviena k opperaci tvofeni odmocnin — sudé odmocniny ze
zapornych c¢isel nejsou redlna cisla; napt. rovnice

?+1=0, 2°+20+2=0 (tj. (z+1)>+1=0)

nejsou v R fesitelné.

P1i hledani korenti algebraickych rovnic je vS8ak vhodné se sudymi odmocninami ze za-
pornych ¢isel (pfedevsim s druhou odmocninou z ¢isla —1) pocitat:

3

Cardaniv vzorec pro rovnici z° = ax + b ma tvar

a ma smysl pouze pro

Ale naptiklad rovnice

23 =150+ 4 méfeSeni x =4, pFicemz c=2%-5=—121.
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Podivejme se, co dostaneme, jestlize formalné dosadime do Cardanova vzorce:

T = {’/2+\/ﬂ+ Q/2—¢ﬂ: \3’/2+11\/—_1+ {’/2—11\/—_:(*)
=2+V-1+2—V-1=4,
pfi¢emz rovnost oznacenou (x) ziskdme nasledujicim zptsobem:
2+vV=1)" =22 +3.2>. (V=1) +3-2- (vV=1)" + (vV=1)" =
=8412y/-1—-6+(—1)-vV-1=2+11V/—-1.

Tedy pfi formalné spravném vypoctu s pouzitim ,imaginirni“ odmocniny z ¢isla —1 do-
b

staneme spravny (a pfitom realny) vysledek x = 4.

Podobné tvahy vedly k zavedeni oboru komplexnich éisel C. Komplexnim ¢islem ro-
zumime ¢islo z tvaru z = x4+ jy, kde x,y € R a j je tzv. imaginarni jednotka, pro kterou
plati j2 = —1.

Realna disla
Mnozinu M, jejiz vSechny prvky jsou ¢isla, nazyvame éiselnou mmnoZinou. Pokud ne-

rekneme vyslovné nic jiného, budeme v dalsim hovofit o ¢iselnych mnozindch realnych
Cisel.

Nejcastéji uzivanymi mnozinami realnych ¢isel jsou intervaly; pripomenme jejich defi-
nici:

Definice 1.1. Necht plati a,b € R, a < b. MnozZina

1. (a,b) = {x]|a < z < b} se nazyva otevreny interval,
2. (a,b) = {z|a <z < b} se nazyva uzavreny interval,
3. {(a,b) = {z|a < x < b} se nazyva zleva uzavreny a zprava otevreny interval,
4. (a,b) = {z]a < x < b} se nazyva zleva otevreny a zprava uzavreny interval.

Vzhledem k uspotradani realnych cisel je vhodné zavést symboly —oo a oo predpisem
VeeR: (—oco<z)A(r< ).
Body —oo a oo se nazyvaji nevlastni body realné osy.

Zavedeme oznaceni: R U {—o0, oo} = R.

Dale definujeme néasledujici intervaly:

1. (a,00) = {z]a < x},
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2. (a,0) = {z|a < x},
3. (—o0,b) = {z|z < b},
4. (—o0,b) = {z|xr < b}.

Podobné piseme R = (—o00, 00).

Specialnim pripadem intervalt jsou tzv. okoli bodu:
Definice 1.2. Okolim bodu a € R (také e- okolim) rozumime mnozinu
U(a,e) ={z eR| |[xr —a| <e} =(a—¢e,a+¢),
bod a se nazyva stred okoli a ¢islo € polomér okoli. Mnozinu
U (a,e) =U(a,e) \{a} =(a—¢c,a)U(a,a+e)={x eR|0< |z —a| <&}

budeme nazyvat redukovanym (ryzim) okolim bodu a € R .
(Pro nase potteby obvykle pfedpokladdme, Ze € je libovolné malé.)

Neni-li polomér okoli € podstatny, piseme misto U(a,e) a U*(a,e) pouze U(a) a U*(a).

Okolim U(o0) bodu oo budeme rozumét kazdy interval (K, 00) a okolim U(—o0) bodu
—oo budeme rozumét kazdy interval (—oo, K).

Pomoci okoli miizeme definovat pojem tzv. hromadného bodu mnoziny, ktery budeme
potiebovat pii zavadéni pojmu limity:

Definice 1.3. Bod a € R je hromadng bod mnoziny M C R, jestlize v kazdém jeho
redukovaném okoli lezi alespon jeden bod x € M.

Priklad 1.4.

1. Kazdy bod intervalu (0, 1) je hromadny. Navic bod 0, ktery do intervalu nepatii, je
jeho hromadnym bodem.

2. Mnozina N mé v R jediny hromadny bod oo.
3. Bod 2 mnoziny M = (0,1)U{2} U (3, c0) neni jejim hromadnym bodem, nebot jeho

okoli U(2) = (2— %, 2+ %) nema s M jiny spolecny bod nez 2. Takovy bod se nazyva
izolovany bod mnoziny M.
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Suprémum, infimum, maximum, minimum, ohraniené (ome-
zené) mnoziny
Je-li M C R, a € R, zavedeme oznadent:

M<a(resp.a<M) < VeeM:x<a (resp.Vee M: a<uzx).

Definice 1.5.

Plati-i M < a, a € R, fekneme, Ze a je horni mez (zavora, ohrani¢eni) mnoZiny M a
7e mnozina M je shora ohranicena,

plati-li a < M, a € R, fekneme, Ze a je dolnt mez (zavora, ohranifeni) mnozZiny M a
7e mnozina M je zdola ohranicéena,

fekneme, Ze a € R je nejvétst prvek mnozZiny M a pisSeme a = max M, jestlize plati
M<a Nae M,

fekneme, Ze a € R je nejmensi prvek mnoZiny M a piSeme a = min M, jestlize plati
a< M ANae M.

Priklad 1.6. min (—2,3) neex., max (—2,3) = 3; max N neex., minN = 1.

Definice 1.7. Necht M C R.

Nejmensi horni mez mnoziny M nazyvame suprémum mmnoZiny M. Neni-li mnozina
M shora ohranicend, povazujeme za jeji suprémum oo. PiSeme

supM =min{z |z € RA M < z}.

Nejvétsi dolni mez mnoziny M nazyvame infimum mmnozZiny M. Neni-li mnozina M
zdola ohranicend, povazujeme za jeji infimum —oo. Piseme

inf M = max {r|z € RAx < M}.
Piiklad 1.8. inf(—2,3) = max{z € R|z < (-2,3)} =max{r e R|z < -2} = -2,
sup (—2,3) =min{z € R|z > (-2,3)} =min{z € R|z > 3} = 3.

Piiklad 1.9. supN = min{z € R|N < 2} = min {cc0} = oco.

Bez dikazu uvedeme velmi dualezitou vétu:

Véta 1.10. KaZdd podmnozina R md pravé jedno suprémum a prdve jedno infimum.

Pti axiomatické vystavbé oboru realnych cisel se uvadi nasledujici Archimediv axiom:
Vae (0,00)IneN: a<n.

Platnost tohoto axiomu vyuzijeme v nasledujicim piikladu:
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Priklad 1.11. Uk&aZeme, Ze plati tvrzeni: Ve > 0dn € N : % <e.

Reseni.
1 e 1
Ve: e>0 = = >0 = |Archimedtivaxiom| = In e N: - <n
€ €
a posledni vyrok je ekvivalentni s dokazovanym tvrzenim. O]
Shrnuti

V tomto odstavci jsme vySetfovali ¢iselné mnoziny:

e mnozinu realnych ¢isel R a jeji podmnoziny: N, Z, QQ, intervaly.
Pro obor realnych ¢isel jsme zavedli nové pojmy :

e rozsifeni R o nevlastni body oo, —oo: R,

e okoli bodu z € R: interval (z — e,z + ¢),

e redukované (ryzi) koli bodu z € R: mnozina (z — e, + ¢) \ {z},

e hromadny bod mnoziny: bod, v jehoz libovolném redukovaném okoli lezi ale-
spon jeden bod dané mnoziny,

e horni (resp. dolni) mez (zévora) mnoziny: bod z R, ktery je vétsi (resp. mensi)
nebo roven kazdému prvku této mnoziny,

e suprémum (resp. infimum) mnoziny: nejmensi z hornich (resp. nejvétsi z dol-
nich) mezi mnoziny.

Cvicéeni

1. Necht A = {0,1,2,3}. Najdéte mnoziny AU A, AN A, A\ A. Daji se vysledky
zobecnit?

2. Necht A je mnozina vSech celych ¢isel délitelnych dvéma, B mnoZina vSech celych
¢isel délitelnych tfemi, C' mnozina vsech celych ¢isel délitelnych Sesti. Zjistéte, které
z nasledujicich vztahi jsou spravné:

a) AC B, b) AcCC, c) BcCC,
d) B CA, e) CCA, f) CcCB,
g) AUB=C, h) A\B=C, i) AnB=C.
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3. Necht M je mnozina vSech p¥irozenych ¢isel mensich nez 16, M, je jeji podmnozina,
ktera obsahuje vsechna suda ¢isla, My podmnozina, které obsahuje vSechna ¢isla dé-
litelné tfemi a M3 podmnozina, ktera obsahuje vSechna ¢isla délitelna péti. Najdéte

mnoziny:
CL) M1UM2, b) M1UMQUM3,
C) MgﬂMg, d) MlﬂMgmMg,
6) (MlUMQ)ﬂMg, f) (MlmMg)U(MgmMg),
9) M\ My, h) M\ M,
i) (My\Mz)U (M \ My), j) (MyUAM)\ (M DMa),
k) (Myn Msy)U Ms, ) (MU M,y)n (MyU Ms).

4. Najdéte suprémum a infimum mnoziny
a) My = {z|x =2 AneN},

b)Mgz{xm:#/\nEN},
c) Ms={z eR| |3z —1| <z < |3z +1]}.

5. M = {0,5; 0,55; 0,555; ... }. Dokaite, ze sup M = 3.

6. Dokazte: Je-li ) # N C M, potom
inf M <inf N, sup N <sup M.

7. Necht A, B jsou nepréazdné omezené mnoziny v R. Oznacme
A+B={x+ylze ANy € B}.
Dokazte:
a) sup (A + B) = sup A + sup B,
b) inf (A + B) = inf A + inf B,
¢) sup (AU B) = max{sup A, sup B},
d) sup (AN B) < min {sup A, sup B}.

Ukazte na prikladé, ze zde nemusi platit rovnost.
Co plati pro infima mnozin AU B, AN B?

Vysledky

1. A, A, 0

2. e),1),1);

3.a) M\ {1,5,7,11,13}, b) M\ {1,7,11,13}, c) {15},d) 0,e)f) {10,15}, g) {3,9,15};
4. a) sup My =3, inf M1 =2, b) sup M2 = %, inf My = 0.
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1.2 Funkce, zobrazeni

V této kapitole se budeme vénovat zadkladnimu pojmu, se kterym pracuje matematicka
analyza — pojmu funkce. Opét pfipomeneme pojmy znamé ze stfedni skoly a sjednotime
a upfesnime terminologii.

Pfipomenme definici zobrazeni (funkce), ktera byla uvedena v pfedmétu IDA v minulém
semestru:

Definice 1.12. Nechf f C A x B je relace, pro kterou plati:
Vee Adlye B: (z,y) € f,

neboli ke kazdému = € A existuje pravé jedno y € B, pro které je (x,y) € f. Potom
fekneme, 7e [ je zobrazentz A do B a piSeme

f:A— B, z+—uy.

Prvek y se nazyva hodnota zobrazeni f v x, nebo také obraz x a znadi se f(z).
Mnozina A se nazyva defini¢ni obor zobrazeni f a oznacuje se symbolem D; nebo
kratce D, mnozina f(Dy) = {f(z)|z € Dy} se nazyva obor hodnot zobrazeni f a znadi
se symbolem H; nebo kratce H.

Zobrazeni (funkce) je tedy mnozina usporadanych dvojic, jejichz prvni slozka je
prvkem defini¢cniho oboru a druha prvkem oboru hodnot. Takovou mnozinu obvykle
nemizeme zadat vyctem prvki (usporddanych dvojic); A i B jsou vesmés nekoneéné
mnoziny. V téchto pfipadech, jak zndmo, pouzivame k charakterizaci mnoziny vyrok —
predpis, pomoci kterého se tyto usporadané dvojice sestavuji. Je zvykem chapat funkci
pfimo jako tento pfedpis a definovat zobrazeni (funkci) nésledujicim zptisobem:

Zobrazent (funkce) f mnoZiny A do mnoZiny B je predpis, ktery kazdému prvku z € A
priradi prave jeden prvek y € B.

Dvé zobrazeni f, g jsou st rovna (f = g), rovnaji-li se jako mnoziny, tedy plati-li

(z,y) € f & (v,9) €9,

neboli maji-li tentyz defini¢ni obor D a plati Vo € D : f(z) = g(x).

Definice 1.13. Jsou-li A, B mnoziny, definujeme:
a) ZuZent f na A (nebo téz parcidlni zobrazent) je zobrazeni f/ 4 s definiénim oborem
AN D, dané predpisem

Flac fal@) = f(x),2 € AND.

b) Obraz mnoziny A pii zobrazeni f — mnozina tvofend vSemi funkénimi hodnotami
prvkl z mnoziny A:

f(A) ={f(x)lx € AN D}.
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¢) Vzor mnoziny B pfi zobrazeni f — mnozina vSech takovych z, jejichz funkéni hodnoty
lezi v mnoziné B:

f71(B) = {z € D|f(x) € B}.

Poznamenejme, 7Ze a) a b) se nejéastéji pouzivaji v piipadech, ze A C D, ale neni to
podminkou.

Poznamka 1.14. Jellia € R, ACR a f:R — R zobrazeni (funkce),

je podstatny rozdil mezi symboly f(a), f({a}) a f(A) — je-li naptiklad f(x) = 2%, potom
f(2) =4 — tedy ¢islo (funkéni hodnota),

f({2}) = {4} - jednoprvkovd mnozina a

f({(1,2)) = (1,4) — obrazem intervalu je interval a déle

171(2) neexistuje — kdyby funkce f(x) = 2 méla inverzni, byla by to hodnota této inverzni
funkce pro z = 2,

2D = {—v2,V3} a

F(L2) = (—vE 1) U (1,V3).

Priklad 1.15. Pro funkci f(z) = iz(2? — 3) najdeme f((0,v/3)) a f~*((0, 1))

Obr. 1.1:

V tomto ucebnim textu nas budou zajimat prevazné zobrazeni mezi ¢iselnymi mnozi-
nami. V téchto pripadech se pro zobrazeni vzil termin funkce.

Definice 1.16. Funkci obvykle rozumime takové zobrazeni, jehoz obor hodnot je ¢iselna

mnozina, tedy podmnozina mnoziny realnych (nebo komplexnich) ¢isel.

Pojem a zakladni vlastnosti funkce

Definice 1.17. Zobrazeni f, jehoz defini¢ni obor, stejné jako obor hodnot, jsou pod-
mnoziny mnoziny R, se nazyva realnd funkce jedné redalné proménné, dale kratce
funkce.

Priklad 1.18. Dulezité funkce:
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a) [x] —celadast v : [z]<z<[z]+1, [z]€Z

b) xum(x) = { (1) i z % — charakteristicka funkce mnoziny M

specialné x(z) = { (1) i i% — char. funkce mnozZiny racionalnich ¢isel QQ
1 >0
c) sgn(z) = 0 z=0
-1 <0

Je-li funkce f zaddna formuli, napf. f(z) = a®, budeme ¢asto mluvit prosté o funkci
a®. V tomto pripadé musi byt zadan defini¢ni obor. Dohodneme se vsak, ze v pripadé,
kdy defini¢ni obor nebude vyslovné uveden, budeme za néj povazovat mnozinu vsech téch
¢isel z, pro kterd méa dand formule smysl. Tuto mnozinu pak nazyvame prirozenym
definiénim oborem funkce.

V roviné R? miizeme funkci f znazornit pomoci jejiho grafu:

Definice 1.19. Graf funkce [ je mnoZina vech bodi [r,y] € R? takouvyjch, Ze
r €D, y= f(x). Rovnice y = f(x) se nazyvd rovnice grafu funkce f.

Grafy funkci z prikladu 1.18 jsou v nésledujicich obrazcich:

1 T__é g
Obr. 1.2: y = sgn(x) Obr. 1.3: y = [z]

Zde si mizete vyzkouset kresleni grafii funkci pomoci Mapletu.

SloZena funkce

Definice 1.20. Jsou-li f, g funkce, mizeme vytvorit novou funkci f o g (¢ti f po g)
predpisem

(fog)(x) = fg(x)).

Funkce f o g se nazyva sloZena funkce, funkce f vnéjst sloZka a funkce g vnitrni
slozka slozené funkce f o g.
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Defini¢nim oborem slozené funkce je mnozina Do, = ¢~ *(Dy) = {z € D,|g(x) € Dy}.

Vznik slozené funkce ilustruje nasledujici obrazek:

¥ = fw) = fig(x))

V=i o /\ y
= \ fe
 u=gn \[*9

\ u
" el

)

X X

S

g3

L
S
f % x 0 u= g0 0

Obr. 1.4: Slozena funkce

Priklad 1.21. Utvotime sloZzené funkce fog resp. fogoh, jestlize jsou zadany jednotlivé
slozky:

a)

fo flu)=a% ueR, (a>0)
g: g(y) = cosy; yeR
h: hz)= };ii, reR

fogoh: f(g(h(x)) = a5 zeR

Q=
—
—~~
&
|
[—
-+
DN
S
<
m
|

fog: flg@) = VIT Zsima:

Uréime Dot

Djog =g (Ds) =97 ({~40)) = {z[sinz € (1) Nz € (-55)} =

— —l—sin(—£)|:<—z E>

2 6 6’2

0 z <0
pow={_, 150 a9 a0 —sme

0 sgnr <0
1 —sgn(z) sgnzx >0 "

Fog: fala) = {
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-1 <0
<0 <0
sgnx = 0 =0 tedy sgnz S0 2>0
1 >0 - -
Odtud
0 x <0
. 0 z#0
flg@)=1{ 1-0 £=0 neboli f(g(x)):{ )7y
1—-1 >0

Skladani funkci si mtzete vyzkouset také pomoci tohoto Mapletu.

Dale pripomeneme pojmy, které jsou vam jisté dobie znamé ze stfedni skoly:

Funkce prosté a funkce inverzni

Definice 1.22. Funkce f se nazyva prosta, jestlize plati:
Vo, 29 € D i x1 # 29 = f(21) # f(22).

Priklad 1.23. Funkce

f: fle)y=2; z€R f: fx)=2% =z €(0,00)
f: flx)=sinz; ve(-35,5) f: f(x)=cosz; x€(0,m)

o3

jsou prosté, avsak funkce

fi: filz)=2% 2zeR fa: fo(r) =sinz; z€R
fs: fa(x) =cosz; zeR

nejsou prosté: Ziejme je
fi(1)=1*= fi(—1) = (~1)> =1, dokonce plati Vz € R: fi(z) = fi(—x),
analogicky fa(x) = sinx = fo(z + 27) = sin (z + 27).

Definice 1.24. Je-li f prosta funkce, potom inwverznit funkci k funkci f rozumime
funkci f~!, jejimZ defini¢nim oborem je obor hodnot funkce f a pro kazdou dvojici
(z,y), * € Dy, y € Hy, plati y = f(z) pravé kdyz . = f~(y).

Priklad 1.25.

fof@)=a% ze(000); [ [ y) =¥ ye(0,00)
f: fly)=a¥, yeR; 7t fY(z) =log,x, x € (0,00)


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/SkladaniFunkci.html
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e _,"
¥ o2 /_/.,‘ ’H/——
s
1.7
4
Obr. 1.5: y = 2%,y = /z Obr. 1.6: y =e*,y =Inx
f: fle)=sinz, ze(-5,5); f': [(z)=arcsinz,z e (—1,1)
[ flx)=cosz, x€(0,7); L. f~Y(z) = arccosz,x € (—1,1)
18 sy p o E
arcsmxlg _/’ \arccos .5 //-
o //, . \ /.’.
: o \ J
i ! N “
\mz ’//
4 i ! \ /,.
m’2 4:1 1I w2 17 \ /-
i 5
74 ,-/ '
_____ # 5 A— gl y
i 2 '/ o 4
/s l —————————————— TE/2 /'/ 1l
Obr. 1.7: y = sinx, y =arcsinz Obr. 1.8: y = cosx,y =arccos

Foof) =tgr, ve (-5 7 f(x) = arctgr, z € R
f: f(x)=cotgz, € (0,m); f': f(x)=arccotgz,r € R

Jestlize tedy bod [a,b] lezi na grafu funkce f, takze b = f(a), je f~1(b) = a, tedy
bod [b, a] lezi na grafu funkce f~!; pfitom body [a, b], [b,a] jsou symetrické podle piimky
y = x. Plati tedy (jak se mtizeme pfesvéd¢it v obrazcich k prikladu 1.25):

Véta 1.26. Grafy inverznich funkci f, =1 jsou symetrické podle primky y = x.

Poznamka 1.27. Inverzni funkci, jak vyplyvéa z definice, mizeme utvorit pouze k prosté
funkci; neni-li funkce prosta, da se utvorit inverzni funkce k jejimu z(zeni na vhodny
interval, jak jsme vidéli v pfedchozim piikladu na funkcich f(z) = 2%, x € (0, 0) resp.
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Obr. 1.9: y =tgx,y =arctgx Obr. 1.10: y =cotgx,y =arccotg x

f(x) =sinz, x € (—7,7). Jestlize se omezime na jiny interval, na kterém je dana funkce

prosta, dostaneme pochopitelné jinou inverzni funkci. Uvazujme napf. dvé jind zuzeni
funkce sinz, a to jednak na interval (Z,%r), jednak na interval (—2F, —Z). Pifslusné

272
funkce vidime v nasledujicim obrazku:
T — p
\ ’

' e

! i
R | 2 L
: o\ 7T ercsinx P e i
; . .
| Mg L L [
: ' : :
ek i
H i # 1
b // \\
i ~/ — —arcsinx \ i
; / d :
: # . S !
o P N
& s N\
P i
o 4 L \1

o s
Obr. 1.12:

Obr. 1.11:

Poznamka 1.28. PovsSimnéme si, co se stane, vytvorime-li kompozici dvou navzajem
inverznich funkeci:
Ziejmé plati:
@) =2, 2D a flf7(Wl=y y€ D
Pozor: je podstatné, ze vnitini slozku uvazujeme pouze na té ¢asti defini¢niho oboru,
kde je tato vnitini slozka prostou funkci, tedy tam, kde k ni sestrojujeme funkci inverzni,
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Obr. 1.13: arcsinsin x

kterd je vnéjsi slozkou. Na obr. 1.13 miizeme na piikladu funkce arcsin sinz vidét co se
stane, kdyZz vnitini slozku uvazujeme na ,vétsi“ mnoziné.

K vytvareni inverznich funkci mi@izeme pouzit tento Maplet.

Algebraické operace mezi funkcemi

Definice 1.29. Jsou-li f, ¢ funkce a ¢ konstanta, (kterou muzeme ostatné chépat jako
konstantni funkci, tj. funkci, kterd kazdému redlnému ¢islu ptifadi tutéz hodnotu c),
muzeme definovat nové funkce f + g, f— g, fg, %, cf nasledujicimi predpisy:

f+g: (f+9)(@)=f(x)+9(x); Dsprg=DsND,

f=g: (f=9)@) = f(x) —g(x); Dyy=DyND,

fg: (f9)() = f(x)g(x); Dyy=Dyn Dy

L: L@)=1a; D; ={z € Dy Dylg(z) # 0}
cf v (cf)(x) = cf(z); D¢y = Dy

Tyto nové funkce budeme nazyvat soucet, rozdil, soucin, podil funkct f,g a c-
nasobek funkce f. Vzhledem k vySe uvedené poznamce o konstanté, c-nasobek funkce
f je specialnim pfipadem soucinu funkci.

Vsimnéme si dale, ze zatimco definice slozené funkce, prosté funkce a inverzni funkce
jsou specialni pripady stejnych pojmii pro zobrazeni, neni mozné prevést na libovolna
zobrazeni definice algebraickych operaci mezi funkcemi, nebot zde je podstatné vyuZzito
algebraické struktury mnoziny R.

Monotonni funkce

Definice 1.30. Rekneme, 7e funkce f je na mnoziné M C Dy
e rostouct, jestlize Vry,x0 € M 11 <y = f(x1) < f(22),
e klesajict, jestlize Vo, 20 € M 111y <x9 = f(x1) > f(22),

e nerostouct, jestlize Vi, 1m0 € M 111 <29 = f(x1) > f(22),
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e neklesajict, jestlize Vi, 20 € M : 21 < x9 = f(21) < f(x2).

Rostouci a klesajici funkce se nazyvaji ryze monotonnt, funkce neklesajici a nerostouci
se nazyvaji monotonni.

Je-li f ryze monotonni na Dy, potom je jisté prosta, a proto existuje inverzni funkce f~1.
Ptredpokladejme pro uréitost, ze f je rostouci. Ozna¢ime-li v, = f(x1),y2 = f(x2) pro
x1,79 € Dy, je y1 < yo pravé kdyz x1 < xq, aviak z; = [~ (y1),xa = [ (y2), [ je tedy
také rostouci. Podobny vysledek dostaneme pro klesajici funkci (viz obrazky k prikladu
1.25). Plati tedy

Véta 1.31. Je-li f ryze monotonni na Dy, potom k ni existuje inverzni funkce =1, kterd
je rovnéz ryze monotonni a to rostouct, je-li f rostouct, a klesajici, je-li f klesajici.

Priklad 1.32. f: f(z)=5— 7 i

je klesajici na definiénim oboru (0, +00), nebot
T1 < Tg = /T1 < /T2 = ’
=5 — /21 >5— \/Ta.

Funkce
FU M) = (y—5)% y € (—00,5) .
je rovnéz klesajici (provéite!) viz obr. 1.14 Obr. 1.14: f(z)=5—/z, f1(2)=(z—5)?

Funkce sudé a liché, funkce periodické

Definice 1.33. Funkci f nazgvame sudou (resp. lichou), kdyz pro vSechna z z Dy

plati f(—z) = f(x) (vesp. f(—x) = —f(x)).

Lezi-li na grafu y = f(z) sudé funkce bod [z, f(z)], lezi na ném i bod [—z, f(z)]. Graf
sudé funkce je tedy soumérny podle osy y. Pro lichou funkci f podobné s kazdym bodem
[z, f(x)], lezi na grafu y = f(x) i bod [—xz, —f(z)], a tedy graf liché funkce je soumérny
podle pocatku soutradnic.

Priklad 1.34.

f: flx)= ;O—ji, x € (—00,00) je suda, nebot
f(—2) cos(—x)  cosw f(x)
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Obr. 1.15: Suda funkce

f: flx)= | sinz; x € (—o00,00) je lichd, nebot

Obr. 1.16: Lich4 funkce

Definice 1.35. Funkce f se nazyva periodicka, existuje-li ¢islo p # 0 takové, ze
f(z £ p) = f(z) pro kazdé x € D;. Cislo p se nazjva perioda funkce f.

Je-li p perioda funkce f, pak kp, kde k # 0 je libovolné celé ¢islo, je také perioda funkce
f. Existuje-li nejmensi kladné ¢islo p, které je periodou funkce f, nazyva se primitivni
perioda.

Priklad 1.36.
a) Funkce f: y =z — [z] je periodickd s periodou 1:
Je [z+1] = [z]+1, tedy f(z+1) = (z+1)—[z+1] =z+1—[z] -1 =z—[z] = f(x).
(Viz obr.1.17 vlevo.)
b) Funkce g : y = (—1)1 je periodicka s periodou 2:

Protoze [ + 2] = [z] + 2, je g(z + 2) = (—1)+2 = (—1)Bl(—1)2 = (—1)l = g(2).
(Viz obr.1.17 vpravo.)

Pro konstrukci grafu periodické funkce postaci, sestrojime-li jej na libovolném polouza-
vieném intervalu délky p. Cely graf pak dostaneme z této Casti jejim posunutim ve sméru
osy x o délku kp pro vsechna celd k.
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Obr. 1.17: Periodické funkce

Nejznaméjsimi priklady periodickych funkci jsou funkce goniometrické — sinz, cosz,
tgx, cotgx. Prvé dvé maji primitivni periodu 27, druhé dvé .

Prikladem funkce, ktera nema primitivni periodu, je libovolna konstanta — jeji periodou
je kazdé nenulové realné cislo.

Funkce ohranic¢ené

Definice 1.37.

e Funkce f se nazyva shora ohranicend na mnoziné M C Dy, existuje-li ¢islo ¢
takové, ze Vo € M : f(z) < c.

e Funkce f se nazyva zdola ohranicend na mnoziné M C Dy, existuje-li ¢islo d
takové, ze Vo € M : d < f(x).

e Funkce f se nazyva ohranicend na mnoziné M C Dy, je-li na ni ohranicend shora
i zdola.

Oznacime-li vétsi z ¢isel |¢|, |d| jako K, plati pro ohrani¢enou funkci Vo € M : |f(z)| < K.

Priklad 1.38. Funkce f(z) = 22 je zdola ohranicend na svém piirozeném defini¢nim

oboru R, protoze plati
> >0 VreR,

ale neni ohranicena shora — dokazeme sporem:

Predpokladejme, ze existuje c tak, ze plati
VeeR: 22 <ec.

Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze ¢ > 1.
Staci najit jedno redlné ¢islo x, pro které tato podminka neplati, tedy pro které je 23 > ¢;
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poloZme zy = ¢. Potom 22 = ¢* > c.

Naproti tomu funkce f(x) = sinz je ohrani¢end na svém piirozeném definiénim oboru,

protoze plati
—1<sinzx <1 VzxeR

Elementarni funkce

V této c¢asti uvedeme souhrnny prehled a zdkladni vlastnosti tzv. elementarnich funkeci
— zakladnich realnych funkci redlné proménné, které jsou vam vesmés znamy ze stiedni
skoly, se kterymi budeme déle pracovat (a které jsme ostatné jiz vySetfovali v predchozim
textu):

Polynomem nazyvame funkci f definovanou na R predpisem
f(@) = anx” + ap_12™ '+ + a1 + ag,

kde ag, a1, ...,a, jsou redlna &isla, a, # 0. Cislo n se nazyva stupen polynomu. Pro
polynom n-tého stupné pouzivame obvykle oznaceni P,,.

Polynom stupné 0, tedy funkce f definovana na R pfedpisem
f(z) =c,

kde ¢ je redlné ¢islo, se nazyva konstanta.

Je-li funkéni hodnota polynomu v ¢isle xy rovna nule, tedy plati-li
Al + ap 120" 4 -+ a1 + ag = 0,

nazyva se Cislo xo korenem polynomu.

Uvedeme nékteré dulezité vlastnosti polynomi a jejich kotrenti:
o Zakladni véta algebry: KazZdy polynom stupné n > 1 mad alespon jeden koten.

o Véta Bézoutova: Cislo x( je korenem polynomu P, stupnén > 1, prdvé kdyZ plati

Po(z) = (z — o) Qn-1(2),
kde Q,_1 je vhodny polynom stupné n — 1.

Vyraz (z — o) vystupujici v pfedchozim vztahu se nazyva korenovy dinitel prislusny
ke kofenu xg.

Ptedchozi dvé véty maji nasledujici disledek:
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e Rozklad polynomu na korenové éinitele: Jsou-li (redlnd nebo komplexni, ne
nutné riznd) ¢isla xy, T, ..., T, kofeny polynomu P,(1) = apx™ +an_12" 1+ +
+ a1x + ag, plati

Py(x) =apn(z —x1)(x —29) - -+ - - (x — zy,).
Odtud plyne, Ze polynom stupné n md prdvé n (ne nutné riznyjch) korend.
Poznamka 1.39. Mezi koeficienty polynomu a jeho koteny plati nasledujici vztah:
ag = (—1)"a, (122 - )

Jsou-li tedy koeficienty polynomu celociselné, pak jeho celociselné koteny déli absolutni
¢len polynomu — u polynomi vyssich fadid miizeme tak nékdy nékteré koteny ,,uhodnout®.
V odstavci Pro zzajemce na konci kapitoly uvadime dalsi vztahy mezi kofeny a koefici-
enty polynomu.

Nalézt ptesné koreny libovolného polynomu neumime (existuji metody pro jejich pfiblizné
uréeni, které se vySetiuji v numerickych metodach), ¢asto nam sta¢i urcit, zda nékteré
znamé cislo korenem daného polynomu je nebo neni — tedy urcit funkéni hodnotu poly-
nomu. K tomu existuje jeden velmi jednoduchy algoritmus, ktery se nazyva Hornerovo
schéma a ma nasledujici tvar:

Budeme hledat funkéni hodnotu p(xg) polynomu p(z) = a,2"+a, 12" 1+ - -+ajz+ag
v Cisle x = xy. Napiseme tritadkové schéma, ve kterém na prvnim radku jsou koeficienty
polynomu p(x) (Gplné nalevo napiSeme ¢islo x = xp), do druhého Fadku vzdy soudin
¢isla z¢ s predchozim vysledkem, ktery nam vysSel ve tretim fadku, pficemz tieti fadek
je souctem prvnich dvou; tedy na prvnim misté druhého radku je prazdné misto a na
prvnim misté tretiho fadku je opsan koeficient ay. Prvky tfetiho fadku oznacime pismeny
b s prislusnymi indexy. Na poslednim misté tfetitho fadku dostaneme hledanou funkéni
hodnotu p(xg). Konkrétné:

To|  @n  Gp1 - @ - a1 Qo
Tobp—1 -+ ob; -+ by x0bo
bp—1 bp_2 o b 0 b p(l’o)

Pti béznych vypoctech obvykle druhy fadek vynechédvame a piSeme pfimo vysledné
soucty ve tretim radku.
Postup vypoctu si ukdzeme na jednoduchém prikladu:

Priklad 1.40. Pro polynom p(z) = z* — 22 4+ x + 1 mame najit p(3).

Reseni. Do prvniho fadku zapiSeme nejdiive &slo, v némz hledame funkéni hodnotu, a
potom koeficienty ptislusného polynomu (nesmime zapomenout na nulové koeficienty!); ve
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druhém fadku mame na prvnim misté opsané 1 (= vedouci koeficient) a dale 3-1—2 = 1,
3:1+40=3,3-34+1=10 a nakonec 3-10 + 1 = 31 — hledana funkc¢ni hodnota.

-2
1

1 1
10 31

31 0
1 3
Zavérem tedy dostavame p(3) = 31. O

Je-li ¢islo zy kofenem daného polynomu, vyjde pochopitelné na poslednim misté dru-
hého radku nula. Navic, jak se mtzeme presvédcit v odvozeni Hornerova schématu v ¢asti
Pro zajemce na konci kapitoly, ¢isla ve druhém fadku jsou koeficienty polynomu, ktery
vyjde pfi déleni daného polynomu kofenovym cinitelem = — xy. Uvedeme piiklad:

Priklad 1.41. Je dan polynom p(z) = x* — 32° — 1522 + 192 + 30. Mdme najit nektery
jeho kofen a potom pfislusny kofenovy cinitel z tohoto polynomu vytknout.

Reseni. Absolutni ¢len polynomu ay = 30, jako kofeny piichézeji v tvahu ¢isla
+1,£2,£3,£5, 6,410, 15, £30. Hned je vidét, ze 1 neni kofen, ovérime ¢islo 2:

2| 1 -3 —15 19 30
1 -1 —-17 -15 0

Dvojka tedy je korenem daného polynomu a dale plati:
z* — 32° — 152 + 192 + 30 = (v — 2)(2® — 2° — 172 — 15)
m

Je-li tedy nékteré cislo zy kofenem daného polynomu (na poslednim misté druhého
radku vysla jako jeho funkéni hodnota nula), miZzeme ve vypoétu Hornerovym schématem
dale pokracovat — hledat funkéni hodnotu polynomu ziskaného po vydeéleni pfislusnym
kofenovym cinitelem:

Priklad 1.42. Mame vypocitat funkéni hodnotu polynomu
P(z) = 27 — 62°% — 2° 4+ 702" — 1202® — 1122% + 4322 — 288 pro = = 2.
Je-li z = 2 kofen polynomu P, mame urcit jeho nasobnost.

Reseni.
-6 -1 70 —120 —112 432 -—-288
-4 -9 52 —16 —144 144 0
-2 —13 26 36 —-72 0

0 —13 0 36 0

2 -9 -18 0

1 4 -1 =20

Vidime, ze x = 2 je ¢tyfnasobnym kofenem polynomu P (&tyfikrat ndm na poslednim
misté jako funkéni hodnota vysla nula, po paté jiz ne), pficemz ve druhém Fadku zdola
jsou koeficienty ptislusného podilu, tj. plati

2|

_ e

P(x) = (v — 2)*Q(x) = (z — 2)*(z* + 22 — 9z — 18).
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Chceme-li najit vsechny kotfeny polynomu P, stac¢i hledat kofeny polynomu ). Jestlize
jsou celociselné, musi délit absolutni ¢len — v ivahu tedy pfichazi x = —2, +3, +6, £9.
Vypocitame piislusné funkéni hodnoty pomoci Hornerova schématu:

—2] 1 2 -9 —18
10 -9 0

Cislo z = —2 je tedy kofen a pifslusny podil ¢;(z) = 2% — 9. Odtud plyne, 7ze zbyvajici
kofeny jsou z = +3 a plati

P(z) = (v — 2)*(z + 2)(x — 3)(z + 3).

Maplet na Hornerovo schéma je zde.
Vime, ze kazdy polynom (s realnymi koeficienty) P,(x) = a,2" + ap_12™ "t + -+ +
+ a1x + ag se da vyjadrit ve tvaru soucinu korenovych ciniteli

Py(x) =ap(x —x1)(x —29) - -+ - - (x — ),

kde 1, xs, ..., x, jsou kofeny polynomu P, (pro k-nasobny kofen x; se v soucinu vyraz
(x — ;) vyskytuje k-krat). Pfitom ma-li polynom komplexni kofen a + b j, mé také kom-
plexni kofen a — bj a soucin prislusnych dvou kofenovych cinitelt je roven

[z = (a+bj)]lr = (a=bj)] =[x —a) = bjll(z —a) + bj] = (v — a)* + b" = 2” + pr + ¢,
— je to polynom druhého stupné s realnymi koeficienty.
Polynom P(x) lze tedy zapsat ve tvaru souéinu

P(x) = an(z — ) ... (2> +px+q)". ..,

kde z; je k-nasobny realny kofen polynomu P(x) a kvadratickd rovnice 2% + pz + ¢ = 0
s redlnymi koeficienty ma komplexné sdruZené koteny (tj. p? — 4¢ < 0), tedy polynom
P(z) méa t-ndsobné komplexné sdruzené koteny.

Takové vyjadieni polynomu nazyvame rozklad polynomu v realném oboru.
Priklad 1.43. Mame rozlozit v redlném oboru polynom P(z) = z* — 23 — z + 1.
Reseni.

s+ l=2-1) (-1 =@@-D@* -1 =@ -)(@-D@*+zr+1),
a kvadratické rovnice 22 + x + 1 = 0 m4 komplexni kofeny, tedy

P(z) = (z — 1)*(2* + z + 1).
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Racionalni lomena funkce je dana predpisem

P (z)
f(z) = 5=,
Qn(7)
kde P, resp. (), jsou polynomy stupné m resp. n. Je definovana pro kazdé x, pro které

je Qn(x) #0.

Jestlize pro stupné polynomu plati m < n, fikdme, Ze f je ryze lomena; je-li m > n,
fikdme, Ze f je neryze lomend racionédlni funkce. V pfipadé neryze lomené racionalni
funkce, tj. pro m > n, podil P, (z) a Q,(z) dava po vydéleni

P(z) Py(x) .
——= = N(z)+ , kde i<mn.
Jmenovatel rozlozime v redlném oboru a dostaneme
P, P,
@) _ N@) + e -
Qn(x) an(z—a)k .. (22 +pr+q)t...

Takova funkce mutze vzniknout souctem ,,jednoduchych®“ zlomki, napt.:

1 n r+2 22 + 2z + 1
r—1 224+2+3 (r—1)(22+x+3)

Naopak také kazda ryze lomena racionalni funkce, jestlize umime najit kofeny jejiho
jmenovatele, se da rozlozit na soucet jednoduchych zlomki urcéitého tvaru — budeme jim
fikat parcialni zlomky.

Véta o rozkladu raciondlni lomené funkce na parcidlni zlomky, jestlize se formuluje
presné, je velmi nepiehledna. Naznacime postup:

D (1)

V rozkladu podilu 0, (1) na parcialni zlomky odpovida kazdému kofenovému c¢initeli

jmenovatele (x — a)* soucet k parcidlnich zlomkd tvaru
A Ap A
k o+ k 1}671 T 1
(x — ) (x — ) (x — )

a kazdému faktoru (22 + px + ¢)! odpovida soucet ¢ parcidlnich zlomkt tvaru

Bix + Cy B+ Ciy o Bz + C4
(@ +pr+q' (2 +pr+q)! (22 +pr+q)

Rozklad mé tedy tvar
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Btl’ + Ct Bt_lx —+ Ct—l Bll’ + 01
2 i T3 73 S B > :
(2 +pr+q)t  (22+pr+q) (22 + px + q)
Nezndmé koeficienty v rozkladu vypocitame metodou mneurcitych koeficientu.

Tato metoda se opira o vétu o rovnosti polynomt — dva polynomy jsou si rovny, rovnaji-li
se jejich koeficienty u stejnych mocnin. Postup naznacime na ptikladech:

Priklad 1.44.

203 +x + 2 203 + x4+ 2 A B Cx+D

r+ad+ a2 22 (2?4 +1) x2+;+m2—|—x—l—1'

Posledni soucet t¥i zlomkt opét prevedeme na spolecného jmenovatele, kterym je, pocho-
pitelné, jmenovatel ptivodné zadaného zlomku. Porovname citatele:

208+ +2=A(@*+ 2z +1)+ Bx(2* + x4+ 1) + 2*(Cx + D),
20°+x+2=(B+C)2*+ (A+ B+ D)z* + (A+ B)z + A.

Odtud porovnanim koeficient® dostaneme soustavu rovnic
B + C =

+ B + D =

+ B =

s s
D = O

Soustava mé feseni A =2, B=—-1,C =3, D = —1, tj.

203 + 1+ 2 2 1 3rx—1

st a3 a2 22 x o a4r+1
Priklad 1.45.

R(a:)—x+2— x+ 2 _é+ B N C
S 3—z w+D@-1) z z+1 z-1

Odtud
r+2=Ax+1)(zr—1)+ Bx(x — 1)+ Cx(z + 1)

a muzeme opé€t roznasobit a porovnat koeficienty u stejnych mocnin.
Zde je ovsem vyhodnéjsi jiny postup. Vyjdeme z faktu, ze jestlize se dvé funkce sobé rov-

naji, maji stejné funkéni hodnoty pro vsechna x. Porovname funkéni hodnoty ve vhodnych

bodech:

r=0: 2=A(-1) = A=-2
r=1: 3=C-2 =C=3
r=-1: 1=B(-1)(-2) =B=1

a odtud
T+ 2 2 1 1 3 1

e x §:L'—|—1+2x—1'
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Pro vypocet rozkladu racionélni lomené funkce slouzi tento maplet.

Mocninnou funkct nazyvame funkci f danou predpisem
f(z) =

Ptitom mohou nastat tyto pripady.

a) a € N. Mocninna funkce s pfirozenym exponentem je definovand Vz € R. Je-li a
sudé ¢islo, jedné se o sudou funkci, ktera je klesajici na intervalu (—oo,0) a rostouci
na intervalu (0, 00). Je-li a liché ¢islo, jedna se o lichou a rostouci funkei.

b) Pro a = 0 se jedna o konstantni funkci f(z) =1 pro x # 0.

c¢) Je-li a celé zaporné ¢islo, a = —r, r € N, je f(zx) = % Funkce je definovana pro

x # 0.
d) Proa=1/r, kder € N, je
fla) =20 = /a;
je definovana na intervalu (0, 00) pro r sudé a na intervalu (—oo, c0) pro r liché. Je
rostouci.
e) aGQ,az%,kdep,qu,q%Oaaneniza)fd). Potom je

%:(gjp)%: qajp'

flz) =

Pro p/q > 0, q sudé, je funkce f definované pro = € (0,00), pro p/q > 0, ¢ liché, je
funkce f definovana pro x € (—00,0); pro p/q < 0, ¢ sudé, je funkce f definovana
pro z € (0,00), pro p/q > 0, q liché, je funkce f definovana pro x € (—o0,0)U(0, c0).

f) Pro a iraciondlni je mocninné funkce definované na intervalu (0, 00) pro a > 0 a na
intervalu (0, 00) pro a < 0.

Exponencialni funkce je funkce definovana predpisem

f(z) =a", a>0.

Je rostouci pro a > 1 a klesajici pro 0 < a < 1. Pro a = 1 jde o konstantu f(x) = 1.

Logaritmicka funkce pri zékladu a, kde 0 < a < 1 nebo a > 1 je definované na intervalu
(0,00) a je inverzni funkei k exponencidlni funkci f(z) = a®. Oznacuje se predpisem

f(z) = log, x.
Je rostouci pro a > 1 a klesajici pro 0 < a < 1.

Logaritmicka funkce pii zékladu e = 2,718281828 ... se struc¢né nazyva jen logaritmicka
funkce a oznacuje se Inx. Logaritmickou funkci pii zédkladu 10 oznacujeme misto log,,x
symbolem log x.

Uvedeme nékteré dilezité prevodni vztahy:
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Obr. 1.18: Grafy mocninnych funkei y = 2¢

a) Necht je a > 0, potom plati a® = e*8¢ Vz € R
b) Necht je a > 0, b > 0, pFifemz a # 1, b # 1, potom log, 2 = 282 Yz, 2 > 0

logy, a

c) Necht a je &islo, potom plati 2% = % VY, 2 > 0

Goniometrické (nebo také trigonometrické) funkce reédlného argumentu (dhlu vy-
jadfeného v obloukové mite) jsou funkce

f(z) =sinz, f(xr)=cosz, f[f(x)=tgz, f(zr)=cotgz.
Lze je zavést pomoci jednotkové kruznice takto:

Je-li x délka oblouku na jednotkové kruznici mezi bodem [1, 0] a prisecikem této kruznice
s poloptimkou, vychéazejici z pocatku souradnic, je sinx roven druhé souradnici tohoto
pruseciku a cos x jeho prvni soufadnici (viz obr.1.21 resp. 1.22, na obr. 1.23 je zndzornén
tg ).

Ziejmé plati zakladni trigonometrickd identita (plyne z Pythagorovy véty pro troj-
thelnik, pomoci néhoz je sinus a kosinus definovan)

sin? z + cos?z = 1.
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0<a<1 a>1 y

Obr. 1.19: Exponencidlni funkce Obr. 1.20: Logaritmické funkce
f(z) =a” f(x) =log,x

X tg x
in x| \X Y X

1 cosx |1 1

Obr. 1.21: sinz Obr. 1.22: cosx Obr. 1.23: tgx

Funkce sinz a cosx jsou definovany na R a jsou periodické s periodou 27. Funkce sinus
je licha a funkce kosinus suda.

T -n/, T An/ X

Obr. 1.24: Grafy goniometrickych funkci y =sinx y = cosx

Dale definujeme
sin x 1 cosx
tgxr = a cotgr =— = —.
cosz tgx sinx

Funkce tgx a cotg = jsou liché funkce, periodické s periodou 7.
Funkce tg  je definovand pro vSechna x € R, pro ktera plati x # (2k+1)%, k € Z, funkce
cotg z je definovana pro vsechna z € R, pro ktera plati x # km, k € Z.
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\!x

Obr. 1.25: Grafy goniometrickych funkci y =tgz y =cotgx

Cyklometrické funkce jsou inverzni ke goniometrickym funkcim:

Funkce f(z) = arcsinz
je definovana na intervalu (—1,1) a je inverzni k funkci sin  na intervalu (-7, 7).

Funkce f(z) = arccos
je definovand na intervalu (—1, 1) a je inverzni k funkci cos z na intervalu (0, 7).

Funkce f(z) = arctg
je definovana na intervalu (—oo, c0) a je inverzni k funkei tg x na intervalu (-7, 7).

Funkce f(x) = arccotg x
je definovand na intervalu (—oo, 00) a je inverzni k funkei cotg = na intervalu (0, 7).

Pro cyklometrické funkce plati (pro libovolné z z defini¢niho oboru téchto funkei):

X T T
arcsin x + arccosr = 5 arctg x + arccotgxr = 5

Funkce arcsin a arctg jsou rostouci liché funkce, funkce arccos a arccotg jsou klesajici
funkce.

Poznamka 1.46. V odbornych predmétech se dale jesté pouzivaji hyperbolické funkce, se kterymi se muzete seznamit
v Casti pro zdjemce na konci kapitoly.

Kazdou funkci, kterd vznikne z kone¢ného poctu vyse uvedenych funkci, tedy konstant,
mocninnych, exponencialnich a logaritmickych funkci, trigonometrickych a cyklometric-
kych funkei, pomoci kone¢ného poctu aritmetickych operaci (tedy secitani, odecitani,
nasobeni a déleni) a tvoreni slozené funkce, nazyvame elementdarni funkci.
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y A
_V s
i b
& /2
= X
-1 0 1
0
—-n/2
—n/2

Obr. 1.26: i
g AFCSILT, arccos T Obr. 1.27: arctg x,arccotg x

Jak se méni grafy elementarnich funkci pfi zméné nékterych parametri si muizete
vyzkouset v tomto Mapletu.

Posloupnosti

Posloupnostinazyvame kazdou funkci, jejimz definiénim oborem je mnozina ptirozenych
¢isel N, tedy f : N — R je posloupnost redlnych ¢isel. Obvykle klademe

an = f(n>

a tuto hodnotu nazyvame n-tgm célenem posloupnosti. Posloupnost s n-tym clenem
a, oznacujeme symbolem (a,)$°; nebo zkracené (a,).

Je-li zadan pfedpis pro vypocet n-tého ¢lenu posloupnosti pomoci predchoziho (resp.

pomoci k predchozich ¢lentt), tedy pomoci a, 1 (resp. a,_1, ayn_2, ..., Gy_k) spolu se
zaddnim hodnoty a; (resp. hodnot aq, as, ..., ax), Fikdme, Ze posloupnost je zadand
rekurentné.

Priklad 1.47. Posloupnost dané rekurentnim vztahem
Upi2 = Api1 +a,, kde ay=ay=1, tedy (a,)=(1,1,2,3,5,8,13,21,...)

se nazyva Fibonacciho posloupnost. Tato posloupnost mé strukturu, kterou pozorujeme
v mnohych situacich, které v sob&é maji obsazen rust — at uz jde o rtst rostlin nebo o rust
pocitacové databaze. Da se ukéazat, ze pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti plati
1
27v/5
Je-li (a,)22, posloupnost a (n)32, rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel, potom se
slozené zobrazeni (ay,, )72, nazyva vybrand posloupnost z posloupnosti (a,).

(1+V5)"—(1—-V5)"|.

Ay —

Priklad 1.48. Posloupnost 1, 4, 9, 16, 25, ... je vybrand z posloupnosti 1, 2, 3, 4, 5, ....
Vnitini slozka ptislusného slozeného zobrazeni je (ny) = (k?).


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/KresleniElemFci.html
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Rekneme, Ze posloupnost (a,,)%, je aritmetickd, existuje-li ¢islo d tak, ze plati re-
kurentni vztah
Qpt1 = Qp + d.

Cislo d se nazyva diference.

Pro n-ty ¢len aritmetické posloupnosti plati a, =ai+ (n—1)d,

pro soucet prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti plati s, = % (a1 + ay).
tvrzeni je zfejmé; jako cviceni na matematickou indukci ukazeme platnostdruhého tvrzeni:
Pro n = 2 tvrzeni zfejmé plati; Necht n = 3, potom

Prvni

33:a1—|—a2—|—a3:a1+a1+d+a3
53:a3+a2+a1:a3+a3—d+a1
283 :3(a1—|—a3) = S3 = %(a1+a3)

Necht plati a, = a; + (n — 1)d. Potom

n

Snt+1 = D) (a1 + an) + An41

Sp+1 = a1 + g(CLQ + (ln+1)

28n41 = a1 + §(ay + ag + an + Any1) + g1 = a1 F Gpp + 5(a1 F a1 Fd A a1 —d+ang) =
= a1 + Gpq1 + 5201 +2an + 1) = (n + 1)(a1 + anq1)

Sn+1 = nTH(Cll +an+1

Posloupnost (a,,)22; se nazyva geometricka, jestlize existuje ¢islo ¢ tak, ze plati
an+1 = apn *q.
Cislo ¢ se nazyva kvocient.

Pro n-ty ¢len geometické posloupnosti plati ayp = ay-q" ",

pro soucet prvnich n ¢lentt geometické posloupnosti plati

Pro zajemce

o Vietovy vzorce: Je-li

Py(z) = anz™ + n_1z2" '+ +aix+ao = an(z —z1)(x —22) - -+ - (z — xn),
plati:
an—1 = —an(z1+z2+ -+ 2n),
an—2 = ap(T1z2+T103 4+ T2T3 4+ Tp_1Tn),

(—.1)"an(1’1x2 S Tp).

ao
e Odvozeni Hornerova schématu: Bud P polynom a zo € R. Vime, Ze existuji polynomy Q, R tak, Ze plati
P(z) = (z — 20) Q(z) + R(=),

kde stupent R < stupen (z — xp), tedy je roven nule a R je konstanta, R € R.
Po dosazeni xg do predchozi rovnosti dostaneme

P(z0) = R, tedy P(z) = (z — z0) Q(x) + P(0).
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Necht tedy

n n—1
P(z) =) aiz', aQz) = > bz,
=0 i=0

Potom plati

n n—1 n—1
Zaimi = (z — zo) Z bzt + P(zg) = bp—12™ + Z(bi—l — bimo)xi + P(z0) — boxo.
=0 =0 i=1

Porovnanim koeficienti dostaneme rovnosti uvedené v levé ¢asti nasledujici tabulky, zatimco v pravém sloupci jsou

rovnosti z nich jednoduse odvozené:

an =bp_1
An—1 =bn—2 —bn_170

a; =bj—1 —bizo

a1 = by — bixo
ao = P(xo) — bozo

bp—1 =an
bp—2 = an—1+ xobn_1

bi—1=a;

+ z0b;

bo = a1 + xob1
P(Io) = ag + xobo.

V pravém sloupci je tedy naznacen vypocet koeficientt ¢aste¢ného podilu Q véetné hodnoty P(zo) polynomu P v

bodé xg.
Hyperbolické funkce jsou funkce
f(z) =sinhz, f(z) =coshuz,

Jsou definovany pomoci nésledujicich predpisi:

sinh z et —e™ 7"

tghz = = —)
cosh x et + e 7T

Grafy hyperbolickych funkci jsou v obr.1.28 a 1.29.

Obr. 1.28: sinh x,cosh x

fz) =tg

hz, f(z)= cotghz.

Obr. 1.29: tgh x,cotgh x
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Shrnuti
V tomto odstavci jsme pripomnéli pojmy:

e funkce: predpis f, pfifazujici kazdému prvku néjaké mnoziny (defini¢niho
oboru Dy) prvek jiné mnoziny (oboru hodnot Hy),

e graf funkce jedné proménné: mnozinu bodi v roviné danych vztahem

['={(z,y)|z € Dy, y = f(2)},

nékteré typy funkei (uvedené charakterizujici vztahy vzdy plati pro kazdé x z definic-
niho oboru funkce f):

e monotonni funkce: rostouci resp. klesajici (1 < zg9 = f(21) < f(x2) resp.
Ty < x9 = f(x1) > f(x2)) a neklesajici resp. nerostouci (r; < zg = f(z1) <
< f(xg) resp. 1 < ko = f(x1) > f(x2)),

e sudé resp. liché funkce: f(—z) = f(z) resp. f(—x) = —f(x),
e periodické funkce: existuje ¢islo p (perioda) tak, ze plati f(z £ p) = f(z),

e ohranic¢ené funkce (shora, zdola): obor hodnot funkce je ohraniceny (shora,
zdola).
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Vytvafeni novych funkei z danych funkei f, g, ¢ (vztahy plati pro v8echna z z definic-
nich oboru vzniklych funkei):

e zlzeni funkce: f/M je funkce s definicnim oborem Dy = Dy N M a s vlast-

nosti f/M(x) = f(x),
e slozend funkce: f o (Cti f po ¢) je dana vztahem (f o ¢)(x) = flp(z)],

e inverzni funkce: f~! je funkce s definicnim oborem rovnym oboru hodnot
funkce f a s vlastnosti f7l(x) =y & f(y) =z,

e soucet, rozdil, souc¢in a podil funkci: funkce f + g, f - g, 5 s vlastnostmi
(f £ 9)() = F(2) % g(a), (- 9)(&) = f(&) - gla), L(x) = 1.
Dale jsme uvedli dulezité funkce, se kterymi budeme hlavné pracovat:

e clementarni funkce: polynomy, racionalni lomené funkce, obecné mocniny, ex-
ponencialni a logaritmické funkce, goniometrické, cyklometrické a hyperbolické
funkce,

e posloupnosti: funkce s defini¢nim oborem N.
Podrobnéji jsme si pov§imli polynomu a racionalnich lomenych funkci; popsali jsme
e rozklad polynomu v realném oboru: vyjadieni polynomu ve tvaru
P(x) = ap(z — ) ... (2> +px+q)'. ..,

kde a je k-nasobny redlny kofen polynomu P(zx) a kvadraticka rovnice z? + px +
+ ¢ = 0 m4 komplexné sdruzené reélné koteny (tj. p? — 4¢ < 0), tedy polynom
P(z) méa t-ndsobné komplexné sdruzené koreny,

e rozklad racionalni lomené funkce na parcidlni zlomky: vyjadieni racionalni
lomené funkce ve tvaru

Qn(z)  (z—a)f  (z—a)! (z —a)
th -+ Ct Bt,133 + Ct,1 o Bl.’L’ -+ Cl
(22 +px+q)t (22 +pr+q)t? (22 +px+q)’
je-li Qu(z) = (x —a)¥- ... - (22 +pxr+q)' ... rozklad jmenovatele v realném

oboru.

e Pro vypocet funkéni hodnoty polynomu, tedy i pro ovéfeni, ze dané cislo je
kofenem, jsme si uvedli Hornerovo schéma.
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Otazky a ukoly
1. Formulujte, co rozumime pod pojmem funkce a jak je obvykle funkce zadana.
2. Co je prirozeny defini¢ni obor funkce?

3. Najdéte alespon jednu funkci s definicnim oborem D a oborem hodnot H tak, aby
platilo:

a) D=Ra H = {3,5},
b) D =N a H je mnozina vSech kladnych lichych ¢isel,
c) D=R\{1,-2,3} a H je libovolny.

4. Napiste funkéni pfedpisy a najdéte defini¢ni obory funkei f, pro které plati:

a) f(z) je prumér kruhu o poloméru z,
b) f(x) je plosny obsah kruhu o poloméru z,
c) f(x) je objem krychle o strané z,
d) f(x) je povrch krychle o strané x,
e) f(x) je délka prepony pravouhlého trojthelnika, jehoZ odvésny

maji délku 3 a x.

o

Co je to graf funkce?

6. V obrazcich 1.30 jsou nakresleny kiivky. Ve kterém pfipadé se miize jednat o graf
jisté funkce a ve kterém ne?

A o 3

N T

b) Y c)

RGN :

<
9 ¥ U

Obr. 1.30: Grafy
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7. Zname-li graf funkce f, jak sestrojime graf funkce g, pro kterou plati (¢,a € R):
a) g(z)=f(-z), b) glx)=—f(a),
c) gla)=[f(x+c), d) g@)=[f(z)+c
e) g()=af(z), f) g(z)=flax)?
8. Necht f(z) =2x —3 a I = (1,2). Pro ktery z nasledujicich intervalt plati, ze f(I)
je jeho podmnozinou?
(=3,0), (—2,1), (—1,2), (0,3), (1,4).
9. Necht f(z) = 2?+x a I = (-1, ). Pro ktery z nasledujicich intervald plati, ze f(I)
je jeho podmnozinou?
<_17 0>7 <_%7 %>7 <_%7 %>7 <_%7 1>7 <07 %>
10. Jestlize pro jistou funkci g plati g(I) C (1,4), do kterého z nasledujicich intervald
zobrazi interval I funkce —g?
(1,4), (0,4), (—4,0), (—1,4), (-3,3).
11. Jestlize pro jistou funkei h plati h(I) C (1,4), do kterého z nasledujicich intervala
zobrazi interval I funkce %?
(1,4), (0,4), (=4,0), (3,2). (155:1).
12. Jestlize plati f(I) C (0,5) a g(I) C (—5,10), do kterého z nasledujicich interval
zobrazi interval I funkce f + g7
(0,5), (—5,10), (0,10), (—5,15), (0,15).
13. Kdy tekneme, ze se dvé funkce sobé rovnaji?
14. Zjistéte, které z nasledujicich funkei f, g resp. h (s pfirozenym definiénim oborem)
se sobé rovnaji:
a) f(z) =1, g(z) =3,
b) f(z) =1, 9(z) = 5,
c) flx) = /5, gla) = YT,
d) f(z) =Inz? g(x) =2Inz,
e) f(x) =z, g(x) = V%, h(z) = (V)"
15. Co je to zuzeni funkce?
16. Najdéte zuzeni funkei z prikladu 14 tak, aby se takto vzniklé funkce sobé rovnaly.
17. Jsou dény funkce f a g. Najdéte jejich zuzeni tak, aby platilo f/y = g/

a) f(r) =le =1+ |z +1], g(z)=[2],
b) f(x) =222 — 1, g(z)=1-3z.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Funkce f a g jsou definovany tabulkou (znak N znamen4, Ze funkce neni definovand):

z | f(z) | g(z)
a —2 3
b 0] -1
c 1 5
d N | -3
e 2 N

Najdéte funkee f +g, f—g, f/g. 9/f. f*—fg+3.
Pro funkei f plati flx+1)=f(x)+ f(1) +1Vz e R.

a) Cemu se rovnd f(0)?
b) Je-li navic f(1) = 1, najdéte
f2), F3), F(=1).

Pro funkei g plati g(z+vy) =g(x)+g(y) Yo,y € R.

a) Cemu se rovna g(0)?
b) Ukazte, ze plati

9(=) = —g(x), 9(2x) = 29(x) Vo € R.
¢) Je-li navic ¢g(1) = 1, najdéte

9(2), 9(3), 9(3)-

Najdéte alespon tii priklady funkce f pro kterou plati obé nasledujici podminky:

a) f(x+y) = fx)+ f(y),
b) f(ax) = af(z).

Pokuste se formulovat obecny pfedpis pro funkce s témito vlastnostmi.

Je-1i funkce f rostouci, je nutné

a) funkce 2f rostouci

b) funkce —f klesajici,

c) funkce f? rostouct,

d) funkce % klesajici (pro vSude nenulovou funkci f)?
Necht funkce f, g jsou definovany na stejném intervalu.

a) Jsou-li funkce f i g rostouct, je i funkce f + g rostouci?

b) Najdéte rostouci funkci f a klesajici funkci g tak, aby funkce f -+ g byla rostouci.

Necht f je lichd funkce, kterd je definovana pro x = 0. Jakou zde mé funkéni
hodnotu?

Najdéte k tak, aby funkce
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a) f(z) = 2% + kx + 1 byla suda,
b) f(x) = 23 — kaz? + 2z byla lich4.
26. Ukazte, Ze pro libovolnou funkci f definovanou na intervalu (—k, k), k > 0 plati, Ze
f(z) + f(—x) je sudd a f(z) — f(—=x) je licha funkce.
27. Necht jsou funkce f a g periodické se stejnou periodou. Ukazte, ze funkce f +
+ 9, fg, /g jsou také periodické.
28. Necht funkce f je periodicka s periodou p. Je-li a # 0, jakou periodu méa funkce
flax)?
29. Ukazte, ze plati:
a) VSechny konstantni funkce jsou ohranicené.
b) Je-li funkce f na intervalu I ohrani¢end, je i funkce —f na I ohranicena.
c) Jsou-li funkce f a g ohranifené na intervalu I, jsou také funkce f + g a fg na
intervalu I ohranicené.
30. Ve druhém sloupci najdéte funkce inverzni k funkcim v prvnim sloupci:
1
filz) = 539, 9i(e) = 155,
fo(x) = x%p 92(x) = z = 1
_ 1 1
fa(x) =3+ 5, g3(z) = — 2,
fil@) =% =2, gi(a) = L,
fs(x) = ﬁp gs(r) = 2z +4
31. Muze byt funkce sama k sobé inverzni?
32. Ukazte, ze inverzni funkce k prosté liché funkci je opét licha. Co muzeme fici o
inverzni funkci k prosté sudé funkci?
33. Co je to slozené funkce?
34. Ovéite, ze pro defini¢ni obor slozené funkce f o g plati Do, = g7 1(Dy).
35. Ukazte, ze kazda z nasledujicich funkei spliiuje vztah f (f (f(x))) = x:

c) f(x):—ﬁp d) f(m):a—%_l_b,kdea—kb:l.
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36. Necht pro funkce f, g, h definované na intervalu I plati f(z) < g(z) < h(zx)
a nechf jsou tyto funkce na I rostouci. Ukazte, ze plati f(f(z)) < g(g(x)) < h(h(x)).

37. Jsou dany funkce f a g pomoci vztaht

B |z  pro z <1, [ 2—2% pro z <0,
f(x)_{2a7—1 pro x> 1, 9(x) = r+2 pro x>0.
a) Nacrtnéte jejich grafy.

b) Nii?étei F(9(0), f(g(1)), fg(=2)), F(f(=1)), F(f(=2)), 9(f(0)), g(f(~
9(f(=2)), g(9(1)), g(g(=1)).

¢) Reste vzhledem k z:  f(z) =0, g(z) =0, f(z) ==, g(z) =2, f(z)=g(z),
flg(x)) =1, g(f(x)) = 1.

d) Dokazte, ze f(x) > 0 pro vSechna z.

e) Zjistéte, kdy je g(z) < 0.

f) Dokazte, ze f(g(x)) > 0 pro vSechna z.

g) Existuje inverzni funkce k f7

h) Existuje inverzni funkce k g o f7

)

i) Najdéte predpis pro funkci f o g a nakreslete jeji graf.

Cviceni
1. Necht funkce f je definovand predpisem f(x) = /z. Urcete
a) f(9), b) f(u), ¢ flz+1), d) f[f(z?).

2. Necht funkce h je definovand predpisem h(z) = —%5. Urcete

a) h(—x), b) hz+1), ¢ h(L), d) hlh()).

) = ——1 Ovérte, zda plati
a) p(a)+p(-x)= -2, b) p(2)=1ipE) -1, ¢ p(l-z)=L

—1 o o
d) e =p@)+2, e (x)—l—l =p(3)+1

3. Necht funkce p je definované predpisem p(x

4. Jsou dany funkce
a) f(xz) = arcsin(cosz), b) f(x) = {

cosx pro z € (—m,0),
sinz pro x € (0,m).

Najdéte hodnoty
a) f(0), f(=m), fBm), f(3), f(D)
)

b) f(0)7 f(_%)7 f(%)? f(3), f<4
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5. Najdéte funkce f, g, pro které plati
a) f(z)=az+0, fB)=-3,f(=2) =4
b) g(x)=az?+bx+c, g(0)=1,g(-1)=2,g(3)=18.
Vypoctéte f(3), f(1), 9(3), 9(1).
6. Najdéte (pfirozené) defini¢ni obory nasledujicich funkei f, je-li f(z) rovno:

a) 722+ 62 +5 b) 2z 4+ 3

x?—1 22+ 3x+2

c) x?2 — 4, d) /(3z —2)2

) x1—3’ ) \/ﬁ’

o JitL, b VE-2)@+3)

Do i)zl + [,

Se) Y oTm

m) xa—xfx\’ ) x+]33\—2’
o) el /= D) fely /=t
Q) (2?+2-6)"2 R e
s) In(v/z—3-2), t) In(e® —e™®),
u) InZZ0EE0 v) tgV2r,

w) arcsin(3 — v4 —22), x) In(2cosz —/3),

y) Vsinz++v9—a2  z) sin(lngl5).

7. Pomoci znamych grafii funkei a) y = |z|, b) y = 22, ¢) y = sinz, d) y = Inz a d)
y = e” sestrojte grafy funkci

a)y:_|x|7 y:1+|l‘|, y:|l‘|—2, y:‘l'—i-l‘, y:’Q?—Q’, y:|x+1|_27
y = 2[z[;

b)y:4£€2, y:imﬂ, yz—x2, y:—2x2, y::c2+2, yI.’L'z—l,
y=(@+2? y=(r-1)7% y=35(—-1)7 y=2x+2)? y=2>+4z+2,
y = 422 + 8z + 12;
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c)y=|sinz|, y = —sinz, y =2sinx, y =sin(x + 3), y = 2sin 3;
d)y=mn(2—-1x), y=Inz? y=3In2zx, y= ln%;

e) y:eim7 y:_em, y:_eixa y:1+em> y:exilv yzl_l()e%
8. Nacrtnéte grafy funkeci
0 pro |z|>1,
2r  pro z€(0,1),
a) f(zx) = b) f(x)=< 14z pro —1<az<0,
3—x pro x€(1,3);

11—z pro 0<z<1.

9. Pro zadané funkce f a g najdéte |f|, f+ g, f — g, fg, 9/f:

0 pro z <0, 0 pro z<0,
Q) f(z) = R TP

a)  f(z)=2, b) f(x) =, c) flz) =z,

d) flx)=z—-2* e f(x)=21 f) flz) =4,

g) flz) =43, h) f(2) =t ) fle) =1

) f@) =g k) f(z)= (-1 D flz)=a"+ 55,

m) f(@) =x(z), n) fl@)=x(z )[ — x(z)], kde  je Dirichletova funkce,
o) f(z)=2, p) f(z)=2a*+sinz? q) flz)=%H,

1) f(2) = sy 8 f@)=cos(m—1x), t) f(z)=""2,

W f(z) =wcoshz, v) f(z)=ZHELE Wy f(2) = sing + cose,

x) f(z)=zloglz|, y) f(z)=logZZ,  2z) fla)="02"
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11. Zjistéte, které z néasledujicich funkei jsou periodické, a najdéte jejich periodu:

a) f(x) =3,

0 fla) =T

e) f(z) =2+ cosz+ cos’z,
g [flx)=

i)  f(x) =5cos2mz,

k) f(z)= arcsin(sinz),

m) f(z)=In(cosz +sinz),
0) flx) = 23+2sine,

b) f(z)=(=1)F1,

d) f(x) = sen(z — [2] - 3),
f) f(z)==sinz,

h) f(z) = cosa?,

i) flz)=sinl,

1) f(x)=3cosx — 5sindx
n) f(x):sin2w+tg§,
p) f(x) = [z]arccos([z]).

12. Zjistéte, které z nésledujicich funkci jsou prosté a najdéte k nim inverzni funkce:

a) f(x) =3,

o) fl@)=2+3V7,

e) [f(x)=

g) flx) =42,

)  f(z) =3+ arccos(2z — 1),
k) flx)=2"mve?,

m) f(x) = logy(z + Va2 +1),

x pro =<0
2z pro z >0,
2r +3 pro x < —1,

r  pro |z| <1,
vV pro x> 1.

13. Ukazte, ze kazda z nasledujicich funkci je

q) f(x)

b) f(x) = (x—2)2+u)
Q) fla)= 52,

) fla) = 25,

h) fla) =37

flx) =1+ V3 +e>,
f(ili') — 23+arctgw’

= tg(l — 2arctg x),

™

5 pro |z|>1,

arcsinz pro |z| < 1.
2¢ pro = < —1,

r pro |z| <1,
Vx pro x> 1.

sama k sobé inverzni:

) f(x)

a) f(x)=x, b) f(z) = -z,
o) fa)=1, d) f(z) =2+,
) f(a)=2+ 715, ) fla)=-7%7,
g) flz)=9Eb ) f@)=vI-22 proz>0.
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14. Najdéte funkce f , pro které plati:

a) f(2x) =z, b) f(z+1)=uz,

c) fl—x)=uz, d) f(@*) ==,

e) f(i)=uz, f) f(l+a)=4z—1,
g) f(2z) =4z —1, h) f(2?) =4z -1,

) fl—z)=42z-1, j) f(i)=4z-1

15. Nasledujici polynomy rozlozte v redlném oboru:

a) ot — 623+ 1122 — 6z, b) a° — 52 + 4w,

c) 2%+ 52?4 8z +4, d) 2*—523+ 922 — Tx + 2,

e) z°+at—ad—a? f) 27— 62° + 923 — 4x,

g) ¥+t +x+1, h) 2° — 5z +122% — 162% + 11z — 3,

i) at+1, j) 2% — 425 + 2t 4 623 + 202% — 562 + 32,
k) 26— 64, ) 2% —52° + 62t + 223 + 422 — 247 + 16.

16. Nésledujici racionalni lomené funkce rozlozte na parcialni zlomky:

a) 1 b) 3% + 30z — 120
x(r+1)(z+2) (x —2)(z+2)(x —5)’

C) r—1 d) 3r —4
croerr Y oo

e) Sz — 14x + 17 f) P +ar—1
(x —5)*(x —1)%’ r(x? +1)°

1 1

o GrrE s M @oai@rm Ty
i) 192 i) 4 + 3z

176—647 J 3172 I2+1)27

4+ U (x — 3)*(2* — 4z +5)°

Vysledky
a) 37b) \/av C) vz +1, d) ‘x|:

a) ﬁ’b) 21é7 C) 1iz,r#07 d) #_‘;'_11 1775—1;

1.
2.
3. a),b) ano, c) ne (ano pro = # 1), d) ne (ano pro z # —1), e) ano;
4.
6.

a) 5,—5,—%,0,%,b) 0,0, ?,sin& neni def.; 5. a) f(z) = %(6— 7x), b) g(x) = %(5$2 + 2z) + 1;

a) R\ {-1,1}, b) R\ {-1,—-2}, ¢) (=00, —2) U (2,0), d) R, €) (3,0), f) (=00, —5) U (5,,0), g) (—o0,—1) U (1,00), h)
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Obr. 1.31: 7. b)

(_OO _3> u (2700)7 i) R \ {0}7 -]) R, k) R\ (07 1)7 1) (_0070)7 m) (07 OO)= n) R \ {1}7 0) (_272)7 p) (—OO, _2) u (2700)7 Q)
2
(_007 _3) U (27 OO)? I‘) R \ {07 1}7 S) (77 00)7 t) (07 OO), u) (_007 2) U (37 OO), V) <07 OO) \ {93 | T = % (1 + 2k)27 ke Z}7 W) {0}7
x) (=%, %)+ 2km, k€ Z,y) (0,3), 2) (—3,00);
2 2 5 i
x| X
y 1 1 2 1+|X| 1 3
2 A 0 1 B 2 ] 2 1 |x1-2
i L -|x]
2 A G 1 2
bl ’ - -2 = f 3
1 x
[x+1] / [x-2| 3 2 4 1
1]
Ty 2 2|x]
[x+1]-2 ¥
1
35 B % 0 i 0 i 2 3 i y 1
3 3 5
- 5 1 U 1 2
2 -3 '
Obr. 1.31: 7. a)
3 3 3 3
x? ax? x2+2
2 b) 2
¥ ¥ ¥ ¥
1 1 1 ;—Xz 1
2 ¥ 8 i 22 4 U 1 2.4 i U i 3.0 A U 1 3
x ® X i ]
2 - 1 22 - ] 2 2
; ol 5 o+2)’f L
1 2 A 2 x*-1
=X -2X y
¥ +3 \i/ 2 1
-2 ol x
3 4 . 3 ) E] 0
3 2 3 2 2
2
(1) 2] : 2062 | AL
1
¥ z(x1) ¥ ;
14 1 '4
k-1
4 U 1 S 5 0 1 2 34 3 2 i 0
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o1

-Sin x

sin x 1 |sin x| 1
¥
-2 - T 2 3 o 4 Dj 1742 3" 2 g A
-1 4 g
21 2sin x 4
2sin 3
y o1 1 ¥ ol
¥
-2 Rl i 2 3 -2 B! UJW 3 2 -1 E 2 3
kS R
-1 1 sin (x+3) 1
2
e

mzx

¥

Obr. 1.32: 7.¢)

™
2 -e"
Obr. 1.33: 7. q)
g
|
I a) b}
1 |
|
|
I
! X X
T 1 2 3 2 i 1 2

Obr. 1.34: 8.a), b)

9.b) (f+9)@) =1,z #0, ,(9/f)(x)

{0 250 -

12. a) 7, b) neni prosta, c) é(a:—2)2, x> 2,d)

o)  pro z < 0, § pro x > 0, p) sinx pro |z] <

x> 1;

—T

(z—3)2
(2z—1)2°

27w

e 0,d) f] = f (4 9)@) ={

5 [
4 5
3
i 1+e*
&
2 ¥3
o
\l\e
AR
]
T R 1 2
g X
/-ex
2
¥ g x
3 a2
y 7€
4
3 T T i ] 3

Obr. 1.34: 7. ¢)

2 TS0 U@ =

r—T

v (9/)(@) =—=z, z>0;
10. a),h), 1), m),n),p),r),s),t),z) sudé, c),e),f),i),q),u),v),x),y) liché;
11.a) Vp € R, b) 2, ¢) 2,d) 1, e) 2w, g) 3m, i) 1, k),1),m),n),0) 27;

2

T € (%, 3), e) neni prostd, f) — 3/ -+, g) neni prostd, h) ln;“ffns,
i) 2(1+ cos(z — 3)), x € (0,7), j) % In(z? — 2z —2), k) 2+ 2@ 1) tg (

% — ), m) 2¢~1 _21=% ) tg%(l — arctgz),

@ pro |z| > 2, q) neni prosta, r) £ pro x < —2, z pro |z| < 1, z? pro

14.a) 3,b)z—1,¢c) 1 —z,d) /z proz >0, —/[z| pro z <0, e)%prox;«é0,0prox—O, f) 4z —5,g) 2z —1,h) 4/z—1
pro z > 0, —4/|z| — 1 pro < 0, i) 3 — 4z, j) %71pr0x7€0, —1 pro z = 0;
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15. a) z(z — 1)(z — 2)(z — 3), b) z(z + 2)(z — 2)(z + 1)(z — 1), ¢) (z +2)2(x + 1), d) (z — 1)3(x — 2), e) z2(x — 1)(z + 1)2,
f) z(x — 1)2(z + 1)%(z — 2)(=z + 2), g) (22 + 1)(z + 1), h) (z — 1)3(22 + 2z + 3), i) (2% + 2v2 + 1)(2? — 2z + 1), j)
(x — 1) (x —2)3(x2 + 3z +4), k) (z — 2)(z + 2)(2? + 2z + 4)(2? — 22+ 4), 1) (z — 1)(z — 2)3(2? + 2z + 2);

2 2 2 1 1
16. a)ﬁ z+1+2(1‘+2)’b)z 2 z+2+z557c)m+m_fﬂ’d)ﬁ_ﬁ_u 1)2+(a:71)3’e) 2(9c71)2+2(m25)2’
f) 1_ 1 g) + + 1—2x x h) 1 _ 1 + 4411 ) 1 . + x—4 _
x z2+1’ 2(z+1) 4(z+1)2 4(z2+1) 2(z2+1)2’ 52(z—4)  20(z—2) " 130(«242z+2’ 7/ (z—2 z+2 " z2—2z+4
_ z+4 ,]) 4 _ _ k) 2—2/2 2422 1) 1 _ 2x—1 .
z2+2a0+4" z2+1 <z2+1)2’ 4(z2—zv241) 4(1;2+a;\/§+1)7 2(x—3)2 = 2(z2—4x+5)
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2  Diferencialni pocet

2.1 Uvodni poznimky — motivace

P1i feSeni uloh z fyziky, chemie, technickych a jinych védnich oborti, pfi matematické
formulaci zdkont v pfirodnich védach uzivame c¢asto pojmy jako napf. derivace, integral,
diferencialni rovnice. Uvedme nékolik prikladi:

Priklad 2.1. Problém nalézt rozméry ¢tvercového otevieného bazénu daného objemu V'
tak, aby na oblozeni jeho stén bylo zapotiebi co nejméné materialu, vede k tloze urcit
nejmensi hodnotu funkce

S =—+4+27% x>0,
x

kde S je celkovy plosny obsah stén bazénu, x strana ¢tvercového dna; hloubka bazénu je
y = V/z% ReSenim tlohy vychazi

=2V, y= V.
Hodnotu x jsme ziskali jako kofen rovnice

4V
X

jejiz leva strana je derivaci funkce S podle proménné x.

R L R

Obr. 2.1: RL obvod Obr. 2.2: i(t) = %(1 — e (R/D))

Priklad 2.2. V obrazku 2.1 je schematicky znazornén elektricky obvod s rezistorem
odporu R a induktorem indukc¢nosti L pfipojeny na zdroj konstantniho napéti U. Po
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zapnuti spinace zac¢ne obvodem protékat proud i. Pro jeho pribéh v zavislosti na case
dostaneme uzitim Kirchhoffova zakona vztah

di
Ri+L—="U.
d¢
Druhy ¢len na levé strané této rovnice, zvané diferencialni, tj. soucin indukénosti L a de-
rivace di/dt funkce i = i(t), uddva indukované napéti na induktoru. Resenim diferencidlni
rovnice je funkce

i(t) = = (1 — e*(R/L)t) .
Pribéh proudu je znazornén na grafu této funkce v obrazku 2.2.

Priklad 2.3. Koname-li sadu méreni napt. néjaké fyzikalni veliciny, je kazdé jednotlivé
méfeni zatizeno chybou, jejiz pri¢iny nezname a poklddame ji za tzv. ndhodnou veli¢inu.
Pravdépodobnost P, Ze chyba urc¢itého méfeni lezi v intervalu (—¢, ¢), je ddna vzorcem

1 g
P(—¢,¢e) = / e/ g,
oV 21 J_¢

22/(20?)

£
kde viraz [ e ® /") dx  se naz§véa urcity integral funkce e~ , 0 je stiedni kva-

g
draticka chyba méfeni.

Jiz z téchto nékolika malo prikladd je patrné, Ze pomoci vyse pouzitych pojmd mizeme
formulovat tlohy nebo vytvorit matematicky model situaci v rtiznych oborech technické
praxe a jejich TeSenim ziskat tidaje, které nas zajimaji. Vytvareni takového aparatu, od-
vozovani a vySetfovani jeho vlastnosti patfi do védniho oboru zvaného matematicka
analyza .

2.2 Limita

Pti vysetfovani pribéhu funkce v celém jejim defini¢nim oboru je pfedevsim tfeba charak-
terizovat jeji lokalni vlastnosti, tj. chovani funkce v okoli jednotlivych bodi. Zajima nés
napt. chovani dané funkce f, blizi-li se hodnoty argumentu x k nékterému bodu a. Muze
se stat, ze se pri tomto blizeni funkéni hodnoty blizi k nékterému ¢islu b, coz budeme vyja-
dfovat formulaci ,,funkce f ma v bodé a limitu rovnu b“. Proces ,blizeni“ je ovSem nutno
matematicky precizovat, coz uc¢inime v této kapitole. Nejprve uvedeme nékteré problémy,
které k této situaci vedou.

V matematické analyze hraje napt. dilezitou tlohu podil

plx) —pla)

kde ¢ je dand funkce, a pevny bod. Tento podil tzv. pfirtistku funkce ¢(x) — p(a) k pii-
ristku argumentu z — a miiZze znacit napf. primérnou rychlost pohybu bodu po ptimce,
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jehoz zdkon dréhy je dan vztahem y = (z), kde y je draha, kterou bod urazi za cas x.
Zajima nas, jak se méni hodnota tohoto podilu — jinak feceno, jak se méni hodnota funkce
f dané vztahem
p(r) — ¢(a)
@) = 22

r —a

I

jestlize se hodnoty argumentu x blizi k ¢islu a, coz ¢asto znacime x — a. V uvedeném
fyzikalnim vyznamu daného podilu se ptame, jak se méni primérna rychlost pohybu, kdyz
se Casovy usek zkracuje.

Je zfejmé, ze musi byt stdle x # a a ze jmenovatel se blizi k nule; obvykle se blizi k nule
i ¢itatel. Jakych hodnot vSak pfi tom nabyva podil, tj. jaké jsou hodnoty funkce f(z)?
Uvedeme nékolik prikladi.

Priklad 2.4.  a) Nechf ¢(z) = 22, a = 1. Potom

2?2 -1
Pro x # 1 je hodnota funkce f rovna
Dz —1
f(x):(x+ )@ ):x+1.
r—1

Kdyz x — 1 (pfi¢emz stale x # 1), pak f(z) — 2 (viz obr. 2.3).

Jinak formulovano: K libovolné malému ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze pro kazdé =,
pro néz je 0 < |z — 1| < 4, plati | f(z) — 2| < ¢, neboli
proz € (1 —9,1+0), 2 # 1plati f(z) € (2—¢,2+4¢).

b) Necht p(z) = /x, a = 0. Potom

f(l‘)—T
Pro x # 0 je .
@) =

Jestlize © — 0, pak hodnoty f(x) neomezené vzrustaji, protoze jmenovatel zlomku se
blizi v kladnych hodnotéch k nule a ¢itatel je stéle roven 1 (viz obr. 2.4). Formulovano
presnéji:
Zvolime-li libovolné velké K > 0, mizeme nalézt 6 > 0 tak, ze pro kazdé x # 0, pro
néz je |x| < 9, plati f(z) > K.

c¢) Necht p(z) = |z|, a = 0. Potom

=1 x>0
2 —_-_1 <0’

=
=
|
8
I
—N
1818

tedy funkéni hodnoty dané funkce se ,zleva“ blizi k —1 a ,zprava“ k 1 (viz obr. 2.5)
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2+e ;V
2{
2-e /
/ -1 P
0 -6 1 146 ' F e PR " 3
]
Obr. 2.3: y = % Obr. 2.4: y = 3/1;2 Obr. 2.5: y = &

Definice limity

Definici zakladniho prostfedku matematické analyzy — limity — budeme formulovat tak,
aby byla pouzitelnd i pro zobrazeni, ktera jsou obecnéjsi nez realné funkce realné pro-
meénné:

Definice 2.5. Rekneme, 7Ze funkce f méa v bodé a limitu b, kdyz
e a je hromadnym bodem mnoziny Dy,

e k libovolnému okoli ¢/ (b) limity b existuje okoli U(a) bodu a tak, Ze funkce f zobrazi
redukované okoli U*(a) do U(b), tedy

VU(b) 3U(a) : U (a) C fHU®D)).

Potom piSeme lim f(x) =b nebo f(z) — b pro =z — a.

r—a
Je-li b # +oo, mluvime o vlastni limit€, v opacném pripadé o limité nevlastni.

Nejcastéji budeme vysetrovat funkce, které budou definovany na néjakém redukovaném
okoli bodu a; v tom piipadé bude prvni podminka v definici limity automaticky splnéna.

Jsou-li body a, b vlastni a oznacime-li €, § poloméry okoli U (b), U(a) v tomto pofadi,
lze druhou podminku v definici limity formulovat nasledovneé:

Ve>030>0VereDy: 0<|z—a|<d=|f(x)—b| <e.

Je-li b nevlastni, napf. b = oo, 1ze tvrzeni lim f(z) = oo formulovat takto:

r—a

VK>036>0VzxeDf: 0<|z—a|]<d= f(z)> K,

a analogicky pro a nevlastni, napf. a = oo, lze tvrzeni lim f(x) = b formulovat takto:

T—00

Ve>0 3K >0Vz e Ds: o> K=|f(x)—b <e.
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Jako cviceni zformulujte podobné definici limity pro pripady, kdy a nebo b je nevlastni
bod —oc.

Priklad 2.6. V prikladu 2.4 jsme ukazali pfimo z definice limity, ze

2 3
ot —1 ) T .|z
lim =2, lim \/—— = 00, lim u neex.
x—1 1 — 1 x—0 2 z—0

Poznamky k definici limity

1. Vlastnimi slovy mizeme fakt, ze funkce f ma v bodé a limitu b formulovat takto:
Funkéni hodnoty funkce f v okoli bodu a lze s libovolnou presnosti aproximovat
¢islem b; neboli blizi-li se bod z k bodu a, lisi se hodnota f(x) od ¢isla b libovolné
malo.

2. Vsimnéte si, ze v definici limity je vylouc¢en bod x = a, tudiz limita funkce v bodé
a nezavisi na tom, zda a jak je funkce v tomto bodé definovana. Proto dvé funkce,
které se od sebe lisi pouze v bodé a, budou mit v tomto bodé tutéz limitu, nebo
nebude mit limitu zadn4 z nich.

3. V definici je vyuzito jen hodnot funkce v okoli bodu a. Proto dvé funkce, které maji
tytéz hodnoty ve vSech bodech néjakého redukovaného okoli bodu a, maji v tomto
bodé tutéz limitu, nebo v ném nema limitu Zadna z nich.

4. Funkce, jejiz limitu pocitame, tedy nemusi byt definovand v bodé a. Ziejmé by
ale nemélo smysl, aby v nékterém redukovaném okoli tohoto bodu nelezely viibec
body z defini¢niho oboru funkce f — je tedy prirozené pozadovat, aby bod a byl
hromadnym bodem defini¢niho oboru.

Snadno se ukaze (ovéfte jako cvifeni - sporem) platnost néasledujiciho tvrzeni:
Véta 2.7. Funkce f ma v bodé a nejuys jednu limitu.

Priklad 2.8. Vypocitame nékolik limit pfimo z definice:

1. limc = ¢, 2. limz = a,
3. lim 1=0,
x—=Foo ¥
4. lim a® =00 proa > 1 5. lim a* =0 proa >1
Reseni.
1. Jde o limitu konstantni funkce f(z) = ¢. Zvolime-li U(c) libovolné, potom

f(z) € U(c) pro vSechna z a tim spiSe pro x z néjakého redukovaného okoli bodu
a; to plati i v tom piipadé, Ze bod a je nevlastni.

2. V tomto pripadé je f(z) = = a pro kazdé U(a) je f(x) € U(a), je-li z € U*(a).
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3. Zvolme okoli (—¢, €) bodu 0 (¢ > 0). Potom f(z) € (—¢, €) znamené, ze || < . To
je splnéno jednak pro vsechna x € (%, o0), coZ je okoli bodu co, jednak pro vsechna
x € (—00, —1), coZ je okoli bodu —co.

4. a® > K pro x > log, K.

5. |a®| = a” < e pro = <log,e.

Limita parcialni funkce (relativni limita)

VySetifujme spolu s limitou funkce f v bodé a také limitu parcialni funkce f//, kde a je
hromadny bod mnoziny M.
Limitu funkce f/j; budeme znacit symbolem lim f(x) a nazveme ji relativni limitou

r —a

re M
nebo téZ limitou vzhledem k mnoziné M.

Jestlize plati, Ze ke kazdému okoli U (b) existuje U*(a) tak, ze funkce f zobrazi vSechny
body tohoto okoli do U(b), tim spiSe tam zobrazi vSechny body mnoziny U*(a) N M, tedy
ziejmé plati nasledujici véta:

Véta 2.9. Je-lilim f(x) = b, potom pro kazZdou mnozinu M takovou, Ze a je hromadnym

r—a

bodem M N Dy, plati lim f(x) =b.

r — a
re M

Specialnim pripadem relativnich limit jsou jednostranné limity:

Definice 2.10. Definujeme:

1. limitu zprava: lim+ flz)y=lm f(z),
z € (a,00)
2. limitu zleva: lim f(x) = lim  f(x).

z € (—o0,a)

Priklad 2.11.

lim 1 = oo, 2. lim ! = —c0.
x—0t+ T z—0— 7
Reseni.
1. Zvolme okoli (K,o0), kde K > 0. Potom pro viechna z € (0,%) je 1 € (K,00),
pfi¢emz interval (0, ) je primikem okoli (—+, %) bodu 0 s intervalem (0, c0).
Cést 2. se ukaze analogicky. O

Vztah mezi limitou funkce a jednostrannymi limitami popisuje nasledujici uzite¢na
véta:
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Véta 2.12. Funkce f md ve vnitrnim bodé definicniho oboru limitu, prdavé kdyz mad
v tomto bodé obé jednostranné limity a ty se sobé rovnagi. Potom plati

lim f(z) = lim f(x)= lim f(x).
r—at r—a~ T—a
Dukaz véty naleznete v ¢asti Pro zajemce na konci kapitoly.

Pro vypocet limit miizete pouzit tento Maplet.

Limita posloupnosti

Protoze mnozina N vsech pfirozenych ¢isel ma jediny hromadny bod oo, méa u posloup-
nosti smysl vysetfovat jen limitu lim a, . Pro posloupnost mtizeme definici limity napsat

n—oo

v nasledujicim tvaru:

lima,=0 < Ve>03K>0YneNn>K: |a,—bl <e.

n—oo

Formulovano vlastnimi slovy: Posloupnost (a,) méa limitu b, jestlize v libovolném okoli
limity b od jistého indexu lezi vSechny ¢leny posloupnosti.

Posloupnost, kterd mé vlastni limitu, se nazyva konvergentnt, posloupnost, ktera ma
nevlastni limitu nebo neméa zadnou limitu se nazyva divergentni.

Priklad 2.13. lim - =0.
ResSeni. Posloupnost (1) je ztzenim funkce f: f(z) = L na N, tj. (1) = f/n. Protoze
jiz vime, Ze lim % =0 (priklad 2.8), dostavame podle véty 2.9 o relativni limité

T—+00
lim L =0. O
n—oo "
Posloupnost 1, 1, 2, %, 3, %, 4, %, ... zfejmé nema limitu, ale mizeme z ni vybrat dveé
konvergentni posloupnosti
. 1 . .
lim as, = lim — =0, lim as,—1 = lim n = occ.
n— oo n—oo 1, n—0o0 n—o0

Pro limity téchto vybranych posloupnosti plati, ze v libovolném okoli kazdého z nich lezi
nekone¢né mnoho ¢lentt dané posloupnosti, ale ne vsechny od jistého indexu, jak to plati
pro limitu. Takové , parcidlni limity“ posloupnosti nazyvame hromadnymi hodnotami
zadané posloupnosti, definujeme:

Definice 2.14. Bod b se nazyva hromadnou hodnotou posloupnosti (a,,), jestlize pro
kazdé okoli U(b) je a,, € U(b) pro nekoneéné mnoho indexi n.

Porovnejme definici hromadné hodnoty posloupnosti s definici limity, tj. a, € U(b) pro
vSechna n z nékterého okoli oco; takovych indextd n je jisté nekoneéné mnoho. Odtud
vidime, Ze pokud mé& posloupnost limitu, je tato limita jeji hromadnou hodnotou (a to
jedinou). V obecném piipadé mize mit posloupnost vice hromadnych hodnot; zavadime
nasledujici oznaceni:


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/Limita.html

60 DIFERENCIALNI POCET

Definice 2.15. Nejvétsi z hromadnych hodnot posloupnosti (a,) se nazyva horni limita
a znacl se limsup a, nebo lima,. Nejmensi z hromadnych hodnot posloupnosti (a,) se
nazyva dolnt limita a znadi se liminf a,, nebo lima,,.

Z definice plyne

liminf a,, < limsup a,,

pfi¢emz rovnost nastava, pravé kdyz ma posloupnost (a,) limitu. Potom plati

liminf a,, = limsupa, = lim a,.
n—oo
Poznamenejme, zZe tato skutecnost plati pro kazdou hromadnou hodnotu posloupnosti,
tedy je-li ¢islo b hromadnou hodnotou posloupnosti (a,), existuje vybrand posloupnost
(ax) z této posloupnosti pro kterou plati klim ap = b.
—00

Pojem horni a dolni limity posloupnosti budeme potfebovat v kapitole o mocninnych
radach.

Véty o limitach

Pojem limity (zvlast ve vlastnim bodé) jsme zavedli hlavné pro ptipady, kdy se do zkou-
maného vyrazu hodnota, ve které limitu pocitame, neda dosadit. V pfedchozim odstavci
jsme v 2.8 pfimo z definice ukézali, Ze pro funkce f(z) = ¢, f(x) = =z a f(x) = a” je
limita v libovolném bodé rovna funkéni hodnoté; ze stredni skoly vite, ze takto mtzeme
limitu pocitat vzdy, kdyz dosadit jde. K tomu ale potiebujeme provéfit nékteré vlastnosti
limit (napf. aritmetické operace s limitami) a dale nékteré dalsi zakladni limity, napf. ze
lim, ,,sinx = sina, lim, .,cosz = cosa. Tomu se budeme vénovat v tomto odstavci,
uvedeme (pfevazné bez dikazu) nékteré véty o limitach redlnych funkei, jejichz platnost
umozni pocital limity dosazenim.

Véta 2.16. Limity a nerovnosti

1. Nechtlim f(z) < lim g(x). Potom ezistuje okoliU(a) tak, Ze pro vSechna x € U*(a)N
NDyN D, plati f(x) < g(x).

2. Necht existuji limity lim f(xz) = b, lim g(x) = ¢ a na jistém okoli U*(a) plati

Tr—a Tr—a

f(z) < g(x). Potom je b<c.

3. (O sevieni) Necht lim f(z) = lim h(z) = b a na jistém ryzim okoli bodu a plati

r—a r—a

f(z) < g(x) < h(z).

Potom také lim g(z) = b.

r—a
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Receno vlastnimi slovy: plati-li jista (ostra) nerovnost mezi limitami dvou funkci v
né¢jakém bodé, plati na néjakém okoli tohoto bodu stejnd nerovnost i mezi funkénimi
hodnotami téchto funkei; a naopak plati-li na jistém okoli néjaka (i ostrd) nerovnost mezi
funkénimi hodnotami dvou funkei, plati (neostra!) nerovnost mezi limitami; tfeti tvrzeni
charakterizuje jeho nazev. Vétu nebudeme dorazovat.

Uzitim vét o nerovnostech a limitach ukazeme, ze plati

1. Pro libovolné a € R plati

limsinz = sina, limcosx = cosa.

r—a r—a

a) Nejdiive ovéfime pomocné tvrzeni:

Plati-li Vo € U*(a) N Dy
|f(z) = b] < klz—al,
kde a,b,k € R, k > 0, potom

lim f(xz) = 0.

r—a

Zvolme libovolné okoli U (b, ¢).
Polozime-li 6 = ¢/k, je U*(a) = {z € R, 0 < |z — a| < ¢/k}. Plati tedy
£

F@) =W < Ko —al <k

:6,

tedy lim f(z) = b.

b) PouZijeme nerovnost |sinz| < |z| kterd plati pro kazdé = € R, a nerovnosti

|sinz] <1, |cosz| < 1. Protoze
. . . T—a r+a . . r—a
sinz — sina = 2sin 5 o8 —5—, e |sinz —sinal < 2 = |z —al.

Odtud podle a) je lim sinz = sina.
r—a

c¢) Analogicky se dokéaze tvrzeni lim cosz = cosa.

r—a
2. ,
. SIn x
lim =1.
x—0

(Tuto limitu v nule budeme potfebovat pfi odvozeni derivace sin(z) a navic funkce
f(z) = 220 yystupuje odbornych technickych aplikacich.)

T Y
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Pro
T € (O,g) resp. T € (—g,O)

sinr <z <tguw, resp.

plati nerovnosti

tgrx < x <sinx,

které se nazorné ovéri pomoci zobrazeni funkci sinx, tgx na jednotkové kruznici

(obrazek vpravo)
Tedy pro x € (—g, %) x # 0 plati -
sin sin x
cosx < <1 X
x

Vime, ze lim1 =1, kromé toho také

i . o 7 x
limcosz =1

z—0

Zbytek plyne z véty o sevieni. Obr. 2.6: K vypoctu lim %

z—0

Pro vypocet limit je velmi duilezita nasledujici véta o aritmetickych operacich:
Véta 2.17. o aritmetickych operacich pro limity Necht funkce f, g maji vlastni
limity v bodé a a plati lim f(x) =b a lim g(x) = ¢, pak

lim[f(z) £ g(z)] =b=£c,

r—a

lim f(z)g(z) =b-c,

je-li navic ¢ # 0 , plati
lim _f(ac) = é
e—a g(x) ¢

Dukaz véty naleznete v ¢asti Pro zdjemce na konci kapitoly.
Priklad 2.18. Limita polynomu:
lim P(z) = P(a), kde P(z) = a,2™ + ap_12" " + -+ + a1z + ao je polynom.

r—a

Reseni. Vyéetfujme limitu k-tého ¢lenu polynomu s pouzitim véty 2.17 a ptikladu 2.8.

Dostavame lim apz"* = = lim ay, - (lim z)* = apa®
r—a
n
a odtud lim P(x) = lim Z apr® = Z lim apz® = Y ara® = P(a). O
r—a r—a k=0 =0 r—a k=0
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Je-li néjakéa funkce f ohraniCend (napf. shora, f(z) < ¢,c¢ € R) a pfitom rostouci, musi
byt (podle véty o nerovnostech) jeji limita lim f(x) < a, navic plati
T—00

Véta 2.19. Kazdd funkce f, kterd je neklesajici (resp. nerostouci) a shora (resp. zdola)
ohranicend na nékterém intervalu (K, 00) md v bodé oo vlastni limitu b a plati

b= sup f(x) G%pb: nﬁ)ﬂ@)

z€(K,00) z€(K,00
Piiklad 2.20. Posloupnost ((1+ 2)")™  je konvergentni.

ResSeni.

EHC-D 0D (-5

"1 1 2 kE—1
o= —(1- 1— (1= .
(i1 ;k!( n—i—l)( n—i—l) ( n—l—l)

Odtud je zfejmé, ze a,, < a,y1, tedy posloupnost je rostouci. Déle

1 1 1 1 1 1

To znamen4, ze posloupnost je shora ohranicend a ma vlastni limitu. O]

Posloupnost ((1 + %)”)Zozl vystupuje pii tzv. slozeném trokovani: Jestlize r je ro¢ni
urokova mira a urok se pocita k-krat roc¢né, pak banka jeden rok rozdéli na k stejné
dlouhych trokovacich obdobi a za Grokovou miru platnou pro kazdé trokovaci obdobi se
vezme jen odpovidajici ¢ast ;. Na konci prvniho tirokovaciho obdobi vzroste pocatecni

vklad P na hodnotu P - (1 + {) (korun), na konci druhého resp. tfetiho tirokovaciho

obdobi na P-(1+ %) - (14 %) = P-(1+ 1)* (korun) resp. P - (1 + §)* (korun), na

konci prvniho roku se trok pocital prave k-krat a budouci hodnota B vkladu P v tomto
okamziku tedy je B = P - (14 %)* (korun).
Necht pocéatecni vklad je jedna koruna, P = 1 a nechf trokova mira je extrémné vysoka

r=1.

Pii drokovani jednou roc¢né vzroste vklad P = 1 ke konci roku na budouci hodnotu
B=1-(141)=2 koruny (zde jsme méli k =1,t=1).

Pti trokovani dvakrat ro¢né (k = 2) vzroste vklad 1 koruna ke konci prvni polo-
viny roku pii trokové mire 0,5 na hodnotu B = (1 + %)0’5'2 = 1,5 koruny; ke konci

roku,tedy po uplynuti druhého trokovaciho obdobi pfi stejné trokové mife na hodnotu
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B=(1+1)-(1+1)=(1+1)"=2,25 (korun).

Indukci je mozné usoudit, ze pfi n-nasobném trokovani v pribéhu roku vklad 1 koruna
vzroste ke konci roku na hodnotu B = (1+ 1)" (korun) a to je posloupnost vysetfovana
v predchozim prikladu.

Limita této posloupnosti hraje v matematické analyze vyznamnou roli. Oznacujeme ji e
a nazyvame Fulerovo ¢islo:

1 n
lim (1 + —) =e=2,718 281 828 459 ...
n

n—oo

Véty o nevlastnich limitach

Véta 2.21.
1. lim f(zx) =00 <« lim(—f(z)) =—-00
2. lim f(z) =4oc0 = lim|f(x)] =00

3. lim|f(z)|=0 < limﬁ:O

r—a

4. lim f(x) = oo, g(x) ohranicend = lim|[f(x)+ g(z)] = 0

r—a r—a

5. lim f(z) =00, g(x)>¢c,c>0 = lim[f(z)-g(z)] =00
Véty 4., 5. jsou formulovany pro nevlastni limitu oo avsak z véty 1. plyne jejich platnost
i pro bod —oo . Kromé toho podminky poloZené na funkci g staci vztahnout na nékteré
okoli bodu a. Zaménime-li ve vété 5. podminku g(x) > ¢ na g(x) < —c¢, bude limita
soucinu —oo. navic z véty 3. a 5. plyne

6. lim f(z) =0, g¢(z) ohrani¢end = lim|[f(x) g(x)] =0

Tr—a r—a

Priklad 2.22. lir% T sin% = 0, protoze funkce sin je ohranicena a lir% r=0.
T— T—s

2/r

Obr. 2.8: f(z) = zsin 2
Obr. 2.7: f(z) = sin

8] |
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Priklad 2.23. Podobné ukézeme, Ze pro funkci f definovanou predpisem

fo =exte)={ 5 TG et lig e o

protoze funkce x je ohranicena a lim x = 0.

z—0
Priklad 2.24. Necht P,,(x) je polynom stupné m a @Q,(x) polynom stupné n. Mame
vypocitat

. Pp(x)
a)  lim B

b) lim Zﬁ—@’ je-li Ppy(a) = Qu(a) = 0.

ReSeni. a) Necht
Pp(z) = amx™ + ap12™ '+ -+ a1 + ag,

Qn(x) = bnxn =+ bnflmnil +oe 4+ blm + bO-

Rozlisime tii pripady:

1. m < n: VySetfovanou racionalni lomenou funkci rozsifime vyrazem x~" (¢ita-

tele 1 jmenovatele délime nejvyssi mocninou z, ktera se ve zlomku vyskytuje);

dostaneme
. Pu(x) a2 gt g
lim = lim :
r—oo Qn(x) T—00 by + byt + -+ byt 4 bgr "

limita jmenovatele je zfejmé rovna b,, (ostatni s¢itance obsahuji zaporné moc-
niny z, a tedy maji nulovou limitu), protoze podle pfedpokladu je m < n, jsou i
vSechny mocniny z v ¢itateli zaporné, a tedy limita cCitatele je rovna nule. Proto
limita celého zlomku je rovna nule.

2. m = n: Opét delime citatele i jmenovatele vySetfovaného zlomku nejvyssi moc-
ninou x, ktera je stejna v citateli i jmenovateli a je rovna n. Dostaneme

. Py(x) Coantapx o atr +apr ™
lim = lim
N R A S S W Y

Y

mocniny z v Citateli i jmenovateli jsou zaporné, a tedy je limita celého zlomku

rovna .
bn,

3. m > n: Nejdiive z polynomu v c¢itateli i z polynomu ve jmenovateli vytkneme
koeficient u nejvyssich mocnin z:
m am—1 ,,m—1 a a
e A R e R

y Pp(x)  am Y
1m = — l1m

n

Citatele i jmenovatele vydélime nejvyssi mocninou z vyskytujici se ve jmeno-
vateli zlomku, tedy n a dostaneme:
Pm(;l,’) a_m ] xm—n _|_ am—lxm—n—l + ... + s_;xl—n + s_:tx—n‘

lim = dm
by —
T—00 Qn(aj) b,, t—oo 14 2_13371 S g_lxlfn 4 2_0fo
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limita zlomku je rovna oo, vysledek bude £00 podle znaménka podilu %—m.

Zavérem dostavame

0 pro m<n

- Pn(z) an/b, pro m=n
=00 Qn (1) 00 o m>n, apy/b, >0
—00 P m>n, apy/b, <0

b) Podle zadéani je x = a kofenem obou polynomi; plati tedy

Pu(z) = (z = a)* P(x), Qu(z) = (2 —a)' Q(z),

kde P(a) # 0 a Q(a) # 0, pricemz k resp. [ je nasobnost &isla a jako kofenu polynomu
P,.(z) resp. Qn(z). Odtud

Opét mohou nastat tii pripady:
1. k> 1: limita je zfejmé rovna nule;
2. k=1: limita je rovna P(a)/Q(a);
3. k <l: zde vysledek zavisi na tom, zda je ¢islo [ — k£ sudé nebo liché:

(a) k <[, I — k sudé — limita je rovna nekone¢nu opatfenému znaménkem, jaké
mé podil P(a)/Q(a);

(b) k < I, 1 — k liché — limita neexistuje, jednostranné limity jsou nevlastni
s riznym znaménkem:
Je-li P(a)/Q(a) > 0, je limita zprava rovna oo, limita zleva rovna —oo, pro
P(a)/Q(a) < 0 jsou znaménka opacna.

]

Uvedeme nékolik konkrétnich pripadii:

Priklad 2.25. Mame vypocitat nasledujici limity racionalnich lomenych funkci:

: 22— 4 L x4 . x® — 42+ bx — 2
a) igm2—3m+2 b glclg%:vQ—?)x—i—? ) achHi x° — 3z + 2

. x® =3z +2 . x> —4 . (+3)(x+4)(z+5)
OB g ey pepny S B e e e SR O S gy
g) hm7x3—2x

z—o00 6 — 131’2
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Reseni. a)

r?—4 . (z=2)(x+2) .. xT+2
im ————— = lim = lim =4
=222 —-3r+2 «+2(x—2)(x—1) +—22-1
b)
. 1 o
a4 o224 1 1 3 lim o7 = o0
lim —— = lim =3lim —— = T
e—122 —3r+2 =1 —2 x-—1 a1 — 1 3hr{1,ﬂ:_oo
c)
. 2 —dx?+5r -2 (x —2)(x —1)2
lim =1 =
s=1 2% — 3w+ 2 o=l (z—1)(at + 23+ 22+ —2)
—1 -2
e—1 gt + 23 + 22 + 1 — 2
d)
i 25— 3z +2 . (=D + 3+ 2%+ 2 —2)
1m = l1m _=
e—1a3 —3224+3x -1 a1 (x —1)3
1
—21i =
ml—%(x—l)? >
e)
2?4 1— 4%
im ———— — lim —————% _ —1]
i 2 —3r+2  aos 131424
f)
iy 3@+ +5) S+ HA+H0+2)
1 = A 1 11 =0
T—00 $4+ZE—11 T—00 1+$_F
g)
T2t —22 7. x?’—%x 7T x(l—%%)
im —— = —— lim 6:——hm—6€—_oo
$—‘006—13132 13 2— ‘TQ_ﬁ 13 z—o0 1_1_3m_2

Limita sloZzené funkce
Véta 2.26. Necht

1. a je hromadny bod mnoziny Dy, kde f = ho g,
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2. existugi limaty
c¢=limg(z), d=Ilimh(t),

T—a t—c
3. na jistém okoli bodu a je pro x # a také g(x) # c.

Potom existuje limita sloZen€ funkce f v bodé a, pricemz

lim f(x) =

r—a

Poznamka: Je-li funkce h spojitd v bodé ¢ (viz nésledujici kapitola), je mozno podminku
3. vynechat.

V nasledujicim prikladé naznac¢ime techniku pocitani limit:
Priklad 2.27. Mame vypocitat nasledujici limity:

V2t a1 —+2 b) lim Vr—2 o) lim SR 4z + sin 7z

a) glclg(l) . e B/ 20 sin 3z
1 — cos T . tgx —sinx
d) ili% arctg z ¢) glcli% 2 £) }:1—% sin® x
32219 ) \/x+2\/3x+4 NG
g) 961520 2 + 3 h) xh—>oo V2r +1
Reseni.

a) Limita Citatele i jmenovatele je rovna nule; zlomek upravime tak, abychom (analo-
gicky jako u raciondlni lomené funkce) ptislusny korenovy ¢initel vykratili:

lim V2+x— \/_ hm\/2—|—x—\/§\/2+x+\/§_
z—0 z—0 €T w/2—{—:L‘—}-\/§

24 x—2 1 , 1 V2
= lim - lim— = =
=0 x o 24 +V2 02+ 4+V2 4

P1i vypoctu limity jmenovatele jsme pouzili vétu o limité slozené funkce:

limv2+2z = /lim(2+2) = V2,

b) Zde mtizeme jmenovatele rozlozit jako rozdil tfetich mocnin:

\/—_Q—Iimﬂ:lim V=2 =
M VE s SATEP P SAGE D 2/
1 1
= lim

g+ 2T 44 12
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sinx

¢) Vyuzijeme znadmé limity lim *2£ = 1 s vnit¥ni slozkou = = kt pro vhodné k.

z—0

Nejdrive citatele i jmenovatele zlomku délime x a jednotlivé vzniklé zlomky rozsitime
vhodnou konstantou:

sindz +sin7r _ sinde y sinfr . snde o7sinfe 447 11
xl_)Hé sin 3 - wli% sin 3z - xli% 3 sin 3z - 3 - ?
T 3z

d) Polozime x =tgt (prot — 0 je z — 0):

. tgt . tg t sint
lim ——— =1 = lim
x—0 arctg x = arctg(tg t) t—0 ¢ t—0 t cost

=1.
Ve , . . . . 2 _ 2 v v . o v
e) Vyuzijeme zndmou goniometrickou identitu 1 — cos® x = sin®z a opét vétu o limité
slozené funkce:

1—cosx . (1—cosx)(1l+cosx) ) sin 1 1
—_— = lim = —.
=0 2 2—0 22(1 + cos x) =0\ T 1+cosx 2

f) Postupnymi Gpravami dostaneme

. . 1
_tgr—sinz . sinz(gg —1) 1—cosz 1+cosx
lim =———— = lim =3 = lim
z—0 sin” x z—0 sin” x z—0 cosx sinz 1 + cosx

1 1

im =_.
e—0cosx(l +cosx) 2

g) Limita ¢itatele i jmenovatele je 0o; budeme postupovat analogicky jako u limit raci-
onalnich lomenych funkci, opét s pouzitim véty o limité slozené funkce:

lim1/3x2+9 1'23“— 3"‘ \/_§

V citateli zadaného podilu byla druha odmocnina vyrazu, v némz nejvyssi mocnina
x byla 2; mizZeme tedy Tici, Ze nejvyssi mocnina x v citateli je 1 a koeficient u
této nejvyssi mocniny z je v/3. Jmenovatel je polynom 1. stupné s koeficientem u
x rovnym 2. Vidime, Ze nas vysledek je vlastné opét podil koeficienti u nejvyssich
mocnin (jsou-li tyto mocniny stejné).

h) Pouzijme piredchozi tvahu: Nejvyééi mocnina x v ¢itateli i jmenovateli je % a podil
koeficient u téchto mocnin je f a to by mél byt vysledek. Presvédc¢ime se vypoctem:

\/x+2\/3x+4\/% , \/5\/1+§ 3z + 45z

lim = lim =

#—o0 V2r+1 zos Vi 241

1+24/32+4,/5%
\/ i 1 V2

= lim 5

=00 41 V2
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]

Priklad 2.28. Pomoci véty o limité sloZzené funkce odvodime nékteré dilezité limity:

a) lim (1+21)"=e b)  lim (1+1)"=e
¢) lim (1+4¢)" =¢° d) lim (1+2)7 = e
Reseni.

a) Pro x > 1 plati

1 n 1 T 1 n+1
1+ <|14+-) <(1+-—
n+1 x n
kde n = [z] je celd ¢ast x, tj. pfirozené ¢islo n, pro které je

n<zx<n-+l1.

Ptejdeme-li k limité pro x — oo, a tedy i pro n — oo, dostaneme

n 1_‘_L n+1
lim ( 1+ :lim%zgze,

- """t 1\" 1
lim ( 1+ — =lm|(l14+—-) (14+—-]=e€e-1=c¢.
n—00 n n—00 n n

Odtud podle véty o sevieni 3 plyne

) 1\"
lim (1 + —) = e.
Tr—00 X

b) Navod: PouZijeme vétu o limité slozené funkce tak, Ze za vnitini slozku volime funkci
u=—x—1 (tedy z = —u —1).
c¢) Navod: Pouzijeme vétu o limité slozené funkce tak, ze za vnitini slozku volime funkci
T

u==.
c

d) Névod: Pouzijeme vétu o limité slozené funkce tak, ze za vnitini slozku volime funkci

T

]

Pro vypocet limit miizete pouzit tento Maplet, pro limity posloupnosti tento Maplet.

Asymptoty grafu funkce

Pojem asymptoty je ndm zndm u hyperbol — napf. graf funkce f(z) = % je rovnoosa
hyperbola se svislou asymptotou x = 0 a vodorovnou asymptotou y = 0, horni vétev
hyperboly 3? — 22 = 1 — graf funkce f(z) = v/1 — 22 mé4 asymptoty y = +z; zajimaji
nas tedy ,tec¢ny grafu funkce v nekonec¢nu“, které budeme vysetfovat pomoci limit v této
kapitole.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/Limita.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/LimitaPosloupnosti.html
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Definice 2.29.

a) Pfimka x = a se nazyvid asymptotou bez smérnice (svislou asymptotou)
grafu funkce f, jestlize

lim f(x) = +o0, nebo lim f(x) = +oc0.

T—a~ r—a™t

b) Piimka y = ax + b se nazyva asymptotou se smérnici grafu funkce f, jestlize

lim [f(z) — (ax + b)] = 0, nebo lim [f(z)— (az+b)] =0.

r—00 r——00

Misto asymptota grafu funkce f fikdme také strucnéji asymptota funkce f.

Véta 2.30.

1. Jestlize je primka y = ax + b asymptotou funkce f, potom

a = lim M, b =lim[f(z) — ax], kde lim je bud lim nebo lim .

T r—00 r——00

2. Naopak, jestlize existuji vlastni limity z 1., potom primka y = ax + b je asymptotou
funkce f.

Piiklad 2.31. Méame najit asymptoty funkce f: f(z) =z + :L‘—l]f

ReSeni. lim (x + %) = 00,

z—1t z—1

lim (:17 + r—il) = —00. 4
rz—1—
Je tedy pfimka x = 1 svislou asymptotou
funkce f. ?
Protoze

— 3 m — ] —1 — of R 2 3 %
a= i K2 = i (14 55) = 1

b= lim (f(@) —e2) = o5 =0, /\

je ptfimka y = x jedinou asymptotou se smeér-

nici funkce f. L Obr. 2.9: f(z) =z + -1

z—1

Asymptoty lze pocitat a znazornit pomoci tohoto Mapletu.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/Asymptoty.html
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Pro zajemce

Dukaz véty o jednostrannych limitéch:

a) Jestlize existuje lim f(z) = b, existuji (podle véty 2.9 o relativni limité) i obé jednostranné limity, protoze
T—a

lim+ f(a:) = agl_lg f/(a,oo)($) a Iligli f(aj) = 931_131 f/(—oo,a)($)'

r—a

b) Jestlize existuji jednostranné limity a rovnaji se b, potom ke kazdému okoli U(b) existuji okoli U (a), Uz(a) takova,
Ze pro x € Ui(a) N Dy N (—o0,a) je f(x) € U(b) a pro x € Uz2(a) N Dy N (a,00) je také f(x) € U(b) . Oznacime-li
U(a) = U1 (a) NU2(a), potom pro x € U*(a) N Dy je f(x) € U(b).

Dukaz véty o aritmetickych operacich: Naznac¢ime dikaz pro limitu souctu.

Mame ukdzat, ze lim (f(z) 4+ g(x)) = b+ c. Zvolme tedy libovolné € > 0; mame najit § > 0 tak, aby pro kazdé z € U*(a) N
r—a
N Dy platilo |f(z) + g(z) — (b+¢)| < e.

Polozme €1 = §. Protoze plati lim f(z) = b a lim g(z) = ¢, existuji d1, d2 tak, ze
T—a T—a
Ve:0<|z—a|<d = |f(z)—bl<e1 a Vz:0<|z—a|l<d =|g(z)—c| <e1.
Polozme 6 = min{dy, é2}. Potom

Vo 0<lz—al <6 = |(f+9)(@) — (b+) = |(f(@) = b) + (9(&) — )] < |f(@) — bl +|g(a) — | <e1+e1=¢

a to jsme méli dokazat.

Dukaz véty o limité slozené funkce: Ke kazdému U(d) existuje U(c) a ke kazdému U(c) existuje U(a) tak, ze = #
=a,z €U(a) = g(x) € U(c) a podle 3. g(z) # ¢ = h(g(z)) = f(z) € U(d).

Shrnuti

V této kapitole jsme se vénovali zdkladnimu prostfedku, s nimz pracuje matematicka
analyza — pojmu limity. Definovali jsme
e limitu funkce f vbodéa: lim f(z) = b, jestlize k libovolnému okoli ¢ (b) limity
b existuje okoli U(a) bodu a tak, ze funkce f zobrazi mnozinu U*(a) N Dy do
predem zvoleného U (b), pfitom jsme ptipustili i moznosti a = oo resp. b = +o0,
e limitu zleva resp. zprava: podminku v definici limity klademe pouze na body
r < aresp. ¥ > a; tedy napf. lim f(z) = b, jestlize k libovolnému okoli ¢(b)
limity b existuje okoli U(a) bodu a tak, ze funkce f zobrazi mnozinu U*(a) N
N Dy N (—00,a) do pfedem zvoleného U(b),
e specidlné limitu posloupnosti (a,):  lim a, = b, jestlize k libovolnému okoli

U(b) limity b existuje ¢islo K tak, Ze pro vSechny indexy n, pro které plati
n> K, je a, € U(b).
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Dale jsme odvodili pravidla pro pocitani limit:

e jsou-li f, g funkce a obé limity lim f(x) a lim g(x) existuji a jsou kone¢né, plati

r—a r—a

L. lim(f(z) £ g(z)) = lim f(x) £ lim g(x),
2. limkf(x) = klim f(z) pro kazdou konstantu k € R,

3. lim f(z)g(r) = lim f(x) lim g(z),

. x lim () C e
4. lim 755 = T g Jeli img(x) #0,
: : fm g(z)
5. lim f(z)9® = (hm f(x))’c 0, jeli lim f(x) > 0

e je-li lim f(z) =0 al|g(z)| < K, je lim f(x)g(x) = 0;
e pro nevlastni limity plati

L. lim f(x) = o0 & lim(—f(z)) = —o0,

2. lim |f(z)| = o0 & limﬁzO,

3. lim f(r) =00 Alg(@)| < K. = lm(f(2) +g(x)) = oo,

4. lim f(z) =00 Ag(z) > c,e >0 = iﬂ(f(@")g@)) = 00;

r—a

N
@

e je-li lin}) f(u) = B, lim g(x) = b a navic existuje takové okoli U (a) bodu a, z
Vo € U*(a) je g(x) # b, potom pro limitu sloZené funkce fog plati lim f(g(z)) =
= B.

Zavérem jsme zavedli pojem asymptoty grafu funkce:

e asymptota bez smérnice (svisld): pfimka x = a je svisld asymptota funkce f,
je-li lim f(x), nebo lim f (x) nevlastni,
e asymptota se smérnici: pfimka y = axz + b je asymptota funkce f, je-li
lim [f(z) — (ax + b)] = 0, nebo lim [f(z) — (ax + b)] = 0;
f(z)

e pro a, b plati: a = lirin == a b= litjltl (f(z) —ax).
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Otazky a ukoly
1. Které z nasledujicich tvrzeni je ekvivalentni s glcl_I)ILll f(z) =07

a) pro libovolné okoli U (b) bodu b a libovolné okoli ¢ (a) bodu a zobrazi funkce
f mnozinu U*(a) N Dy do U(D),

b) existuje okoli U(b) bodu b a okoli U(a) bodu a tak, ze funkce f zobrazi mnozinu
U*(a) N Dy do U(b),

¢) pro libovolné okoli U (a) bodu a existuje okoli U(b) bodu b tak, ze funkce f
zobrazi mnozinu U*(a) N Dy do U(b),

d) pro libovolné okoli U(b) bodu b existuje okoli U(a) bodu a tak, ze funkce f
zobrazi mnozinu U*(a) N Dy do U(D),

e) existuje okoli U(b) bodu b tak, ze pro libovolné okoli U(a) bodu a zobrazi
funkce f mnozinu U*(a) N Dy do U(b),

f) existuje okoli U(a) bodu a tak, Ze pro libovolné okoli U (b) bodu b zobrazi
funkce f mnozinu U*(a) N Dy do U(b).

V pfipadé zaporné odpovédi uvedte vzdy protiptiklad.

2. Muze existovat 9101_)1% f(x), jestlize f neni definovéna pro x = 27

3. Je-li i:r% f(z) =5, co muzeme ¥ici o f(2)7

4. Muze byt i% f(z) = glgl_)rré f(z)?

5. Muze se stat, ze f nenabyva nikdy hodnoty 6 a pfesto }:13}3 f(z) =67

6. Mize se stat, aby se funkce rovnala dvojnasobku jiné funkce a pfesto s ni méla
stejnou limitu v néjakém bodé?

7. UkaZte, Ze ¢islo b neni limitou posloupnosti (a,), jestlize
a) a, ==, b=10""; b) a,=13", b=10""% ¢) a,={/n, b=1+10"°

8. a) Nadrtnéte graf funkce f pro kterou plati f(x) = |z| — .

b) Pro ktera a existuje lim f(z)?

1 pro z€Z

9. Funkce f je definovana predpisem f(x) = { 0 pro z¢7

a) Nacrtnéte graf funkce f.
b) Existuje lin% f(z)?

c) Existuje liI?Sf(:p)?

)

d) Pro ktera a existuje lim f(x)?

r—a
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10. Funkce f je definovana predpisem f(z) = { _i gig i ;%

a) Naznacte, jak vypada graf funkce f.
b) Existuje lin% f(z)?

c) Existuje lim f(z)?

)

r—/2

d) Pro ktera a existuje lim f(z)?

r—a

2
11. Funkce f je definovana piedpisem f(z) = { ii’) gig ﬁ ;%

a) Naznacte, jak vypada graf funkce f,
b) Existuje ili% f(x)?
c) Existuje i:n% f(z)?
d) Existuje ilir(l) f(z)?
)

e) Pro kterd a existuje lim f(x)?

r—a

12. Necht funkce f je zadand grafem v obr. 2.10. Zjistéte, ¢emu se rovnaji limity a

funkéni hodnoty funkce f ve vyznac¢nych bodech defini¢cniho oboru —oco, —3, —
_17 1) 27 37

5, 7,8, 10, 11, co. (Provéite si geometrickou predstavu o limité.)

A

Obr. 2.10: Geometricka predstava o limité

13. Necht f(x) = 2" pro x > 0.
a) Pomoci kalkulacky dopliite tabulku

T ‘1,0 0,5 04 03 0,2 0,1 0,01
[E‘T‘
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b) Jaka je asi nejmensi hodnota funkce f na intervalu (0,1)?
c) Myslite, ze lim+ x* existuje? Jestlize ano, ¢emu je asi rovna?
z—0

14. MuZe mit polynom a) svislou asymptotu, b) asymptotu se smérnici? Jestlize ano,
uvedte piiklad, jestlize ne, odiivodnéte.

15. Uvedte priklad funkce, kterd ma nésledujici asymptoty:

Cviceni

1. Vypocitejte nasledujici limity:

s 2?4 Tr—44 : 12 - (143z)*—(1+4x)3
a) ili)rzll z2—6x+8 b) i,l_)n% (x271 :):471) C) lim x2

z—0

3
. 2 . 2 _ . Ax—1)100 3 1)200
d) lim =22 ) lim (S f) lim Uz _Gril)
T—00 r T—00 2 —x+1 T—00 (6z+5)

2. Vypocitejte

a) lim YOrE=2 b) lim (Vz—2- )

r——2
O dm ) S

3. Vypocitejte

. . _ 3
a) lim B2 gm b) lim cst=gos 2
z—0 1867 z—0 z
: arcsin x : sin x
x—0 z—0

4. Vypocitejte limity zprava a zleva danych funkei f v bodé a, jestlize

a) f(@)=xze* a=0 b) f(m):ﬁ, a=0
1/z 2z

o) f@)=%578, a=0 ) fl@)=E  a=-2

e) f(2)=rga @=0 f) fla)=arctgi, a=-1

5. Vypocitejte limity posloupnosti

a) lim (1+-L)""° b) lm (22)% ¢) lim (1+2)r

Nn—00 n+5 n

d) lim(vn+2—+/n) e) nh_)rgo(\/ﬁ(\/n—f- —/m)) f) lim £, a>0

n—00 n—00
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6. Najdéte asymptoty nasledujicich funkci:

e) flx)="a%+422, f) flo)=52=L

g9) [(x)=2x— 3222 p) f(r) =28

i) fz) =zl j) fl@) ==z In(e+3),

k) f(z)=warctgz, 1) f(z)=arctg?l.

Vysledky

1.a) i, b) 3, ¢) 6,d) 0o, e) g, f) 6719

2. a) iab) 0, C) Ozd) 1

3. a) g,b) 1,¢) 1, d) oo;

4.a) 0;—00,b) 0;1,¢) 0;2,d) =252, ) 1,1, f) Z;—7;

5.a) e b)e3 c)1,d)0,e) %,f)1proa>1,%proa:1,0proa<1.
6.a)$:2,y:3z,b)z:—l,z:O,x:l,y:O,c)a:z—2,9::2,y:a:,d)x:—l,le,y:x,e)y:z—&-%,

f)fle/\/ﬁJC:*l/ﬂyy:%,g)$=0:y=2$7h)y=ovi)$=07y=967j)90=*l,y=$+é:k)y=i%x*171)y=0§

e

2.3 Spojitost
Pomoci limity se zavadi pojem spojitosti funkce (zobrazeni):

Definice 2.32. Funkce [ se nazyvd spojitdé v bodé a, plati-li lim f(x) = f(a); to

znamena, ze

a) a € Dy, tj. f(a) je definovano, b) lim f(x) existuje, c¢) lm f(z)= f(a).

r—a r—a

Tuto definici miizeme zapsat ve tvaru

Ve>036>0Ve:|jz—al<d = |f(z)— fla)| <e.

Analogicky muzeme definovat spojitost zleva a zprava:

Definice 2.33. Funkce f se nazyva spojitd zprava (resp. zleva) v bodé€ a, jestlize

z—at T—a~

i, /(o) = f(0), (vesp. Jim 1(0) = 1(0)).
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Pro snazsi zapis budeme pouzivat oznaceni: f(at) = lim f(z), f(a™) = lim f(x).
r—a T—a

Intuitivni predstava o spojitosti je takova, ze graf spojité funkce ,se da nakreslit nepie-
rusovanou carou‘; nase definice ale hovofi o spojitosti v bodé. V nésledujicim ptikladu si
ukazeme, zZe muze existovat funkce spojita pouze v jednom bodé¢, i kdyz jeji graf pfesné
nakreslit nelze:

Priklad 2.34. Necht funkce f je definovana ptedpisem f(z) = z-x(z { g i
=0, a

V kapitole o limité jsme v piikladu 2.23 ukézali, ze plati hm z - x(x rotoze

f(x) =0, je funkce f pro x = 0 spojita.

Klasifikace nespojitosti
Definice 2.35.

e Existuji-li pro funkci f v (koneéném) bodé a (konecnd) ¢isla f(a™), f(a™) a mé-
li funkce v a presto bod nespojitosti, fikdme, ze tato funkce ma v bodé a bod
nespojitosti prontho druhu.

Cislo § = §(a) = f(at) — f(a™) se nazyva skok nespojitosti.
Je-li 6(a) = 0, fikdme, Ze funkce f ma v tomto bodé odstranitelnou nespojitost.

Je-li §(a) # 0, nazyva se bod © = a bodem skokové nespojitosti.

e Je-li funkce f definovéna v okoli bodu a (popfipadé s vyjimkou bodu a samotného)
a ma-li v bodé a bod nespojitosti, ktery neni bodem nespojitosti prvniho druhu,
fikame, ze funkce méa v a bod nespojitosti druhého druhu.

Jinak Feceno: Funkce f ma v bodé a nespojitost druhého druhu, jestlize v bodé a
nekterd jednostrannd limita neexistuje nebo je nevlastni.

Priklad 2.36. V obr.2.11 je graf jisté funkce f definované na intervalu (—2,6). VySet-
feme jeji spojitost v bodech —2, 1, 2, 3, 4, 6.

¥
| 2 pro = € (—2,2)
x—1 r € (2,3)
flx)=14 3 r =23
2 1 i ‘1 33 4 5 5 . S—x 136(374)
P x € (4,6)

Obr. 2.11: Funkce f z prikladu 2.36
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Reseni.

a) © = —2: Bod —2 nepatii do definiéniho oboru funkce f; nemtizeme mluvit ani o
spojitosti ani o nespojitosti funkce v tomto bodé.

b) x = 1: V bodé 1 je zfejmé funkce f spojita.

c)x =2: xlirgl_ flz) =2 # zlirgr f(z) = 1, funkce zde mé skokovou nespojitost se
skokem 0 =1 —2 = —1.

d) x=3: ,}«IL% f(z) =2 # f(3) = 3, funkce zde mé odstranitelnou nespojitost.

e)x=4: xliril_ flz)=1= f(4), xliril+ = 00, funkce zde ma nespojitost druhého dru-
hu, ptricemz je zde spojita zleva.

f)z =6 xlirgl_ flx) = % = f(6), x = 6 je pravy koncovy bod defini¢niho intervalu —
funkce je zde spojita (zleva).

0

Priklad 2.37.
a) Funkce y = sin% ma v bodé z = 0 nespojitost druhého druhu, protoze liH(l) sin%
T—
neexistuje (ani jednostranné limity), tedy nejsou rovny zadnému koneénému ¢islu.

b) Funkce f(z) = *2% m4 v bodé z = 0 odstranitelnou nespojitost.

Pro spojité funkce plati néasledujici véty:
Véta 2.38.
o Funkce f je spojitd v bodé a, prave kdyZ je zde spojitd zprava i zleva.

o Je-li funkce f spojitd v bodé a, pak ezistuje okoli U(a), v némz je f ohranicend.

o Jsou-li funkce f a g spojité v bodé a, pak jejich soucet (nebo rozdil) f £ g, soucin
f g apodil % ( v pripadé, Ze g(a) # 0) jsou také spojité v bodé a.

o Je-li funkce g spojitd v bodé a a funkce f v bodé b = g(a), pak sloZend funkce
F=fog, F(x)= flg(x)], je spojitd v bodé a.

Prvni tfi tvrzeni vyplyvaji pfimo z analogickych tvrzeni pro limity; posledni plyne z véty o limité slozené funkce pouze
v pripadé, ze vnitini slozka neni na néjakém okoli bodu a konstantni; pro tento vyjimecny pfipad se dikaz musi provést

jinak - provaddét ho nebudeme.

V predchozi kapitole (o limité) jsme ukazali, Ze limity znamych funkei, jako je polynom,
racionalni lomena funkce, obecné mocniny, exponencialni a goniometrické funkce se
pocitaji dosazenim - odtud vyplyva:
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a) Polynom
P(x) = apz" + a1z + - + a7 + ag
(kde a; € R,i = 0,...,n) je spojitd funkce pro libovolné z € R, jak jsme ukazali
v prikladu 2.18.
b) Racionélni lomena funkce

P(z)  apa"+ Ap_1 2"+ a4 ag

&) = Q@) = bpa™ 1 by T+ bz + by

(kde a; € R,i = 0,...,n, b; € R,j = 0,...,m) je spojitd pro vSechny hodnoty
z € R, pro néz Q(x) # 0.

¢) Tzv. zdkladni elementarni funkce, k nimz pat¥i sin x, cos x, a*, kde a > 0, jsou spojité
na R.

d) Ostatni elementarni funkce, které nemusi byt vsude definovany a tedy ani spojité na
R, maji tu vlastnost, Ze jsou spojité v kazdém bodé svého prirozeného defini¢niho
oboru.

Funkce spojité na intervalu

Definice 2.39.

e Rekneme, 7e funkce f je spojitd na intervalu (a,b), jestlize je spojitd v kazdém
jeho bodé ¢ € (a,b).

e Rekneme, 7e funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a,b), jestlize je spojita
na otevieném intervalu (a, b) a navic je v bodé a spojité zprava a v bodé b zleva.
Zkracené¢ zapisujeme skutecnost, ze funkce f je spojita na (a, b) takto: f € Ciqp).

Jako cvifeni napiste analogické definice spojitosti funkce na intervalech (a,b) a (a,b).

Nézorné — funkce je na intervalu spojita, jestlize na tomto intervalu muizeme jeji graf
nakreslit neprerusovanou c¢arou.

Véta 2.40. Vlastnosti funkci spojitych na uzavieném intervalu

o Je-li funkce f spojitd na uzavieném intervalu (a,b), je na ném ohranicend.

e Véta Weierstrassova
Funkce f € Ciqp) nabyvd v néjakyjch bodech intervalu (a, b) svého mazima a minima,
tj. existugi body o a [ patrici do {(a,b) takové, Ze

min f(z) = f(a), max f(x) = f(8).

z€(a,b) z€(a,b)

Tedy f(a) < f(z) < f(B) pro vsechna x € {a,b).
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e Véta mezihodnotova
Funkce f € Cqp) nabyvd na tomto intervalu vsech hodnot mezi svym mazimem a
minimem na tomto intervalu; tedy spojitym obrazem intervalu je interval.

Poznamka: Napft. funkce y = x je spojitd na otevieném intervalu (0,1) a je na ném
omezena; avsak na tomto intervalu nedosahuje svého supréma sup z = 1, tj. neexistuje
z€(0,1)
zo € (0, 1) takové, Ze by funkéni hodnota v tomto bodé byla rovna 1; funkce je rovna 1 pro
x = 1. Vidime, Ze pozadavek spojitosti funkce na uzavieném intervalu (a, b) (zahrnujicim
oba krajni body a a b) je zasadni.

Ziejmé sup arctg v = 7. Neexistuje vSak bod z, v némZ by funkce arctgx nabyvala
hodnoty 7; tedy pro x > 0 nedosahuje svého maxima. Podminky vysSe uvedené véty jsou
i v tomto ptripadé poruseny, protoze defini¢ni obor spojité funkce arctg x neni omezeny.

Disledky:

o Je-li f € Cipy a f(a)- f(b) <0, pak v otevieném intervalu (a,b) existuje alespon
jeden bod ¢, pro néjz f(c) = 0.

e Kazda polynomidlni rovnice P, (z) = 0 lichého stupné mé nejméné jedno FeSeni.

Piiklad 2.41. Rovnice cosz = = ma kofen lezici na intervalu (0, 7), protoze
f(0) >0, f(r) <0kde f(x) =cosz —x a f(z) je spojita funkce. (Viz obr. 2.12 a 2.13)

Obr. 2.12: f(z) =cosz, f(z) == Obr. 2.13: f(x) =cosz —x
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Shrnuti
V této kapitole jsme vySetfovali pojem spojitosti. Rekneme, Ze funkce f je
e spojitd v bodé a:  je-li lim f(z) = f(a),

e spojitd zleva (zprava) v bodé a:  jsou-li pfislusné jednostranné limity rovny
funkéni hodnoté v bodé a,

e spojita na intervalu: je-li spojita v kazdém bodé intervalu; jedné-li se o uza-
vieny nebo polouzavieny interval, v koncovém bodé je spojita zleva nebo zprava
(,,zevnitt* intervalu).

Neni-li funkce f v bodé a spojita, mé zde

e nespojitost 1. druhu:  existuje-li lim f(x) = f(a™)i lim f(z)= f(a") a jsou
r—a Tr—a
vlastni; pritom v pfipadé, Ze se tyto jednostranné limity sobé rovnaji, hovorime
o odstranitelné nespojitosti; rozdil f(a®)— f(a™) se nazyva skok funkce f v bodé
a?

e nespojitost 2. druhu: jestlize alespon jedna jednostranna limita funkce f
v bodé a neexistuje nebo je nevlastni.

Vlastnosti spojitych funkci:
e Funkce vzniklé pomoci aritmetickych operaci ze spojitych funkci a
e slozené funkce vzniklé kompozici spojitych funkci

jsou spojité ve vsech bodech, ve kterych jsou definované. Odtud plyne, Ze elementarni
funkce jsou spojité vsude, kde jsou definované.

Je-li funkce f spojitd na uzavieném intervalu (a, b), potom
e je zde ohranicena,
e nabyva zde svého maxima a minima,

e nabyva vsech hodnot mezi svym maximem a minimem.

Otazky a ukoly
1. Kdy fekneme, Ze je funkce f spojitd v bodé a? Kdy je spojité na intervalu (a, b)?

2. Uvedli jsme celou fadu funkci definovanych na R, které byly nespojité pouze v jed-
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nom bodé (napf. f(x) =sgnz v 0). MizZe se stat, aby funkce definovana na R byla

spojita pouze v jednom bodé? Uvedte priklad takové funkce.

3. Vysetrete spojitost funkce z obr. 2.10, klasifikujte nespojitosti.

4. Necht funkce f je v bodé a spojita a funkce g nespojita. Zjistéte, zda jsou v bodé a

spojité funkce

a) f+g b)) fg ¢ fog d) gof.
Uvedte priklady.

5. Necht funkce f i g jsou v bodé a nespojité. Zjistéte, zda mohou byt v bodé a spojité

funkce

a) f4+g9g b) fg ¢ fog d) golf.
Uvedte piiklady.

6. Jsou dany funkce f a g pfedpisy

ro={5_, 1505y ww={5_, 158

2—z 1l<zx<?2

Zjistéte, kde jsou spojité slozené funkce foga go f.
7. Nechf f je funkce spojita na Dy = R. Existuje nutné ¢islo = tak, ze f(z) = 27
8. Necht f je spojita funkce s Dy =
Existuje nutné ¢islo x tak, ze f(x) =
Cviceni

1. Zjistéte, kde jsou spojité nasledujici funkce; body nespojitosti klasifikujte:

L z <0 rsinl z
2) f<x>:{x—|$l P IVCRS

T x>0 rz=0

c) f(x)=sgn(sinx) d) fz) = 2

1—e*

o f0={, p 130 0 f-1=27

2. Najdéte ¢islo a tak, aby funkce f byla spojita:

ax <1 { e <0

IR A IO

Si% x#0
o fo={"% 170

a

(0,1), pro kterou plati f(0) =1 a f(1) =
x?

0.



84 DIFERENCIALNI POCET

3. Ukazte, ze dana rovnice ma na intervalu J feSeni:

a) ¥—x—-1=0, J=(1,2)

b) 2*—4x3 4222 +5x—-3=0, J=(-11;-1)

c) lmxr—3+2=0, J=(1,e)
Vysledky

1. a) R\ {0}, v 0 skok %, b) R, ¢) R\ {k~}, skok £2, d) (0,1) U(1,00), v 1 nespojitost 2. druhu, e) R\ {0}, v 0 skok —1, f)
R\ {0}, v 0 nespojitost 2. druhu;
2. a),b),c) a=1.

2.4 Derivace

Motivace

a) Smérnice teény:
Necht I' = {(z,y) | v = f(x)} je graf spojité funkce y = f(x). Zvolme na I' bod
A = [z, f(xo)] a jiny bod X = [z, f(x)]. Se¢na S prochazejici body A a X svird
s kladnou poloosou x tithel 3. Pro tangens thlu 3 plati

A _

tgﬁ:A_y: f(z) = f(@o) .
x T — Xo

Necht © — x4 ; pak pro spojitou funkci f se hodnota Ay také bude blizit nule a

bod X se bude pohybovat podél I' a bude se pfiblizovat k bodu A. Jestlize v tomto

limitnim procesu pro pomér % plati

Ay
_—
Ax

(I I ZEo)7

pak thel g se bude také blizit k jistému thlu «, tga = k. Spolu se zménou ( bude
sefna S rotovat kolem A a bude se v limité ptiblizovat k pfimce ¢ prochéazejici bodem

A a svirajici thel a s kladnou poloosou x. To znamena, ze t je tecnou ke grafu I'

v bodé A a A

lim =7 = lim tgf=tga=k.

T—T0 ALE T—T0
Jestlize se tedy pomeér % blizi kone¢né limité pro x — x¢, kfivka I' ma v bodé A
tecnu, jejiz smérnice je rovna této limité, a méa tedy rovnici:

x) — f(x
y—1yo=k(x—x0), kde k= lim M )
Tr—xQ T — .I‘O
b) Okamzita rychlost:
Necht se bod pohybuje po ptfimce a necht funkce s = f(t) vyjadfuje zavislost jeho
vzdalenosti s od pocateéniho bodu O (brano s odpovidajicim znaménkem) v Case
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Y Y Y
[2, 1(2)] [2, f(2)] [2, f(2)]
He)-(2)

j 4
o421 oy M

[x, 16]
x-2

e e LRSS s e o o e e e N LA A e o e e o s L e
1 2 3 X 1 2 3 X 1 2 3 X

Obr. 2.14: Geometricky vyznam derivace

t. V okamziku ¢ je bod ve vzdalenosti s = f(¢) od O. V jiném casovém okamziku
t + At je ve vzdélenosti s + As = f(t + At) od O. Jeho prumérna rychlost béhem
¢asového intervalu (¢,t + At) je vyjadiena jako

_As  flt+AY) - f()
U AL T Al '

Okamzita (,skutecnd®) rychlost v bodu v okamziku ¢ mize ptirozené byt definovana
jako limita, k niz se vy, blizi, kdyz At — 0, tj.

o(t) = voy(t) = 1i As

m ——-.
At—0 At
Derivace v bodé

Definice 2.42. Necht pro funkci f definovanou na néjakém okoli U(xy) existuje vlastni
limita
f(z) = f(@o)
e—zo T — Xp '
Potom tuto limitu nazyvame derivact funkce f v bodé x,.

Oznacime-li h = x — xg, mizeme psat také

o) — tim 0 )~ S0)

h—0 h

Je-li funkce f definovana na U(xg) N (zg,00) resp. na U(zg) N (—oo, zo) a existuji-li
jednostranné limity

filzo) = lim J(@) = Jzo) resp. [’ (z9) = lim M7
v—eg T To P A )

potom [’ (z9) nazyvame derivaci zprava a f’ (x,) derivaci zleva funkce f v bodé z.

Maé-li funkce f v bodé z derivaci, fekneme, Ze je zde diferencovatelna.
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Véta 2.43. Je-li funkce f v bodé xq diferencovatelnd, je v tomto bodé spojitd.

Dukaz naleznete v ¢asti Pro zajemce na konci kapitoly.

Z véty o jednostrannych limitach 2.12 plyne

Véta 2.44. Funkce f je v bodé xy diferencovatelnd, praveé kdyzZ existuji jednostranné
derivace f' (xo), f(xo) a jsou si rovny. Potom plati

fi(xo) = fL(20) = f'(20).

Definice 2.45. 1. Piimka o rovnici y — f(zg) = f'(z0)(x — z0) je tecna ke grafu
funkce f v bodé [xg, f(z0)].

2. Je-li f'(x9) # 0, je pfimka o rovnici y — f(xg) = —#jo)(x — ) normadla ke grafu

funkce f v bodé [xg, f(z0)].

3. Polopiimky y — f(xo) = f'(20)(x — x9), pro x > o

resp. y — f(zo) = fL(z0)(x — 20), pro x < g
se nazyvajl pravd resp. leva poloteéna ke grafu funkce f v bodé [zg, f(zo)].

Jestlize v néjakém bodé grafu
(1) # £.(1) funkce neexistuje derivace, ale
existuje néktera jednostranna
derivace, potom polopifimku
prochézejici prislusnym bodem
na grafu funkce a majici smeér-
1 2 3 nici rovnu této jednostranné
derivaci je polotecnou (viz sou-
Obr. 2.15: Polote¢ny ke grafu funkce sedni obrazek).

Miize se stat, ze v néjakém bodé xy pro funkci f plati lim W
0

T—xo

nebo je nevlastni pouze jedna z jednostrannych limit tohoto podilu. I v téchto pripadech
dostévame jistou informaci o chovani grafu funkce f v okoli bodu [zg, f(zo)]:

= 00 nebo —oo,

Definice 2.46. a) Je-li lim £@=10) — o (—o0),

A T—x0

je primka o rovnici © = z( svisld teéna ke grafu funkce f v bodé [z, f(z0)].

b) Je-li lim %ﬁéxo) = 00 (—00) resp. lim %ﬁ:gxo) = 00 (—00),
ZC—>CUO T—T

je primka o rovnici x = xy prava resp. leva svisla poloteéna ke grafu funkce f
v bodé [zg, f(x0)]-
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M
a flx)
Graf funkce f v sousednim ob-
razku ma svislou teénu x = 2 v
bodé [2, 1] a levou svislou polo-
X teénu x = 1 v bodé [1, 1].

0 1 2
Obr. 2.16: Svisla tecna a polotecna
Derivace na intervalu
Definice 2.47. Predpokladejme, Ze funkce f je definovand na otevieném intervalu (a, b)

a ma v kazdém bodé = € (a,b) derivaci f’(z). Potom je na (a,b) definovana funkce
f'x— f'(x), kterou nazyvame derivaci funkce f.

Poznamky k definici

1. Derivace funkce f se téz nékdy misto f'(x) oznacuje symbolem dé;x) nebo g—g (tzv.
Leibniziv zapis derivace).

2. Funkci f, kterd mé derivaci na intervalu (a, b) nazyvame diferencovatelnou na (a, b)

3. Definici je mozno pouzit i pro uzavieny interval (a, b), potom vSak kromé existence
derivace v kazdém bodé intervalu (a, b) pozadujeme existenci derivace zprava v bodé
a a existenci derivace zleva v bodé b.

Vime, ze geometricky znamena derivace smérnici tecny ke grafu funkce; na obrazku 2.17
je nakreslen graf spojité funkce f zadané po ¢astech a v obrazku 2.18 je graf jeji derivace

f/
0 \
/ 35 197 7] \_/2::
-1

Obr. 2.17: Graf funkce f

Méame-li v nékteré konkrétni situaci (napi. ve fyzice) pocitat derivaci néjaké zadané
funkce, potifebujeme znét derivace zakladnich elementarnich funkci (tedy jakysi slovnik)
a pocetni pravidla pro derivaci (tedy gramatiku).
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Obr. 2.18: Graf derivace f’

Toto vse odvodime v prikladech a vétach tohoto odstavce; ziskané poucky pak v zavéru
shrneme v tabulce.

Priklad 2.48. Derivace nékterych elementarnich funkei

a) (¢))=0 (c=konst.) b) (") =nz"'! neN
¢) (sinz) =cosz d) (cosz) = —sinx

6) (ez‘)/ — eaf)

f(z+h)—f(x)
h

Reseni. a) (¢) = lim =lim << =0

h=0 h=o P
ny — iy &t -z
b) (o)’ = lim "
—hn’(l)}ll |:xn+( 'fll )%n_lh—i-( g )xn—2h2++< nﬁl )x_hn—1+hn_xn —
= lim + [nx”_lh + (5 )a" 2k + -+ nxh™ 4+ h”] =
—0
= }LiII(l) na™t+ (5 )a" 2h+ -+ neh" 4 h”fl} = na" !
¢) (sinz) = hmh[sm(x + h) — sinz] = }le(l) [2cos(z + %4)sinl] = }llirr(l)cos(x +
h
Sln2 _
el dm
= COSZ

d) podobné jako pfedchozi pfipad
) — i lz—}—h_r::ﬂ.l' lh_l
) (¢7) = lim Hert" — 7] = & - im 2" — 1]
posledni limitu uré¢ime pomoci véty o limité slozené funkce; volime-li vnitini slozku
(substituci) u=cel—1, plati h—0=u— 0 a tedy

lim 1[eh — hm = lim L = =1
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Zakladni pravidla pro derivovani

Véta 2.49. Necht funkce f,g maji derivace f'(z),q (x) v bodé x. Potom maji v tomto
bodé derivaci také funkce ftg, f-g, c-f, kde ¢ = konst., a je-li g(x) # 0 také g, pricemz
plati:

Dukaz najdete v ¢asti Pro zdjemce na konci kapitoly.

Priklad 2.50.

a) (sinhz) =coshz b) (tgz) == ¢ (") =na""!, nel

cos?

Reseni. N )
(sinhz) = (ex_; x) =1 [(65‘)’ - (2) ] =1le"— =] =1(e"+e") =coshz

b) (tgx)’ — (&)’ — cos?z + sin’z — _1

cosx cos? cos?

c¢) Pron € N je formule odvozena v 2.48, stejné jako pro n = 0 (derivace konstanty).
Vysetiujme tedy n celé zaporné a oznacme —n = m € N. Potom

n\ __ 1\ _ —mazm- ! _ —-m—1 _ n—1
(™) —(x—m) = I — = —mx =nx

Derivace inverzni funkce

Véta 2.51. Necht
fry=f(x), v €(a,b) g:2=9(y), y € (,B)

Jsou navzdjem inverzni funkce, pricemz v bodé yy € (o, 3), yo = f(xg) existuje derivace

9'(vo) # 0.

Potom v bodé xo = g(yo) existuje také f'(xq) a plati

, B 1 B 1
F@o) = G0 = @l

(V Leibnizové zapisu derivaci ma posledni formule tvar 2 = 4.)

8

U
<

Dukaz véty naleznete v ¢asti Pro zajemce na konci kapitoly.
Tato véta se pti vypoctu derivaci bézné neuziva; pomoci ni odvodime dalsi vztahy pro
derivace elementarnich funkei:
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Priklad 2.52.

a) (arcsinz) = ll_mg b) (arctgx)’:# ¢) (Inxy =1

ResSeni. a) y = arcsinz, x =siny
dy _ 1 1 1

_ _ 1 _
= = —
dx ng cosy \/1—sin2 y V1—z2

b) y = arctgz, z = tgy
d—y:ﬁ:COSQy: cos2y 1 1

cos2 y+sin?y ~— 1+tg2y ~ 1+z2

Derivace slozené funkce

Umét spravné pouzit nasledujici vétu je pfi vypoctu derivaci naprosto nezbytné - vyzaduje
to pochopitelné aktivni znalost pojmu slozené funkce, tj. kazdou slozenou funkci umét
rozlozit na jednotlivé slozky.

Véta 2.53. Necht funkce g : uw = g(x) md derivaci v bodé x¢ a funkce f: y= f(u) md
derivaci v bodé uy = g(xg). Potom sloZend funkce fog: y= flg(x)] md derivaci v bodé
xo a plati

(f 0 9)'(z0) = ['(u0) - §'(w0) = ['lg(x0)] - ¢ (wo)-

VR . . dy _ d
(V Leibnizové zapisu derivace ma formule tvar % = % . du )
dx du dx

Priklad 2.54.
a) (a®)=a"lna (a>0) b) (Infz[) =21 ¢ (2*) =az*! (a€R)

ReSeni. a)y = a® = ¢ je slozena funkce s vnitini slozkou v = x Ina a vndjsi
slozkou y = e*:

dy dy du u ] J:lnal ]
— == . —=¢e"-lna==¢e Ina=a 1Ina
dr  du dx
b) Pro x > 0 je ndm vztah jiz znam.
Je-liz <0, potom y =In|z| =In(—2z); y=Inu, u=—a:
dy dy du 1 1 1
Y T T ()= — (=1 = =
dr  du dx u( ) —a:( ) x
c)y=a"=e% y=¢" u=aqalnz, r>0:
dy dy du u @ alnz @ a @ a—1
— = = . — =¢e".—=¢ — =" —=aq-x
de du dx x x x
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V nasledujicim prikladu pouzijeme odvozené vztahy pri vypoctu derivace komplikovanéj-
sich funkci:

Priklad 2.55. Mame vypocitat f’, je-li f zadané predpisem

a) f(z) =3/, b)) flo) =arctg 35 o) f(x) = (sinz)™”

ReSeni. a)

1
1 /

f() x— 1+ a2 ) 1 |lz—v1+422 r— 1+ a2
xT) = _— ; xrT) = — _— =
r+V1+ 22 41z +v1+a? r+ 1+ 22
1|z V1i+a2?|]
T4

x
T+ V14 x?)? B
z+vV1+ a2

r— Vit
-3+ a?) 2 20) (e (14 0%)7) — (@ — (1+22)2) (1+ 5(1+2?) 2 20)
(z + V1+2?%)?

3
4

| po tpravé (1. a 3. zavorku v citateli pfevedeme na spole¢ného jmenovatele,
| ktery je roven v/1 + 22, a roznasobime) dostaneme

3
e+ VIita? | o —V1i+a® 1
r—1+ a2 z++vV1+ 22 24/1 4 22

1
1

1
2v/1 + 22

r—V1+ a2
x+vV1+ 22

b)
(@) 1 cosz |’
xTr) = =
1+ [%}2 1+sinz
(1 + sinx)? (cosz)'(1 + sinx) — cos z(sinx)’
(1 +sinx)? + cos?x (1+sinz)? B
1
= 5 2sng [—sinz(1 + sinz) — cos® 2] = —5

c)

f(.CC) — (Sinx>cosx — losz lnsinw’ f/(x) — ecosz Insinz (COSSL’ lnsinx)’ —

. : . 1
= (sinz)®** (— sinz Insinz + cosz cosx | =
sin

— (Sil’l a:)cosxfl (

cos? x — sin? x Insin x) .
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Pro kontrolu vysledkii pti vypoctech derivaci funkce mize poslouzit tento maplet.

Priklad 2.56. Kondenzator s kapacitou C' se vybiji pres rezistor s odporem R. Mame
najit intenzitu proudu v cCase t, jestlize pro naboj na deskach kondenzatoru plati

Q = 0,001 e7/°

kde naboj @ je vyjadfen v coulombech a ¢as t v sekundach. Mame zjistit, za jak dlouho
klesne intenzita proudu na polovinu své pocatecni hodnoty.

Reseni. Intenzita elektrického proudu v ampérech je

d
i = d—? = (0,001 e7/%) = —0,0002 ¢~/

Prot =0 je
ip = —0,0002 A = —-0,2mA

Cas v sekundéch,za ktery klesne intenzita proudu na polovinu, najdeme z podminky

j 1
%O = —0,0002¢*°  neboli 3= e7t0,

Tedy t =51n2 =347s.
O

Priklad 2.57. Mame najit rovnici teény a normaély ke grafu funkce y = Inx, jestlize
tecna je rovnobézna s primkou x —y + 5 = 0.

Reseni. Nechf A = [z, 0] je bod, ve kterém je hledané tecna rovnobé&zné se zadanou

primkou. Z podminky rovnobéznosti plyne pro smérnici k; te¢ny a smeérnici ko dané primky
vztah k; = ko (= 1), neboli

1
(nz),_, =1, tedy —=1.
Zo

Odtud je zg =1 ayyg=Inzyg = 0.
Rovnice teény v bodé A = [1,0] je

y—0=1(z—-1) neboli r—y—1=

a rovnice normaly

1
y—O:—I(:c—l) neboli r+y—1=0.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/Derivovani.html
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Diferencial funkce

Definice 2.58. Necht funkce f je diferencovatelnd v bodé zy. Potom funkei f/(xg) - h
proménné h € R nazyvame diferencialem funkce f v bodé zy a znacime

df([L'()) = f/(ZL'()) - h.
Je-li funkce f diferencovatelnd na intervalu (a,b), potom f'(z) - h zavisi na dvou pro-

ménnych = € (a,b), h € (—o0, o0). Tento vyraz nazyvame diferencidlem funkce a
oznacujeme d f(x), nebo d f.

Zvolime-li speciélné f : f(x) = x, potom d f(z) = dx = 1.h.
Vysledku dx = h budeme nadéle pouzivat vSude. Bude tedy

d f(z) = f'(z) - dz, df(z) = f'(20) - da.

Odtud Ize délenim diferencidlem dx ziskat jiz diive uvedené Leibnizovo vyjadieni derivace
funkce

d f(x) d f (o)
/ _ / _
fa)= D (g = 2]
Prirtistek dr nazyvame prirtistkem argumentu.
Geometricky vyznam diferencialu
yr Rovnice tecny ke grafu funkce
f v bodé [zg, f(zo)] ma tvar:
: y— flao) = tger (z — o) =
Af
. = f'(zo)(z — o).
Oznacime-li tedy
r—x9 = Ax,
f(@) = f(z0) = Af(2),
je geometricky vyznam diferen-
cialu
"] . !
Xo  XGFAX df (zo) = f'(z0)(x — z0)

,prirtstek po tecné“, tak jak je
Obr. 2.19: Geometricky vyznam diferencialu znazornéno na obr. 2.19.
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Aproximace prirastku funkce diferencialem

Piirastek funkce f v bodé z definujeme vztahem Af(x) = f(z + h) — f(x).
Je-li f'(x) # 0, potom

fim 2@ g S ) = @) lim [l —1
h—0df(z)  h—0 F(z) - h = ) 1

Proto pro dostatecné mala h je

Af(z)
d f(x)

a muzeme pro mala h ptiblizné nahradit prirtistek funkce jejim diferencidlem.

~ 1, tj. Af(z) =~ d f(z)

Priklad 2.59. S jakou chybou (v procentech) vypocteme objem krychle, jestlize se pii
méieni strany krychle dopustime nejvyse 1% chyby?

Reseni. Nechf z znaé¢i délku strany krychle a V' jeji objem. Necht dz znad moznou chybu
v méreni x. Relativni chyba df je v absolutni hodnoté nejvyse 0,01, tedy
d
9] o 01.
x
Diferencial dV je odhad chyby pfi vypoctu objemu, tj. % je odhad relativni chyby objemu.
Protoze
dV = d(2*) = 32%dx,
dostaneme
AV 3adx dx
Voo T

Tedy relativni chyba objemu je trojnésobek relativni chyby v méfeni strany, tj. asi 3%. [

Neurcité vyrazy, L’Hospitalovo pravidlo

V tomto odstavci uvedeme pravidlo, které vyrazné zjednodusi pocitani limit funkci v
bodech, kde neni mozné pfimo dosadit — tak zvanych neurcitych vyrazi:

Vysetiujeme-li limitu lim %, kde lim g(z) = 0, nemizeme pouzit vétu o limité podilu;

r—a

je-li navic lim f(z) = 0, nejednd se ani o Zddnou nevlastni limitu. Pfesto uvedeny podil

r—a

limitu muze mit a to dokonce vlastni. Podobna situace vznika, jsou-li limity funkci f, g
nevlastni, nebo vySetiujeme-li limitu rozdilu dvou funkci, z nichz méa kazda nevlastni
limitu oo a podobné. Tyto a jim analogické piipady limit nazyvame neurcité vyrazy a
délime je do nékolika typt (lim oznacuje glﬁmcll)

1. Je-li lim f(x) = lim g(x) = 0, potom lim % nazyvame neurcitym vyrazem typu %.
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2. Je-li lim f(z) = lim g(z) = £o0, potom lim % nazyvame neur¢itym vyrazem typu

3. Je-li lim f(x) = 0,lim g(z) = £o0, potom lim f(z) - g(x) nazyvame neurcitym vyra-
zem typu 0 - co.

4. Je-li lim f(z) = lim g(z) = oo, potom lim f(x) — g(x) nazyvame neurcitym vyrazem
typu 0o — 0.
5. Je-li lim f(z) = 1,lim g(z) = oo, potom lim(f(x))?™ nazyvame neuréitym vyrazem
typu 1°°.
6. Je-li lim f(z) = oo,lim g(z) = 0, potom lim(f(x))?™ nazyvame neuréitym vyrazem
typu oo?.
7. Je-li lim f(z) = limg(z) = 0, potom lim(f(z))’® nazyvame neurcitym vyrazem
typu 0°.

Uvedeme metodu na vypocet neurc¢itych vyrazi prvnich dvou typii; neurcité vyrazy zby-
vajicich typt se vzdy snazime na néktery z prvnich dvou prevést.

Véta 2.60. (Prvni L’Hospitalovo pravidlo)
Necht funkce f,g jsou diferencovatelné na nékterém U*(a) a plati

1) lim f(z) = lim g(x) = 0, 2)  lim g:g =b. Potom také lim % =b.
Dukaz naleznete v ¢asti Pro zdjemce na konci kapitoly.
Véta 2.61. (Druhé L’Hospitalovo pravidlo)
Necht funkce f,g jsou diferencovatelné na nékterém U*(a) a plati
1) lim |f(x)| = lim |g(x)| = o0 2) lim ’;:8 =b. Potom také lim % =b.
Priklad 2.62. Vypocteme nésledujici limity:
. In(2z —1 . . 1 .
) PR ) dmBE g dmed Q) lmeoga— 1)
ReSeni. a)
2 2
. In(2x — 1) 0 . 9 —1 . cos®dnx 1
im————=(-|=lm———=lm———— = —.
e—1  tgdmx 0 z—1 _A4n e—121(2x — 1) 27
cos” 4w
b)
Inx 00 1
hm—z(—) = lim £ =0
rx—o0 I 0. @) z—oo |
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lim 77 = (ooo) = lim esm* = e’
T—0Q0 T—0Q
kde b = lim lan: = 0, jak jsme vypocitali v pfedchozim prikladu. Tedy
T—00
lim :L‘% =¥ =1.
r—00
d)
1 COS & 1
lim (cotgw — —) = (f£o00 — (£o00)) = lim ( — — —> =
T— €T z—0 \ SInx €T
T COSxT —sinx 0 . COSXT —xsinx — Ccosx
z—0 rsinx 0 z—0 SInx + X COST
. —xsinx 0 . —sinx
=lim——-—=(=- ) =lm——-—-—=0.
z—0sinx + x cosz 0 z—0 % + cosx

]

Na posledni neurcity vyraz jsme L’Hospitalovo pravidlo jiz nepouzili — vyhodnéjsi bylo
délit citatele i jmenovatele x.

Zavérem kapitoly o derivaci uvedeme tii dilezité véty o funkcich diferencovatelnych na
intervalu, které maji znacny teoreticky, ale i prakticky vyznam:

Véty o prirustku funkce

Véta 2.63. (Fermatova) Jestlize
a) [ je spojitd na (a,b),
b) v bodé £ € (a,b) nabyvd své nejvétsi (nebo nejmensi) hodnoty,
c) existuje f'(£),

pak f'(§) = 0.

Dukaz véty naleznete v ¢asti Pro zajemce na konci kapitoly.

Véta 2.64. (Rolleova) Jestlize
a) [ je spojitd na (a,b),
b) f je diferencovatelnd na (a,b),
) plati f(a) = 1(0),
pak existuje bod & € (a,b) tak, Ze f'(§) = 0.

Véta 2.65. (Lagrangeova o prirustku funkce) Jestlize
a) [ je spojitda na {(a,b),
b) f je diferencovatelnd na (a,b),
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pak existuje & € (a,b) takové, Ze

12) 1)

a & £z b

Obr. 2.20: Rolleova véta

Uvedené véty, které se souhrnné nazyvaji vétami o prirtstku funkce, jsou velmi
dilezité z teoretického hlediska — pomoci nich se dokazuji prakticky vsechna dilezita
tvrzeni o diferencovatelnych funkcich - viz napt. Dusledky za nésledujicimi obréazky.
Diikazy neuvadime; platnost tvrzeni v nich obsazenych nazorné ukazuji obrazky 2.20 a

2.21.

Dusledky: Necht 7 znadi interval, af jiz otevieny, uzavieny, ¢i polouzavieny, a Jo
jeho vnittek, tj. otevieny interval, ktery obsahuje pravé vnitini body intervalu 7.

1. Funkce f je konstantni na Jy, pravé kdyz f'(x) = 0 na Jo.

2. Necht funkce f je diferencovatelnd na J. Potom f je neklesajici (resp. nerostouci)

na J, pravé kdyz

fi(@) =0 (resp. f'(z)<0)

3. Necht funkce f je diferencovatelnd na J.
Potom [ je rostouct (resp. klesagici) na J, pravé kdyz je f'(x) > 0 (resp. f'(x) <0)

ia)

1®)

na Jo.

7

Obr. 2.21: Lagrangeova véta

na Jo, pricemz rovnost f' = 0 nenastane na Zddném podintervalu intervalu Jy.

Priklad 2.66. Funkce f(r) = x° ma derivaci f'(z) = 5-z* > 0, pfidemz f’(z) = 0 pouze
v bodé 0. Funkce f tedy roste na (—oo, 00).

Pro zajemce

Dukaz véty o derivaci a aritmetickych operacich: Prvni dva vztahy plynou bezprostiedné z analogickych tvrzeni o

limitéch; dokadzeme c):

(f(z) - g(x))" = lim

f(z+h)g(z+h) — f(z)g()
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= lim &7z + W)g(x + ) ~ f(@)g(w + ) + F@)gla + h) ~ [(@)g(a)] =
= Jim = ((f( -+ B) — F@)gla +h)+ (@)l + h) — g(a))] =

= lim
h—0

farh)-1) = /'@)9@) + f@)g' @),

a1 + 7o) Jim LEED =)

Dukaz véty o derivaci inverzni funkce: Z a) vyplyva, ze funkce f je spojitd na (a,b) a s pouzitim véty o limité
slozené funkce 2.26 s vnitini slozkou y = f(x), tj. * = g(y), dostavame
. f(z) = flzo) .. y—yo 1
lim —F————= = lim = .
T=To T — X0 v=vo g(y) —9g(yo)  9'(yo)

Dukaz prvniho L’Hospitalova pravidla: Predpoklddejme, Ze a je vlastni, tedy Ze plati f(a) = g(a) = 0. Potom

f@)=f@)  lim H@)=f(a)

f@) . f@) - fa) O )
A @) A ) —g@) A T e@ T (@@ T ga)”
z—a r—a z—a

V pfipadé, kdy f(a) nebo g(a) neexistuje (tedy né&kterd z funkci f, g ma v a odstranitelnou singularitu), defini¢ni predpis
zménime tak, ze polozime f(a) = g(a) = 0. V pfipadé a = 0o pouzijeme substituci ¢t = % a vétu o limité sloZené funkce.
Dukaz Fermatovy véty: Predpokladejme, ze f ma v £ maximum, tedy plati

f(@) < f(€) Vo € (a,b), meboli  f(z) - f(§) < 0.

Potom pro podi plati:

g f@ = f©
z—¢&
ree = TOTfO50 o o MBSO

Tedy
e 1@ 1O o o @) = 1)

v ac—f st z—f :er(f)SO-

Protoze podle predpokladu existuje f/(£), musi platit
FL©) = 149 = fe) =o.
Dukaz dusledku Lagrangeovy véty:
1. Smér f je konstantni na Jo = f'(z) = 0 na Jp jsme ukézali pfimym vypoétem z definice. Provéiime opa¢ny
smeér:

Necht f/(z) = 0 na Jp. Potom pro libovolna z1,z2 € Jo existuje £ € (z1,z2) tak, ze plati
f(6) = Mfﬁ’“) Podle piedpokladu je f/(€) = 0, tedy f(z2) = f(z1) a funkce f je na Jo konstantni.

To—x

2. a) Predpoklddejme, ze f je neklesajici na J. Potom pro kazdé dva navzajem rizné body z,z* € Joy plati

T* —x T* >z T* —x
b) Predpokladejme nyni f’(z) > 0 na Jo. Potom pro z1,z2 € J, x1 < x2 plati podle Lagrangeovy véty

fx2) = f(a1) = f/() (w2 —21) 2 0, neboli f(z1) < f(w2).
Pro nerostouci funkci by dikaz probihal obdobné.

3. Je-li f rostouci, potom podle piedchozi véty je f(xz) > 0 na Jo , pfiCemz na zadném podintervalu neni f’(z) = 0,
protoze f by byla na tomto podintervalu konstantni.
Je-li f(z) > 0, pficemz neni f’(z) = 0 na zadném podintervalu intervalu Jo, potom f je neklesajici, a protoze neni
konstantni na zddném podintervalu, musi byt rostouci.
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Shrnuti

V této kapitole jsme definovali zakladni prostfedek diferencialniho poc¢tu — derivaci
funkce:

e derivace funkce f v bodé zg:  f'(x¢) = lim %ﬁéxo),
T—T0

e derivace zleva (zprava): je definovand pomoci pfislusnych jednostrannych li-
mit,

e derivace funkce f na intervalu: funkece f': z — f'(z).
Derivace popisuje ,rychlost, s jakou se méni dana veli¢ina“, nejen ve fyzice, ale i v
chemii, biologii, ekonomii, managementu,...
Déle jsme zavedli pojem diferencial funkce — linearni ¢ast prirastku funkce:

e diferencial funkce f v bodé x¢ vzhledem k prirtstku h :  df (zo) = f'(x0) h.

Ukéazali jsme, jak muzeme vyuzit derivaci pfi vypoctu limit tzv. neurcitych vyrazi
(limit, které nelze vypocitat jako funkéni hodnoty) — uvedli jsme
e L’Hospitalovo pravidlo: je-li lim f(z) = lim g(z) = 0, resp. je-li lim f(z) =

f'@ _p 4 lin L@
g,()—b,Jetakeglczl}lg()—b.

= lim g(z) = o0 a soucasné je lim ;=
r—a z

r—a

Na zavér kapitoly jsme uvedli tzv. véty o prirtstku funkce a jejich dusledky:

e Fermatova véta: ma-li funkce diferencovatelna na intervalu v néjakém bodé
tohoto intervalu nejvétsi resp. nejmensi hodnotu, musi mit v tomto bodé nulovou
derivaci,

e Rolleova véta: maé-li funkce diferencovatelnd na néjakém intervalu v krajnich
bodech tohoto intervalu nulové hodnoty, musi mit v nékterém vnitinim bodé
tohoto intervalu nulovou derivaci,

e Lagrangeova véta: pro funkci diferencovatelnou na intervalu (a,b) a spojitou
na (a, by existuje bod £ € (a,b) tak, ze plati f(b) — f(a) = f(§)(b— a),

e plati-li pro funkci f na néjakém intervalu f'(z) = 0, je funkce na tomto intervalu
konstantni,

e plati-li pro funkci f na né&jakém intervalu f'(z) > 0 resp. f'(z) < 0, je funkce
na tomto intervalu rostouci resp. klesjici,

99
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Pomoci pravidel pro poc¢itani s limitami jsme odvodili pravidla pro vypocet derivaci a
vztahy pro derivace zakladnich elementarnich funkci; pravidla jsou shrnuty v nasledujicich
tabulkach:

Slovnik pro derivace

Vzorce plati vSude, kde je definovana funkce i derivace.

Funkce Derivace Funkce Derivace
¢ (konst.) 0 x 1
" nax ! ¢ ot
er e a® a®*Ina
1 1
Inz T log, x ~Ina
sin x COS & COS & —sinx
1 1
tg cos’ x cotg v sin?
arcsin x L arccos x S S
N V1—2a?
_1 _ 1
arctg 13 22 arccotg x 15 22
sinh z coshzx coshzx sinh z
1 1
tgh tgh —
g cosh? z corEn T sinh® z

Gramatika pro derivace Uzite¢né vzorce

(af(@)+bg(@) = af(@)+bg() Joli j2) > 0,92) >0
plati:
(F@)g@) = ['(@)g@)+ () g()
@)Y _ ['(@)g(x) — f(2) g/ (x) D@ gl f@)
(fle(@)])’ = [lo(@)] ¢ (z) logy) f(7) = 1)

Obr. 2.22:
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Otazky a ukoly

1. Co je to derivace funkce a) v bodé¢, b) na intervalu?

2
2. Na ptikladu funkce f dané piedpisem f(z) = z%y(z) = { 96 i;% pomoci

definice derivace ukazte, Ze funkce definovand na R muze mit derivaci pouze v
jednom bodé.

3. Body A = [2,4] a B = [2 + Ax, 4 + Ay| paraboly y = 2 prochézi sena. Najdéte
smérnici této secny, jestlize Az = 1, Az = 0,1, Ax = 0,01. Najdéte téZ smérnici
tecny paraboly v bodé A.

4. Necht f je funkce, jejiz hodnota v z je 4x2.

a) Vypocitejte [f(2,1) — f(2)]/0,1.

b) Jak mtzeme interpretovat zlomek v a), jestlize f znamena celkovy zisk jisté
firmy (v milionech dolart) v prvnich z letech ¢innosti?

c¢) Jak mizeme interpretovat zlomek v a), jestlize f znamena druhou soufadnici
na grafu paraboly y = 422 ?

d) Jak muZeme interpretovat zlomek v a), jestlize f udéava vzdélenost, kterou
urazi pohybujici se ¢astice v prvnich x sekundéach?

e) Jaky je vyznam hodnoty f’(2) v pfipadech c),d)? Jak byste tyto pojmy rozsitili
na piipad b)?
5. Na obr. 2.23 jsou grafy t¥i funkci fi, fo, f3. Pro ktera ¢isla a
a) existuje lim f(z), ale f je nespojita v a?

b) f je v a spojita, ale neni v a diferencovatelna?

Obr. 2.23: Funkce z prikladu 5
6. O funkcich f a g vime, ze f(3) = 2, f'(3) = 4,9(3) =5,9(5) =3,4(3) =1a
g'(5) = 7. Pro které x mizeme vypocitat (f o g)’ a ¢emu je rovna?

7. Necht ¢ je diferencovatelnd funkce takova, Ze jeji derivace je rovna x%H Necht
h(z) = g(z?). Najdéte h/(x).
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8. V obr. 8 jsou v levé casti grafy jistych funkci f; — fi5 a v pravé casti grafy jis-
tych funkci g1 — ¢15. Ke kazdé funkci f; najdéte funkci g; tak, aby platilo f/ = g;.

= | g1 A—

/

\
D

L7

)
q

7] |
\1;2

\

I

S N \L
w N KOk
Y
S
=
K

g7 g, 15

g
I,
AN

-]

Obr. 2.24: Funkce a jejich derivace

9. Ukazte, ze

a) derivace liché funkce je suda funkce,
b) derivace sudé funkce je lich4 funkce,

c) derivace funkce periodické s periodou p je periodicka funkce s periodou p.

10. Dokazte, Ze bod dotyku te¢ny k hyperbole o rovnici y = ¢ piili tsecku urcenou
pruseciky této tecny se souradnymi osami.

11. Odtvodnéte, proc¢ nelze pouzit L’Hospitalovo pravidlo pii vypoctu téchto limit:

. a%sini
a) lim .

. b) lim £ —sinx
0+ SN

oo T+ SInT
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Cvicdeni

1. Vypocitejte derivace nasledujicich funkei (pro zjednoduseni uvadime pouze pravou
stranu defini¢niho predpisu):

a)
c)

Q o
= =

[92]
~—

2+ 423\ /T + 4V — 3 Q/_i?
(23 — 2z + 1)(2* — 52* + 10) d) (z—1)(x —2)*(x —3)*

Jx n 1+ f) (z + 1)(2 — 2z2)
1-Vr  1+V2 (2% +1)

(ﬁ—l— \/Lg)mo ) %

4 (3 + 4\3/%)3 i) Smszi—; ggsx
%xr; 1) 3cotgw + cotg®z
tg =% 1 + L n) cotgv/1+ x5
sin (sin (sinx)) p) sin®(cos?(tgx))
43% 4 362* r) eVetetl
s t)  In(z + 1+ 22)

/1 —si 1
In ﬁ V) arctg u]j
xex X) (tg x)l/cosa:

(cosh z)ln® z) (Inz)®+ 2™

2. Vypocitejte derivace nasledujicich funkci a vysledky co nejvice zjednoduste:

zln(z —va? - 1)+ Va2 -1

ﬁl —i—llnﬁw3
31+2°) 37 1+x

arctg2 +ln1/x+%

1y, V24207 — —|—ln(:p+\/1+a:2)

2v2 V24222 +
1y 1+a+4 a2 \/_ 93\/_
41n1 o 5 + 6arctg

3. Vypoctéte derivace nasledujicich funkci; v bodech, kde derivace neexistuje, vy-
poctéte derivaci zleva a zprava:
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a) |z? b) +/|r —1] c) In|3—z|

d) x|z e) |cosz] f) (—1)k

4. Najdéte rovnici tecny a normaly ke grafu funkce f v bodé A, je-li
a) f(z) =32, A=117 b) f(z)=2V2sinz, A=I[%,7
c) f(z)=In(z+1), A=10,7] d) f(x)=e"cos2zx, A=]0,7

5. Najdéte rovnici teény a normaly k parabole y = 22 — 2z + 3, jestlize te¢na

a) je rovnobézna s piimkou 3x —y + 5 = 0,
b) je kolmé na pfimku z +y —1 =0,

c) svird s pfimkou 2z +y — 2 = 0 thel 7.

6. Vedeni vysokého napéti ma rozpéti mezi stozary 80 m. Tvar zavéseného vodice udava
parabola y = 0,001 22, pficemz jeji vrchol je stejné vzdalen od obou stozarti. Najdéte
tthel mezi vodicem a stozarem.

7. Balon kulového tvaru zmensuje v diisledku poruseni svého obalu sviij primeér o 2 cm
za sekundu. Vypocitejte, jakou rychlosti se zmensuje jeho objem, je-li pocatecni
polomér balonu r = 16 m.

8. Jestlize téleso vyhodime svisle vzhiiru s po¢atecni rychlosti vy ms™! je jeho vyska
nad povrchem poc¢itand v metrech dand vztahem s = vot — 4,9¢2, kde t je cas
v sekundach. Pro vy = 100 ms~! urcete

a) rychlost v Case t = 25,
b) rychlost v ¢ase t = 155,
c) v jakém case dosdhne téleso nejvétsi vysku,
d) jaké nejvétsi vysky téleso dosahne.
9. Vlak vyjizdi z nddrazi, pfi¢emz jeho pohyb popisuje rovnice s = at? + bt + ¢, kde s

je draha v km, ¢ ¢as v hodinach. Po uplynuti jedné minuty vlak dosdhne rychlosti
60 km/h. Jakou drahu urazi, nez dosédhne této rychlosti?

10. Na mofi krizuji dvé lodé svou drahu pod pravym thlem. KdyZ je prvni v pruseciku
drah, druhé je od néj jesté vzdalend 20 km. Prvni lod se pohybuje rychlosti v; =
= 30km/h, druha rychlosti vy = 50 km/h. Vypoctéte

a) rychlost, s jakou se vzdaluji,

b) nejmensi vzdalenost.

11. Pouli¢ni lampa visi 6 m nad zemi. Clovék vysoky 1,8 m kraci rychlosti 1,6 m/s. Zjis-
téte

a) jakou rychlosti se pohybuje stin jeho hlavy,

b) jakou rychlosti se méni délka jeho stinu.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Mnozstvi elektrického néboje protékajici vodi¢em se méni podle vztahu Q = Q(t),
kde @ je zadané v Coulombech a t v sekundach. Vypocitejte intenzitu elektrického
proudu v Case ty a zjistéte, kdy se bude rovnat intenzité 1, je-li

a) Qt) =3t + 2t + 2, to=0;1;5s, i =20A;

b) Q(t) = 2te™, to=0s, i1 = 0A4;

c) Q(t) = 0,05t + 0,04sin(1007t + 20), ty=7,5s, 11 =09 A.

Indukéni civkou protéké proud i, pro ktery plati ¢ = 15sin®3t, kde proud i je
v ampérech a cas ¢t v sekundach. Vypocitejte indukovanou elektromotorickou silu
€ = —L% v Case t = 2mw/9s, je-li L = 0,03H.

K zadanym funkcim f najdéte priristek funkce Af a diferencidl df v cisle xg pro
dany prirtustek Ax:

a) f(x) =32, ro=1 Az=10"",
b) f(z)=2% 42— 102 - 12, 2,=0, Az =0,2,
c) f(z)=arccotgz, xo=1 Axr=0,3,

d) f(z)=Invz? -2z, ro =3, Az =-0,02.

Vypocitejte priblizné pomoci diferencidlu nasledujici hodnoty; vysledky porovnejte
s hodnotami nalezenymi pomoci kalkulacky:

a) In 25,02, In 24,6, je-1li In 25 = 3,2189,

b) log 1001, je-li In 10 = 2,3026,

c) tg 46°,

d) arctgl,1,

e) 21002,

Vypoctéte, o kolik se zméni objem krychle, jestlize se délka jeji hrany zvétsi z 6 cm
na 6,1 cm, a to a) presné, b) pomoci diferencidlu. Ziskané vysledky porovnejte.

Koule ma polomér r. Najdéte pfirtistek a diferencial a) objemu, b) povrchu koule
jako funkci poloméru r pro polomér r = R a diferenci Ar.

V elektrickém obvodu s konstantnim napétim U se zméni odpor R o AR. Vypodi-
tejte, o kolik se zméni proud a) pfesné, b) ptiblizné.

Pomoci L’Hospitalova pravidla vypocitejte nasledujici limity:

ot 222 — 1 e o i e o i

a) m sy P im o ) Jm o

. orx—1 . In(1 —x) : < —_— )
d) achHi (Inz)* °) glclgtl) 3 £ xlgl;lo (x4 e —2
g) 1im+(sin r)ne h) lim (1-21)° i) lim (1 —2)In(1 —x)

x—0 r—00 r—1-
. . 2cosx — 2+ 22 144228 —€" . 1—cos’zx
j) 31613% z?sin’ x k) alcli»% sin’ x 1 3}3% z(1 + cosx)

Rezistorem s odporem R = 5() tece proud i = 2¢ Sin% (A). Vypocitejte okamzity
vykon proudu na rezistoru R. Najdéte hodnotu vykonu pro t — oc.
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Id
Vysledky
1. a) 322 + 1422z + f 13- 3% b) 19 X/z7, ¢) 725 — 352 + 423 + 6022 — 10z — 20, d) 2(z — 2)(z —
2(9..2 1-v2 84247 728625 2% 502 4z 2 1\% 21
=362~ e+ 9),©) Syl — gt ) SIS g 50 (Vi ) S
V2 1 +\ sin® z—cos® 2 : 2 0 2 -3 1 1
2 (1+\/7) — ) e %/34»4%,‘] slnSian(;?j I, k) cos3x(51nw cosx“ —xsinx COS%), 1) snta 1’1’1) 7?(:052(1“’%),
0) cos(sin(sinx)) cos(sinz) cosz, p) —3sin?(cos?(tgz)) cos(cos?(tgz)) sin(2tgx) ﬁ, q)

sin2 \‘)/ 1+:c5 \/ 1+ 5)4’
3437 In4 + 1442°, 1) eVoitotl 2Ll ) Iosleng o)
2v/z2 4z +1 In

(tgm)cow(smzln tgx + slnz)ﬁ’Y) (coshx)lnx(tghmlnz—s—m) z) (Inz)*~1(1 +Inz Inlnz) + 22 *~ ! In x;
o V1
2. a) In(z — Va? — 1), b) z(1+m3)27 ©) 14—16’ d) 1212 »e) 1+z2+z4;
3. a) 3z|z|, b) 2\/% pro x > 1, 2\/7% pro z < 1, f'(1) neex., f (1) = oo, f' (1) = —o0, ¢) - 3 pro z # 3, d) 2|z|, e)
(71)k+1sinxpr0:1:7ég+k,k€2, f) 0 pro z # k, k € Z;
a)br+y—4=0,z—-5—-6=0,b)2r—y+2—-—7/2=0z+2y—4—-—7/4=0,¢c)y =z,y = —z,d)

\/%7 u) %7 V) ﬁ’ W) ezxe”"(lnz + l)7 X)

r+y—1=0,z—y+1=0;

5.a) 12z —4y—13=0,4c+ 12y — 61 =0,b) 4z — 4y +3 =0,4x + 4y — 15 =0, ¢) 12z — 4y — 13 = 0, 4o + 12y — 61 =
= 0;12z + 36y — 83 = 0, 108x — 36y — 17 = 0;

6. arctg 12,5 = 85°25/34"; 7. 1,508 m/s2; 8. a) 80,4ms™!, b) —47ms~1, c) 10, 2s, d) 510,20m; 9. 500m, 10. a) 58,31
km/h, b)10,29 km;

11. a)2,285 m/s, b) £ m/s

12a) 2 A,8A,32A,3s,b)2A,1s, ¢) 506 A, 0,00112..+k/50; 13. 1,90 V,

14. a) 0,63, 0,6, b) -2,152, -2, c) -0,09, -0,1, d) (In 0,973)/2, -0,013;

15. a) 3,2197,3,2029, b) 3,0004, c) 1,035906, d) 0,835398,¢) 2,003;

16. a) 10,981, b) 10,8; 17. a) 4nr?Ar + 4rR(Ar)? + 47 R(Ar)3, 4rR2Ar, b) 8t RAr + 47 (Ar)?, 8TRAT;

18. (—UpAR)/(R(R — AR)), (-UpAR)/R?;

19. a) %, b) —o0, ¢) 0, d) oo, €) —o0, f) 2, g) oo, h) %, i) 0, j) %, k) —%, 1) 0;

20. 180[W].

2.5 Derivace vyssich radua, Taylorav polynom

V predchozi kapitole jsme vidéli, ze rychlost pohybujiciho se télesa ziskdme derivaci
funkce, ktera popisuje zavislost drahy na case. Naskyta se otdzka, zda podobné nemizeme
ziskat zrychleni, s jakym se téleso pohybuje. Vzhledem k tomu, Ze rychlost popisuje
zménu drahy, a zrychleni analogicky zménu rychlosti, je pfirozené polozit posledni vyraz
chapeme jako ,druhou derivaci®

Podobné jisté muzeme zavést i derivaci treti, ¢tvrtou,... obecné libovolného radu.

Rizné fyzikalni i jiné pfirodni jevy byvaji popsany dosti komplikovanymi funkénimi
zavislostmi; maji-li se takové jevy vysetfovat, byva vyhodné nahradit zkoumanou funkci
v okoli ,pracovniho bodu“ nékterou jednodussi — nejradéji polynomem. V této kapitole
ukazeme, jak se takovy polynom, ktery dostatecné aproximuje zkoumanou funkci —
Taylortiv polynom — najde.
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Derivace a diferencialy vyssich radu

Definice 2.67. Je-li f’ derivace funkce f na otevieném intervalu [J, miZe se stat, ze
funkce f’ ma na J (nebo na nékterém otevieném intervalu, ktery je ¢asti J) sama derivaci.

Potom tuto derivaci nazyvame derivact druhého radu, nebo téZz druhou derivaci
2

e d
funkce f a znac¢ime ji f”, nebo ——%.

dx
Rekurzi definujeme derivaci n-tého radu, nebo téz n-tou derivaci jako derivaci (n —

— 1)-ni derivace:
F) = (f(n—l))"

R4d derivace se udava jako horni index v zévorce. Pro derivace do tietiho fadu budeme
Rad d dava jako h d Pro d do tfetiho fadu bud
pouzivat oznaceni f) = f/| f& = " fB) = " Je vihodné definovat také nultou
derivaci vztahem f© = f.

- NP . dn O e . PR
Pro n-tou derivaci se pouziva téz oznaceni # (tzv. Leibniztiv zapis n-té derivace).
Mé-li funkce f na otevieném intervalu J derivaci n-tého fadu £, fekneme, ze f je

na J n-krat diferencovatelna.

Priklad 2.68. Mame najit f™ pro funkci definovanou predpisem
flz) =22 +2® —x +5.

ReSeni. f'(z) = 622+22r—1
') = 12x+2
f’//(I) - 19
fO@) = 0
f™(x) = 0pron >4

Zadana funkce byl polynom 3. stupné; derivace fadu vétsiho nez tfi je rovna nule.

Tento vysledek miizeme jisté zobecnit na libovolny polynom — derivace fadu vétsiho nez
je stupen polynomu je rovna nule. O]

Piiklad 2.69. Vypocitdme q) (sinz)® b) (er=+0)™ ¢) (q=)™

ReSeni. a) (sinz) = cosz = sin(z + Z); (sinz)” = (sin(z + %))/ = cos(z + §) =
= sin(z + 2 - 7);
= (sinz)™ =sin(z+n- %)

b) (e 41) = perst; - (errn)®) — pi eprs

¢) (a*) =a* Ina; (a®)™ =a® (Ina)"

Definice 2.70. Je-li funkce f n-krat diferencovatelnd v bodé xy, potom funkci
d" f (o) = ™ (xo) - b

proménné h € R nazyvame diferencidalem n-tého radu funkce f v bodé xy, nebo
n-tym diferencialem funkce f v bodé x,.
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Pouzijeme-li pro pftiristek h oznaceni dx, piSeme
d" f(xo) = f" (o) - da™
mn
a odtud dostavame zminéné Leibnizovo oznaceni n-té derivace %(fo) = £ ().

Piiklad 2.71. Vypocitame d?f(3), je-li f(z) = 5°3.

Reseni. f'(z) =5"3Inb5; f"(z)=5"3(Inb5)% f"(3)=(In5)? = d?f(3) = (In5)%da?
[

Linearizace

Vime, Ze rovnice tecny ke grafu funkce f v bodé [z, f(z¢)] ma tvar

y — f(zo) = f'(z0)(x — 20) neboli y = f(zo) + f'(z0)(x — x0).

Vyraz na pravé strané je polynom 1. stupné; ozna¢me jako p funkci definovanou vztahem
p(x) = f(@o) + ['(w0)(z — o).

Pro funkci p zfejmé plati  p(zo) = f(z0), pP'(x0) = f'(z0),

navic se da ukazat, Ze p je jediny polynom 1. stupné s témito dvéma vlastnostmi.

Protoze polynom stupné nejvyse 1. se nazyva linearni funkce (grafem je pfimka), fekneme,
ze p je linearizace funkce f v xg.

Piiklad 2.72. Y
Mame najit linearizaci funkce
f(x)=tg x
[ f(@)=tgz v 7. p(x)=1+2(x-74)
Reseni. 7] T .
f(x) =tgx, f(})=1,
f/(l') = cos12z7 f/(%) = (Lli)2 = 2. E
‘ X
Odtud - S T
T T
=142r——-)=2 1——.
p(x) + 2(z 4) x + 5
O

Obr. 2.25: Linearizace

Poznamenejme, Ze linearizace se uziva velmi c¢asto v praxi, napiiklad pfi nahradé experi-
mentalné zjisténych charakteristik elektrickych soucéstek (tranzistori) v okoli pracovniho
bodu.
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Aproximace funkce Taylorovjfm polynomem

vvvvvv

aproximaci funkce pomoci polynomu.

Mame-li aproximovat funkci f diferencovatelnou v zy v dosti malém okoli U(z) linedrni
funkei (polynomem prvniho stupné) 7' (x), pouzijeme tu funkeci, jejimz grafem je teéna ke
grafu funkce f v bodé [z¢, f(x0)], jinymi slovy pozadujeme, aby se v bodé zy shodovaly
funkéni hodnoty a hodnoty prvnich derivaci funkce f a polynomu 77 — viz 2.25. Hodnota
funkce f a polynomu 7) se vSak muze znacné lisit v bodech z # z(. Je-li funkce f
n-krat diferencovatelna, miizeme presnost aproximace v dosti malém okoli bodu x zlepsit,
pouzijeme-li polynom n-tého stupné 7,,, po kterém budeme pozadovat, aby se v bodé z
shodoval s funkci f az do n-té derivace véetné, to znamena, aby platilo

TW™ (20) = f®(x0), k=0,1,....n
Snadno se provéri, ze tuto vlastnost ma polynom z nasledujici definice:

Definice 2.73. Taylorovym polynomem funkce f v bodé zy nazyvame polynom

"(x () (124 (x0)
Tn(ZL‘):f<(L'Q)+M(JZ—ZL‘0)+“‘+f—<)l'—l’() Zf (z — 20)"

1! n!

Pro xy = 0 se polynom T, (x) nazyva téz Maclaurinuv polynom.

Oznac¢ime-li dr = & — 2, je f*)(x0) (x — 20)* = d*f(zy) a Tayloriv polynom miizeme
psat ve tvaru

1 1 1
Rozdil mezi hodnotou f(x) a T),(x) oznacime

Ro1(z) = f(z) — T, (x)

a nazveme zbytek po n-té mocning, nebo (n + 1)-ni zbytek. Zbytek urcuje nepiesnost
aproximace funkce f prislusnym Taylorovym polynomem 7,.

Véta 2.74. (Taylorova) Necht funkce fje (n+1)-krdt diferencovatelnd na jistém okoli
U(xg) bodu xo. Potom pro x € U(xy) plati

f(n+1)(£) (l’ o xo)n+17

f(x) =T (2) + Rya(z) kde Rppa(v) = (n+1)!

pricemz £ lezi mezi body x, o, neboli & = xg+ J(x —x9) 0 <V < 1.
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Priklad 2.75. Najdéme Tayloruv vzorec pro funkci
f:fle)y=v1+4z, 2e (-1, +0),20=0,n=3.

Nakresleme graf dané funkce v okoli bodu zy = 0 a grafy pfislusnych Taylorovych poly-
nomi stupné 1, 2 a 3.

Reseni. Mame za tikol vyjadiit danou funkci f ve tvaru
f(@) = Ts(x) + Ra(x),
kde T3 je Maclaurintiv polynom stupné nejvyse 3 dané funkce f, tj.

O, 0 S0,

Vypocitame potfebné derivace:

fla)  =(1+a2)"2 fO) =1
fll@) =30+ F) =3
f'(x) = 3(=3) (A +2)72 1"0) =33 M
f@) =5(=3)(=5A+2)7 1"0) =3(=3)(=3)
@) =3(=)DEDA+2) 20 fOE) = 3= (=) (3 +&77
Po dosazeni do Taylorova vzorce dostaneme pro x € (—1, +00):
1 11 113 1 1 1
VIFE =14 fo— 104 130 Rie) = 14 o= Lo 1+ ),
kde  Ri(z) = %fy (1+92) 72, 0<v<1.

Na obr. 2.26, kde je nakreslen graf dané funkce f a grafy jejich Taylorovych polynomu
Ty, T3, T5 v bodé xy = 0 stupné 1,2 a 3, jsou dale v bodé x = 3 vyznaceny absolutni
hodnoty zbytkt Ry(3), R3(3) a R4(3) prislusného Taylorova vzorce.

Tayloriv polynom 7,, funkce f v bodé xy tedy aproximuje funkci f v bodech z jistého
okoli U(xy) bodu zg, a to s chybou danou absolutni hodnotou zbytku R, pro pfislusny
bod z. Lze tedy pro body x € U,, napsat priblizny vztah

flz) = T,(x), x€U(xg),
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X

Obr. 2.26: Taylorovy polynomy funkce v/1 + z

jehoz chyba je dana absolutni hodnotou |R,,+1(x)|.

Uvedena aproximace ma lokalni charakter. Pti vypoctu priblizné hodnoty funkce f podle
Taylorova vzorce mizeme vSeobecné ocekavat uspokojujici vysledky jen pro body x blizké
bodu xg.

Tuto situaci mtzeme ilustrovat na funkci v/1 + x z pfedchoziho ptikladu, jestlize pro jeji
aproximaci pouzijeme odvozeny polynom 73 , tj. polozime-li

1 1 1
v1+x%1+§x—§x2+ﬁx3. (%)
Odhadnéme chybu této aproximace:
-1-3-51 x? 1-3-52*

‘R4($)’= 94 1 <1+19x)7 < o Z’ (**)

pti¢emz posledni vyraz jsme dostali tak, Ze jsme polozili ¢ = 0 (tim jsme vyraz zarucené
zvétsili).

Dosadime-li do vzorce (*) za = hodnotu pomérné malou, napf. x = 0,2, dostaneme pro
pribliznou hodnotu ¢isla /1,2:

1 1 1
12~14+--02—=-(02)%2+—-(02)2%=1 .
V1, +2 0, 2 (0,2) +16 (0,2) 0955

Chyba této aproximace je podle vzorce (**) mensi nez %8 -(0,2)* = 0,000 06.

Pro srovnani - na kalkulacce vypoc¢teme /1,2 = 1,095445 115.
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Dosadime-li v8ak do (*) za z ¢islo podstatné vétsi, napi. © = 2,4 | dostaneme pro pfibliz-
nou hodnotu ¢isla /3,4:

w1 tioa L oa2 e L 043 = 23u4
V3414 5 24— 2 (24 + 5 - (24)° = 2,344,
pfitom na kalkuladce vypocitame /3,4 &~ 1,843 908 891. Pouziti vzorce (*) dava v tomto
pripadé vysledek zcela nevyhovujici. Ukazuje se dokonce, ze i kdybychom pro z = 2.4 zvy-
sovali stupen aproximujiciho polynomu 7},, nedostali bychom pro x = 2.4 lepsi vysledky,
praveé naopak. Na obr. 2.26 mtizeme vidét, Zze v bodé x = 3 se aproximace zhorsuje, jestlize
zvySujeme stupen Taylorova polynomu.

V predchozim prikladu jsme si stanovili predem stupen Taylorova polynomu a poté urco-
vali chybu, které se pii aproximaci dopustime. V néasledujicim ptikladu postup obratime
— nejdiive stanovime pfesnost aproximace a k ni budeme hledat stupen aproximujiciho
polynomu, pro ktery bude pozadované presnosti dosazeno.

Priklad 2.76. Aproximujme funkci e* Maclaurinovym polynomem a urceme, jaky musi
byt jeho stupeti, aby pro = € (0,1) byla chyba v absolutni hodnoté mensi nez 1073,

Reseni.
f(k)@) = e”,
fB®O0)=e"=1, k=0,1,2,....
Proto
T 14 "R kde Runy = — om0 < g <1
e’ = _’_F_’_—i_ﬁ—i_ n+1, € n+1—m$ U <v <L
Nyni pozadujeme
eﬁx . 5
|Rn+1| = m|x|”+ < 10 pro x & (0, 1)
K tomu staci, aby
|R | 61935 | |n+1 e < 10—3
1| = ——= — ,
T (1) (n+1)!
neboli
(n+1)! >e-10° > 2718,
Protoze 6! = 720, 7! = 5040 vyhovuje n = 6.
Proto pro pfedepsanou presnost je tfeba vzit polynom alespon Sestého stupné. O

Maplet pro vypocet Taylorovych polynomi najdete zde. V tomto mapletu se pro zvo-
lené funkce pocitaji i Taylorovy fady, o kterych se vice dozvime v posledni kapitole tohoto
textu.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/Taylor.html
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201

T ()

Ti(x)

X

Obr. 2.27: Taylorovy polynomy funkce e*

Shrnuti

V této kapitole jsme zavedli pojem

e derivace druhého fadu funkce f: existuje-li f’ na néjakém intervalu 7, klademe
f'(x) = (f'())',

e derivace n-tého Fadu funkce f: existuje-li £V na néjakém intervalu 7, kla-
deme

fO () = (fO (@),

e diferencial n-tého radu funkce f v bodé xy:  funkce proménné h:
d" f(x0) = f™(x0) - h", je-li f funkce n-krat diferencovatelna v bodé .

Déle jsme uvedli vztah pro aproximaci funkce (dostatetné mnohokrat diferencova-
telné) v okoli né&jakého bodu:

e Tayloruv vzorec:  f(z) = T,(x) + Ryy1(2x), kde T, () a Rn41(z) je

e Tayloriv polynom: 7T, (z) = f(xo) + %(w —Zo) + -+ + &(,IO)(QZ — xo)",

n:

e zbytek po n-tém ¢lenu: R, q(z) = ((2111))(,5) (x — x0)"", € mezi zg a .
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Taylorovy formule pro nékteré funkce

e ~ 1+%+§+ + Z R(x):% dz

sin x ~ L — g—? 4o (—1)F 1(;3;:1)' R(z) = (—1)/”“(;254:9133@2’““
COS T ~ 11— 2—? + % R (_1)1@% R(z) = (_1)k+1(§2s_+192:c)!x2k+2
In(l+2) ~ z- % %3 —ot (_1)n_1% R(z) = (—1)n(1+19xg§:1‘1(n+1)

Otazky a ukoly
1. Jak definujeme derivaci druhého radu? Obecné k-tého radu?

2. Muze existovat funkce f a bod xz tak, aby platilo: f’ (x9) = 1, fi(zo) = —1 a
1" (xg) = 07 Jestlize ano, uvedte pfiklad; jestlize ne, uvedte proc.

3. Pro n-tou derivaci souc¢inu n-krat diferencovatelnych funkci se uvadi tzv. Leibnizova
formule

(fg)™ = fmg + @ FOD gy (g) Fo=D g <n’21) Fgn=D 4 g,

Ovérte tuto formuli pro n = 2 a pokuste se naznacit indukcéni krok pri dikazu
formule matematickou indukei.

4. Najdéte druhou a tteti derivaci funkce f o g, (f o g)(x) = flg(z)], jestlize funkce f
a g maji na prislusnych mnozinach tieti derivaci.

5. Funkce f ma na mnoziné M derivace f’, f” f"”. Inverzni funkce f_; k funkci f
existuje a ma na jisté mnoziné N derivace f’,, f”,, f”,. Vyjadiete tyto derivace
pomoci f/, f// f/”-

6. Najdéte diferencial druhého rfadu souctu, rozdilu, soucinu a podilu funkci f a g,
jestlize tyto funkce maji druhé derivace a g(z) # 0.

7. Pomoci Taylorovy véty ukazte, Ze polynom n-tého stupné P, () je délitelny vyrazem

a) (z—mxy) pravé kdyz f(zo) =0,

b) (z—wx)F pravé kdyz f(zo) =0, f'(z0) =0, f"(w0) = 0,..., fE D (zg) = 0.
8. Ukazte, ze pro polynom P, n-tého stupné plati
h
P(x +h) = P(z) + I P'(z) 4 -+ — P"(x).
9. Ukazte, Ze pro funkci f danou piedpisem f(z) = {

plati f™(0) = 0.
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Cviceni
1. Vypocitejte f”(0), f”(1), je-li
a) flz)=2°—T722+12, b) f(x)=a2V2?+3,
c) f(x)=tg2x, d) f(z) =ze ™.
2. Ukaizte, Ze pro funkci y = f(z) plati
a) yW4+4y=0, jeli y=e"cosuz,
b) y'=1-(y)% jeli y=Injcie® + e,
¢) ¥ +y=——, jeli y=axsinz+ coszlncosz.
3. Vypocitejte
a) fW. jeli f(z)=a5+52* + 223 — 22
) fW el f

(2)
(x)
) f o jeli f(a) =2
(x)
(

o

o

o

) fD jedi f(x) = 2%(1 - 32)4(z + 1),
e) f",  jeli f(z)=(1+x)".

4. Vypoctéte derivaci n-tého radu funkce f, je-li
a) f2)=(a+ba)",  b) fla)=

_ 1 o
c) flz)= Ja+bz d) f(z)=sinpuz,
kde a, b, p jsou konstanty.

5. Vypocitejte rychlost a zrychleni télesa, které se pohybuje po primce, je-li jeho poloha
déna vztahem x = Ae (1 + at). UkazZte, Ze pro rychlost a zrychleni plati
d*x x
— 4+ 20— + a’r = 0.
dt? dt
6. Najdéte zrychleni lodé a silu pusobici na lod, kterd pluje pfimocaie ke biehu po
vypnuti motort pouze setrvacnosti. Jeji vzdalenost od brehu se méni podle vztahu
m T
x:h——ln<1+—0t>,
r m
kde h je vzdalenost lodé od biehu a vy rychlost lodé pii vypnuti motort, m je

hmotnost lodé a r soucinitel odporu vody.

7. Vypocitejte diferencidly vyssich fadt dané funkce f v bodé x( pro priristek Az |
je-li
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a)  f(z) =a?, d®f(1), Ax = —0,2;
b @) =VIT# @), Ar=0.1
c) f(x)=a", d*f(1), Ax =0,1;
d) f(z) =logz, d*f(2), Az = 0,25.

8. Linearizujte nésledujici funkce v okoli danych pracovnich bodi:
a) f(z) =42’ + Yz, z0=1

b) f(z)=xsin2z, z0=T;
c) flx)= V frrt T = 0;
d) flx) = fiﬁiv To = 3.

9. Nasledujici polynomy vyjadiete v mocninach (z — a):

a) y=a*—-322—-10x +11, jeli a=2,

b) y=a%—2x+5, je-li a = 100.
10. Najdéte Maclaurinovy polynomy stupné n danych funkci f:
a) fla)=14n n=3,
b) f(z)=tgx, n=>5,
c) f(z)=sin’z, n=~>5,
d) f(z)=xe™™, n =4,
e) f(z)=Incosz, n=_6.

11. Ovéite, ze funkce y = x aproximuje funkci y = sinz s chybou mensi nez 0,001, je-li
|z| < 0,18.

12. Zjistéte, kolik nenulovych ¢lentt Maclaurinova polynomu musime vzit pro funkci
f(z) = H%’ abychom ji aproximovali v intervalu (0, %) s chybou mensi nez 0,005.

13. Pro jaké kladné  miizeme aproximovat funkci

a) f(z) =15 b)  f(x) =In(1+2)
prvnimi dvéma nenulovymi c¢leny Maclaurinova polynomu s chybou mensi nez
0,001 ?
Vysledky

1. a) -14,6; b) 0,11/8; ¢) 0, 882.: d) 0, =2;

cos3 2
3. a) 36022 + 120, b) 720722715, ¢) ﬁ d) 408240, e) 120(1 + x)3;
4. a) ™ b (a + bz)™ ", b) (2n—1)ub™ d) p™sin (px + nw/2);

(=1)"n!b™
(m—n)!

@bt 9 V" mmonveres
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5. v = Aa’te™t, a = Aa?e”*(at — 1);
77LT“U2 2

6.a= (m+rvgt)2’ f =ma=r mT:30t> ;

. . . 1 .
7. a) -0,048; b) -0,01; c) 0,02; d) — 55= In2;

2

8. a) p(x) = 1(252 — 10), b) p(z) = =, ¢) p(x) =1 — a, d) p(z) = G- (z — 7);
9.a) =5+ 10(z — 2) + 21(z — 2)%2 + 8(x — 2)2 + (z — 2)%, b) 999805 + 29998(z — 100) + 300(z — 100)? + (z — 100)3;

10. a) 1 + 2z + 222, b) = + %a:?’ + 1%:1:5, c) 3 — %a:5, d) x — 22+ %xs - éa}‘l, e) —%xz — Lat— Lab,

12. 5; 12. a) = < 0,03162 b) = < 0,14424.

2.6 Optimalizace

V praktickych situacich se obvykle snazime najit optimalni feseni konkrétniho problému
— nejkratsi, resp. nejrychlejsi cestu, kterou se dostaneme na néjaké misto, tvar vyrobku
s ohledem na minimalni spotfebu materidlu a podobné. I v feseni téchto problémt nam
pomuze diferencialni pocet; jak, to uvidime v této kapitole.

Lokalni extrémy

Definice 2.77. Rekneme, 7e funkce f ma v bodé z lokdlni mazimum (resp. lokdlni
minimum), jestlize existuje okoli U(zo) C Dy tak, Ze

z €U(xo) = [f(x) < f(xo) (resp. f(z) = f(0))-

Plati-li v uvedenych nerovnostech pro x # xzy jen znak ostré nerovnosti, ma funkce v
bodé xy ostré lokalni maximum (minimum). Lokilni maxima a minima nazyvame
spoleénym pojmem lokalni extrémy.

V praxi maji nejvétsi vyznam zpravidla ostré lokalni extrémy, proto pod pojmem ,lokalni
extrémy“ budeme v dalsim vykladu rozumét ostré lokalni extrémy; v pripadé neostrych
extrému na to pfimo upozornime.

Z definice lokalniho extrému vyplyva: Ma-li funkce f v bodé xy lokdlni maximum (mi-
nimum), potom ztzeni funkce na jisté okoli U(xy) mé v zo nejvétsi (nejmensi) hodnotu.
Je-li navic funkce na U (x) diferencovatelna, musi podle Fermatovy véty platit f’'(z9) = 0.
Miize se ovSem stat, ze funkce v bodé, ve kterém ma lokalni extrém, neni diferencovatelna
— napiiklad |z| méa jisté v bodé zy = 0 minimum (pouze zde nabyva hodnoty 0, ve vSech
bodech = # 0 je |x| > 0 = |0|), a pfitom |z|" v nule neexistuje. Proto plati nasledujici
véta:

Véta 2.78. (Nutna podminka pro lokalni extrém) Jestlize funkce f md v bodé x
lokdlni extrém, potom f'(x¢) = 0 nebo f'(x¢) neezistuje.

Definice 2.79. Bod zg, ve kterém je f'(x¢) = 0, se nazyva staciondrni bod funkce f.
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7 véty 2.78 vyplyva, ze diferencovatelna funkce mtize mit extrém pouze ve stacionarnim
bodé, ale extrém zde mit nemusi; navic extrém mize nastat i v bodé, kde funkce neni
diferencovatelna. V obrazku 2.28 vidime nalevo funkci, kterd ma extrémy ve stacionarnich
bodech, uprostied funkci, kterda ma extrémy v bodech, kde derivace neexistuje, a napravo
funkci, kterd ve stacionarnim bodé extrém nema.

¥

7 , ;

Obr. 2.28: Stacionarni body a extrémy

Véta 2.80. (Postacujici podminka pro lokalni extrém ve stacionarnim bodé)
Necht funkce f md druhou derivaci ve svém staciondrnim bodé xy. Je-li f"(zq) > 0,
nastdvd v bodé xo lokdlni minimum, je-li f"(x¢) < 0, nastdvd v bodé o lokdlni mazimum.

Naznaceni dikazu, ktery plyne z Taylorovy véty, ukadzeme v ¢asti Pro zajemce na konci kapitoly.

Piiklad 2.81. Vysetieme lokalni extrémy funkce f: f(x) = 2% + 322 — 9z + 1.

Reseni.

fl(x) =32 +6x—9, f'(x)=6x+6.

Stacionarni body dostaneme z podminky / ’

f'(x) =0, tedy 20

32 +22-3)=0 = x; =1, 25 =-3. 10

Protoze f"(1) =12 >0, f"(-3) = -12 <0, .
nastéava v bodé z; = 1 lokalni minimum a IR : "IN ¢

v bodé z5 = —3 lokélni maximum s hodno-

tami Obr. 2.29: f(z) = 23+ 32> — 9z + 1.

fmin = f(l) = _47 fmax = f<—3) = 28.
O
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V pfipadé, Ze ve staciondrnim bodé xy je f”(x¢) = 0, véta 2.80 o lokalnim extrému
nerozhodne. Je-li vSak f dostatecné mnohokrat diferencovatelna v bodé xg, miizeme pouzit
nasledujici vétu:

Véta 2.82. Necht ve staciondrnim bodé xy funkce f je

f® () =0 prok=1,2,..,n—1,
F (o) # 0.

Je-li n sudé, nastivd v xo lokdlni extrém, a to lokdlni mazimum (resp. minimum) pro
fO)(z9) <0 (resp. f™ (o) >0). Je-li n liché, extrém v xy nenastane.

Naznaceni dukazu, ktery opét plyne z Taylorovy véty, ukdzeme v ¢asti Pro zajemce na konci kapitoly.

Priklad 2.83. Mame vySetfit lokalni extrémy funkce f: f(x) = %:Bfi + %x‘l + 2.

Reseni.
f(a) = o® + 1%, f"(w) = 5 + a2,
f"(x) = 2023 + 2z, f@(x) = 6022 + 2.
Stacionarni body dostaneme z podminky

3 (x2 + %) = 0, tedy f méa jediny stacio-
narni bod x = 0.

f"(0) = f"(0) =0, f9(0)=2>0. 05 x
Protoze nejnizsi derivace, kterd je v bodé 0
rtiznd od nuly je sudého Fadu, nastéava zde Obr. 2.30: f(z) = 25 + 52 42
lokalni extrém a to lokalni minimum. O

Zadnou z postacujicich podminek pro extrém, které vyuzivaji derivaci vyssich ¥adt, po-
chopitelné nemtizeme pouzit, kdyz prvni derivace neexistuje. V tomto ptipadé pouzijeme
druhy disledek Lagrangeovy véty - pro bod ,podeziely z extrému® vySetfime znaménko
prvni derivace nalevo a napravo od tohoto bodu, ¢imz zjistime, kde funkce roste a kde
klesa a odtud je jiz jakost extrému i jeho existence ziejma:

Wl

Priklad 2.84. Najdéte lokalni extrémy funkce f(x) = (z? —1)3.

Reseni. A )
(1) =(a?— 1) 2w = e = ’ :
J(@) ( ) 3V —1 3Yx—-1Jx+1
f(x)=0 pro =0, f'(x) neex. pro z ==+l

]

Maplet pro vypocet lokalnich extrému funkci najdete zde; intervaly, na kterych dana
funkce roste a kde klesa se daji najit pomoci tohoto Mapletu.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/LokalniExtremy.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/IntervalyMonotonie.html
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D=

Pro z € (—o0,—1) U (0,1) je f'(z) <0,
pro z € (—1,0) U (1,00) je f'(z) > 0,
tedy na (—oo, —1) a (0,1) funkce klesa,
na (—1,0) a (1, 00) funkce roste.
Odtud plyne, ze pro x = 0 ma funkce
lok&lni maximum s hodnotou

frnaz = f(O) =1, 22 -1 0 I 2

pro x = +1 ma lokalni minima s hodnotou

F@=(x -1f

Obr. 2.31: f(z) = (22 — 1)3

Absolutni (globalni) extrémy

Weierstrassova véta zajiStuje existenci maxima a minima spojité funkce f na uzavieném
intervalu 7. Tyto hodnoty nazyvame nejvétst a nejmenst hodnotou funkce f na
dané mnoziné neboli absolutnimi extrémy . Svych absolutnich extrému mize funkce
nabyt jak v krajnich bodech intervalu 7, tak v jeho vnitinich bodech. Proto pro nalezeni
absolutnich extrému je tfeba porovnat hodnoty funkce v bodech jejich lokalnich extrému
a v krajnich bodech intervalu 7.

Priklad 2.85. Mame najit absolutni extrémy funkce f : f(z) = %x3 — 2% — 37 na
intervalu (—3, 6).

Reseni.

Dana funkce je na intervalu (—3, 6) spojita 18
a ma na ném derivace [’ a f”. Pritom je

f'(z) = 2® =2z — 3, f"(xr) = 2x — 2. Staci-

onarni body funkce jsou z; = —1, o = 3.

Oba lezi uvnitf intervalu (—3, 6). Protoze 3
f"(-1) = —4 < 0, mé funkce f v bodé
r1 = —1 ostré lokdlni maximum s hodnotou
f(=1) = 2. Déle je f"(3) =4 > 0, a proto
mé funkce f v bodé xy = 3 ostré lokalni mi-
nimum s hodnotou f(3) = —9.

Cowert
w

-9

Obr. 2.32: f(z) = 32 — 2 — 3z na
<_3a 6>

Stanovime hodnoty v krajnich bodech intervalu: f(—3) = —9, f(6) = 18. Vidime,
ze dané funkce f méa na intervalu (—3, 6) absolutni maximum o hodnoté 18 v bodé 6 a
absolutni minimum o hodnoté -9 v bodé -3 a v bodé 3. [

Na vysetfovani absolutnich extrémt funkci na intervalu vedou casto i praktické tlohy
— hledani optimalni situace néjakého problému: nejmensi spotfeba materialu, nejlevnéjsi
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cena atd. V téchto situacich spociva podstatna ¢ast tlohy v nalezeni funkce, jejiz extrém
se méa najit, a intervalu, na kterém se ma extrém hledat — tedy ve formalizaci tlohy:

Formalizaci slovni tlohy na extrém tvoii funkce, jejiz maximum (resp. minimum) hle-
dame, tzv. 4éelova funkce, a podmnozina defini¢niho oboru této funkce, na které se ma
extrém realizovat.

Priklad 2.86. Letenka na vyhlidkovy let stoji 100 K¢, jestlize se letu ucastni od pade-
sati do sta pasazéri; za kazdou prodanou letenku nad sto se cena letenky (pro vSechny
pasazéry) snizuje o 50 hal. Letadlo mé kapacitu 200 mist. Pfi jakém poctu pasazéri ma
letecka spole¢nost nejvétsi zisk?

ReSeni. Pocet pasazérii oznadime jako z, zfejmé je x € (50,200). Najdeme nejdiive
funkci, ktera vyjadiuje cenu letenky v pripadé, kdy pasazéri je vice nez sto:

Je-li x pocet pasazéri, je x — 100 pocet pasazéri nad 100 a cena letenky se snizuje o
(x —100) - 0,5 K¢&. Cena leteky je tedy v tomto pfipadé rovna 100 — (x — 100)/2 K¢.

Nyni muzeme sestavit funkci, kterda vyjadiuje celkovy zisk spolecnosti v zavislosti na
poctu tcastnikt letu, tedy formalizovat tlohu:

— max.

(x) 100z pro z € (50,100)
| (150 — £) & pro « € (100,200)

Poznamenejme, ze funkce f je pro x = 100 (tedy na celém defini¢nin oboru) spojita.
Ur¢ime prvni derivaci:

100 pro z € (50,100)
() = { neex. pro z = 100
150 — = pro x € (100, 200)

Funkce mtize mit absolutni maximum v bodech, ve kterych je prvni derivace nulové, nebo
kde neexistuje; k ovéfeni existence maxima pouzijeme znaménko 1. derivace:

f'(z) =0 pro z = 150,
f'(z) >0 pro z € (50,100) a z € (100, 150),
f'(x) <0 prox € (150,200).

Uéelové funkce tedy roste pro z € (50,150) a klesé pro = € (150,200), tj. mé absolutni
maximum pro x = 150 a toto maximum ma hodnotu

1
nejvétsi zisk = f(150) = 150% — §1502 = 11250.
Poznamenejme, ze absolutniho minima nabude v né€kterém krajnim bodé intervalu:
1
f£(50) = 5000, f(200) = 150 - 200 — 52002 = 10000;

nejmensi zisk dosahne letecka spolecnost pri padesati pasazérech. O



122 DIFERENCIALNI POCET

Priklad 2.87. Mame najit rozméry uzaviené plechové konzervy tvaru rotacniho vélce,
kterd ma dany objem V' tak, aby hmotnost obalu (pii konstantni dané tloustce plechu, ze
kterého je vyrobena) byla co nejmensi.

ResSeni. Oznadime r polomér a h visku konzervy. Jeji objem je V = 7wr2h. Rozméry
budou z hlediska hmotnosti obalu nejvyhodnéjsi, jestlize povrch konzervy S = 2wr2+27rh
bude pfi daném objemu co nejmensi. Vidime, ze povrch S je funkci dvou proménnych r a
h. Ze vzorce pro objem plyne pro vysku h = V/(7r?). Po dosazeni do vzorce pro povrch
dostaneme

2V
S =2mr? + .
r
Tim je vyjadfen povrch S jako funkce jedné proménné r.
Formalizace tlohy:
S(r) =2mr? 4+ 2 —  min,
r € (0,00).
(Interval, na kterém extrém hleddme, je otevieny. Obecné se tedy mtiZe stat, ze maximum

nebo minimum neexistuje.)
Najdeme stacionarni body ucelové funkce:

ds 4 2V dnrd =2V
dr i r2 r2

ReSenim rovnice 4713 — 2V = 0 zjistime, Ze jedinym stacionarnim bodem je bod

LT
© 2r
Dale je
dzs 4V d2S8
WZZUT—FF, W’T:%:12ﬂ->0

— funkce S tedy méa na intervalu (0, co) nejmensi hodnotu pravé v bodé r,. Prislusna
vyska pro tento polomeér je

h, = 2¢ K:m.
2

Vidime, ze osovy fez konzervy je ¢tverec.

. . So i “celov . svietiovali viendm interv )
Pripomenme, ze jsme ucelovou funkci vySetfovali na otevieném intervalu r» € (0, 00);
(jednostranné) limity v krajnich bodech jsou nevlastni — svého maxima funkce nenabude,
roste nad libovolnou mez.

O

Priklad 2.88. 7 valcovitého kmenu s kruhovym prifezem o poloméru r se mé vytesat
trdm co nejvétsi nostnosti. Nosnost tramu je uréena vztahem y = k- s - 0%, kde k je
materidlovd konstanta daného druhu dieva, s je Sitka a v vyska prirezu tramu. Jaké
rozméry ma mit tram, aby jeho nosnost byla maximalni?
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Reseni.

Vztah pro nosnost je zavisly na
dvou proménnych s a w; jedinou
znamou hodnotou v zadani je r —
pomoci néj a jedné proménné vyjad-
fime druhou. Prifezem tramu bude
zfejmé obdélnik (viz obr. vlevo) a z
Pythagorovy véty dostavame v? =
= 47?52, Mizeme dosadit do vztahu
pro nosnost a dostavame

y=k-s-(4r* —s%).

Formalizace tlohy:

_ 2 .3
y(s)(a 5 ')(437" —s%) — max, Obr. 2.33: Priifez tramem
s € (0,2r).

Hledame stacionarni body tcelové funkce:

y = k(4r*—3s%),y' = 0 pro s = 27“\/% (zdporna hodnota nevyhovuje podmince). Pomoci
druhé derivace ovérime, zda ve stacionarnim bodé nastane skutecné maximum ucelové
funkce:

y" = —6k - s < 0 pro vSechna, tedy i pro nalezené s - nosnost tramu je pro toto s nejvétsi.

Jesté vypocitame druhy rozmér tramu: v = 2ry/1 — %

Priklad 2.89. Pristavy A, B jsou od sebe i p A
vzdaleny 145 km. Z pfistavu A vyjede par- e

nik a soucasné ve stejném okamziku vy- y
jede z pristavy B jachta (ve smérech ur- 7
¢enych Sipkami). Jejich rychlosti jsou stélé, .
a to pro parnik v, = 40km/h, pro jachtu I
vj = 16km/h. Na jakou nejmensi vzdalenost

se k sobé béhem plavby priblizi? Obr. 2.33: Parnik a jachta
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Reéeni.&chﬁ P znaci polohu parniku a J polohu jachty v case ¢. Pak pro délky drah
parniku AP a jachty BJ v tomto case plati

AP =40 -t km, BJ =16-tkm.
Pro vzdélenost PJ v tomto ¢ase (v kilometrech) podle Pythagorovy véty plati

— —==2 =2

J=\BP +BJ.

Odtud

PJ =+/185612 — 11666t + 21025.

Tato odmocnina nabude nejmensi hodnoty pfi stejném ¢ jako vyraz pod odmocninou.

Formalizace tlohy:
f(t) = 1856t% — 11666t + 21025 —  min,
t € (0, 00).

Hledame stacionarni body tcelové funkce:

11
F(t) = 37126 — 11600, f/() =0 pro ty— % — 3,125(hodin);

pomoci druhé derivace se presvédc¢ime, ze zde ma tcelova funkce minimum:
f"(t) = 3712 > 0.
Urcime vzdalenost plavidel v tomto case:

Vf(to) = 10v29 = 53,85(km).

Parnik a jachta budou mit nejmensi vzdalenost 53, 85km za 3 hodiny 7 minut a 30 sekund
od vypluti. O]
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Shrnuti

V kapitole o optimalizaci jsme se vénovali diilezitému praktickému problému — nalezeni
optimalni hodnoty funkce. Definovali jsme:

e lokalni maximum (resp. minimum) funkce: nejvétsi (resp. nejmensi) hodnota,
které funkce nabyva na jistém intervalu,

e lokalni extrém: lokalni maximum nebo minimum,

e absolutni nebo globalni maximum (resp. minimum) funkce na mnoziné M: nej-
vétsi (resp. nejmensi) hodnota, které funkce nabyva na mnoziné M;

ukazali jsme, jak nalezneme body, ve kterych mtze nastat lokalni extrém, a jak roz-
hodnout, zda extrém skutec¢né nastane:

e nutnd podminka pro lokdlni extrém: ma-li f v bodé z( lokalni extrém, je bud
f'(x9) =0 (tedy zg je stacionarni bod funkce f), nebo f'(xy) neexistuje,

e postacujici podminka pro lokdlni maximum (resp. minimum):  f”(xy) < 0
(resp. f"(x9) > 0) ve stacionarnim bodé funkce f,

e jiné postacujici podminka pro lokdlni maximum (resp. minimum): pro = <
funkce f roste a zaroven pro x > xy klesd (resp. pro x < xo funkce f klesa a
zaroven pro x > xo funkce f roste),

pii hledani globalnich extrémt funkce na intervalu je tfeba nalézt vSechny body lo-
kalnich extrémi funkce a funkéni hodnoty v nich porovnat s hodnotami v krajnich
bodech intervalu; nejvetsi z téchto hodnot je globalni maximum, nejmensi je globalni
minimum,;

ukazali jsme postup Teseni praktickych optimalizac¢nich tuloh, ktery spociva

e v formalizaci ulohy, tj. v sestaveni acelové funkce a nalezeni oboru, na kterém
se optimum hled4,

e v nalezeni (absolutnich) extrému tcelové funkce na nalezeném oboru.

Otazky a ukoly
1. Kdy fekneme, ze funkce f mé v bodé z( lokdlni maximum (minimum)?
2. Co je to stacionarni bod funkce?

3. Jaka je nutna podminka pro lokalni extrém?
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4. Jak zjistime, zda ve stacionarnim bodé funkce nastane extrém?
5. Jak zjistime, zda v bodé, ve kterém funkce nema derivaci, nastane extrém?
6. Co jsou to absolutni (globalni) extrémy funkce na intervalu?

7. Nacrtnéte grafy funkei, pro které plati:

a) absolutni maximum funkce f na intervalu (—2, 2) je rovno 3 a absolutni mini-
mum neexistuje,

b) absolutni maximum funkce f na intervalu (—2, 2) neexistuje a absolutni mini-
mum je rovno 2,

c) absolutni maximum funkce f na intervalu (—2, 2) je rovno 4 a absolutni mini-
mum je rovno 2,

d) absolutni maximum funkce f na intervalu (—2, 2) neexistuje a absolutni mini-
mum neexistuje;

8. Musi platit,ze mezi libovolnymi dvéma lokalnimi maximy funkce (body, ve kterych
nastane lokalni maximum funkce) lezi vzdy bod, ve kterém mé tato funkce lokalni
minimum? Jestlize ne, uvedte protipiiklad a podminky, za kterych tvrzeni plati.

9. Uvazujme funkce f. tvaru f.(z) = 2% + cx + 1, kde ¢ je konstanta. Kolik lokalnich
extrémil a jakych (v zavislosti na ¢) miize funkce tohoto typu mit?

10. Zjistéte, zda derivace kazdé monotonni funkce musi byt monotonni. Jako piiklad
zvolte funkei f(x) = x + sinz.

11. Nacrtnéte grafy funkci s nasledujicimi vlastnostmi:

=5, fl(z)<O0proz<0Vz>2 f(x)>0prol0<zx<2,
2)=5, f

= "(x) <O0prox < —-1Vz>2 f(r)>0pro —1<z<
<2, f'(=1) =0, f'(0) neexistuje,

)
0
c) f3) =0, fi(z) < Oprox < 0Vaz >3, fllr) >0pro0 <z <3, f'(3) =
0) neexistuje,

f

() =2, f'(z) <O0prox <1, f(x)>0proxz>1, f(1)=0.
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Cvicdeni

1. Najdéte vSechny intervaly nejvétsi délky, na kterych jsou nasledujici funkce

monotonni:

f@) =a® -z,
(@) = 125,
fl@) =3+
f(@) = &5,

fla) =2 — (@ - 1)'°, )

f(x) =sinx + tgz + 2=,

f(z) =Inv1+ a2,

ryze

b) f(x) =25 — 1523 + 3,
d) f(x) =z + 1+ lz—1],
) @) =2+ 55,

h) f(z) =2 -1+ |22 —1]|,

z—3

fe =5

I) f(z)=cosz+ 3 cos2z,

n) f(z) = (1 + %)m

2. Stavovou rovnici realného plynu je mozno popsat van der Waalsovou rovnici

p:

RT

Vb 2

a

kde p je tlak, V' objem plynu, R plynova konstanta, T teplota v K a a,b jsou
konstanty charakterizujici prislusny plyn. Dokazte, Ze pro teplotu 7' > Ty, kde T} je
kriticka teplota T, = 8a/27bR, je tlak klesajici funkci objemu V.

3. Najdéte lokédlni extrémy néasledujicich funkci:

fx) = 2*(z = 6),

b)

flx) = -2t =222+ 3, d)

f(x):l‘_%7

flz)=x+ 1_2&;2,
fx) = 2% + 2|z,
f() = Vor =22,

f(z) =sinx + cosz,

flz) = 43 — 1822 + 27w — 7,
f@) = x(z —1)*(x — 2)%,
fl@)=5+%.

F(#) = mserrer

fla) =1+ /]l

flx) = (2* = 1)*3,

f(x) =4z —tgz,

f(z) = e sin,

f(z) =2 —In(1+x).
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4. Najdéte absolutni extrémy danych funkci na danych intervalech:
a) f(x)=a?—6x+ 10, (—1,5),
b) f(x) =23 — 3z + 20, (—3,3),
¢) flx)=a°—5bx*+52x2+1, (—2,1),
d) f(x)=|2?—6x+5|, (—5,5),
6) f(l') :‘%’—Fﬁ, <_470>7
) f(z) =2+ 3, (1,01, 2).
5. Cislo 28 rozlozte na dva séitance tak, aby jejich soucin byl nejvétsi.
6. Najdéte takové kladné cislo, aby soucet tohoto cisla a jeho prevracené hodnoty byl
nejmensi.
7. Jsou dany ¢isla a, s (0 < a < s). Mezi vSemi trojuhelniky, které maji obvod 2s a
stranu a, najdéte trojihelnik s nejvétsim obsahem.
8. Jaké rozméry musi mit pravouhly rovnobéznik daného obvodu s, aby jeho thlopricka
byla nejmensi?
9. Dokazte, ze ze vSech obdélnikti daného obsahu méa ¢tverec nejmensi obvod.

10. Dokazte, ze ze vSech obdélnikti daného obvodu mé c¢tverec nejvetsi obsah.

11. Na parabole y = 4z — 22 najdéte bod, ktery je nejblize k bodu A = [—1,4].

12. Drat délky a mame rozdélit na dvé ¢asti, ze kterych prvni ohneme do tvaru ¢tverce
a druhou do tvaru kruhu. Kde je tieba udélat rez, aby soucet obsahii kruhu a ¢tverce
byl nejvétsi?

13. Karton tvaru obdélnika méa rozméry 60 cm x28 cm. V rozich nastfihneme ctverce a
zbytek ohneme do oteviené krabice. Jak velkd ma byt strana nastiihnutych ¢tverc,
aby objem krabice byl nejvétsi?

14. Muz v lodce je vzdaleny 9,5 km od pobfezi v bodé C. Chce se dostat do mista A
na pobtezi, které je od néj vzdalené 16 km. Umi veslovat rychlosti 3,2 km/h a jit
rychlosti 6,4 km/h. Zjistéte, kde se musi vylodit, aby dosdhl bodu A v nejkratsim
case a jak dlouho mu to potrva.

15. Parnik pohybujici se rovnhomérné rychlosti v (v km/h) spotfebuje za hodinu 0,3 +

+ 0,000 020 nafty (v m?). Jakou rychlosti se ma pohybovat, aby na dané dréze
spotfeboval co nejméné nafty?
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Vysledky

1. a) (—oo, —1/v3), (1/4/3,00) roste, (—1/+/3,1/4/3) kles4, b) (—oc, —3), (3, 00) roste, (—3,3) klesa, c) (—oo, —1), (1, 00)
klesd, (—1,1) roste, d) (—oo,—1) klesa, (1,00) roste, e) (—o0,0), (0,2/3), (2,00) klesa, (2/3,1), (1,2) roste, f) (—oo,—
—/3), (vV/3,00) roste, (—v3,—1), (—1,1), (1,v/3) klesa, g) (—oo,—5), (—1,00) roste, (—5, —1) kle4, h) (—oco,—1) klesa,
(1,00) roste, i) (—o0, —1/v/2), (0,1/1/2) roste, (—1//@,0), (1/v/2,00) klesa, j) (—1/3,00) roste, (—oo,—1/3) klesa, k)
(=35 +2km, § + 2kn), (5 + 2km, arccos 1_7\/5 + 2km), (marccos \/32_1 + 2km)k je celé &islo, roste, (arccos # + 2km, T+
+ arccos @ + 2k), k je celé &slo, klesd, 1) (2km, 25 + 2km), (m + 2km, 4T + 2k), k celé é&islo, kles, (3% + 2km,m +

+ 2km), (4?” + 2km, 2w + 2km), k celé Cislo, roste, m) (—oo, —1), (0, 00) roste, n) (—oo,0) a (0, 00) roste;

3.a) max. 0 vz =0, min. —32 v 2 = 4, b) neex., ¢) max. 3 vz =0, d) max. 0 vz = 1, min. = —0,05 v = = (5 + v/13)/6,
min. = —0,76 v z = (5 — v/13)/6, €) neex., f) min. V242 — 8/v/243 v 2 = ¥/24, g) neex., h) max. 10 vz = 1, min. 8 v
x =1/2,i) max. 0 v & = 0, min. —4v/2/3v3 v 2 = 1/2/3,j) min. 1 vz = 0, k) max. 3 v z = 3, 1) max. 1 v = 0, min.
Ovz=-lavz=1 m) max. V2 v & = § + 2knm, k celé, min. —v2 vz = %—&—ka,kcelé,n) min.4(§+k7r)—\/§
vz =g +km k celé, max. 4(2%+k7r)+\/§vx = %T—&-Imr,kcelé7 o) min. 0 v x = 0, max. 4¢~2 v x = 2, p) max.
%e*”/‘l*%“ vz =7 + 2knm, min. —geff’”/‘l*%” vx= 5% + 2km, q) min.e vz =e, r) min. 0 vz = 0;

4.a) max.17vz=—1, min. 1 vz =3,b) min. 2vz = -3, max. 38 v =3, c) min. —151 ve = -2, max. 2vza =1,d)
max. 60 vz = —5, min. 0 vz = 1, e) max. —1 v x = 0, min. —19/5 v 2 = —4, f) max. = 101,5 v z = 1,01, min. 10/3 v
=2

. 14, 14;

.1

. rovnoramenny trojuhelnik se stranami a, s — a/2, s — a/2;

.a=s/4,b=s/4;

11. [1,3];

12. z = 4a/ (7 + 4);

13. 6;

14. 6,464 km od A, 4,39 h;

15. 19,57 km/h.

® I O o8

2.7 Prubéh funkce

Zavérem kapitoly o diferencidlnim poctu ukazeme, jak vypocétem (pomoci limit a deri-
vaci) ziskdme dostatek informaci pro predstavu, jak vypadé graf zadané funkce — budeme
zkoumat jeji pribéh.

V predchozim textu jsme pro nase vypocty pouzivali limit a prvnich derivaci; nyni si
v§imneme, co nam o chovani funkce fekne druha derivace:

Konvexnost a konkavnost funkce, inflexni body

Definice 2.90. Funkce f, definovand na J C R se nazyva konvexni (resp. konkavni)
na J, ma-li tuto vlastnost:

Jsou-li zq, x, xy € J libovolné tii body takové, ze x1 < z < x5, potom bod P = [z, f(x)]
lezi bud pod (resp. nad) ptimkou P, P, kde Py = [z1, f(x1)], Py = [x9, f(x2)]
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Myslenka definice je znazornéna v obr. 2.34, kde je nalevo konvexni a napravo konkévni
funkce.

Obr. 2.34: Konvexni a konkavni funkce
Pro diferencovatelnou funkci je mozno pouzit jednodussi definici: Funkce f je v intervalu
J konvexni (resp. konkéavni), lezi-li graf funkce pro € J nad (resp. pod) te¢nou, vedenou
k tomuto grafu libovolnym bodem [z, f(z)], = € J.

Pro vysetfovani konvexnosti je dilezita na-
o , N r . 1 ; £'(3)

sledujici (dost ndzornd) véta, jejiz pravdivost

demonstrujeme v sousednim obrazku:

Véta 2.91. Necht funkce [ je spojitd na J # t'(2)
a diferencovatelnd na Jy. Potom |

a) [ je konverni na J, pravé kdyZ [’ roste it
na o,

b) f je konkdvni na J, pravé kdyz f' klesd
na Jp.

Obr. 2.35: f konvexni — f’ roste

7 vét 2.91 a 3 bezprostiedné plyne

Véta 2.92. Necht funkce f je dvakrdt diferencovatelnd na J. Potom f je na J konvexni
(resp. konkdvni), prave kdyz f"(x) > 0 (resp. f"(z) < 0) na Jo, pricemZ neni f"(x) =0
na zZadném podintervalu intervalu [ .

Definice 2.93. Necht funkce f je diferencovatelna v bodé xy. Rekneme, Ze f ma v bodé
xo tnflexi a bod xy nazveme inflexnim bodem funkce f, jestlize existuje € > 0 tak,
ze [ je konvexni na intervalu (xy — €, ) a konkavni na intervalu (zo, 2o + €), nebo je f
konkavni na intervalu (z¢ — &, zo) a konvexni na intervalu (xg, zg + €).

Z vét 2.78 a 2.91 plyne

Véta 2.95. (Nutna podminka pro inflexi) Je-li zq inflexnim bodem funkce f, potom
bud f"(xo) = 0, nebo f"(xq) neexistuje.
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4

Piiklad 2.94. Funkce ¥ '
frfl@)=3@-10°+a

ma inflexi v bodé o = 1 — viz obr. 2.36: )

fl(x)=9x—1)2+1, [f'(x)=18(z—1).

Prox > 1je f’(x) >0 a f je konvexni, 0 / : ”

proxz < 1je f"(z) <0 a f je konkdvni.
Obr. 2.36: f(z) =3(x — 1)} + =z

Analogicky jako u lokalnich extrému plati

Véta 2.96. (Postacujici podminka pro inflexi) Necht
f®)(zg) =0 prok=2,3...,n—1, ) (20) # 0.

Je-li n liché, potom xy je inflexni bod funkce f, je-li n sudé, v xy inflexe nenastane.

Priklad 2.97. Mame najit inflexni body funkce f: f(z) = e + 2.

ReSeni. ["(x) = 2e~%" (222 — 1); 1

f(z) =0 & 222 —1=0; 27

Této podmince vyhovuji body /
1

T = \/Lﬁ’ To — —75 i
Dale je f"(z) = —4e™*"(22® — 3x), -

(@) = 4v2e72 £, LR T 7 T
f"(x29) = —4v/2e72 £ 0.
%
Proto \/ig, _\/LE jsou inflexni body funkce f.
[

Obr. 2.37: f(z) = e + 2z

Pro nalelezeni inflexnich bodi a intervalt, kde je funkce konvexni a kde konkavni, lze
pouzit tento Maplet.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/KonvexInflex.html

132 DIFERENCIALNI POCET

Vysetifeni prubéhu funkce

Vysetrit pribéh funkce znamena ziskat dostatek informaci o nejvyznamnéjsich jejich vlast-
nostech zminénych v predchozim textu: Kromé urceni oboru definice, bodi nespojitosti,
nulovych bodt a urceni vyznamnych limit se jedné hlavné o urceni intervalt monotonie,
lokalnich a absolutnich extrémi, interval konvexnosti a konkavnosti, inflexnich bodi,
asymptot a konecné o nacrtnuti grafu funkce.

Postupujeme obvykle podle tohoto schematu:

I. (a) Defini¢ni obor Dy funkce f.
(b) Body nespojitosti; intervaly spojitosti.

d) Symetrie grafu funkce (sudé, lichd), periodi¢nost funkce.

)
)
(c) Priseciky se souradnymi osami.
(d)
) Chovéani funkce v okoli bodi nespojitosti a svislé asymptoty.
)

(e
(f) Chovani v nekone¢nu, asymptoty se smérnici.
II. Intervaly monotdénnosti; body extrému a extrémy.

III. Intervaly konvexnosti a konkévnosti; inflexni body.

Priklad 2.98. Vysetiime pribéh funkci

Reseni.

a) L (a) f(z)= &: Defini¢ni obor Dy = (—o0, —2) U (—2,2) U (2, 00).
(b) Body nespojitosti; intervaly spojitosti — ve svém defini¢nim oboru je funkce

spojita.
(¢) f(x) =0 pro z =0.
(d) Funkce je licha: f(—x) = % = _ﬁ = —f(x).

Graf funkce f je tedy soumérny podle pocatku a budeme ji vySetifovat
pouze na mnoziné (0,2) U (2, co).

(e) Chovani funkce v okoli bodi nespojitosti a vertikalni asymptoty:

3 1 1 1
lim f(x)= lim ’ =2 lim = {2—} = 00,

r—27 x—2— T + 2 2—=x r—2~ — T O+

analogicky

3 1 1 1
lim f(z)= lim T =2 lim =12 —| = —00.
r—2+ =2t xrx+2 2—=x z—2+ 2 —

Funkce f tedy ma v bodé x = 2 (a také v bodé x = —2) svislou asymptotu.
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(f) Chovéni v nekoneénu, asymptoty se smérnici:

a= lim%: lim%z limﬁ:—l,

T—00 T—00 T—00 2
b= lim (f(z) —az) = lim <$ + x) = lim %, = |L’H pravidlo| = 0.
Sikmé asymptota pro z — oo je tedy piimka y = —z.

II. Intervaly monoténnosti; body extrému a extrémy. Pro x > 0 plati:
3r%(4 — 2%) — (—22)23  2%(12 — 2?)
f'(w) = : 2)2 : - 2\2
(4 —22) (4 — 22)

f'(z) = 0 pro x = 0 a x = 2¢/3, derivace neexistuje v bodé z = 2(pochopitelng,
neni tam definovana). VySetfime znaménko derivace; nakreslime na ¢iselné ose
body, ve kterych muze derivace f’ funkce f ménit znaménko a nad ¢iselnou osu
prislusna znaménka. Pod osou vyznacime, kde funkce f roste a kde klesa:

+ + -
0 A é/|2'1/§ S

Obr. 2.38: Znaménko derivace funkce f(z) = -

4—zx2

Vidime, Ze funkce f ma maximum v bodé x = 2/3.
Jeho hodnota je f(2v/3) = —3v/3.

III. Intervaly konvexnosti a konkavnosti; inflexni body.
() = (24 — 423)(4 — 2%)? — 2(4 — 2?)(—22) (1222 — 2*) _ 8z (12 + z2)
(4 —22)4 (4 —22)%
f"(x) =0 pro x = 0; z lichosti funkce f plyne, Ze je to inflexni bod.

Vysetiime znaménko druhé derivace; nakreslime na ¢iselné ose body, ve kterych
muze druhé derivace f” ménit znaménko a nad ¢iselnou osu piislusné znaménka.
Pod osou vyznacime, kde je funkce f konvexni a kde konkéavni:

4= - =

} — r

Obr. 2.39: Znaménko druhé derivace funkce f(z) = 2

4—x2

Zavérem, s vyuzitim vSech ziskanych vlastnosti funkce f, naértneme jeji graf (pro
r < 0 vyuzijeme symetrie podle poc¢atku):
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g 33

S
/
L
Wl

Obr. 2.40: Graf funkce f(z) = ;%

b) I (a) f(z) = V22 — z: Defini¢ni obor D; = R,
(b) funkce f je spojita na celém R.
(c) Pruseciky se soufadnymi osami:

fl@)=0 & Va2(1—-¥x)=0: f1({0}) ={0,1}.

(d) Funkce neni ani sud4, ani lichd, ani periodicka.
(e) Funkce nem4 svislé asymptoty
(f) Chovani v nekoneénu, asymptoty se smérnici:

a= lim @ = lim (%-1):-1,

z—+oco T T—*+o0
b= lim (f(r)—azx)= lim Va2 = oo,
r—100 T—Foo

funkce neméa asymptoty.
II. Intervaly monoténnosti; body extrému a extrémy:

2 2397
"Ny==x"3—-1="—¥—
flw) =3z 39/x

8
 fl)=0&1= 77 f' neexistuje pro x = 0.

- + =

‘& o /| 8;‘27 S

Obr. 2.41: Znaménko derivace funkce f(z) = V22 —

V bodé z = 0 ma funkce lokalni minimum se svislou polote¢nou
( li%l f(z) = —o0, li%l f'(z) = 00), piicemz f(0) = 0, a v bodé z = 2 lokélni
rz—0— T—U4

maximum s derivaci nulovou, pficemz f(3) = 5.
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ITI. Intervaly konvexnosti a konkavnosti, inflexni body:

2 4 21
f”(l') :—gx 3 :—§ 3_x4 <OVI, x;«éo
Funkce f je tedy konkavni pro z < 0 i pro x > 0.

y A

27
Nakreslime graf:

Obr. 2.42: Graf funkce f(z) = Va? —x

¢) L (a) f(x) =ze'/* Definiéni obor D; = (—oc,0) U (0, 00).
(b) Na svém definiénim oboru je funkce f spojitd, je nespojita pro z = 0.
(c) Pruseciky se soufadnymi osami funkce nemd; pro x = 0 ma nulovou jedno-
strannou limitu zleva.
(d) Funkce neni ani sud4, ani licha, ani periodicka.
(e) Chovani funkce v okoli bodii nespojitosti a svislé asymptoty:

1 et

lim f(z) = lim & = |L’Hpravidlo| = lim o) fim et = 00,
z—07t z—0t = z—0t T2 z—07F

lim, .- f(z) = 0.

Funkce méa svislou asymptotu v bodé x = 0; asymptota je jednostranna —
pouze zprava, funkce zde ma nespojitost druhého druhu.
(f) Chovéni v nekoneénu, asymptoty se smérnici:

a= lim {2 = lim eizl,
r—E00 z—+o00
1
b= liI:EI (f(x) —ax) = lirf (zex —z) = lir:il ¢l — |L'H pravidlo| = 1.

Funkce ma sikmou asymptotu o rovnici y = = + 1.

II. Intervaly monoténnosti, body extrému a extrémy:

1
flx) = ez,
X

f'(x) =0proxz =1, [ neex.proz=0(& Dy).

Funkce mé lokalni minimum v bodé x = 1 s hodnotou f(1) =e
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+

A o S

+

Obr. 2.43: Znaménko derivace funkce f(z) = zes

III. Intervaly konvexnosti a konkavnosti; inflexni body:

f'(x) = %ei f(z) #0Va € Dy.

Obr. 2.44: Znaménko druhé derivace funkce f(z) = zex

Funkce je pro z > 0 konvexni a pro x < 0 konkavni.

yl\

Nakreslime graf: 1)

Obr. 2.45: Graf funkce f(z) = zer

[]

Obvykle nejvétsi problém déla z vypoctenych tdaji o dané funkci nakreslit jeji graf.
Zavérem uvedeme piiklad, ve kterém nezname funkéni predpis pro danou funkci, a budeme
kreslit jeji graf pomoci zadanych idajt o jejich vlastnostech.

Priklad 2.99. Nadrtnéte graf funkce spojité na R — {1}, pro kterou plati:

F(0) = F(=1) =0, lim,_y f(z) =00, lim, . wuf(z) = —2,
1(0) = =2, limg__1f'(x) = oo,

f"(x) >0 proxz e (—oo0,—1), z€(0,1) az € (1,00), f”"<0proze(—1,0),
pfimka y = —x je asymptota z — oo.

Do obrazku nakreslete i asymptoty a tec¢ny ke grafu funkce v bodé x =0 a x = —1.
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Na zavér uvedeme soupis vsech Mapletii, které mohou pomoci pfi vysetfeni pribéhu
funkce:
Nalezeni lokalnich extrém,
Nalezeni intervalii, na kterych funkce roste resp. klesa,
Nalezeni inflexnich bodi a intervali, kde je funkce konvexni resp. konkavni,
Vypocet asymptot a
Nakresleni grafu funkce.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/LokalniExtremy.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/IntervalyMonotonie.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/KonvexInflex.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/Asymptoty.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/KresleniGrafu.html
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Shrnuti

V posledni kapitole o diferencidlnim poc¢tu funkce jedné proménné jsme diive odvozena
fakta o derivacich pouzili k vysetfeni chovani funkci — pritbéhu funkce. K jiz odvozenym
pravidlim v pfedchozich kapitolach jsme navic zkoumali:

e kde je funkce f konvexni (resp. konkévni):  graf funkce f v kazdém bodé in-
tervalu lezi nad (resp. pod) te¢nou, sestrojenou v tomto bodé, pficem?z

e znaménko druhé derivace funkce udava, kde je funkce konvexni (resp konkévni):
je-li f” > 0 (resp. f” < 0) na intervalu J, funkce f je na J konvexni (resp
konkavni),

e kde funkce f méa inflexni bod (inflexi):  prechézi z jedné strany te¢ny na druhou,

e nutnd podminka pro inflexi: mé-li funkce f v bodé ¢ inflexni bod, je f”(xy) =

Pti vySetfovani prubéhu funkce postupujeme obvykle podle tohoto schematu:

I. (a) Defini¢ni obor Dy funkce f.
(b) Body nespojitosti; intervaly spojitosti.

(c) Chovani funkce v okoli bodu nespojitosti a svislé asymptoty.

f

)
)
)
(d) Priseciky se souradnymi osami.
)
) Periodi¢nost funkce.

(e) Symetrie grafu funkce (sud4, lichd).
(

II. Intervaly monoténnosti; body extrému a extrémy.
III. Intervaly konvexnosti a konkavnosti; inflexni body.

I'V. Chovani v nekone¢nu, asymptoty se smérnici.

Otazky a ukoly

1. Odhadnéte, ve kterych bodech maji funkce f, g na nasledujicim obrazku lokalni ex-
trémy a inflexni body, ve kterych intervalech rostou, klesaji, jsou konvexni, konkavni.
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W
W

-ﬂ\thf/ﬁ1 0 12

2. Nacrtnéte grafy funkei s nasledujicimi vlastnostmi:

a) f(0) =2, f'(x) > 0 pro vSechnaz, f'(0) =1,
f"(xz) >0proxz >0, f(r) <0 proz <0, f/(0) =0,

b) f(0) =1, f'(z) > 0 pro vSechnaz, f'(0) =0,
f"(z) >0prox >0, f(r) <0 proz <0, f'(0)=0.

3. Nacrtnéte graf funkce f, pro kterou plati:

a) [ je spojitd na R, je sudd, f(0) = 1, pfimka y = 2 — = je jeji asymptota pro

x — o0, f1(0) =12, f"(x) <0 proz >0,

b) f je lich4, pfimka y = x — 1 je jeji asymptota pro z — oo, piimka = = 1 je jeji
svisla asymptota, f}(0) = —oo, f”(x) > 0 pro z € (0,1), f"(x) < 0 pro x > 1.

Cviceni
1. Vysetfete pribéh nasledujicich funkci:
a) f(z) =37, b) flz) =35,
) flo)=Inztg  d) [(2)= g

e) flz)=arctg®2 f) f(z)=2L

9) fl@)=WnZ=t by f(a)=2°—u,

Vysledky

1. a) Dy =R\ {—1}, roste na (0, 00), klesd na (—oo, —1)U(—1,0), extrémy v = = 0 min. 1, konvexni na (—1, c0), konkavni
na (—oo, —1), inflexe neni, asymptoty y =0 (z — —o0), z = —1, lim f(x) = oo, lim+ fz) = —oo,
r——1" r——1

b) Dy = R\ {3}, roste v celém defini¢nim oboru, nem4 lokalni extrémy, konvexni na (—oo,3), konkavni na (3,c0),

nemé inflexni body, asymptoty y = —1, x = 3, lim+ f(x) = —o0, lim f(x) = oo,
x—3 x—37

c) Dy = (—00,0) U (3,00), klesa v celém definicnim oboru, nem4 lokalni extrémy, konvexni na (3, c0), konkavni na
(—00,0), nema inflexni body, asymptoty y =0, z =0, z = 3, xlir(r)l_ f(x) = —o0,lim,_ 5+ f(x) = oo,
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d) Dy = R\ {2,4}, roste na (—o0,2) U (2,3), klesd na (3,4) U (4,00), extrémy v & = 3 max. —1, konvexni na

(—00,2) U (4,00), konkdvni na (2,4), neméa inflexni body, asymptoty y =0, x =2, x =4, lim f(z) = oo, lim+ flz)=—
r—2" z—2

—oo, lim f(z) = —o0, lim f(z)= oo,
T—4~ z—4+

e) Dy = R\ {0}, roste v celém defini¢nim oboru, nemd lokalni extrémy, konvexni na (—oo,0) U (0, 1), konkdvni na
s

(1,00), inflexe pro x = 1, asymptoty y = 7,z =0, lim f(z) = 7, hm+ flz)=-3,
z—0— z—0
f) Dy = R\ {0}, roste v celém defini¢cnim oboru, nema lokalni extrémy, konvexni na (—oo,0), konkavni na (0, 0),
nemd inflexni body, asymptoty y =z, x =0, lim f(z) = oo, lim+ f(z) = —o0,
z—0— x—0
g) Dy =R, roste na (—oco, —1) U (1, 0), klesd na (—1,1), extrémy vz = —1 max. In3, £ = 1 min. —In3, konvexni na
(—o0, —\/1 + \/g) U (o, \/1 + \/?:), konkévni na (—v/1 + \/?:,O) U1+ V3, 00), inflexe z = £/ 1 + V/3, asymptoty y = 0,
h) Dy =R, roste na (—oo, —1) U (1,00), klesd na = € (—1,1), extrémy v = —1 max. 2, x = 1 min. —2, konvexni
na (0, 00), konkdvni na (—o0,0), inflexe vz = 0, nema asymptoty,
i) Dy = R\ {1}, roste na (—3,1), klesa na (—oco, —3)U(1, 00), extrémy v = —3 min. —%, konvexni na (—5,1)U(1, c0),
konkavni na (—oo, —5), inflexe x = —5, asymptoty y =0,z =1, lim f(z)= oo, lim+ f(z) = o0,
z—1— x—1

j) Dy = (0,1) U (1, 00), roste na (e, 00), klesa na (0,1) U (1,e), extrémy v = e min. 5, konvexni na (1, €2), konkavni
na (0,1) U (€2, 00), inflexe v = €2, asymptoty z = 1, lim f(z) = —oo, lim+ f(z) = oo.
rz—1— z—1
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3 Integralni pocet

3.1 Neurcity integral

Zavedeni pojmu derivace jsme motivovali napf. dilezitym pozadavkem definovat okamzi-
tou rychlost pohybu bodu po piimce. Existuje prirozené i pozadavek ,opacny*, tj. nalézt
zakon drahy pohybu bodu po primce, je-li dana jeho okamzita rychlost jako funkce casu.

Piiklad 3.1. Je ddna okamzita rychlost v pohybu bodu po pfimce (ose) x rovnici v(t) =
=2t+1, t € (0,00). Najdéme zékon drahy pohybu, je-li znamo, ze v ¢ase t = 0 mél bod
polohu x = xy.

dz(t)
dt

Oznacime-li z(t) polohu bodu v okamziku ¢, pak v(t) = . Hledame tedy funkei x=x(t),

pro niz plati
d
d—f =2t+1, x(0)= .

Je vidét, ze prvni podmince vyhovuje nekonecné mnoho funkeci
r=t*+t+C,

kde C je libovolna konstanta. Funkeci, ktera spliuje i druhou podminku (fikdme ji téz
pocateéni podminka), najdeme z pfedchoziho vztahu dosazenim dané podminky pro t =
=0, x = xy. Dostaneme xy = C'. Pro hledany zékon drahy tedy plati

r=1>+1t+ x0.

Jednoduchou zkouskou se presvédcime, ze tato funkce spliuje obé podminky, a zaroven
vidime, Ze hledana funkce danych vlastnosti je jedina.

Kazdé takové funkci, jejiz derivaci je dana funkce, budeme fikat primitivni funkce k funkci
dané. Na prikladé jsme vidéli, ze k dané funkci mize existovat nekonec¢né mnoho primi-
tivnich funkci. Mnozinu vSech primitivnich funkci ¢asto nazyvame neurcitym integralem.
Nyni ptfejdeme k ptfesné formulaci zdkladnich pojmu.

Primitivni funkce

Definice 3.2. Necht 7 jeinterval vIR a f : Z — R funkce. Funkci F' nazveme primitioni
k funkci f v intervalu Z, plati-li pro kazdé x € 7 vztah

F'(z) = f().
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(V ptipadé uzavieného intervalu rozumime derivaci v krajnich bodech jednostranné deri-
vace.)

Poznamenejme, Ze z definice primitivni funkce primo vyplyva nasledujici véta:

Véta 3.3. Je-li funkce F primitivnt funkci k néjaké funkci f v intervalu Z, pak je funkce
F v 7 spojita.

Dukaz Tvrzeni véty plyne z existence derivace F’ (= f).

Primitivni funkce k zadané funkci jisté neni urcena jednoznacné — derivaci se snadno
presvédcéime, Ze pro libovolnou funkci F' primitivni k funkci f v intervalu Z plati, Ze i
G = F+c je primitivni funkce k funkci f v intervalu Z pro kazdé ¢ € R. Jinak fec¢eno, lisi-li
se dvé primitivni funkce F, G o konstantu, tj. G — F' = ¢, jsou primitivnimi funkcemi ke
stejné funkci f. Navic, na zakladé dasledku Lagrangeovy véty o prirastku funkce, nulovou
derivaci ma pouze konstantni funkce, a tudiz stejnou derivaci mohou mit pouze funkce,
lisici se o konstantu. Plati tedy véta:

Véta 3.4. Je-li funkce F' primitivnd k funkci f v intervalu Z, pak {F + c|c € R} je
mnozinou vSech primitivnich funkci k funkci f.

Priklad 3.5. Primitivnimi funkcemi k funkci sin2x v Z = (—o0, 00) jsou napiiklad
funkce 1 — £ cos 2z nebo 3(3 — cos 2z), protoze

1 ’ 1 ’
(1 — 5008 2x> = sin 2z, (5(3 — Cos 2:10)) = sin 2x.

Ale také funkce sin® z je primitivni ke stejné funkci, protoze
(sin? x)’ = 2sin x cos = sin 2z.
Z piedchozi véty plyne, 7e sin® x + %cos 2z = ¢; najdéme tuto konstantu:

1 2

1
sin 2 + 5 cos 27 = sin® x + §(cos 2

1 1
r —sin“z) = §(sir12yc+cos2 ) = 3

Hledana konstanta je tedy ¢ = %

Na jednoduchém ptikladé mtizeme ukéazat, Ze ne ke kazdé funkci existuje primitivni funkce:
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Priklad 3.6. Jednotkova Heavisideova funkce n definovana predpisem

~J 0 pro t<0,
n(t)—{ 1 pro t>0

nemd na intervalu (—oo,00) primitivni funkci. Pfedpokladejme opak, tedy necht F' je
primitivni funkei k n, tj. F'(t) = n(t) pro t € (—o0, 00). Funkce F' musi byt na intervalu

(—00, 00) spojitd (m4 derivaci!), a musi platit

P ~J 0 pro t<0,
F(t)_n(t)_{l pro t>0.

Takovou funkci by mohla byt funkce

_Joec pro t <0,
F(t>_{t+c pro t > 0.

Tato funkce F' viak nemé v bodé 0 derivaci. Je totiz F” (0) = 0, F,(0) = 1, a proto neni
F primitivni funkeci.

Postacujici podminku pro existenci primitivni funkce uvadi nasledujici véta:

Véta 3.7. Necht [ je spojitd funkce na intervalu J. Potom k ni na tomto intervalu
existuje primitioni funkce.

Neurcdity integral

Definice 3.8. Symbolem [ f(z)dx oznatujeme systém vSech primitivnich funkei k funkei
f a nazyvame jej neurcity integral funkce f. Potom piSeme

/f(x) dx = F(z) + ¢, pfipadné jen /f(x) dx = F(x),
kde F' je néktera primitivni funkce funkce f.

Funkce f se nazyva integrand nebo téZ integrovana funkce, argument = integracni
promeénnd.

Proces nalezeni primitivni funkce k dané funkci nazyvame integrovanim nebo téz inte-
graci.

Tedy naprt. zapis

1 1
/562 dr = §x3 +c¢, ceR, z € (—00,00), mnebo jen /xQ dr = gx?’
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znamena, ze funkce %x3 je primitivni funkei k funkei 2% na intervalu (—oo, 00) a Ze mnoZina
vsech primitivnich funkci k funkci 22 je mnozina

{r

(Je t¥eba si uvédomit, ze rovnost mezi neurcitymi integraly je rovnost az na aditivni
konstantu.)

1
F(x):§x3+c, cER}.

3.2 Integrac¢ni metody

Problém hledani primitivni funkce se od derivovani lisi ve dvou dulezitych faktech. Za prvé,
zatimco derivace elementarni funkce je vzdy opét elemetarni funkci, primitivni funkce
k nékterym elementarnim funkcim, napf. k e”CQ, nejsou elementarni. Za druhé, nepatrna
zména ve tvaru funkce mé za nasledek nepatrnou zménu v jeji derivaci, zatimco mala
zména ve tvaru funkce mize mit za nasledek podstatnou zménu v jeji primitivni funkci,
napr.

1 1
/1+m2dx:arctgx+c, ale /xQZld‘rzéln(wQ""l)—i_c’

jak se snadno presvédc¢ime derivaci vysledku.

Jak tedy najdeme k dané funkci f funkci F' tak, aby platilo F'(x) = f(x) na né&jakém
intervalu Z7 Nékteré vztahy odvodime snadno, napft. jisté plati

[ e*dx = e protoze ()’ = &7
[coszdr = sinuz, protoZe (sinz)’ = cosuz,
[ Ldx = In|zf, protoze (In|z|)’ = 1
[ dx = 2% a# -1, protozZe (a%lx“*l)/ = %

(Dalsi snadno odvoditelné vzorce jsou v zavéreéném shrnuti.)
Stejné tak snadno provérime platnost vztaht

J i@ £ g@lde = [ f@ytr+ [ gla)da,
/ kf(z)de = k / F(@)da,

protoze pro derivaci plati

(F(z) +G(z)) = F'(2)+G'(x) a (kF(z)) =kF'(z)

[ r@as] = s

To nam ale umozni integrovat jen nékteré jednoduché funkce:

a soucasné
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Priklad 3.9. Mame vypocitat nasledujici integraly

a) [(2* =2z)%dz, b) [ 2(y/x — 2%y/x) dz, c) f+dx.

Y cos® x sin’® x

eSeni. a)

1 1 1
/(:U2—2x)2dx:/(x4—4x3+4x2)dx:—x5—4—x4+4—x3+c:

5 4 3
1 4
= g:vS—x4+§x3—l—c,
b)
/m({’/f\;_f’ﬁ) dr = / (:EH%_i — x1+3+%_%> dr = / <x% — x%) dr =
x
12 2 4 2
T TR

1 sin? z + cos? 1 1
22 dr = T2 w2 dr = 2. T o2 dx =
Ccos” x sin“ x Ccos” x sin“ x cos*x  sin‘x

=tgx — cotgx + c.
[

V predchozim prikladu jsme integraci provedli apravou integrandu na soucet vyrazi, ke
kterym jsme primitivni funkei ,uhodli“ na zékladé znalosti vztahti pro derivace (tabulku
derivaci jsme pouzili ,zprava doleva“). S timto postupem jiz nevystac¢ime i u jednodu-
chych pripadit, kdy integrand je ve tvaru soucinu nebo podilu, nebo je to slozena funkce.
P1i vypoctu primitivnich funkci nemame zadnou ,gramatiku“, jako jsme méli pro vypo-
et derivaci (znama pravidla pro derivaci soucinu, podilu a slozené funkce). Muzeme ale
odvodit jista pravidla, kterd nam v nékterych pripadech pii integraci pomohou.

Integrace per partes
Ze vztahu pro derivaci souc¢inu
(uv) =du'v+ud, tedy uv' = (uv) —u'v

vyplyva vzorec pro integraci per partes:

Vypada to, Ze jsme si nijak nepomohli — integral ze soucinu funkci jsme pfevedli na jiny
integral ze soucinu funkci. V nékterych pripadech se miize vypocet zjednodusit:
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Priklad 3.10. Vypoctéme integraly

a) /xem dx, b) /ln_x dx.
T

:xex—/exdx:xe”—ex—i—c,

:1n2x—/ln—xdx

Zdanlivé jsme si nepomohli. Uvedena rovnost je vSak rovnici pro nezndmou funkci

1
/ﬂda: a ma tvar J=Inz—J,

tedy J = 21 z, x € (0,00), je jednou primitivni funkei.
O spravnosti vypocti se muzeme presveédcit derivaci. n

Priklad 3.11. Pomoci metody per partes vypocitame také integral [Inx du.

_ ;1
/lnxd:c:‘ ul—lnx T
v =1 V=2

1
:xln:c—/—xda::xlnx—x—l—c.
T

Metoda substituce

Je-li F primitivni funkce k funkci f na né&jakém intervalu Z, mtzeme integral [ f(¢)dt

napsat ve tvaru
/j@ﬁ:/ﬁ@ﬁ:/ﬁ@,

kde v poslednim integralu vystupuje diferencial primitivni funkce F'.

Piedpokladejme, 7e t = g(z). Z véty o derivaci slozené funkee (F(g(z))) = F'(g(x)) ¢'(z)
dostaneme pro diferencidl dF(t)

dF(t) = dF(g(x)) = F'(g9(z)) ' (z) dx = f(g9(x)) ¢'(x)dr  a odtud plyne

/f t)dt = /f dv, kde t=g(x).

vvvvvv

To je vztah pro nejdilezitéjsi obecnou metodu pro integraci — metodu substituce.

Véta 3.12. 1. Jestlize funkce f o g, ¢ jsou definovany na méjakém intervalu T a
[ f(t)dt = F(t) + ¢, potom na tomto intervalu plati

/ F(9(2)) ¢/ () dx = F(g(x)) +c.
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2. jestlize navic existuje g~* a [ f(g(t)) ¢'(t) dt = G(t) + ¢, potom

/ f(x)dz = G(g™ () + .

Princip popsany ve vété se nazyva metoda substituce.

Popisme oba postupy podrobnéji:

1. Substituce g(x) = t:
Ma-li hledany integral tvar integralu ze soucinu slozené funkce a derivace jeji vnitini
slozky, a nezname-li jeho hodnotu, pak substituci g(z) = ¢ prejde na tvar [ f(t) dt
ktery miize byt pro vypocet jednodussi. Schematicky zapis pouziti:

/ F(9(2)) ¢ (x) dz =

2. Substituce x = g(t):
Budeme-li navic piedpokladat existenci ¢g~!, pro vypocet integralu plati

[ fyde =

Priklad 3.13. Vypocitame integraly

T 1
2) /4x2+1d$7 b) /4:1:2+1d:'j

Z —= — 1n t + CcC =
t 8

x 1 1
/4x2+1 v 8/4x2—|—1x$

1
=3 In(42* + 1) + ¢,

g(z) =
g

/(I

/f +c=F(g(x)) +c.

_ / Fla(t) g (B) dt = G(t) + ¢ = G(g™\(z)) +c.

=g(t)dt

t =42’ +1
dt = 8xdx

|
QU

1
8

b) v tomto pifipadé substituce ¢ = 422 + 1 nepovede k cili, protoZe dt si v integralu
nemuzeme opatiit. Budeme postupovat takto:

1 1
[l [
4x? + 1 (2x)2 + 1

1
=3 arctg 2z + c.

t =2x
dt = 2dx

1 1 1
=3 t2_|_1dt:§amtgt+c:
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V predchozim piikladu jsme vidéli, jak velmi podobné vyrazy (jednoduché raciondlni
lomené funkce) integrujeme rozdilnym zptisobem. To je pravé nevyhoda pfi hledani pri-
mitivnich funkci, Ze jsou zde jen navody, jak v nékterych trochu obecnych piipadech
postupovat.

V naésledujicim prikladu zobecnime oba postupy pouzité v predchozim prikladu — odvo-
dime dva diilezité vzorce:

Priklad 3.14. Ukéazeme, Ze plati:

f’(x) =In €T c ax le ar c

a) /f(:t) dx =In|f(z)| +c, b) /f( +b)d aF( +0) + e
Reseni.

flle) |t = f(x) B @—n SR .

) /f(:c) dx'dt = f'(z) dx /tl tl+c=In|f(z)|+c

z =ar+b| 1 1 _
d: = ada ‘—a/f@dz—a”z)“—

b) /f(a:c+b) dz =

1
= —F(ax +b) +c.
a

]

Tyto vzorce nam umoznuji u mnoha jednoduchych integralti bez pouziti substitucni
metody napsat primo vysledek:

o 1
/C.Osxdlen|sinm|, / ‘ dr =In(e® + 1), /
sin x er +1 rzIlnx

a hlavné

1 1
/cos 2xdr = 5 sin 2, /62_9” do = —e*%, /(4x +3)* dw = 1

dr =In|lnx|,

(42 + 3)*.

| =

Nyni uvedeme piiklad na pouziti substituéni metody = = g(t):

Priklad 3.15. Vypocitame integral

/de:

r = 2sint _
dr =2costdt |

zde predpokladame, Ze substituéni funkce g(t) = 2sint je prosta,
= | tj. Ze jeji derivace ¢'(t) = 2 cost je bud stale kladné, nebo stale zapornd, | =
tedy napi. t € (—7/2,7/2). V tom piipadé t = g~'(x) = arcsin %

:/\/4—4sin2t2costdt:4/\cost|costdt:4/0052tdt:
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1
:4/5(1—|—0082t)dt:2t—|—sin2t+c:2t+28intcost+c:
:2t—|—2sint\/1—sin2t+c:2arcsing—l—az 1—2a2/44c=

LT
:2arcsm§—|—§\/4—x2—|—c.

V nésledujicim pfikladu odvodime jesté jeden vzorec, ktery budeme dale potfebovat.
Postup je znacné obtizny — ilustruje, jak komplikovana situace miize pfi integraci nastat.
Vyuzije se zde jak metoda substituce, tak metoda per partes.

Priklad 3.16.

1
Méme ofitat integral —dux.
vyp g / ST

Reseni. Necht n = 1. Potom

1 1 1 1 T 1 x
———dr=— | ———dr = —aarctg— +c= - arctg— +c.
% 4 a? a? (2)" +1 a? a a a

Pro n > 1 nejdiive integrand upravime takto:

/;dx_i/wdx_i /;dx_/x_de
(x2 +a2)n o a2 (x2 +a2)n o a2 (x2 _|_a2)n—1 (ac2 +a2)n :

Na druhy integral pouzijeme metodu per partes:

x? r  2x u=73 =1
/ R dgg:/_ s e O = 2 it 5t |
(x2 +a?)n 2 (224 a?)" V' = Grreme v Vypocitdme zv1ast
2 t =a2*+a 1
v:/—gj dr = :/t"dt:—t”“:
(% + a?)" dt =2xdx 1—n
1 1

C1—n (22 —|—a2)”—1;

odtud

/ x? p x 1 1 1 / 1 J
— dr == — x.
(22 4 a?)" 21—n (x24+a®)»t  2(1—n) (2% 4 a?)nt

[erare= | v
- (g 1in (22 +1a?)n—1 N 2(11—n) /@:2 +1a2)n—1 dx)] -

~2(n —1 1)a? [(132 +Z2)n—1 +(2n —3) / mdﬂ .

Dohromady tedy
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Diilezité na tomto vysledku je to, Ze stupen polynomu ve jmenovateli integrované funkce je
jiz nizsi nez u vychoziho integralu. Po nékolikandsobném pouziti bude tedy tieba vypocitat
integral, ktery jiz umime:

/ 1 J 1 ) ZL‘+
———— dx = — arctg — + c.
2+ a? a ga

Integrace racionalnich lomenych funkci
Vime, ze kazda racionalni lomena funkce je tvaru

P, (x

R(z) = £m(®).

kde P, (r) a Q,(x) jsou polynomy stupiii m a n. Ptredpokladejme, ze m < n, tj. ze R
je ryze lomena; v pfipadé neryze lomené racionélni funkce, tj. pro m > n, podil P, (z) a
Qn(z) déva po vydéleni

B () P(x)
Ryze lomenou racionéalni funkci mtizeme rozlozit na parcidlni zlomky, a integrace racio-

nalni lomené funkce se tedy prevede na integraci parcialnich zlomki; ty jsou nasledujicich
CtyT typt:

= N(x)+ kde i<n

I Zl(a;) = T é a’ II. Zg(ilj') = ﬁ,
_ _Mx+ N _ __Maxz+ N 2 _
III. Zs(z) = preaT— IV. Z(z) Etprt g p°—4q <0.

Prvni dva typy zlomkt integrovat jiz umime; povSimneme si podrobné poslednich dvou
typt:

I11.

Zlomek upravime tak, abychom mohli pouzit vzorce z ptikladu 3.14 — v obecném pripadé
rozlozime na soucet dvou zlomk, z nichz prvni bude mit v citateli derivaci jmenovatele
(bude nasoben néjakou konstantou) a druhy bude mit v ¢itateli konstantu. Primitivni
funkce potom bude tvaru ,logaritmus plus arkus tangens®.

Mx+ N T 1
Zg(a:): 5 =M 5 + N 5 =
e+ pr+q T+ pr—+q T4+ pr+q

M 2x+p—p N 1 B
2 22 +pr+gq 2+ pr+q
M 2zx+p Mp 1 1
_ 4 _ YN =
2 22+ pr+gq 2 224+pr+q 2 +pr+q

= (@ +pr+q) =220+p| =
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M 2z+p Mp 1
— ——+ (N - :
2 22+ pr+q 2 ) x22+pr+q

2
/ _wrp dr = In|2® 4+ px + q| podle prvniho vzorce v 3.14,

2+ pr+q
z+2\?
( 2) +1
a

Po této tpravé mizeme na integral z druhého zlomku pouzit druhy vzorec odvozeny
v prikladu 3.14 a dostaneme

jmenovatel druhého zlomku doplnime na aplny c¢tverec:

2

2
2?4 pr+q= (:U—irg) —l—q—%z

2

ozname q — i a

2 2

= a

1 1 1 1 r p
———dr = — —de:—aarctg<—+—>:
22+ pr+q a? (£+2£) +1 a? a 2a

a

2¢ +p

Vg —p*

2 t
= ———— arc
Vg —p? °
Dohromady dostavame
M 2N — Mp 20 +p
Zy(z)dr = — In(2® + pr + q) + ———= arctg ——— + k =
/ 2 Viq—p? Vg —p?
20 +p
C

Cely postup bude nejlépe patrny na konkrétnim piipadu. Poznamenejme, Ze ve specialnich
pripadech muze prvni nebo druhy sc¢itanec vymizet.

+ k.

= Aln(2® + px + q) + B arctg

IV.

V poslednim pripadé budeme postupovat analogicky jako v predchozim — zlomek opét
rozlozime na dva tak, aby v prvnim byla v citateli derivace zavorky ve jmenovateli, a ve
druhém jen konstanta. Zavorku ve jmenovateli doplnime na tuplny ¢tverec. Dostaneme

M 2 M 1
/Z4(:U)dx:—/ _SrEp ndm—l—(N— p)/ 5 da.
2 ) (22 +pxr+q) 2 [(x+§>2+q_p2]

2

Potom na prvni zlomek pouzijeme substituci — je to integral tvaru

M [ f(z) _
E/f”(x)dx’ kde f(z)=a%+pr+q,

a ve druhém po jednoduché substituci ¢ = x + & pouzijeme rekurentni formuli odvo-
zenou v piikladu 3.16 (nebo zopakujeme postup, ktery byl pii odvozovani této formule
pouzit).
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Priklad 3.17. Mame vypocitat integral

/x?’ —2243z-3
dz.
(22 4+ 4)2

Reseni. Integrand nejdiive rozlozime na parcialni zlomky:

m3—x2—|—3x—3_Ax—|—B+ Cx+ D
(22 +4)? 2244 (22 +4)%’

tedy

2~ 2 +3r-3=(Av+ B)(2* +4) + Cz + D.

Porovname koeficienty u stejnych mocnin:

3 1= A

22: —1= B A=1, B=-1,
odkud plyne

2l 3= 4A+C C=-1, D=1.

2¥: —3= 4B+ D

/x3—$2+3x—3d / x—1+ —x+1 p
€r = €T =
(22 + 4)? x2+4 (22 +4)?

1 [ 2 1 1 21 1
== dr — dv — = [ ———d SR
2/x2+4 ‘ /x2+4 ‘ 2/(x2+4)2 x+/(x2+4)2 ’

Vypocitame jednotlivé integraly:

Dostavame

1 [ 2 1.,
§/x2+4d1‘:§ln(3§ —|—4)—|—Cl,

1 d*l 1 d*l t$2 71 tm

1 2 t =244 1 1
- = dr = = [t 2dt == (=t 4eg=
2/(x2—|—4)2 dt =2zxdx 2/ 2( )+
J— 1 1 + .
T Toprig @

na posledni integral mtzeme pouzit rekurentni formuli z ptikladu 3.16:

[ e = g o 009 [ ]

kde polozime a =2, n=2.
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Tedy

/ 1 J 1 T +/ 1 J 1 T +1 ¢ T .
——dr = - Tl == — arctg = | + ¢4.
(22 + 4)2 s|l2vra’ ) 2214 8 |lazra 2By T

Dohromady

/x3—x2+3x—3
dr =
(22 4+ 4)2

11(2+4) 1 tx—i—l 1 +1 €T +1 tx+
=—In — — arctg = + = - — arctg —
g Y g My T o ey TR |2 T2 MY TG

kde c=c3 —co—c3+ cy;

po upravée

/x?’—x2+3x—3d 11(2+4) 7 . :c+1 x—i—4+
r = —nx — — aIC - — C.
(22 + 4)? 2 16 %2 T 8214

Integrace nékterych iracionalnich funkci

Jak jiz bylo vyse feceno, obecna pravidla, kterd by ndm umoznila zintegrovat libovolnou
elementarni funkci, bohuzel nemame. Mizeme pouze uvést néktera doporuceni, ktera
v konkrétnich pripadech vedou k cili.

V tomto odstavci se budeme vénovat vypoctu integralt z iracionalnich funkei.

(Symbolem R(-) budeme oznacovat racionalni lomenou funkei.)

A) V integralu tvaru
1 1
/R(z,xkl,xkz,...,$kn)dz, ki, ko, ... k, €N,

je vhodné zavést substituci

x:tk,

kde k je nejmensi spolecny nasobek celych cisel ky, ko, ..., k,.

Priklad 3.18.

3
Ve dz.

Vypocitame integral /
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Reseni. Integrand je tvaru R(x,x%,:c%). Nejmensi spolecny nasobek ¢isel 1,2,3 je 6.
Pouzijeme substituci t = 5. Potom

1
/ \/f/_d:c: x =1t = 6L\/_66t5dt:6/t6 tgtf’dt:
TV dr = 6t5dt e+ Vi +

t4 "
= 6/ B dt = 6/ <t B 1) dt = |rozlozime na parcidlni zlomky| =
2 2t 4+ 2
= 6t — dt =
/( T t2—t+1)

2% — 1 3
— 324 2Imlt+1|— | -2~ at— | —° =
342t + 1] /t?—t+1 /t2—t+1
1 1 3[4 1 3 2 1\?
et rl=0t—=P 4+l == |t +1| == || =t——= 1
" ( 2)+ 4 4[3( 2>+] 4[<\/§ \/§)+

2t — 1
:3t2+21n‘t+1‘—ln(tz—t—b—l)—Q\/garctg——|-c:

c¢itatel posledniho zlomku
upravime na derivaci jmenovatele

jmenovatel na
uplny ctverec

V3
6 12 2.8 -1
:3\3/5—1-111%—2\@31%@ \/ET—FC.

B) V integrélu tvaru
ar +b mr ar +b k2 ar +b o
R d ki, ko, ... ko €N
/ <£B7 <Cl’+d) ’(C.CE—Fd) ) ’(C[B—l—d) ) xz, 1, v2, s Re € IN,
je vhodné zavést substituci
1
. ar +b\*
N\ex+d)

kde k je nejmensi spolecny nasobek cisel ki, ko, ..., k,.

1 1
Vypocitame integral / 1 i_ i A=) 1+ dz.

Reseni. Integrand je definovan pro %f—ﬁ >0, x # —1, tedy pro = € (—1,1). Na
tomto intervalu je funkce g(x) = % i_i klesajici:

Priklad 3.19.

—2 1
g'(x) = (e < 0Vz, navicje g(z)= 11_—3; <0Vzre(-1,1).
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Proto existuje ¢! v intervalu (0, 00). PoloZime tedy
1 1 t2 -1 4t
fe 2 2o 2T Odtud x = Codr=— g
l—x l1—x 241 (24 1)2
Pro prehlednost nejdiive vypocitadme potiebné vyrazy:
t?—1 2 t?—1 2t?
l—x=1- = 1 =1 = .
g 2+1 241 i +t2+1 2+1
Odtud
1 1 2+1) (+1)72 4
/,/ e dx:/t(+)(+) dt =
l—z(1—2)(1+2)? 2 att (12 +1)2
/t2+1dt t_ 1. 1 \/1+x \/1—:;; N
— = - — — C = — — C.
212 2 2t 2 1—x 1+
O

C) Pro vypocet integralu tvaru

/R ax2—i—bx—i—c> dx

pouzijeme Eulerovy substituce {

t=+vVax?+br+c+taxa, jeli a>0,
t-x=+ar?+br+ct /e, jeli ¢>0.

Ma4-li kvadraticky trojélen az? + bx + c realné kofeny a, 3, tedy plati-li az? + bx + ¢ =

= a(r — a)(x — ), mizeme provést nasledujici tpravu:

(z — @)
Var? +br+c=+/a(r —a)(z — ) =y/a~—(z—08) = (x —a)/a

r—a«

a jedné se tedy o piipad B).

Priklad 3.20.

1
Vypocitame integral / dx

rvVr?+2x+3

Reseni.

Zdejea=1>0 apolozime t=va?+2x+3—2, Va2+2r+3=uzx-+t,

tedy 2+ 22+ 3 = 2 + 2tz + 12,

3 — 2 — 24+ 2t—3
adale dp— T2

odind = 53 2(t — 1)?
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3—t2 2 —2t+3
Va2 4+2r 43 = t=—— 4 t=—""""
xe+2x + x + 2(t—1)+ 20 —1)

/xm _2/252—3 \/_/(t_ 7 t_l_l\/g)dt:

V3. |t—V3 V3. lz4+V3—V22+2x+3
—1In +c=—1In
t++/3 r—V3—V22+2x+3

3 3

Poznamka:

V integralu tvaru

/ ! dx
var?+bxr +c

doplnime vyraz pod odmocninou na uplny ¢tverec a jednoduchou substituci prevedeme
pfimo na néktery integracni vzorec.

Priklad 3.21.

Vypocteme integral

1
/ dx
V3 — 2z — bx?

Reseni. Upravime kvadraticky trojélen pod odmocninou:
3—2r — 51 = -5 x2—|—gx—§ = -3 x+1 Q—E _ 16 1—- §x+1 2
B 5 5) 5 25| 5 47 4
1 1
Tedy / o = \/Tg/ dr =
V3 —2x —5x /1_(23;_’_%1)2

54 5) 1 ) ) 1
= £ — arcsin (—:L‘ + —) +c= £arcsin <—:z: + Zl) + c.

4 5 4 4 5 4

D) Pro integrély tvaru

fR( Va 2) . o x =asint, x = acost,
je mozné uzit

[ R (z,Va*+2?) dx trigonometrické r=atgt, x=a cotgt,
substituce

fR( v 2) ‘T:ctilstxzﬁ'

Priklad 3.22.

1
Vypocitame integral / dz.
P & 9+ 22)v0 1 22
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ResSeni. Polozime z = 3tgt pro ¢ € (—%, 7). Potom

sinzt_ coszt+sin2t_ 9

cos?t cos?t cos2t’

3
do = — dt, 9+22=9+9
cos-t

dt =

1 cos®t Vcos2t 3
Tedy dx =
(9 + 22)v9 + 22 9 3 cos?t

te( Wﬂ) ; t>0’ 1 it = Ysintte—s
(0] —_—, = e COS = — COS = —8S =
pr 2'2) 9 g e

— vysledek je tfeba vyjadrit v proménné .

.2 2 2
sin“t sin“t tg“t
Je tg?t= odtud sin2t:g—2,
1+tg*t

cos?2t 1—sin’t
tgt

V1+tgt

Zavérem * = 9 sint +c¢ =

. ™ T < - - ;
tedy sint = (pro te€ (—5, 5) maji sin a tg stejnd znaménka).

tgt 1 T
5L _te=-—2L 4.

1
9 /1+tg2t 9 V9 + a2

Substituci x = 2sint jsme pouzili v prikladu 3.15. O

Integrace trigonometrickych funkci

P1i pouziti trigonometrické substituce na integral z iracionalni funkce jsme pochopitelné
dostali raciondlni lomenou funkci v sinech a kosinech — v tomto odstavci naznac¢ime, jak
se takové integraly pocitaji.

Integral tvaru

/ R(sinz, cosx) dz

pievede univerzdlni goniometrickd substituce t = tg 7 na integral z racionalni
lomené funkce proménné .

K odvozeni vztahtl pro sinz a cosx pouzijeme nasledujici obrazek:

2

e

1
Pritom dt = 3 dxr a odtud plyne dzr =

2z
cos? 5

Priklad 3.23.

1
Vypocitame integral / dx.

4sinx — T7Tcosx — 7
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. T t csx 1
in- = ———, cos— = ———,
\h+t:2 2 14+ ¢2 2 J1+¢2
! . . 2:6 9 si T T 2t
SINT = SIN 2 — = SIn —CO0S — = —
= 2 22 T 1
1—¢2
1 — 2{2 2%_ : 2{2 )
COS T = COS 5 cos 5 sin =1
Obr. 3.1:

Reseni. S vyuzitim odvozenych vztahti dostaneme:

/ 1 d / 1 2 gt
gj: =
Adsinz — Tcosx — 7 8t 7=t _ 71+t
1+ 1+

9 di 1 1
_ _ Q= Injdt — 7| +c=
/8t—7+7t2—7—7t2 /4t—7 7 o [ +e

1
zzln‘4tg§—7‘+c.

O

V mnoha pripadech ovSem tato substituce vede na velmi komplikované racionalni
lomené funkce. Ve specialnich situacich je mozné pouzit jednodussi substituce:

A) Je-li R(sinx,cosx) lichd v sinu (resp. v kosinu), tedy plati-li

R(—sinz,cosz) = —R(sinz, cos x) (resp. R(sinz,—cosx) = —R(sinz,cosz)),

pouzijeme substituci ¢t =cosxz (resp. t=sinz).

Podstata této substituce spociva v tom, ze ta goniometricka funkce, vzhledem ke které
je prislusna racionalni lomena funkce licha, se da vytknout k diferencialu, pricemz ztstava
v integrandu v sudé mocniné, a tedy se da prevést na tu funkci, ktera bude v substituci.

Priklad 3.24.

.3
sin® x
Mame vypocitat integral / —dx.

1+ cosx

ResSeni. Integrovana funkce je lichd v sinu, zavedeme substituci cos z = t:

sin® sinz 1—cos’z .
—dz = | ———— sinzdr= | ———— sinzdr =
1+ cosx 1+ cosz 1+cosx

1 —¢? 1
= — dt = — [ (1 —t)dt = —t + =2 =
/1+t /( ) Tt

t =cosx
dt = —sinxdx
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1 2
:c—cost+§cos t.
O

Jisté jsme mohli pouzit také univerzalni goniometrickou substituci, ovSem vypocet by
byl podstatné komplikované;jsi:

t3

/ sin® z q / (1+t%)* 2 it / 213 it

_— €Tr = fry

2+ cosx 2+1—t21+t2 (1+2)33+¢)
t

v rozkladu na parcidlni zlomky bychom museli predpokladat ¢tyri zlomky prislusné
komplexnim kofentim, tedy 8 neurcitych koeficientd, a pro integraci bychom museli
pouzit nejméné dvakrat rekurentni vzorec.

B) Je-li R(sinz,cosx) sudé v sinu a kosinu soucasné, tedy plati-li

R(—sinz, —cosz) = R(sinz, cosx), pouzijeme substituci t = tgz.

t 1 d 1
——— co8r = ———adr=——
Vite? V1412 1+ ¢2

Protoze je prislusna racionalni funkce suda v sinu a kosinu soucasné, odmocniny se pfi
vypoctu odstrani.

Priklad 3.25.

dt.

Potom sinz =

i ., . i sin 2x
Mame vypocitat integral / —5 dx.
sin“z + 2 cos?x

Reseni. Protoze sin 2z = 2 sinx cos 2, ma integrand pozadovanou vlastnost. Dostaneme:

t 1
2 sinx cosx 2 V1+1t2 1+t 1 2t
.2 2 dl': 2 2dt: D) D) =
sin® x + 2 cos? x t 1 1+t (1+t2)(2+t?)
7+ 2 7
141 1+t
2t 2t 1+tg?x
= — dt =In(1 +t?) — In(2 + ¢* =ln —— =
/(1+t2 2+t2) n(l+¢) —In(2+¢*) +¢ n2+tg2$—|—c

2 .9
CoOs“ T +sin“x
=In —— +c=c—In(1 +cos’z).
2cos?r + sin” x

O

Je-li integrand tvaru souc¢inu sudych mocnin sint a kosint (tedy nejednd se o zlomek),
muzeme ho zjednodusit pomoci souctovych vzorct

1 1
sin®z = 5(1 — cos 2z), cos’z = 5(1 + cos 2z).
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Priklad 3.26.
2
.4 2 1 1
/sm x cos” xdxr = / (5(1 —cos2x)) 5(1 + cos2z) dr =

1
= §/(1 — 2cos 2z + cos® 2z)(1 + cos 2x) do =

1
:§/(1—c0s2x—cos22x+00832x) dr =
1 1 1 .2
=3 1—cos2x—§(1+cos4x) dx—l—E (1 —sin” 2x) 2 cos 2z dx =
, . o t =sin2x _1 1 . 1 .
= |ve druhém integralu : B — 9 cos2x da —1—6x—1—681n2x—6—451n4x+
1 1 1 1 1 1
— Q- dt=—2— — sin2z — —sindz + — (t — = 3 =
g ) -0l = ggr = g sin2e — g sin m+16( 3 )”
= 1%~ 1g Sin2r — ¢ sindr + 7o sin2z — o sin" 2z 4 c =
= in 4o — — sin® 20 +
= —1x— — sindr — —sin )
167 G4 T gt AT

Pro vypocet neurcitych integralii lze pouzit tyto Maplety:
Primitivni funkce, Metoda per partes, Substitu¢ni metoda.

Shrnuti

V této kapitole jsme zavedli pojem

e primitivni funkce k funkei f na intervalu Z:  funkce F, pro kterou plati F'(x) =
= f(x) na intervalu Z,

e neurdity integral z funkce f: [ f(x)dx = F(x)+c — systém vSech primitivnich
funkei k funkci f.

Dale jsme se vénovali vypoctu neurcitého integralu.



http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/Integrovani.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/IntPerPartes.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/IntSubs.html
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Nésledujici vztahy snadno odvodime na zakladé vztahi pro derivovani. Pro zjednodu-
seni nebudeme psat integracni konstantu.

Vzorce pro vypocet neurcitych integrali

[0dx c [1dx x
k1
[ 2% da = lcx+1’k7é_1 f%dm In|x|, = #0
[sinzdx — cosw [ coszdx sin &
i L i — cotgx i 1 tgx
sin’ x cos’
[e*dx e” [ a® dx %,a>0,a7&1
[ sinhz dx cosh [ coshz dx sinh x
d 1 d 1 — x| # a,
fﬁ—fa? ZarctgZ, a>0 fx —xa %1n’£+g : |a‘>7éO
f\/xdzxi—kb = Injz+ Va2 +b|, b#0 fm = arcsin%, |z] <a,a>0
[Va2+bde = Va2 +b+LIn|z+ Va2 +b], b#0
Drilezité integraly
f@) . _ 1
i (o] de=In|f(x)] [ flax +b)de= 1F(ax +b)
Uvedli jsme pravidla pro vypocet neurcitych integrali:
e linearita: [(af(z)+bg(x))dz=a [ f(z)dz+b [ g(z)dz

e metoda per partes:

Ju(z)v'(z) de = u(z)v(z) — [/ (z)v(z)de,

e substituéni metoda: [ f(z)dz = [ flg(t)] ¢'(t) dt, kde x = ¢(t).
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Neékteré typy integralu resitelné metodou per partes

Je-li P(x) polynom (i konstanta), potom u integralu

[ P(z) Inzdx Inz
[ P(z) arctgz dx klademe wu =< arctgxz (v’ je rac. resp. irac. funkce)
| P(x) arcsinz dx arcsin x
| P(x) coszdx
a metodu opakujeme tolikrat
[ P(x) sinzdx klademe u = P(z)
jako je stupen polynomu
[ P(x)a”dx
Neékteré doporucené substituce
(R(-) je racionalni lomena funkce)
Typ integralu Substituce
fR(ac,xﬁ,x%, . ,xﬁ) dx, ki e N | t =¥, k nejm. spol. nasobek k;
SR (2 (S2)7 (225 5) de, ki€ N| = (222)%, k nejm. spol. nésobek k,
fR(x,\/ax2+ba:~l—c) dz, a#0 |t=+var’+br+c+xzy/a proa>0

[R(z,Va?—2?) dx
IR (x, x2 + a2) dx
IR (3:, m) dz
[ R(cosz, sinz)dx

[ R(tg x) dx
[ R(e") dx

rt =+var?+br+c++/c proc>0

r =asint nebo z = a cost
T=atgtl

T = G nebo r =

tgs =1t

sinx =t, R licha v kosinu

cosx =t, R licha v sinu

tgx =1, R suda v sinu a kosinu
t=tgx

t=e¢e"

Uvedené substituce pievedou integral daného typu na integral z racionalni funkce R(t).

Racionalni lomené funkce pro integraci rozkladame na parcidlni zlomky.
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Otazky a ulohy

1.
2.

© N & o

10.

11.

. Integrujeme parcialni zlomek tvaru

Co je to primitivni funkce a co neurcity integral?

Cemu se rovna [ f'(z) dz a éemu [ [ f(z)dz]'?

. Formulujte vztah pro integraci per partes.

Ozna¢me I, = [In" z dz. Uzitim metody per partes ukazte, Ze pro n > 1 plati

IL,=acIn"z—nl,_;.

S pouzitim predchoziho vzorce a vysledku piikladu 3.11 stanovte [ In® z dz.
Popiste metodu substituce v neurcitém integralu.
Vypoctéte [ g*(z) ¢'(z) d.

Jmenovatel jisté raciondlni lomené funkce je tvaru (z? + 1)*(z? + 2z + 2)3. Kolik
neurcitych koeficienti budeme hledat pfi rozkladu této funkce na parcidlni zlomky?
Jaky tvar bude mit tento rozklad?

%. Jakého typu bude primitivni funkce?

(Tedy bude to polynom, racionalni lomena funkce, exponencialni funkce, logaritmus,
arkus sinus, arkus tangens, ...?)

Eulerovy substituce pro integraly obsahujici odmocninu z kvadratického trojclenu,
tedy vax? + bx + ¢, jsou dvé — pro pifipad a > 0 a ¢ > 0. Plati-li a > 0 a soucasné
¢ > 0, kterd Eulerova substituce bude vhodné&jsi?

Integral [ sin® z cos® x dr mizeme vypocitat vemi trigonometrickymi substitucemi.
Transformujte tento integral pomoci vsech téchto substituci a dale zadany integral
upravte pomoci souc¢tového vzorce sin 2x = 2 sinx cos z. Porovnejte vsechny vzniklé
integraly a nejjednodussi vypocitejte.

Cviceni

1.

Pomoci vhodné tpravy integrandu s uzitim tabulky primitivnich funkeci (event. i
,dilezitych integrali) vypocitejte integraly [ f(z)dz, je-li f(z) rovno:

\/m
a) 21;‘1:2__515’ b) X +m3+37 ’
3 _
C) %_1, d) 5COS$—\/§Q?5+H%$,

2 2 _ 2
o 10+ EER p ELEVIoE

g ¢ h) tg’z
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. x . 1
1 2 =3 ) xInzx’
k) tgw+cotgr, R V1-— x21 arcsin &’
m) (3 - 11)°, n) 53,
1 T
O) (a+b1])n’b7é0’n>1’ p) (a+bx)n>b7é07n>2

2. Pomoci metody per partes vypocitejte integraly [ f(z)dz, je-li f(x) rovno:

a) zeX, b) x sinz,

c) zlnz, d) zln®z,

e) (22+2z)In(z+1), f) (2?4 6z + 3) cos 2z,
g) In(z++V1+a?), h) arcsin |/~ i T

i) €% sinx, j)  €** cosz,

k) sinz In(tgz), ) ztg’z.

3. Pomoci vhodné substituce vypocitejte integraly [ f(z)dz, je-li f(x) rovno:

a) HiLW’ b) 2e" 22,
1 2
c) Z—é, d) €% *sin 2z,
e) In’ x f) 3
v zv/1—In’z’
In arctg © cos(In z)
e) (1 + z?) arctg z’ h) z
i) cos 2z ) 2
2+ 3sin 2z’ Vo223 ¥ 1)
k) Lsinl, 1) L

cos’z/tgx — 1

4. Vypocitejte integraly z nasledujicich racionalnich lomenych funkei:

) 1 b) 32 + 30x — 120
z(z+1)(z+2) (x —2)(x +2)(x —5)’
¢) 9x* + 323 — 2322 + & d) 9x — 14
91% — 62 —bxr +2 972 — 241 + 16’
o) 3z —4 f) z* — 1022 4 3622 — 462 + 25

(x —2)(z — 1) 3 —9x? + 270 — 27
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g) xij_S

) b
k) g

W) T3
0) 1

h) 2?2+ 3x+2
24T +2

(22 — 2x + 2)(2* — 20+ 5)’
) pool

(x*4+1)2 "

1
n) ($+1)2(5E2+1)2’
1

p) —(1+x3)2'

5. Vypocitejte integraly z nasledujicich iracionalnich funkei:

T+ Vi o+ I
) L ) L ,
rv/x —4 \/x+1—\3/(:c+1)2
) VI N/ G =k
g) +7 h) 1 )
vVaz+ax+1 V322 —5x+8
1) 1 7J) 47
V3 — 2 — Ha2 Va2 —4r+1
k) v/ x2x—i— 2x ) 2¢x +1
) /IQ—'—;‘C‘,
5 G

V1422’

)

V1—a?

6. Vypocitejte integraly z nasledujicich trigonometrickych funkeci:

1
a) SInx — cosx’
CoS T
c) cosz — I’
1—tgx
e) 1+tgx’
1
g) 2+ 2cos’x’
i) sin x
(1 + cosz)®’
k) cos®z,
1
m) o5z

1
b) cosx —2sinx + 3’

1+sinx +coszx

d) 1 —sinx — cosx’
1

£) 4 — 3sin’’

h) 1

sinz 4+ 3cos?x + 2’

COS T
sin®z + 6sinx + 5’

sin® 3z,

1
sin®

T .



166 INTEGRALNI POCET

7. Pomoci nékteré vhodné integrac¢ni metody urcete integraly z néasledujicich funket:

1—e¢” T

a) 1+—§x, b) a%ev”,
3

c) 2%In’z, d) lr;ng

n(z + 1+ 2?) f) Ina
VEro (- 47

g) z arctgz In(1+z?%), h) Incosx

sinz
i) arcsin e” ) arctg x

e? J 2

) Larctgr ) Larctgr

(1 + .,1:2)27 (.T2 _ 1)2

8. Najdéte funkei, jejiz graf prochézi bodem A a mé v libovolném bodé [z, y] smérnici
k, je-li
a) A=][0,1], k=122 +1, b) A=[32], k=22%-5.

9. Céstice se pohybuje podél osy z se zrychlenim a = (2t — 3)m/s%. V ¢ase t = 0 je
v pocatku a pohybuje se rychlosti 4m/s ve sméru rostouciho z. Najdéte funkéni
predpis pro rychlost v a polohu s a zjistéte, kdy c¢astice zméni smér svého pohybu a
kdy se bude pohybovat vlevo.

10. Piepracujte predchozi pifklad pro pifpad a = (12 — %) m/s%.

11. Ridi¢ zabrzdi automobil jedouci rychlosti 72 km/h, brzdy zpiisobi konstantni zpo-
maleni 8 m/s?. Za jak dlouho automobil zastavi a jak dlouh4 bude brzdnd draha?

Vysledky

Integracni konstantu budeme vynechavat.
3
1. a)z———ln|x\ b) In |z| — 4I4,C);’ 3 m
+In|z+V1+ 22|, g) ((5)1 - (5) )/(In2 —1In3) — 2z, h) tgz — x, i) lln\ac2 —3|,j) In|lnz|, k) In|tgz|, 1) In|arcsin z|, m)
%(31 - 11)107 1’1) 7% 1n|2 - 5‘%'7 0) 7ﬁ(a+bx)l_n7 p) b2(n 2) (a+bx)2 " + b2(n 1) (a+ba:)1 n
2.a) ie2“”(2m71)7 b) sinz—z cosz, ¢) %:v2(2 Inz—1),d) % 2(In®z—Inz+ 2)7 e) 6(2:p +322) In(z+1)— 36 L (423 4322 — 62+
+6In(z+1)], f) 1(222+122+45) sin2z+ 1 (z+3) cos2z, g) zIn(z++v1+22)— 1+ 22, h) z arcsin +i7 — Ve tarctg Vz,
i) %e”(sinm —cosz), j) éeh(sinm +2cosx), k) Intg § — cosx Intgz, 1) = tgz + In|cos x| —
3. a) ln4 arctg4®, b) %exz, c) —e%, d) —60052””, e) %ln‘r’ z, f) 3arcsin(lnz), g) %(1n|arctgm|)2, h) sin(lnz), i) %ln@ +
+ 3sin 2z|, j) %tg(a: +1), k) cos %, 1) 2y/tgz —1;
2 —2)%(z—5)°

4.a) 1l gﬁ)g b) In % vo) te?+ o~ 2m[Be+2/+ L3z — 1| ~lnjz — 1] d) 224 +1n|3x—4\ e)

Ar=5_ 4 2In|Z=2| f) (z—1)27L77 )—73m+3\/§arct h)z+ln|z +z+2|— —arct i)
2(z— 1)22 2 (m—3)2 z—3'8) 73 85 g2 f J

1 1 2z+1 1 2?2 4zV2+ /3 —x
51n I2+z+1 7 arctg 5 ,J) arctg £ 3 arctg(m 1), k) 4f1 e xf+1+ arctg 550 521 2 L arctg \/5—1—

12
2

+ 3arctgz, e) —

\/%zﬁ + x + arctg x, f) arcsinz +

2

1 2 z+2 —224z |z+1] 1 3
+ 5 In(z? — 4z 4 6), m) —oTraeTs farctg f , n) GINETD + = m + 3 arctgz, o) m + 8@27”11) +

1 In (z+1)? + 2xf

x —1,
3(z2+1) z2—x+1

arctg f ;

+ % arctgx, p)
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12
5.a) —z+ 4z —4In(y/z+ 1), b) f+ 1\F—&—241n 1\/@1‘ c) Yz -6V — 11— ¥z +1],
e) arcsinz — V1 — 22, f) 2 2,g) In|V1+z+ 22 +ac+2| h) ln\xf—5f+\/3a:2—5ac+ 8, 1) == arcsm(&ij'l)7
j) Va2 —4x+1+21n\2x—4+2\/x2 — 4z + 1|, k) Va2 +2x+ln|x+l+\/z2 +2z|,1) 2v22 + x, m) ﬁ(3x4—4x +8)V1 + z2,
n) fi(8x5 + 10z® + 152)V1 — 22 +  arcsin z;

e
6. a) f1n|(tg s —3)Db) arctg(tgf — 1), ¢) =+ cotg 5, d) 7w+2ln‘ %2

V2 \ftgz 1) 5(1+COSJ?) 7‘]) 11n‘1+sm9:

, e) In|sinz + cosz|, f) 1 arctg tg’:, g)

x

T arctg tg , h) r arctg 7 5w k) sinz — %sinsx + %sin5 z, l) 6 — ﬁ sin 6z +

+ 614 sin 12z — sin® 6z, m ln!tg (% + %)|, n) —cotgx — § cotg® x — %cotg5 x;

1
T4
7. a) —In(e™® 4+ ve=2% — 1) — arcsine®, b) 2eVZ[(x2 + 20z + 120)v/Z — (522 4 60z + 120)], c) < 158 (32 Indz — 241n% 2 +
+ 12Inz — 3), d) %(41n3w+6ln22 +6lnz+3),e) —InvV1+a22+ \/71n|x+ V1+z2|, f) elnjel _ %arcsinQac,

\/1 422
g) © — arctgx + %[(1 + z2)arctgz — 2] In(1 + 3:2) h) —(cotgz)In|cosz| — x, i)  — e~ F arcsine® — In(1 + V1 + e2%), j)
2 —
1 In 1+12 - %arctgaz, k) % 1) 1l . } — % (% + I2171> arctg x;

8.a)f():6x2+x+l,b) (x)—§ —bx —1;

9. s= %ts’ — %tz + 4t, nikdy;

10. s = 1—12154 - %tQ + 4t, nalevo pro t < —4 a t € (1,3);
11.25s, 25 m.

3.3 Urcity integral

Motivaci pro pojem urcitého integralu dostaneme, uvazujeme-li problém vypoctu obsahu
plochy pod grafem (nezaporné) funkce, definované na néjakém intervalu; tedy plosného
obsahu obrazce, ktery vznikne z obdélniku nahrazenim jeho horni strany grafem néjaké
funkce. Obsah této plochy se budeme snazit vypocitat jejim pfibliznym nahrazenim ob-
délniky, jejichz zakladny budou dohromady tvorit zakladnu ptvodniho obrazce, tedy in-
terval, na némz je shora ohranicujici funkce definovana. Tento mlhaveé nastinény postup
upresnime tak, ze postupné zavedeme potiebné pojmy.

Déleni intervalu

Méjme déna Cislaa =zg < 21 < --- <2y < T, = b.
MnoZinu intervalu

D = {{xo, z1), (T1,T2), ey (Tn—1,Tn) }

nazyvame délenim intervalu (a,b), body x, ..., z,, délicimi body. Cislo
v(D) = max(x; — xg, T3 — X1, ..., Ty — Tp_1)

nazveme normou déleni D.

Je-li D déleni intervalu (a,b) a pro kazdé i = 1,2,...,n jsou vybrany body & tak, Ze
& € (x;_1,1;), pak déleni D nazveme délenim s vybrangmi body.

V dal$im budeme uvazovat jen déleni s vybranymi body a budeme hovotit pouze o déleni.

Priklad:
D = ({{0, 1), (3,

>J>|>—‘
Wi
~
—~
win
—_
~
——
~=
oo
=

,2}) je déleni intervalu (0, 1), pfifemz v(D) = .
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f
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Obr. 3.2: Déleni intervalu (0, 1)

Integralni soucet

Necht f: (a,b) — R je funkce, D déleni intervalu (a, b). Pak ¢islo
S(D,f)=>_ f&)(x; — i)
i=1
nazveme integralnim souctem prislusnym funkci f s délenim D.

Piiklad: Necht f(z) =z,
D déleni intervalu (0, 1)
z predchoziho prikladu.

Potom

S(D. ) = f(3)- (h)+
@G-+ 1-3)
=5 itin g o

Obr. 3.3: Integralni soucet funkce f(x) = x

Jestlize bude déleni intervalu dostateéné , jemné“, tedy bude-li se v(D) blizit k nule,
mohou se ziejmé integralni soucty stale vice blizit k obsahu ,kfivocarého lichobézniku
— obrazce, ktery je shora omezen grafem nezaporné funkce, zdola osou x a po stranach
primkami z = a, x = b. Jestlize tedy existuje cislo J, vyjadrujici obsah takové plochy,
musi se dat s libovolnou presnosti aproximovat integralnimi soucty. Tato myslenka, presné
formulovana, bude obsahem nasledujici definice.

Urdéity (Riemannuav) integral

Definice 3.27. Necht f : (a,b) — R je ohranifend funkce. Rekneme, e f je integrova-
telnd (integrabilni, integrace schopnd) na intervalu (a, b), existuje-li ¢islo J € R tak, Ze
ke kazdému e > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro kazdé déleni D intervalu (a,b), jehoz norma
v(D) < 4, plati

IS(D, ) - Tl <e.
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Cislo J nazyvame urcitym (Riemannovym) integralem funkce f od a do b a piseme

jZ/bf(m)d:c.

a b a
Déle definujeme [ f(z)dx = — [ f(x)dx, specidlné tedy [ f(z)dz = — [ f(z)dx = 0.
b a

a

Poznamky k definici:

a) Ve vyrazu [ f(x) dz se a nazyvé dolni mezintegralu, b horni mez, f integrand,
x integracéni promeénna.

b) Pro integra¢ni proménnou mtizeme volit libovolné oznadeni:

/abf(:c)d:t::/abf(t)dt:/abf(g)dg atd

c) Urdity integral je €islo. Pro funkci nezapornou na intervalu (a,b) vyjadfuje obsah
plochy pod grafem funkce f a nad osou x. Pro funkei, kterd na intervalu (a, b) nabyva
i zdpornych hodnot, vyjadfuje rozdil obsahii ploch nad a pod osou z (viz nasledujici
obrazek; ¢isla ; jsou vybrana vzdy uprostied ptislusného intervalu).

2T m 2

W

=

Obr. 3.4: Integralni soucet funkce (z + 1)sinz

Definice integralu jisté pfipomina definici limity. Skutecné jde o jisty druh limity inte-
gralnich souc¢tt pro normu déleni jdouci k nule, ktera je obecnéjsi nez limita posloupnosti.
Pro tuto limitu plati obdobné pravidla jako pro limity, se kterymi jsme se jiz setkali: pfi
limitnich pfechodech se zachovavaji soucty, souciny, limita je nejvys jedna. Muzeme psat

b
/f($)dx: lim S(D, f).

v(D)—0
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380, 380, 350, ¥
300, 300, 300.
280, 280, 250,
200, 200, 200.
150, 3 150, 150,
100, 100, 100,
&0, &0, &0,
L 280 300 350 400 L7280 300 350 400 BT 2850 300 350 4.00

30 / 0 350,
30 30 300,
250 250 260,
200 200 200,
150. 150. 150.
100. 100. 100.
50 50 50
O 250 300 380 400 o™ 3 380 400 ™00 500 340 400

Obr. 3.5: Integralni soucty funkce f(z) = z*Inz pro n = [9, 16, 25, 36, 49, 64]

Véta 3.28. (O existenci ur¢itého integralu) Mad-li ohranicend funkce f na uzavre-
ném intervalu {a,b) pouze konecné mnoho bodu nespojitosti, pak existuje urcity integrdl

[ f(z)dx

Poznamka: M4-li funkce f na intervalu (a,b) pouze koneéné mnoho bodi nespojitosti,
které jsou 1. druhu, fikdme, Ze je po ¢astech spojita na tomto intervalu. Podle predchozi
véty je funkce po ¢astech spojité na (a,b) na tomto intervalu integrovatelna.

Priklad 3.29. Ukazme, Ze Dirichletova funkce y definovana piedpisem

() 1 pro z racionalni
x) = Y
X 0 pro x iracionalni

neni integrovatelna na zadném intervalu.
Bud D; libovolné déleni intervalu (a,b) takové, Ze &; jsou raciondlni ¢isla. Pak

Dl, Zl T, — Ti— 1)—b—a

Bud D, libovolné déleni intervalu (a, b) takové, Ze &; jsou iracionélni ¢isla. Pak

DQ, ZO Tr1 — Tj— 1) 0.

Predpokladejme, Ze existuje J. Zvolme & = 5(() —a), pak existuje 0 > 0 tak, ze pro kazdé
déleni s normou v(D) < 4 je |S(D, x) — J| < ¢, takze plati

<I|S(D1,x) =T+ |S(De,x) =T <e+e=b—a

a to je spor.



3.3 URCITY INTEGRAL 171

Vlastnosti uréitého integralu

Véta 3.30. Plati:

b b
/0(133:0, /da::b—a,

/abf(:c)dx:/acf(x)d:c—l—/cbf(a:)dx pro ¢ € (a,b),

b b
f@) <o) maot) = [ f@ide< [ gl

/ () da

b b
/kf(x)dx:k/ f(x)dz Yk eR,

< / 7 () da,

/ab (f(z) £ g(z)) do = /abf(:)s) dl’:l:/abg(g;) de.

Oznacime-li jako S (resp. L) sudou (resp. lichou) funkci, je

/_C;S(ﬂf)dng/oaS(x)dx; /_C;L(a:)dx:().

Duikaz tvrzeni v pfedchozi vété se provede bezprostiedné uzitim definice integralu pomoci integralnich soucti; je analogicky

postupu v nasledujicim prikladu.

Priklad 3.31. Ukazeme platnost ponékud obecnéjsiho pripadu druhého vztahu ve vété:

/abcdx =c(b—a).

Bud D libovolné déleni intervalu (a, b). Potom pro libovolny vybér ¢isel & pro pfislusny
integralni soucet plati:

S(D,c) = Zc(mz —xz; 1) =c(b—a),

tedy pro libovolné déleni D je

|IS(D,c) —ec(b—a)l =0<e.
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Odhad urcitého integralu, véta o stfedni hodnoté

Véta 3.32. (O stfedni hodnoté integralniho poétu)

Necht je funkce f integrovatelnd na intervalu (a,b) a necht m < f(z) < M Vx € (a,b).
Potom plati

1
b—a

m(b—a)g/bf(x)deM(b—a) neboli m < /bf(x)deM

1 b
a existuge c¢islo € (m, M) tak, Ze plati = 7 / f(z)dz.

b
Je-li f spojitd na {(a,b), pak I € (a,b) tak, Ze f(&) = bia / f(z)dx.

Cislo i se nazyva (integrdlni) stredni hodnota funkce f na intervalu (a,b). Geome-
tricky vyznam stfedni hodnoty je patrny z nasledujiciho obrazku — obsah kfivocarého
lichobéznika {(z,y)|x € (a,b),0 < y < f(z)} (Gervené) je roven obsahu obdélnika o
rozmérech b — a a p (modfe):

=

S

Obr. 3.6: Integralni stfedni hodnota

Priklad 3.33. Odhadnéme

x* pro x>0,

[ s ke o= {1 B t20

Reseni. Funkce f ma na intervalu (0, 1) nejvys jeden bod nespojitosti (limitou provéfime,
ze je spojitd i v o = 0), je zde integrovatelna. O
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Najdéme maximum a minimum
na (0,1):

f(x)=a2"(Inz+1) (z>0);

1
f(z) =0 pro z = -

F0)=1, f(1/e) = e, f(1) = 1.
Plati tedy
e 1/e(=0,692) < /1 f(z)dr <1.
0

(Maple vypo¢ita
1

[ f(z)dx = 0,7834305107.)
0

Fundamentalni véta

ol—

o |

0 1

1
2

Obr. 3.7: f(z) = «” na intervalu (0, 1)

Mgéjme graf nezédporné funkce f (viz obr. 3.8) a vySetfujme funkci F', kterd kazdému x
prifazuje obsah svétlesedé vybarvené plochy, tedy

Flz) = /0 f(z) da.

Aproximujme piirtstek této funkce pfi zméné x na = + h, tedy vyraz F(z + h) — F(z)
pomoci obsahu obdélnika (vybarveného tmavéji), ktery je ziejmé roven soucinu f(z) - h;

je tedy

neboli

Fa) = F(m—i—h}i—F(m)'

Odtud limitnim pfechodem pro h — 0 dosta-
neme

F(x+h) — F(x)

f(z) = lim

v
h—0 =F (x)

y=f(x)

F&)

x X+h

Obr. 3.8: Fundamentalni véta
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Tento pozoruhodny vysledek, ktery spojuje vypocet derivace (tedy smérnice) s vypo-
¢tem plosného obsahu, se nazyva fundamentalni véta kalkulu (tj. diferencidlniho a inte-
gralniho poc¢tu).V tomto odstavci naznaceny vztah odvodime presné.

Definice 3.34. Bud f : (a,b) — R integrovatelna funkce. Funkct hornt meze nazy-
vame funkci ® : (a,b) — R definovanou pfedpisem

O(z) = / " @) dt.

Obdobné funkci dolni meze nazyvame funkci ¥ : (a,b) — R definovanou predpisem

b
U(z) = / (1) dt.

Véta 3.35. Je-li funkce f : (a,b) — R v okoli bodu z spojitd, md funkce horni meze
®: (a,b) — R v bodé x derivaci a plati ' (x) = f(x), tj. © je primitivni funkce k f.

Dukaz naleznete v ¢asti Pro zajemce na konci kapitoly.

Ve vedlejsim obrazku je modie graf 4
funkce F' a cervené graf funkce f, pri-
¢emz plati

tedy naptiklad F(a) — délka Cervené
usecky — je rovna obsahu Cervené vysra- ' f

fované oblasti; dale je vidét, ze F'(b) = 0,

tedy obsah cCervené vysrafované oblasti,

je stejny jako obsah Cerné vysrafované

oblasti, kterd je pod osou x — obsahy se Obr. 3.9: Primitivni funkce jako funkce horni

odectou. meze

Priklad 3.36. Najdéme lokélni extrémy funkce

O(x) = smi dt, > 0.
t
0

' (z) = Si%, & (z) =0 pro sinx =0, tjor =kr, keN,
®'(z) >0 pro z € (2km, (2k+1)m), keN,

®'(x) <0 pro z€ ((2k —1)m, 2kw), keN,
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p >

z 2 ~E T 8 TAT———T3 14 16 =T 20

Obr. 3.10: Grafy funkef 2% a [ 2L ¢
0

Tedy funkce ® mé maxima v bodech x = (2k + 1)m, minima v bodech z = 2k7 pro
ke N. ]

Nyni odvodime vzorec pro vypocet urcitého integralu ze spojité funkce:

Vime, Ze je-li f spojita na (a,b) , pak funkce horni meze ® je jeji primitivni funkci. Jestlize
je F' libovolna primitivni funkce k funkei f na (a,b), jisté plati

®(z) = F(x) +c
Konstantu ¢ snadno vypocteme, polozime-li z = a. Pak plati
B(a) = / JO)dt=0=F(a)+¢ = c=—F(a).

Tedy
O(x) = F(x) — F(a)

a specialné pro x = b dostavame dulezity vysledek ®(b) = F(b) — F(a), tj.

b
/ f(z)dx = F(b) - F(a),

ktery jsme ovsem odvodili pouze pro spojitou funkci f. Tento vztah patii k zakladnim
tvrzenim matematické analyzy a nazyva se Newton-Leibnizova véta.

Newton-Leibnizova véta

Véta 3.37. (Newton-Leibnizova) Necht f je funkce spojitd v (a,b).

Jestlize v {a,b) plati F'(z) = f(x), tj./f(x) de = F(xz)+c¢, potom

/ (@) dz = F(b) — Fla).
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Rozdil F(b) — F(a) oznacujeme symbolem [F(x)]" .

Piseme / f@)do = [F(@)].

Priklad 3.38.

s 1 1 5
/2005<2x+z> dr = —sin(Qx—i-E) = - sin5—7r—sinE :—i.
0 4 2 4 2 4 4 2

0

vl

Priklad 3.39.

™ 1 s
/ sin ax sinbx dx = 5 / [cos(a — b)x — cos(a + b)x] dx =

—T —T

1 I T
[ bsm(a—b)x— +bsm(a+b)x}_ﬂ-0, a,beZ,a#b.

1
2 la— a

Metoda per partes pro urcité integraly

Ze vztahu pro integraci per partes pro neurcité integraly okamzité vyplyva

b b
/ w(z)v'(z) de = [u(z) v(z)] — / u' (z)v(x)dx.
Priklad 3.40. Mame vypocitat integral

2T
[:/ e? sin 2z dx.
0

eSeni
u=-sin2x u = 2cos2x . 9 L,
I = R = [2e5 sin2x}0 — 4/ e2 cos2xdr =
v =e2 v = 2e%? 0
uw=cos2r u = —2sin2zx 27
= z e =—4 [262 005290 +4/ e?sin2zdr b =
v = e2 v = 2e2 0

=—4 {Q(e7r cosdm — 1) +4/ e2 sm2xdx}
0

Dostali jsme vztah [ =8(1—¢€")—161, tedy I = 17(1 —e").
[l

Vidéli jsme, ze pouziti metody per partes v urcitém integralu je analogické pouziti
této metody pfi hledani primitivnich funkci, pouze do uv hned dosazujeme meze. To
muze vypocet podstatné zjednodusit, jak jsme vidéli v predchozim prikladu, kdy hodnota
uv v obou mezich byla nula.
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Metoda substituce pro urcité integraly
Véta 3.41. 1. Jestlize funkce f o g, ¢' jsou spojité na intervalu (a,b), potom
g9(b)
/ flg x)dr = f@t)dt
g9(a)

2. jestlize f je spojitd na {a,b) a x = g(t) je monotonni funkce se spojitou derivaci a
oborem hodnot (a,b), potom

b g1 (b)
[ raa= [ pigolg@ar
a 97 *(a)
Postup pri uziti substitu¢ni metody v urcitém integralu je opét analogicky, jako pii
vypoctu primitivnich funkci. Pouze je tfeba vypocitat nové meze (pro nové proménné);

to ovSem na druhé strané prinasi vyhodu v tom, ze nemusime na zavér zpétné dosazovat
substituc¢ni funkci.

Priklad 3.42.
Inx r=¢et r=1=t=0 210
/—dx ‘dfﬂ:etdt x:e:>t:1‘ /Ogedt { L_i

Priklad 3.43. Ukazme, ze pro integrovatelnou funkci plati

/2 f(sinz)dx = /2 f(cosx)dz.
0 0

ReSeni. VyuZijeme vztahu cost = sin (% — t).

Do prvniho integralu zavedme substituci x = g(t) = 5 —t. Prox =0jet =, proz = §
je t = 0. Funkce g je v intervalu (0, 7) klesajici, spOJlta i se svou derivaci ¢'(z) = —1. Je
mozno pouzit vétu o substituci, a platl tedy
3 0 T 3 m
/ f(sinz)dx = / f [Sin (— — tﬂ (—1)dt = / f [sin <— — t)] dt =
; x 2 ; 2
2
= / f(cost)dt
0
a zadand rovnost je splnéna. O]

K vypoctu urcitého integralu lze pouzit tento maplet. Zmazorni se zde i plocha, jejiz
obsah (opatfeny pfislusnym znaménkem) pomoci tohoto integrélu pocitame.
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3.4 Aplikace urcitého integralu

Obsah rovinné oblasti

Piimo z definice urcitého integralu plyne, Ze plosny obsah P rovinné oblasti omezené
Carami y = 0, * = a, x = b, kde a < b, a grafem kladné funkce y = f(x) vypocitame
pomoci urcitého integralu

b
P = / f(x)dx.
jak jsme mohli vidét v mapletu na konci predchoziho odstavce.
Piiklad 3.44. Vypocétéme obsah kruhu 22 + ¢y? < 2.

Reseni. Plati

P_4/dex_‘ T =rsint zr=0=t=0
0

dex =r costdt x:rﬁt:g

jus

2
:4/ r?cos®tdt =
0

—2T2/g(1+cos2t)dt—2r2 [t—i—lsinZtrT = 7r?
— = 5 = mre.
0 0

]

Obsah ¢asti roviny omezené shora grafem nezaporné funkce f a zdola grafem neza-

porné funkce g na intervalu (a, b) zfejmé vypocteme jako fab(f(x)—g(g) dzx.; stejné pravidlo
ovSem plati i pro funkce, které nejsou na celém intervalu (a,b) nezaporné:
Je-li ¢ konstanta, kterd je mensi nez minimum funkénich hodnot funkce g (,spodni
funkce*) na intervalu (a,b), mizeme grafy obou funkci posunout o tuto konstantu v
kladném sméru osy y - obsah ¢asti roviny mezi grafy se nezméni a obé funkce jiz budou
na tomto intervalu nezaporné:

b b
P= [ @)+~ (o) + N do = [ fa)do.
Pro vypocet a znazornéni obsahu ¢asti roviny mezi grafy slouzi tento maplet.

Objem télesa

Bud déno téleso (uzaviend oblast M C R?), jehoz primétem do osy z je interval {(a, b).
Necht jeho Fez rovinou o rovnici * = xo ma obsah u(zg). Pfedpokladejme, Ze u je spojita
funkce v intervalu (a, b). Bud D déleni intervalu (a, b), pak S(D,u) zna¢i pfibliznou
hodnotu objemu naseho télesa. Zhruba feceno, tato hodnota bude tim blize ke skutecné
hodnoté objemu, ¢im bude déleni jemnéjsi. Proto je prirozené definovat objem télesa jako

lim S(D,u) = /abu(x) dx.

vD—0
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Priklad 3.45. V roviné z = c lezi kruznice
o rovnici 22 4+y% = r2. Je-li —r < xy < r, pro-
tne rovina o rovnici x = x¢ kruznici ve dvou
bodech (pro x = £r v jednom bodé), osu z
v jednom bodé. Tyto tfi (dva) body spojime
useckami (tseckou). Mame vypocitat objem
takto vzniklého télesa.

Reseni.
w(x) =cvVr?2 —a? x € (—r, 1),
V:/ C\/r2—:c2dx:2c/ Vr2 —a?dx =
—-r 0

2
1
= 20% = §7rr2c.

Objem rotac¢niho télesa

Obr. 3.11: Objem télesa

Bud f spojita funkce v intervalu (a, b), uvniti tohoto intervalu kladna. Pfedpokladejme,
Ze Cast roviny omezend ¢arami o rovnicich ¢ = a, x = b, y = 0, y = f(z) rotuje kolem osy
x. Vznikne rotacni téleso, jehoz pramét do osy x je interval (a, b). Obsah Fezu rovinou o
rovnici © = xg je obsah kruhu o poloméru f(xy), tedy objem rota¢niho télesa vypocitame

podle vzorce

V= W/ab[f(x)]2 da.

Priklad 3.46. Vypocitame objem koule.

Zde je f(z) =vr2 —a% v e (- 7).

V= 7T/ (r* — 2*)dr = 27 {r%— %xﬂ

T

" 1 4
=231 —2) = —ard,
. 3’73

Zde najdete maplet pro vypocet a znazornéni objemu rotacniho télesa.

Délka rovinné krivky

Bud f funkce definovana v intervalu (a, b) a majici zde spojitou derivaci f’. Délku kfivky
L, ktera je grafem funkce f v tomto intervalu, vypocitame pomoci vztahu

L:/ VIF @) da.
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Priklad 3.47. Uréime délku kruznice. Plati

T

f(%) =Vr?— 1’2, T e <07 T)? f/(x) = _ﬁa

Y A Ty S —

Dostali jsme integral z neohrani¢ené funkce (v horni mezi neni integrand definovén).
Budeme postupovat tak, ze misto ¢tvrtkruznice vyjdeme z osminy kruznice — viz obrazek:

—8/f r do —
V2 — g2

_‘ x =7 sint r=0=t=0
dr =r costdt x:\%:t:

NE

Ly " T .
:87“/4TCOS dt:8r/4dt:8r[t]3:2ﬂr.
0 0

r cost
Obr. 3.12: K pr. 3.47

Je-1i jednoduchéa rovinna krivka uréend parametrickymi rovnicemi
r = (p(t)a Yy = w(t)a te <Oé, ﬁ>

tak, ze funkce ¢, 1 maji v intervalu («, () spojité derivace, pak jeji délka je dana vzorcem

1= [ VPOR S R

Priklad 3.48. Vypoctéme délku jednoho oblouku cykloidy.

Reseni. Cykloida je k¥ivka, kterou opisuje pevné zvoleny’ bod na kruznici, jestlize se tato
kruznice kotéli po piimce (viz nasledujici obrazek). Jeden oblouk cykloidy je jeji ¢ast mezi
témi dvéma polohami zvoleného bodu, kdy lezi soucasné na prislusné primce:

2r

Obr. 3.13: Cykloida
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Cykloida ma parametrické rovnice
r =) =r(t—-sint), y=19() =r(1—cost), t € (0, 2m).
@' (t) = r (1 —cost), '(t) = r sint, takze je

2 27
L:/ \/T2(1—cost)2+TQSin2tdt:7"/ V2 —2costdl =
0 0

27 2 27
1— cost ¢ ¢
:27’/ ﬂdtzzr/ sin—dt =2 |—2cos~| =8
. V2 ; 2 2],

Pro zajemce

Dukaz véty o primitivni funkci jako funkci horni meze:

®(z+h)— @) 1 [oth
— = E/z 1) dt.

V intervalu (z,z + h) je funkce f spojita, tedy podle véty o stiedni hodnoté existuje £ € (z,x + h) tak, ze

1 x+h
E/ Ft)dt = F(€) = f(a+9h), 0< 9 < 1.

Odtud plyne, ze

Jim, 2 = lim f(z+0h) = f(2)

Shrnuti

V této kapitole jsme zavedli pojem urc¢itého integralu z ohranicené funkce na intervalu
(a,b); definovali jsme postupné

e déleni intervalu (a,b):  systém intervaltt D = {(z;_q1,2;)|i =1,...,n}, jejichz
sjednocenim je interval (a,b) a prinik libovolnych dvou z téchto intervala je
nanejvys koncovy bod, pficemz zqg = a, x,, = b,

e normu déleni: max(z; —x;_1), tj. délka nejdelsiho z intervali, které tvori déleni
daného intervalu,

e déleni intervalu (a,b) s vybranymi body: v kazdém intervalu (z; 1, ;) je vy-
bran bod &;,

n

e integralni soucet funkce f piislusny déleni D:  S(D, f) = > f(&)(zi — xi-1),
i=1
e urcity integral z funkce f od a do b:  ¢islo, které lze s libovolnou (pfedem
zvolenou) presnosti aproximovat pomoci integralnich souc¢tt, neboli limita inte-
gralnich souctd pii normé déleni jdouci k nule.
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b
Pro funkci f nezdpornou na intervalu (a,b) znamend [ f(z)dx obsah plochy ohrani-

a
¢ené shora grafem funkce f, zdola osou = a po stranach pfimkami r = a a x = b. Pro
funkci nabyvajici kladnych i zdpornych hodnot je tento integral roven rozdilu obsahi
ploch nad a pod osou z.

Formulovali jsme postacujici podminku pro existenci urcitého integrélu:
e je-li f po Céastech spojitda na intervalu (a,b) (tj. ma-li zde nanejvys konecné
mnoho bodi nespojitosti 1. druhu), potom je zde integrovatelna, tedy fb f(x)dx
existuje. ¢

Uvedli jsme nékteré vlastnosti urcitého integralu:

e linearita: fb(a flz)+ PBg(x))dx = ajf(:c) dx + ﬁfbg(aﬁ) dz,

b c b
e aditivita pfes interval: proa <c<bje [ f(z)dx = [ f(z)dx + [ f(z)dz.

a

Pro vypocet urcitého integralu jsme odvodili

a

b
e Newton-Leibnizitv vzorec: [ f(z)dx = [F(z)]’ = F(b) — F(a), je-li F néktera
primitivni funkce k funkci f, ’

e metodu per partes v urcitém integralu:  postup je stejny jako u neurcitého
integrélu (dosazujeme meze do uv),

e substitu¢ni metodu v urcitém integralu:  analogicky jako pfi vypoctu primitivni
funkce, pouze je tfeba vypocist meze pro nové proménné.

V zavéru kapitoly jsme se vénovali geometrickym aplikacim urcitého integralu; uvedli
jsme vzorce pro:

e objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci ¢asti roviny omezené ¢arami o rov-

b
nicich x = a, 2 =0, y=0, y = f(z) kolem osy z: V =7 [[f(x)]? dz,

e délku kiivky L, kterd je grafem funkce f v intervalu (a,b): L =
b
= [ V1+[f(2)]dz,
e délku kiivky zadané parametrickymi rovnicemi z = ¢(t), y = ¢(t), t € («a, §):
B
L= [VIg®]P+ ') dt.
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Otazky a ulohy

1.

2.

Jak definujeme urcity integral z funkce f od a do b7
Jaky je jeho geometricky vyznam?

Jak tento integral pocitame?

. A1, Ay, A3 v nésledujicim obrazku oznacuje obsah pfislusné ¢asti roviny ome-
5

zené grafem funkce f a osou z. Vyjadiete [ f(z)dx pomoci &sel Ay, Ay, As.
0

fix)

. Ukazte, ze plati nasledujici tvrzeni: Jsou-li f a g dvé funkce po ¢astech spojité na

(a,b) takové, ze pro vSechna = € (a,b) plati f(x) < g(z), potom plosny obsah
mnoiiny M = {(x, y)|a<z<b, f(z) <y <g(x)} vypocitdme podle vzorce

P= f )] de.

. 'V ¢em se lisi pouziti metody per partes a substitué¢ni metody pii vypoctu urcitych

integralti od pouziti téchto metod pfi vypoctu neurcitych integrala?

Uzmm vhodné substltuce ukazte ze plati tvrzeni z véty 3.30:
fS dx—ZfS fL Ydx =0,

kde S (resp. L) je suda (resp. hcha) funkce.

. Ukazte, Ze pro SpOJltOll funkci f periodickou s periodou T plati

a+T

| dxzoff

. Najdéte vSechny chyby v nasledujicim ,vypoc¢tu® (vysledek je spravné!):

2 2 2
xsinzidr =t =22 = [(sint)xdx = [(sint)Ldt = [-1 cost >
. J J 2 2 0

=[-1 cosxﬂi = 1(1 — cos4).
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10. Bez vypoctu danych integralti rozhodnéte, ktery z nich je vétsi:

1 1 2 2
a) [2dr a [a*dr, b) [T dr a [edu.
-1 -1 1 1

Cviceni
1. Vypocitejte nasledujici urcité integraly

3

a) [(2*=3z+2)dz, b) [|1—3z|dz,
0

—

c) f%dw, d) fzx_?’dx
-4
| 1
L N L D Vi ™

g oL dr b Of3f+¢?5

5 :
i) [ —dx, i) [(e* +1)?e* du,
0 0

k) f+ dr, 1) [ s’z g,
1 V/sin x

3 T
m) [tguxde, n) [Vsinz—sin®zdz,
0 0

0) b}vl—i-xdx, p) b}l—l\—/gﬁdx

2 3 3
7V L d
) ‘1[ 3+ Va2 z, 1) {x\/x2+5x+1 .
1 e
s)  [ze*dux, t) [Inzd,
0 1
3
u) [ a?e* du, v) [e* sinzdz,
0 0

x arctg x dx.

X
AR )y
oS
S
I
<
S~—"
O%é
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2. Vypocitejte

3 1—x pro z€(0,1),
/ flz)dz, jeli f(x)= 0 pro z € (1,2),
0 (2—12)? pro =€ (2,3).

3. Vypoditejte nasledujici integraly ([z] je cela ¢ast z)
1

a) [sgnzdr, b)

-1

¢) [lz]dz, d)

(—1)k dz,

[e*] du.

w
Ot v N

4. Vypocitejte
T / 1 ! T /
a) {f\/5+ﬂn2d4 , b) {fshﬁtd4 , ©) [f'W#-+1d4 .
2 T —x

5. Céast roviny nad osou = a pod grafem funkce y = sinx mezi * = 0 a z = 7 je
rozdélena na dveé ¢asti pfimkou z = c¢. Najdéte ¢, pro které plati, ze obsah levé ¢asti
je roven tretiné obsahu pravé casti.

2 2
6. Najdéte k > 0 pro které plati [z"dz = [(2 — x)* dx.
0 0

7. Najdéte plosny obsah ¢asti roviny omezenych ¢arami o rovnicich:
a) y=6z—a% y=0, b) y=a?-2x, y=ux,
) z+y=2, y=4dr—1? -2, d) y=22 y*=u,
e) y=22—x—-6, y=—-2>+5r+14, f) y=22% y=2° y=1,
)

g) y=2a° y=dr, h) ay=4,24+y=>5,
i) 2=0,z=4% y=0y=xze?, j) =%, y=e % x=In2,
k) =75, x=m, y=0, y=wxcosg, ) y=Inz, y=Inz,

m) y=x, y=x+sin’z, =0, z=7, n) y=e sinz, y=0, v € (0,7).

8. Vypo¢téte plosny obsah ¢4sti roviny ohrani¢ené parabolou y = 2% — 6x + 8 a jejimi
tetnami v bodech A = [1,3] a B = [4,0].

9. Vypoctéte objem téles, ktera vzniknou rotaci ¢asti roviny popsanych danymi nerov-
nostmi kolem osy x:

a) 2<r<20<y<a’+4, b) 0<x<3,0<y< Vi,
) 0<z<7m0<y<sinz, d) 1<x<2,0<y<:
e) 2<2<20<y<coshz, f) 0<2z<i 0<y<tgw
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10. Vypoctéte délku kiivek o rovnicich:

a) y=a% x€0,3), b) y =2z, z € (1,2),

c) 2y=z—2% xe(0,1), d) y* =423 y>0,2€(0,2),

¢) y:2§;gfﬁ,x6<1,2>, f) y=e, ze0,1),

g) y=Inxz, z € (V/3,V8), h) y=1—1Incosz, z € (In2,In5),

i) y:lngit%,xé(lnlln\’)), j) y=arcsinx ++v1—22 2z € (0,1).

11. Vypoctéte délku kiivek danych parametrickymi rovnicemi:

T =12, x = cost + tsint,
a) y:t—% t€(0,v3), b) J— sint — fcost t €(0,27),
x =cos“t - r = sin*t, -
) y=sin"t €03, d y =sin’t tgt, t€(0.3)
Vysledky
1.a)f%,b) —,c) In2,d) 4—3In3, e)% %,f) ln3,g)1n27,h)6+9\f i) T T j) < 5 Jr3e +e +—f%,k) %,
1) %%—%,m) In2, n) g,o) 4f p)2In2—1,q) 8+ 3 237v/3, r) In(7 4+ 2¢/7) — In9, s)l—f t) 1, u) 8(e +3),v)
é(e;+1,x> ZO-4v3)+5mi,y %ﬂ—é;
3.2) 0,b) 1, c) 0, d) 14— In5040;
4.2a) V5 + 722, b) —sindz, ¢) 2V/xt + 1;
5. %;
6.\?5 chna k;
7.a)36,b)g,c) ,d) 5,e) 333, ) 2(2-v2),8) 8, h) £ —8In2,i) + —,j) 3,k 2(2v3-D)r+ 3(1—V3),1) 3—e,
m)g%, )%(14-6_")
8

. 1,
9.a) 927 b) 187, ¢) o, d) 8, €) T(e —e %), £) T(4—7);
10. a) 2v/37+ LIn(6+v/37), b) V6 — V2 + i In gﬁig ) L+ lm@2+vE),d) Z(VI® —1),¢) 3 ) VIte? —v2+

+ In 1;:}{71 g) 1+ 1ln3 , h) lntg—,i) ln*7J)4—2\/§;

11.a)2\/§,b)27r,c)1+ ZsIn(1+v2),d) V7 -2- ﬁln%,

3.5 Nevlastni integraly

Urc¢ity integrél jsme definovali pro pfipad kone¢ného intervalu (a, b) a ohrani¢ené funkce
f:{(a, b) — R .V této kapitole podame definici tak, ze od téchto omezujicich predpokladii
upustime. Takovy integral se nazyva nevlastni na rozdil od integralti vlastnich, o nichz
jsme hovorili doposud.
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Nevlastni integral na neohrani¢eném intervalu

Definice 3.49. Bud f funkce definovana v intervalu (a, 0co). Necht je f integrovatelna
v intervalu (a, £) pro kazdé £ > a. Necht existuje vlastni limita

3
lim / f(z)dx.
§—o J,

Pak tuto limitu nazyvame nevlastnim integralem funkce f v intervalu (a, co) (se sin-
gularitou v horni mezi) a piSeme

/a ) do = lim / * ) da

a fkame, Ze integral [ f(z)dx konverguje. Je-li funkce f takovd, ze pfedchozi limita je

a
[e.e]

nevlastni nebo neexistuje, fikdme, ze integral [ f(z)dx diverguje.

Podobné definujeme nevlastni integral v intervalu (—oo, a) (se singularitou v dolni mezi)

[ sie=gim [ pae

jestlize pro kazdé < a existuje [ f(z)dx a jestlize existuje limita na pravé strang.
3

pomoci limity:

Obr. 3.14: Integral na neohrani¢eném intervalu

Priklad 3.50. Mame vypocitat nevlastni integraly

00 0 1 o
a) / e dz, b) / —dz, c) / o
0 o Lt 1z

/ e ’dr = lim [—e‘ﬂéz lim [—6_54—60] =04+1=
0

£—o00 £—o0
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0 1 ‘ 0 1 ‘ 0
2 dx zgkznoo A dx zgkrjloo[arctgx]g =

—0o0

m
= lim [—arctgé] = —.
Jm [—arctg] =5

Bud « # 1. Potom

/ﬁdx_ pla §_€l—a_1
o2 |l—al, l-a

gl {oo pro «a <1,

lim >— =
t—oo 11—« _1
a—1

pro « > 1.
Dale je

— = lim [In]z|]’ = lim [In]¢] — In1] = oo.
/1 i 5—’00[ ’ Hl 5—»00[ ’6‘ ]

Tedy [ % konverguje pro a > 1 a diverguje pro o < 1.
1

Integraly z neohranic¢enych funkci

Definice 3.51. Necht je funkce f definovana v intervalu (a, b) a v okoli bodu b je
§
neohranicend. Necht pro kazdé £ € (a, b) existuje integral [ f(z) dz a necht existuje limita

3
lim [ f(x)dz. Pak tuto limitu nazyvame nevlastnim integrélem (se singularitou
e—b

v horni mezi) funkce f v intervalu (a, b) a piSeme

/abf(;z:)d:c: lim /jf(:c)da:.

E—b—

Podobné definujeme nevlastni integral v intervalu (a, b) z funkce neohranicené v okoli
bodu a (se singularitou v dolni mezi) vztahem

/abf(x) dx = gli}g /gbf(x) dx.

V obou pripadech fikdme opét, Ze integral konverguje, je-li limita napravo vlastni.
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tIJ E_,—- b~ D‘IJ
Obr. 3.15: Integral z neohranicené funkce
Priklad 3.52. Vypocitame nasledujici integraly:
1 b
d d
2) / v b) / _dz
0o V1—a? a (.T—CL)O‘

ReSeni. a)

. . 3 . . ™
= lim [arcsinz]; = lim arcsin = 5

/1 dx . /f dx
[ — ) 1m —
o VI—2?2 =17 Jp V1I—2a2 &1 £—1-

Bud « # 1. Potom

/b dx — lim b dx — lim (b—a)l™@ — (£ —a)t™ _
o (—a) oot Jo (x—a)®  eoat 11—«
_ -«
B (b I _a)a pro a <1l
00 pro a>1

b b
/ de_ _ lim de_ _ lim [ln(m—a)]g =

r—a E—at e T—a E—a™t

= lim [In(b —a) — In({ — a)] = oc.

E—at

b
Celkem tedy [ (a:g—ﬁz)o‘ konverguje pro a < 1 a diverguje pro o > 1.
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Obecna definice nevlastniho integralu

V predchozich ivahach jsme vysSetiovali pouze ty nevlastni integraly, které mély singula-
ritu v jedné mezi. Pfirozenym zptsobem lze tyto tivahy zobecnit:

Definice 3.53. Necht je funkce f definovand v intervalu (a,b), kde a mize byt —oo a
b mize byt oo, s vyjimkou kone¢né mnoha bodd, v jejichz okoli je neohrani¢ené. Necht
existuji ¢isla ¢; < ¢o < -+ < ¢, z intervalu (a, b) tak, ze integraly

/aqf(f’?)d% /C:Qf(:v)da:, o /ij@)dz

maji singularitu pouze v jedné mezi a konverguji. Potom definujeme

[ seae= [ s [ saes [ s

a fikdme také, ze integral nalevo konverguje.

Méme vypocitat integral [~ f(z)dx pro funkci f v nasledujicim obrézku. Integrél
mé ziejmé singularity v horni a dolni mezi, a dale v bodech a a b , v jejichz okoli je
funkce neohranic¢end. Podle predchozi definice mame integral vyjadrit jako soucet takovych
integralii, aby kazdy z nich mél singularitu vzdy v jedné mezi — zvolime body ¢ € (—o0, a)
a d € (a,b) a potom

/Zf(x)dx:/;f(x)dx+/caf(x)dx+/adf(x)dx+/dbf(x)dgyr/boof(x)dx'

Pritom zadany integral konverguje, konverguje-li kazdy z integrald ve vyrazu napravo.

Obr. 3.16: Obecny nevlastni integral

Priklad 3.54.

> arct O arct > arct
/ arc gxda::/ arc gxdx+/ arc gxdx:
oo 1+ 22 oo 1+ 22 o Ll+2?
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0 b arctgr =t x=0=1t=0
t t g
I AT I =
a==o0 J, 1+ a? b=oo fo 142 T de = dt
0 arctg b 1 ) 2
lim tdt + lim tdt = = o-(—f) +(f) —o| =0
a——00 arctga b—oo 0 2 2 2
Shrnuti

V této kapitole jsme zobecnili pojem urcitého integralu na p¥ipady, kdy bud integracéni
interval, nebo integrand je neohraniceny; zavedli jsme:

e nevlastni integral z funkce f na neohrani¢eném intervalu (a, c0) resp. (—oo, a):

?f(x) dx = glim ff(x) dx  resp. f f(z)dx = élim ff(:c) dx,
a —®g —o0 T

e nevlastni integral z funkce f, ktera je neohranicend v okoli horni meze b resp.
dolni meze a:

fbf(:v) dx = £lirlfl_ fgf(:v) dx  resp. fbf(x) dr = élim+ fb f(z)dx,

—a &
pritom fikame, ze

e nevlastni integral ma singularitu v horni mezi:  je-li horni mez nevlastniho in-
tegralu oo nebo je-li integrand v okoli horni meze integralu neohranicena funkce,

e nevlastni integral ma singularitu v dolni mezi:  je-li dolni mez nevlastniho
integralu —oo nebo je-li integrand v okoli dolni meze integralu neohranicena
funkce.

Ma-li integrand v integra¢nim intervalu (a,b) (¢ miZe byt rovno —oo a b muze byt
rovno oo) koneéné mnoho bodi nespojitosti, v jejichz okoli je neohrani¢enou funkci,
vyjadiime dany integral jako soucet integrali pres dil¢i intervaly tak, aby jednotlivé
integraly mély singularitu pouze v jedné mezi. Jestlize vSechny tyto integraly kon-
verguji, je dany nevlastni integral roven jejich souc¢tu; v opacném pripadé diverguje.
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Cvicdeni

1. Vypocitejte nasledujici integraly:

1
T 1 ? 1 i 1
2) £$2+4dx, R e o J i
N 1 - T zlnx
d) 1f:v xz—ldx’ e) Of:ce du, f) ‘Of(l—l— 7y du,
arctg? x b2 T
g) ;med , h) lx 5 du, i) fmfdlv
Fo1 P T
J) imd% k) Ofcos2 2 dz, D f1+2008$dx’
3 1 1
tgxd dx.
m) Of gL az, n) lf\/l—a:2 arcsing

2. Vypoditejte plosny obsah ¢asti roviny ohrani¢ené kiivkou y = e~3, z > 0 a soufad-
nymi osami.

3. Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci ¢asti roviny ohranicené hyperbolou
zy =1 aosou x (x > 1) kolem osy .

L
Vysledky
l.a) 7 — % arctg g, b) %, c)m, d) %, e) %, f) ﬁ, g) 15, h) 9, i) diverguje, j) , k) diverguje, 1) diverguje, m) diverguje,
n) In3;

2. 3; 3. 7.
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4  Nekonecné rady

4.1 Ciselné fady

V této casti rozsifime operaci sec¢itani v R i v C na nekone¢né mnoho s¢itanct — zavedeme
pojem nekonecné fady cisel a zodpovime dvé zakladni otazky pro pocitani s nekonec¢nymi
¢iselnymi radami:

e Jak secist nekone¢nou mnozinu ¢isel?

e Plati pro nekonecné soucty podobné zakony jako pro konecné soucty, zejména zakon
distributivni, asociativni a komutativni?
Nejdrive zavedeme potiebné pojmy — zobecnime pojem geometrické fady, ktery je znam ze
stfedni skoly. Postup pouzity pii urceni jejiho souctu, tj. utvoreni tzv. ¢astecnych souctti
a provedeni limitniho pfechodu je navodem pro obecnou definici.

Zakladni pojmy
Definice 4.1. Necht je ddna ¢iselna posloupnost (a, ), ;.

1. Nekonecnou tTadou (nebo jen radou)nazyviame symbol

Zan =ar+a+-t+apt -
n=1

2. Cislo a,, se nazyva n-t§ c¢len nekonecné fady.

[e.e]

3. Posloupnost ¢asteénych souctu nekoneéné fady > a, je posloupnost
n=1

(S")ZO:17 kde Sn:Zak:al—Fag—l—---—{—an‘
k=1

[e.e] o
4. Rekneme, Zze nekone¢nd fada ) a, konverguje k ¢islu s, a piSeme > a, = s,
n=1 n=1
pravé kdyz lim s, = s.

n—oo

o
Cislo s nazjvdme souctem nekonecné fady Y. a,.
n=1
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(o)
5. Rekneme, ze nekonecéna fada Y | a, diverguje, jestlize diverguje posloupnost jejich
n=1
castecnych soucti.

Priklad 4.2. Rada Y ¢" = Y ¢" !, ¢ € R(C) se nazyva geometrickd. Vysetiime,
n=0 n=1

kdy tada konverguje.

ReSeni. 1. Necht ¢ = 1. Pak 5, =n, lim s, = oo, tj. fada Y_ 1 je divergentni.

n—00 n—1

2. Necht ¢ = —1. Radama tvar Y (—1)" ' =1+ (=1)+1+4---+(=1)" 4. takze
n=1
pro n-ty ¢astecny soucet plati

. 1 pro liché n,
"1 0 prosudé n.

Posloupnost (1, 0, 1, ...) nema limitu, proto tato fada diverguje.

3. Necht

q| # 1. Plati
Sn=14q+¢+ - +q""

¢ sn= gt 4+ T "
Sn_qsn:(l_Q)Snzl_qn
Odtud plyne

n

I—gq
1—q

Sp =
Uvazujme nasledujici pripady pro ¢ € R:

a) pro |g| <1 je lim ¢" =0, proto lim s, =

1.
n—o0 1-¢’

b) pro ¢ > 1 je lim ¢" = oo, proto lim s, = o0;

¢) pro g < —1 limita lim ¢" neexistuje.

Proto je geometricka fada pro |¢| > 1 divergentni a pro |¢| < 1 konvergentni. V tomto
pripadé pro jeji soucet plati:

00 . 1
Zq = ) ‘Q‘<1
n=0 1_(]

Stejné tvrzeni plati i pro q € C.

o0

Poznamka: Obvykle se nazyva geometrickou fadou fada . a¢"~
n=1

1. uvidime déle, Ze nase

definice neni na Gjmu obecnosti.

Rozhodnuti o konvergenci (resp. o divergenci) dané fady usnadni ¢asto nasledujici véta:
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Véta 4.3. (Nutni podminka konvergence) Jestlize fada >, a,, konverguje, pak plati
n=1
lim a, = 0.

n—oo

Dukaz véty naleznete na konciu kapitoly v ¢asti Pro zajemce.

Je tfeba si uvédomit, ze opak této véty neplati — splnéni podminky lim a, = 0 neznamena

konvergenci fady, coz ilustrujeme na nasledujicim prikladu:
Piiklad 4.4. Ukazeme, ze plati ) \/iﬁ = o0:
n=1
LI SIS T S S 1\/_
V2 /3 vn ' ono n NG N

tedy
s = lim s, > lim /n = oco.

Odtud plyne, ze zadana fada diverguje, i kdyz plati lim a,, = lim \/Lﬁ = 0.

n—oo

Vlastnosti ¢iselnych rad

Konvergentni fady maji nékteré vlastnosti kone¢nych souctl; prvni takova vlastnost je
vlastnost analogicka asociativnosti. Jak vime, plati pro konec¢ny pocet s¢itancti asociativni
zakon, napi:

a;+ag +as+aqg = (CL1+CL2)+(6L3+(I4).

oo

Dejme do zavorek v fadé " a, = a; +az + -+ + a, + --- ur¢ité skupiny ¢lentt podle
n=1

tohoto schématu:

(al +ax+ -+ anl) + (anl-l-l + QAny+2 + -+ anz) + (an2+1 + QAny+2 + -+ a’n3) +oee

. J (& J (& J/
~ ~ N

b1 bo b3

Pfitom zachovavame pivodni pofadi ¢lend fady; ny < ng < ng < --- jsou néjaka (libo-
volné zvolend) ¢isla. Tim vytvorime fadu

bitbytbs+-- =Y b, kde by=an_ 41+ an_ szt + .
k=1

Posloupnost ¢astecnych souctt této nové fady je vybrand posloupnost z posloupnosti
castecnych soucti fady ptvodni, ktera je podle predpokladu konvergentni - podle véty o
relativni limité musi konvergovat také. Plati tedy

[e.e] [e.e]

Véta 4.5. Je-li fada ) a, konvergentni a md-li soucet s, pak tada > by je také kon-
n=1 k=1

vergentni a md soucet s.
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Véta obracend k predchozi vété neplati. Konverguje-li fada ) by, mize byt fada > a,
k=1 n=1
divergentni, jak ukazuje néasledujici ptiklad:

Priklad 4.6. Rada
D obe=B+ 3B+ ()4

k=1

je konvergentni, nebot jeji posloupnost ¢asteénych souctii (s;) = (0). Ale fada

Zanf —3)+3+(=3)+--,

ktera vznikne z dané fady odstranénim zévorek je divergentni, nebot piislusna posloupnost
¢asteénych soucttt nemé limitu (osciluje). V konvergentnich nekoneénych fadach ,odstra-
néni“ zavorek muze narusit konvergenci.

(o ¢] (o ¢]
Nésobime-li vSechny ¢leny fady > a,, ¢islem k, dostaneme fadu ) k a,,, pro kterou plati:
n=1 n=1

Véta 4.7. Je-li 7ada Z a, konvergentni a md-li soucet s, pak Tada Z ka,, kde k je
=1 n=
libovolnd konstanta, je rovnez konvergentni a md soucet 5 =k s.

Dukaz véty naleznete v ¢asti Pro zdjemce na konci kapitoly.

Ptedchozi véta je rozsitenim distributivniho zékona na nekonecny pocet s¢itancii.

Priklad 4.8. Je-li|g| <1, plati > a-¢" ! =+,
n=1

1—¢q

Poznamka: Je-lifada ) a, divergentni a je-li k # 0, je > k-a, také divergentni (proc?)

n=1 n=1

Véta 4.9. Jsou-li fady > a, = A, > b, = B konvergentni, je konvergentni i tada

n=1 n=1

> (an +b,) a md soucet s = A+ B.
n=1

Dukaz véty je naznacen v ¢asti Pro zdjemce na konci kapitoly.

Priklad 4.10. Méme najit soucet fady > (3 + =)-
n=0

o0 o

Reseni. Plati 22%:1%:2, 23%:2.1_%
n=0

o0 o0

S (i) =5 g2 s C

n=0 n=0

= 3, tedy

[y
w
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Vitadé > a,=a+as+---+a,1+a,+ - vynechejme prvnich p ¢leni. Dostaneme
n=1
fadu > a, = api1+api2+-- -, kterou nazyvame zbytek po p-tém élenutady ) a,.
n=p+1 n=1
Plati
Véta 4.11. Nechtp € N. Rady > a,, Y. a, soucasné bud konverguji nebo diver-
n=1 n=p+1

qugi. Jestlize konvergugi, pak plati

00 00
E an:a1+"'+ap+ E Ay, -
n=1 n=p+1

7 této vety plyne, ze z hlediska konvergence nezalezi na tom, od kterého indexu za¢neme
secitat.

Kriteria konvergence

V predchézejicich ptikladech jsme vétsinou zkoumali konvergenci danych rad pfimo z de-
finice tak, Ze jsme dokazali existenci (popf. neexistenci) vlastni limity posloupnosti ¢as-
tecnych sou¢tu (s,). Vyhodou tohoto postupu je, Ze uréenim limity posloupnosti (s;)
je zaroven urcen soucet dané rady. K tomu vsak potirebujeme znat jednoduchy expli-
citni vzorec pro s,, coz se podari jen ve velmi jednoduchych pripadech. Proto ve vétsiné
pripadl postupujeme jinak: VySetiime nejdiive konvergenci dané rady a jeji soucet pak
ur¢ime priblizné. Vztahy, pomoci kterych vysetfujeme konvergenci fad, se nazyvaji kri-
teria konvergence. Zakladnim takovym kriteriem je jisté nutna podminka konvergence
fady 4.3; dalsi kriteria jsou formulovana pro nasledujici typ fad:

o

Definice 4.12. Rada ) a, se nazyva rfadou s nezapornymi éleny, je-li a,, > 0 pro
n=1

vSechna n € N.

Tyto fady maji nékteré specifické vlastnosti:
a) posloupnost jejich ¢astecnych soucti {s,} je neklesajici, nebot
Spt1 = Sp + Gpaa > Sp.

b) Je-li navic tato posloupnost shora ohrani¢end, pak existuje vlastni limita lim s, tj.

n—oo

[e.9]
fada ) a, je konvergentni.
n=1

Proto jsou fady s nezapornymi ¢leny bud konvergentni nebo diverguji k oo.

Zakladni kriterium, pomoci kterého se odvozuji dalsi (ponékud jednodussi pro vlastni
vipocty) je
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Véta 4.13. (Srovnavaci kriterium)

Budte > a,, Y. b, tady s nezdpornymi cleny a necht plati a,, < b, pro skoro vSechna
n=1 n=1

n € N (tedy vsechna s vijimkou nejuys konecné mnoha). Potom plati:

1. konverguje-li fada _ by, konverguje i fada Y ay;
n=1 n=1

2. dwerguje-li tada ), a,, diverguje i fada Y by,.
n=1 n=1

Priklad 4.14. Rada ) — je konvergentni:

n=1

o

Plati n;" < 2%, pfifemz 2% je konvergentni — je to geometrickd fada s kvocientem
n=1

q= % < 1. Tedy zadana rada je také konvergentni.

Srovnévaci kriterium mé velkou nevyhodu v tom, ze k vysetfované fadé musime zvolit
néjakou jinou fadu, se kterou budeme srovnavat; je tedy predem nutné rozhodnout, jestli

budeme ukazovat konvergenci nebo divergenci. Vyhodnéjsi je pracovat pfimo se cCleny
dané rady, tak jak to bude u dalsich tii kriterii:

Véta 4.15. (Integralni kriterium)

Necht [ je funkce definovand na intervalu (1, 00) , kterd je na tomto intervalu nezdpornd

a nerostouci. Necht a, = f(n) pro n € N. Potom tada ) a, konverguje, pravé kdyz

n=1
[eS)

konverguje nevlastni integral [ f(x)dx.
1

Platnost kriteria demonstrujeme v nasledujicich dvou obrazcich.

f{n) = a,
f(n) = an
N s s | T T T—T1T—
ofm "1 2 374 5 6 1 8 9 10 o 1 2 3 4 5 6 71 8 9 10
Obr. 4.1: Integralni kriterium Obr. 4.2: Integralni kriterium

Hodnota nevlastniho integralu z funkce f (v obrazku ¢ernou barvou) udava obsah
plochy pod grafem funkce od jedné do nekonecna; soucet prislusné nekonecné rady mizeme
znézornit jako obsah (zelené) plochy tvorené obdélniky se zakladnou délky jedna a vyskou
rovnou funkéni hodnoté v n.
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a) Necht [ f(z)dx diverguje (prvni obrézek). Plati
1

sn:Zak:Zf(k)Z/lnf(a:)d:p

n—oo n—oo

s—hmanhm f d:p—/ f(x

tedy rada diverguje.
b) Necht [ f(z)dx konverguje (druhy obrazek). Potom je
1

sn:a1+2ak:a1+2f(k) §a1+/nf(:v)dx
k=2 k=2 1

S—hmsngal—l—hm f( dm—al—i-/ f(z

n—oo

a posledni integral je podle pfedpokladu roven konec¢nému c¢islu — tedy rada konver-
guje.

Priklad 4.16. VySetiime konvergenci fady Y. &, a > 0.
n=1

Polozme f(x) = x% pro x € (1, 00), coz je pro a > 0 klesajici funkce. Plati

= hmfx “dr = 21 pro a> 1,

t—o00 1 a-1

Hl&.
28

= lim f dx = hm (lnt) =

t—o0 1

s |8

&l&.
28

= —<hm s —1>:oo pro a € (0, 1).

l1—a oo t

Proto dana fada konverguje pro a > 1 a diverguje pro a € (0, 1).

Nasledujici dvé kriteria se provéii srovnanim s geometrickou fadou a limitnim prechodem:

Véta 4.17. (Odmocninové kriterium — Cauchyovo)

Necht > a,, je tada s nezdapornymi cleny. Je-li

n=1
lim sup a, < 1, rada konverguje,
limsup {/a, > 1, rada diverguje.

V pripadé lim sup /a,, = 1 nelze o konvergenci rady timto kriteriem rozhodnout.



200 NEKONECNE RADY

Véta 4.18. (Podilové kriterium — d’Alembertovo)
Necht Y a, je tada s nezdapornymi cleny. Je-li
n=1

An1

lim <1, rada konverguje,
n—oo  (y
. an+1 v . .
lim > 1, rada diverguje.

n—oo  (y,

V pripadé lim “= =1 nelze o konvergenci Tady timto kriteriem rozhodnout.

n—oo

Priklad 4.19. Rozhodnéte o konvergenci rad

o0

2) nz::lW b) nzzzl% ) nzzzl 241

ReSeni. a) Pouzijeme odmocninové kriterium:

lim a, = lim

n—00 n—00 3—+—l
n

Dana rada konverguje.

b) V n-tém ¢lenu se vyskytuje faktoriél, je vhodné podilové kriterium:

. ! 1)n+1 )" \"
TS WU N (U o) KA N (U o) L OO (PR R
n—oo  (, n—oo (n + 1)! nm n—o0 nm n—oo n

Rada diverguje.

c¢) Pouzijeme podilové kriterium:

. py1 . (n+D2n+1) . 20?4+ 3n+1
lim = lim = lim —— = —1
n—oo @, n—oo(2(n+1)+1)n n-oco 2n%2+3n

Kriterium nerozhodne; stejny vysledek dostaneme pfi pouziti odmocninového krite-
ria. Pro danou fadu vSak neni splnéna nutna podminka konvergence:

. . n 1
lim a, = lim ==
n—o0 n—oo 2n + 1 2

£0

— rada diverguje.

Pro vysettovani ¢iselnych fad lze pouzit tento maplet.
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Absolutni konvergence

Zéakladni kriteria konvergence jsou formulovana pro fady s nezdpornymi ¢leny, coz se miize
jevit jako jisté omezeni. OvSem soucCasné s fadou s obecnymi ¢leny muzeme vySetfovat
i fadu absolutnich hodnot jejich ¢lenii; to nam umozni také vysSetfovat konvergenci rad
komplexnich c¢isel, kterou bez pouziti absolutni hodnoty nevysetfime — uvédomme si, ze
do C nelze zavést usporadani. Pro fadu, utvorenou z absolutnich hodnot ¢lenti fady plati
nasledujici dilezita véta:

o0 o0
Véta 4.20. Necht je ddna Tada s libovolnymi znaménky > a,. Utvorme fadu »_ |a,|;

n=1 n=1
jestlize tato Tada konverguje, potom pilvodni Tada je takeé konvergentni.

Platnost véty nas vede k nasledujici definici:

oo
Definice 4.21. Jestlize konverguje fada »_ |a,|, @, € R resp. a, € C, fikdme, Ze fada
n=1

> a, konverguje absolutné.
n=1

o o oo
Jestlize fada ) |a,| diverguje a fada Y a, konverguje, fikdme, Ze fada > a, konver-

n=1 n=1 n=1
guje neabsolutné.

Priklad 4.22. Vysetfeme konvergenci rad

a) 2181“# b) z&%

ResSeni.

a) UkaZeme, Ze fada konverguje absolutné:

1 1 _ —
< s A Z ﬁkonverguje = Z
n=1 n=1

Tedy zadana fada konverguje absolutné.

sin n

sinn )
konverguje.
n2

n2

b) Pro absolutni konvergenci pouzijeme odmocninové kriterium; vysetfime posloupnost
n-tych odmocnin absolutnich hodnot ¢lent rady:

1 _
(/) 143 (-1)"| PR pro n = 2k
an = _— =
neN neN

8 {/n 42% 5= = bron=2k—1

Plati

lim —— =1  lim —t— =
oo 2 X2k 20 o 4 P VeR—1

1
Tedy limsup v/|a,| = 3 < 1

— rada konverguje absolutné.

=
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Alternujici rady

o

Definice 4.23. Nekonetnéd fada »_ a,, a, € R se nazyva alternujict, pravé kdyz
n=1

libovolné dva po sobé jdouci ¢leny maji opacna znaménka, tj. plati

SgN Gy 1 = — SN Ay, Vn € N.

KaZdou alternujici fadu lze psat ve tvaru > (—1)""'b, nebo ve tvaru > (—1)"b,, kde
n=1 n=1

b, > 0 pro vSechna n € N.

Pro alternujici fady plati nasledujici kriterium konvergence:

Véta 4.24. (Leibnizovo kriterium)

o0

Necht (by,) je nerostouci posloupnost kladnych éisel. Potom alternugici fada »_ (—1)" b,
n=1
konverguje, prdavée kdyz plati lim b, = 0.

Priklad 4.25. Pomoci Leibnizova kriteria rozhodneme o konvergenci nésledujicich al-
ternujicich tad:

S

) XL SRR o X1

ReSeni. a) Tato fada se nazyvéa Leibnizova. Posloupnost (%) je klesajici a ma limitu
0, proto podle Leibnizova kriteria konverguje (neabsolutné). Pozdéji ukédzeme, ze mé
soucet In 2.

b) Plati nlLH;o b, = %, proto fada diverguje.

1
n—Inn

1
rz—lnz’

c) Nejprve ovéfime, zda je posloupnost ( ) klesajici. Uvazujme funkci y =

Plati, ze

1 1
!
y——m<1—g)<0 pro J]>1,

tj. tato funkce je klesajici na intervalu (1,00), odkud plyne, Ze také posloupnost
( 1 ) je klesajici.

n—Inn

= (. Dané rfada konver-

Déle je lim (n —Inn) = lim In & = oo, a proto lim —3

n n—Ilnn
guje.

n—oo n—oo n—oo

]

Prerovnani rad, nasobeni fad

Asociativni zakon, platny pro konec¢né soucty, lze, jak jsme ukazali, v urc¢itém smyslu roz-
sitit na konvergentni fady. Komutativni zakon, platny pro konec¢né soucty, vyjadiuje, jak
znamo, nezavislost souctu na poradi s¢itancii. Tento zakon nelze rozsitit na konvergentni
fady, jak je vidét na tomto ptikladu:
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Priklad 4.26. Leibnizova fada

> 1 1 1 1
B Y e e N
Z] ) 2+3 4+

n
n=1

je konvergentni; oznac¢me jeji soucet s. Déle je
S~ 1 1 1 1 1
i B R T
2 ;( ) 2n 2 4 + 6 8 *

Pfepisme obé fady v nasledujicim tvaru (do druhé fady vlozime nuly, soucet se nezmeéni):

NPT S S S S S S O
5= 273 475 67 8

ot iro-tioslioli
2 2 4 6 8
Sectenim téchto konvergentnich fad dostaneme konvergentni rfadu:
S
2 3 2 5 7 4

Podrobnéjsim vysetienim lze ukazat, ze vznikla fada obsahuje pravé vSechny cleny Leib-
nizovy fady (a zZadné jiné), ale v jiném poradi.

Rikéme, ze fada vznikla prerovnanim Leibnizovy fady; pfitom pferovnanim rady o
souctu s jsme dostali fadu o souc¢tu %s.

Je tedy vidét, ze komutativni zadkon nelze rozsitit na konvergentni fady. Poznamenejme,
ze se da ukazat platnost tvrzeni:

a) Libovolngm prerovndnim absolutné konvergentni fady dostaneme absolutné konver-
gentni 7adu o stejném souctu.

b) Je-li Tada ) a, neabsolutné konvergentni, pak vhodnym prerovndnim této tady lze
dostat divergentni Tadu, popr. konvergentni Tadu s libovolnym predem danym souc-
tem.

Nasobeni rad

Pro nasobeni souctd o konec¢ném poctu ¢leni plati, jak znamo, distributivni zakon —
dva soucty o konecném poctu clentt nasobime podle tohoto zdkona ,Clen po clenu“, tj.
tak, ze nasobime kazdy ¢len prvniho z nich kazdym clenem druhého a takto vzniklé
souciny secteme. Vznika otazka, za jakych podminek a do jaké miry lze platnost tohoto
zakona rozsitit i na soucty o nekonec¢ném poctu ¢lent, tj. na ¢iselné fady. K tomuto tcelu
definujeme nejdrive soucin fad:

(o9} o0 oo
Definice 4.27. Cauchyovskym soucdinem 7ad ) a, a »_ b, rozumime fadu ) ¢,
kde

Cn = aObn + albn—l + a2bn—2 + -+ anbO-
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Nésobenim danych dvou fad dostaneme tedy fadu
Z Cn = agby + (albo + aobl) + (aon + a1by + agbo) + -4
n=0

+(aobp + arbp_1 + - - + anby) + - -

NapiSeme-li do tabulky vSechny soudiny a;b; ¢leni obou fad (i = 0,1,2,..., k =
=0,1,2,...), dostaneme schéma

aobo arbo azby asbo
a0b1 a1b1 &le a361
aobg a1b2 ang agbg

apbs aibs asbs asbs

Kazdy clen ¢, soucinové fady je souc¢tem cleni lezicich v ,diagonalach® tohoto schématu;
je souctem takovych soucini a;by, zZe soucet indext ¢ + k = n.

Pro takto definovany soucin rad plati

[e.e] (o)

Véta 4.28. Jsou-li fady > a, = A a > b, = B absolutné konvergentni, pak jejich
n=0 n=0

Cauchyouvsky soucin je absolutné konvergentni fada se souctem A-B. Mimoto je absolutné

konvergentni v Tada, kterda ze soucinové tady vznikne odstranénim zdvorek a md stejny
soucet.

Priklad 4.29. Mame vynésobit fady > g7 a > (—1)"5x.
n=0 n=0

Reseni. Rady jsou zfejmé absolutné konvergentni a plati

=1 1 - .1 1 3
2yt y XUy oiroa

1
n=0 3

[\CR GV

Dale je

tedy je-li n liché, tj. n = 2k + 1, je ¢, = 0, je-li n sudé, tj. n = 2k, je ¢, = 3%
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Dostavame
o0 o0
1
D= o
n=0 k=0

to je geometricka fada s kvocientem ¢ = é, tedy ma soucet

1 9 33
C pu— = — = — —.
-1 8 21
O
Priklad 4.30. Ukdzeme, 7 plati 3. @1 . 3 b — 3~ (@ 0"
=0 n. =0 n. "0 n.:

Numericka sumace

o0
Necht > a, je konvergentni fada. Vime, Ze jeji soucet s lze pséat ve tvaru
n=1

s =S, + R,, kde Sp=a1+as+---+a, a R,=a,1+apo+---

je zbytek po n-tém ¢lenu. To znamena, ze ¢islo R, udava velikost chyby, které se dopus-
time, jestlize presnou hodnotu dané konvergentni fady aproximujeme c¢astecnym souctem.
Pfitom plati (fada je konvergentni!)

lim R, = lim (s —s,) =s—s=0.

n—oo n—oo

V tomto odstavci uvedeme nékteré odhady pro velikost zbytku |R,,|.

Nejjednodussi tvar mé tento odhad pro alternujici fadu:

Véta 4.31. Necht (b,)5, je nerostouci posloupnost kladnych cisel takovd, Ze

lim b, = 0. Pak pro zbytek po n-tém clenu alternujict tady > (—=1)"b,  plati
n—00 n=0

|Rn| < bn+1-

Pokud danéa fada neni alternujici, mtizeme pro urcovani chyby pouzit nasledujici dvé tvr-
zeni, ktera plynou ze srovnavaciho kriteria konvergence (s mocninnou fadou s kvocientem
q) a z integralniho kriteria:
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Véta 4.32. Necht > a, je ¢iselnd tada, pro kterou plati <g<1 VnéeN. Pak

Gn+1
an

n=1
pro zbytek R, plati |R,| < |ay] l%q-

Véta 4.33. Necht > a, je fada s nezapornymi éleny. Necht a, = f(n), kde f je nezd-
n=1
pornd a nerostouci funkce na intervalu (1, 00).

Pak pro zbytek R, plati R, < [ f(z)dx.

Priklad 4.34. Odhadneme zbytek fady > #, kde a € R, a > 1.
n=1

Reseni. Dan4 fada konverguje. Plati

/OO dx 1 1 1% 1
R, < — = = .
n 2 l—a |zo7t]  (a—1)net

Napfiiklad pro fadu n—12 dostavame R, < %, tj. jeji konvergence je ,pomald“. O]
n=1

Priklad 4.35. Kolik ¢lent fady > je tfeba secist, abychom jeji soucet apro-
n=1

1
n(n+1)(n+2)
ximovali s chybou mensi nez 0,0017

Reseni. Protoze plati < %, plyne z ptedchoziho ptrikladu odhad

1
n(n+1)(n+2)

R, < 5. Nerovnost 5 < 0,001, tj. n? > 500, je splnéna pro n > 23.

2n2"

Staci tedy secist 23 ¢leni fady. m
Priklad 4.36. Kolik ¢lend fady ) % je treba secist, abychom jeji soucet aproximovali
n=1

s chybou mensi nez 0,017

Reseni. Plati Zatl — (ELHTT)' . ;L—,l = n%l < % pro n > 3. Tedy pro n > 3 plati
1 on
R, <a, - 1_2% =a, = .
Nerovnost 2—’: < 0,01 ,tj. n! > 100-2", je splnéna, jak se snadno presvédc¢ime, pron > 8.

n

Staci tedy secist 8 ¢lent rady. ]
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Pro zajemce

Dukaz nutné podminky konvergence rady

Tvrzeni véty je zfejmé:
o0 [e o)

Necht > an konverguje a . an = s = lim sp. ProtoZe an = sp — Sp—1, plyne odtud lim ap, = lim (sn — sp—1) =
n=1 n=1 n—oo n—oo n—oo

=s—s5=0.

Dukaz véty o nasobeni ¢lenu Ffady konstantou
Vétu snadno dokézeme piimo z definice souctu fady jako limity posloupnosti ¢asteénych soucti:

Sn =kair +kazs+ -+ kan = k(a1 +a2+ -+ an) = ksn; 5= lim 5, =k lim s, =ks.

n— 00 n—oo

Dukaz véty o soudétu rad
Véta se provéri analogicky jako véta predchozi uzitim definice souétu fady a vlastnosti limit konvergentnich posloupnosti.

Shrnuti

V této kapitole jsme rozsirili secitani i na nekonecny pocet sc¢itanci a zkoumali jsme
jeho vlastnosti — pro posloupnost (a,),- ; jsme zavedli nasledujici pojmy:

e nekonecna fada: symbol > a, = a1 +azs+---+a,+--,
n=1

e n-ty Clen nekonecné rady: ¢islo a,,

* posloupnost  Castecnjch  soucti  nekonmecné  fady: posloupnost
n
=1

e soucet nekonecné rady: limita posloupnosti castecnych souctt s = lim s,,;
n—oo
pritom fikdme, Ze
e tada konverguje: je-li s vlastni,

e fada diverguje: je-li s nevlastni nebo neexistuje,

e tfada konverguje absolutné: konverguje-li fada absolutnich hodnot ¢lenti pi-
vodni fady,

pritom z absolutni konvergence fady plyne jeji konvergence;
jedna z Tad, jejiz souCet umime zjistit presné, je:

o0
e geometrickd fada: > ¢" = ﬁ pro |q| < 1;
n=0
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V mnoha situacich nepotfebujeme znat presny soucet fady, staci védét, zda rada kon-
verguje nebo diverguje. K ovéreni konvergence slouzi kriteria konvergence.

Zakladnim kriteriem pro konvergenci fady je

o0
e nutna podminka konvergence: jestlize fada ) a, konverguje, potom lim a, =
n=1 n—oo
Déle jsme uvedli kriteria pro fady s nezapornymi cleny, ktera u fad s cleny s

libovolnymi znaménky slouzi k zjisténi absolutni konvergence.

o0
Je-li > a, fada s nezdpornymi ¢leny, plati nasledujici kriteria konvergence:

n=1
o0
e srovnavaci: je-li Y b, jind fada, o které vime, Ze konverguje, potom plati-li
n=1

[o¢]
a, < b, pro skoro vSechna n € N, konverguje i fada »_ a,,
n=1

oo
jestlize fada Y b, diverguje a plati a,, > b,, pro skoro vSechna n € N, diverguje
~ n=1
ifada ) ay;

n=1
e integralni: je-li f nezdporna a nerostouci funkce definovana na intervalu (1, 0o)

a a, = f(n) pro n € N, potom fada Y a, konverguje, pravé kdyz konverguje

n=1
9

nevlastni integral [ f(z)du;
1

e odmocninové: je-li limsup /a, < 1, fada konverguje,
lim sup /a,, > 1, fada diverguje;

e podilové: je-li  lim =t
lim

n—oo 9n

< 1, fada konverguje,

ol > 1, fada diverguje;

pro neabsolutni konvergenci jsme uvedli kriterium, které rozhodne o konvergenci tzv.
alternujici fady — rady, jejiz ¢leny pravidelné stiidaji znaménka:

o0
e Leibnizovo kriterium:  alternujici fada > (—1)"b,, kde b, > 0, konverguje,
n=1
plati-li lim b, =0 a (b,)%, je nerostouci posloupnost.

n—oo
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Déle jsme vysettovali vlastnosti nekonecnych fad a operace s nekonec¢nymi radami;
uvedli jsme néasledujici pravidla:
oo oo

je-li > a, =aa ) b,=b, tedy fady jsou konvergentni, potom

e soucet fady se nezméni, jestlize v ni sdruzime do zavorek skupiny o konecné
mnoha séitancich,

(0.9] o0
e fadu muZeme ndsobit ¢islem ¢len po ¢lenu: > ka, =k > a, = ka,
n=1 n=1

oo o0 o0
e dvé fady muZeme seéist ¢len po ¢lenu: > (a, +b,) = > an+ > by =a+10;
n=1 n=1 n=1

o o
je-li > a, =aa ) b, =0bafady jsou absolutné konvergentni, potom
n=1 n=1

e soucet fady se nezméni, jestlize v ni libovolné prerovname c¢leny,

[e.9] oo o
e dvé fady mizeme nésobit ¢len po ¢lenu: <Z an) (Z bn) => ¢, =a-b,
n=0 n=0

n=0

kde Cn = aObn + albn—l + a2bn—2 + anbO;

tedy absolutné konvergentni fady maji vSechny vlastnosti, které maji soucty konecné
mnoha scitanci.

Na zavér kapitoly jsme se vénovali problému, jaké chyby se dopustime, jestlize soucet

o0
konvergentni fady nahradime souc¢tem nékolika jejich prvnich ¢lent. Je-li > a, =
n=1

= > ar + Ry, R, je zbytek po n-tém ¢lenu fady, plati nésledujici vztahy :
k=1

e je-li dand fada alternujici a |a,| = b, potom |R,| < b,41,

e jestlize

An41
an

<g<1 VneN, potom |R,| < |a,| ﬁ;

e jestlize a, = f(n), kde f je nezdporna a nerostouci funkce na intervalu (1, co),

potom R, < [ f(z)dx.
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Otazky a ukoly
1. Co je to nekone¢na fada a jak definujeme soucet nekonecné rady?

2. Kdy tekneme, Ze je nekonec¢na fada konvergentni resp. divergentni?

oo
3. Pro fadu )’ a, plati lim a, = 0. Které z nasledujicich tvrzeni je pravdivé a pro¢?
n:l n—oo

a) fada je konvergentni, ale k urceni jejtho sou¢tu potfebujeme vice informaci,
b) fada je konvergentni a jeji soucet je roven nule,
c) fada diverguje,

d) nemame dost informaci k rozhodnuti, zda fada konverguje nebo diverguje.

o
4. Ptredpokladejme, Ze pro fadu ) a, plati lim a, = 6. Které z nésledujicich tvrzeni
n=1 n—00

je pravdivé a proc?

a) fada je konvergentni, ale k urcéeni jejiho sou¢tu potfebujeme vice informaci,
b) fada je konvergentni a jeji soucet je roven 6,
c) fada diverguje,

)

d) nemame dost informaci k rozhodnuti, zda fada konverguje nebo diverguje.

(e.0)
5. Pro posloupnost ¢asteénych souctti fady > a, plati lim s, = 3. Které z nasleduji-
n=1 n—oo
cich tvrzeni je pravdivé a proc?

a) Tada je konvergentni, ale k urceni jejiho souctu potiebujeme vice informaci,
b
¢
d

=<

ada je konvergentni a jeji soucet je roven 3,
fada diverguje,

lim a, = 3,

n—oo

lim a, =0,

n—oo

€

)
)
)
)
)
f) nemame dost informaci k rozhodnuti, zda fada konverguje nebo diverguje;

6. Ukazte, ze plati: konverguje-li fada s kladnymi ¢leny > a,, konverguje i fada >_ a?;
n=1 n=1

7. Zjistéte, zda soucet

a) dvou divergentnich fad

b) divergentni a konvergentni fady

muze byt konvergentni.
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Cviceni
1. Napiste prvnich pét c¢lenti nekonecné rady, je-li dan jeji n-ty c¢len:
_ (1—sin(n%)) cos(nm)
a) ap = m, b) a, = =234, c) 2 ;

2. Najdéte n-ty c¢len nasledujicich fad, jsou-li vSechny dalsi ¢leny utvoreny podle stej-
ného pravidla:
a) I+i+i+ L4+, b) 1+2+3+2+...,

) s+t tmtgt o

3. Najdéte soucet nasledujicich nekonec¢nych rad:

W 3 e M) L EDE) o D)

4. Vyjadrete néasledujici periodické dekadické rozvoje racionalnich c¢isel ve tvaru

zlomku:
a) 0,9995, b) 0,4%, c) 0,30521.

5. Ukazte, ze nasledujici fady diverguji:
o= 342(—1)"

a) 2—31 2n_ - b) Zlcos%, c) >, e}

n+17
n=1

6. Pomoci srovnavaciho kriteria rozhodnéte o konvergenci fad:

a) . 1001z+1’ b) 21 114137 c) 21 Bn—4)2°
o 1 (3\" = Vrtl-m X
9 nz=:1 n (g)  ©) nz=:1 =D n=1 I

K 2 = 14+n x e—ﬁ
a) Z 3+n27 ) Z (1+n2) b C) Z \/ﬁ )
n=1 n=1 n=1
d) annn’ ) annQn’ f) Zg_a
n=1 n=1

8. Pomoci odmocninového kriteria rozhodnéte o konvergenci fad:

2n—1
n

Il
N

a) arctg" 1, b) 3 (2£2)", ¢ > (1nn+11)n+1'

n=1 n=1
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9. Pomoci podilového kriteria rozhodnéte o konvergenci rad:

o0

. o (n!)? n!
SEE LI I

n=1

10. Pomoci nutné podminky konvergence rady ukazte, ze plati:

2 fm =0 b) lm gy =0 ¢ linggm=0
11. Pomoci vhodného kriteria rozhodnéte o konvergenci rad:
) X ()" D X E o R
n=1 n=1 n=1
§ LGS 9 LS Sy

n=1 n=1 n=1

12. Najdéte soucet fady > %—TW
n=0

13. Vynasobte nasledujici fady a vysetiete konvergenci vzniklé rady:

a) i(n—i—l)a”a S (n+1) (—a)", b) (ia")Z.

n=0 n=0

14. Najdéte soucet rady
a) Y. & s chybou mensi nez 0,1,
n=1

b) > < s chybou mensi nez 0,01,
n=1

c) s chybou mensi nez 0,03.

1
n2+42n—3

18

n=

Vysledky

1 1
a)t+itatistmt b §+%+%+31—i’+7%+---,c)0@4%7§)4§1%+0+---;
5:b) =%, ¢) 155 4. a) 1, b) 175, ©) §gg05; - hutnd podm.,

1.
2. a) %%2, b) 57t ©) m; 3.a)
6. a) div., b) div., c¢) konv., d) konv., e) konv., f) div,;
7. a) konv., b) konv., ¢) konv., d) div., e) konv., f) konv. pro a > 1, div. pro a < 1; 8. a) konv., b) konv., ¢) konv.;
9. a) konv., b) konv., ¢) konv,; 11. a) konv., b) konv., ¢) konv., d) konv. neabs., e) konv. neabs., f) konv. abs.;

[ee) oo

12. 14+ %; 13.a) > (n+1)a?", konv. pro |a| < 1, b) 3 (n+1)a™, konv. pro |a| < 1;
n=0 n=0

4.2 Mocninné rady

Pojem nekonec¢né ¢iselné fady jsme motivovali snahou rozsirit operaci sec¢itani na neko-
necné mnoho sc¢itancii; v tomto odstavci podobnym zptisobem zobecnime polynomy.
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Zakladni pojmy

Definice 4.37. Nechf (c,) -, je ¢iselna posloupnost, zo € R (C). Rada tvaru

ch T —20)" = co+c1(x —x0) + c2(x — 30)2 + -+ cpT — 1)+ -

n=0

se nazyva mocninnd rada a ¢islo x, jeji stred.

Rekneme, Ze mocninna fada konverguje

o0
1. v xq, pravé kdyz konverguje ¢iselna fada > ¢, (1 — x9)",
n=0

o0
2. na mnoziné M, pravé kdyz fada Y ¢, (x — o)™ konverguje pro kazdé = € M.
n=0
oo
Jestlize fada ) ¢, (x — xo)" konverguje na mnoziné M a soucasné pro kazdé = ¢ M
n=0
diverguje, nazyva se M oborem konvergence této fady.

Priklad 4.38. Mame najit obory konvergence danych mocninnych fad:

2) ZI”" b) S 2z 42" o) 22“% d S zeC

— n=0 n=0
ReSeni. a) Pouzijeme podilové kriterium pro vySetieni absolutni konvergence:

_ n+1 — 1|t
lim Cni (@ = 20)"| = lim [z — 1| no_ |z — 1| lim

. — |z — 1|
n—oo |ep(x — 20)"| n—oo N+ 1 |z — 1| n—oon + 1 @ ;

tedy dana fada konverguje absolutné pro |x — 1| < 1. Pro |z — 1| > 1 diverguje,
protoze zde neni splnéna nutna podminka konvergence.

Situaci v krajnich bodech konvergenc¢niho intervalu vysetiime tak, ze hodnoty

xr =11 do dané tfady dosadime:

[ee]
o =2: > 1 diverguje
n=1
er=0: > —U" konverguje neabsolutné

3
Il
—

Tedy obor konvergence dané fady je interval (0, 2); konvergence pro z = 0 je neab-
solutni.

b) Pouzijeme odmocninové kriterium:

lim {/|c,(x — xo)"| = lim /2"|x + 2| = 2|z + 2;

n—oo

Tedy fada konverguje absolutné pro 2|z +2| <1 = |z+2| < 1.
V krajnich bodech z = -2 £ % neni splnéna nutna podminka konvergence:
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r=-2+1%: S 2 (=215 +2)" = > (£1)" diverguje.
n=0 n=0
Tedy obor konvergence dané fady je interval (—%, —%) .

c¢) Pouzijeme podilové kriterium:

2n+1 1 2,..2n+2 1
(n+1)% = 222 lim (n + ) = 2%
n

lim
n—oo 2nn2y2n n—00

Rada konverguje absolutné pro 222 <1 = |z| < \% V krajnich bodech intervalu
i pro |z| > \/LE neni splnéna nutné podminka konvergence.

oo
Poznamenejme, %e fada m4 tvar > 2"n%z*" = 22 +42*+925+- - - | tedy posloupnost

n=0

koeficienttt ma kazdy druhy ¢len nulovy: (¢,)5, = (0,0, 1, 0,4,0,9,0, ...).
d) Vysetfime absolutni konvergenci pomoci odmocninového kriteria — vypocitame li-
mitu n-té odmocniny n-tého ¢lenu rady:

Rada konverguje pro % < 1= |z|] < 2 a diverguje pro ‘zﬂ > 1= |z| > 2 - oborem
konvergence je tedy kruh se stftedem v 0 a polomérem 2.

Pro |z| = 2 je |¢,2"| = 1, tedy neni splnéna nutnd podminka konvergence a fada zde
diverguje.

]

Polomér konvergence

Vidéli jsme, ze obor konvergence byl v redlném oboru vzdy interval soumérny podle stiedu
fady, v komplexnim oboru kruh se stfedem ve stfedu fady; to plati i obecné, jak fika
nasledujici véta:

Véta 4.39. Pro obor konvergence mocninné rady jsou mozné ndsledujici tr situace:
1. rada konverguje pouze ve svem stredu,
2. tada konverguje pro vSechna x € R (C),

3. existuje kladné cislo v tak, Ze fada konverguje absolutné pro |x —xo| < r a diverguje
pro |x — xo| > 7.

Definice 4.40. Cislo r z predchozi véty se nazyva polomér konvergence mocninné

fady > ¢, (v — zo)™.
n=0

V pripadé 1. resp. 2. predchozi véty klademe r = 0 resp. r = oc.
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Priklad 4.41. Najdéte polomér konvergence a soucet fady »_ W
n=1

ResSeni. V piipadé, Ze fada konverguje, miizeme jeji ¢leny po dvou uzavorkovat; plati
tedy

S wrir - (ercrr tercr) ~a ()

k=1

“ v o o~ 22k s
Vysettime fady > 2271 a > Lo zvIast:
k=1 k=1

Z ol =g g 42 4 je geometricka fada s kvocientem ¢ = 22, ta konverguje

pro |z| < 1 absolutné;

z?
97

J,’

> ;i: je geometrickad rfada s kvocientem ¢ = %-, konverguje absolutné pro % < 1, tedy

k=1
pro |z| < 3.

Je-li tedy \x| < 1, konverguji absolutné obé fady a plati

o] 2 2 3
1 B v z2(9+ 97 —2° —927)
;(2+ Zx +Zg2k_1_x2+1_%_ (1 — 22)(9 — 22) )

Posloupnost koeficientd fady v predchozim prikladu ma nasledujici tvar:

. 1 1.1
(Cn)nzl = (17 ?7 17 ? 17 @7 )

Sestavme posloupnost ({/¢;,)o2

n=1-
1 1 1
V Cn 20:1 = (17 By 17 o) 17 o) )7
(Ve) 373 3
tato posloupnost ma dvé hromadné hodnoty
1
hl = 17 h2 = g
pricemz horni limita této posloupnosti limsupc, = 1.
Pomoci horni limity posloupnosti koeficientti mocninné fady se vzdy da vypocitat jeji
polomér konvergence:

o0

Véta 4.42. Pro polomeér konvergence mocninné tady . ¢, (v — xo)" plati
n=0

1

~ limsup {/ el

Pro vysetfovani mocninnych fad lze pouzit tento maplet.
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Derivace a integrace mocninnych rad

Mocninna fada je vyjadfenim svého souctu ve tvaru ,nekonecného polynomu“; je pii-
rozené ptat se, zda mizeme tuto fadu derivovat (nebo integrovat) ¢len po ¢lenu, a jak
souvisi soucet vzniklé fady s derivaci souctu rady ptivodni. Tohoto problému si nyni blize
vSimneme.

Véta 4.43. Necht mocninnd tada Y, ¢, (x — xo)" md polomér konvergence r > 0. Pak

n=0
plati:
a) soucet této tady je spojitd funkce na (xo —r, xo + 1)
b) pro vSechna x € (xg — 1, Ty + 1)

o0 n+1

s

pricemzZ mocninnd Tada na praveé strane md stejny polomér konvergence r

c) pro vSechna x € (xo — 1, To + 1)

(ch(aj—xg)”) :Z(Cn(a:—xo chn r — x9)"

n=0

pricemzZ mocninnd Tada na pravé strané mda stejny polomeér konvergence r.

[e.¢]
Priklad 4.44. Urcete soucet fady ). 2" a pomoci integrace této fady urCete soucet
n=0

8

diselné fady Y —-.

n=1

Reseni. Je
o0 o0 1
n __ nflzz 1
E x E x 1, Pro lz] <
n=0 n=1

(je to geometricka fada s kvocientem z). Déle plati

o
Priklad 4.45. Urcete polomér konvergence a sou¢et mocninné fady »_ nz". Pomoci
n=1

o0
ziskaného vysledku sectéte ciselnou fadu ) .
n=1
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Reseni. Obor konvergence zadané fady uréime podilovym kriteriem:

o) lm <1 = 2] <1

Plati tedy

00 o0 o0 e / ,
;n$n—l’;n$n_l _x;(x")/—x (;xn) _I(lix> = (1 j:x)Z

pro vSechna z € (—1, 1). Odtud dosazenim za = = % dostaneme

o

[]

Priklad 4.46. Mame vypocitat s pfesnosti na Sest desetinnych mist (tj. s chybou mensi

nez 1079) integral
1
1
I= d
/0 el

1 1
1 1 1
I dr = — d
/0x4+81 TRy 112
1 24

— miiZzeme chépat jako soucet geometrické fady s kvocientem ¢ = —%1:

1+2; 31
1 xt 4\ ? 7\ ?
:1___|_ P _ I + ...
1+ % 3 (34) (34>

ktera konverguje pro |¢| < 1, tedy pro |z| < 3.
Protoze plati (0,1) C (—3,3), miZeme pouzit vétu o integraci ¢len po ¢lenu, tedy

1 1 1 4 4\ 2 4\ 3

1 1 1 1
/ 1 dCC:—4 —4dl':—4 1—$_4+<x_4> _(%) + - dr =
it 8l 3 )y 1+ 2 3/, 3 \3 3

1 5 N B 213 N | 1 . 1 1 .
= — |x — — —_ —_— — — S — oo
34 5.31 1 9.38 13.312 , 3% 5.3 34 13.316

Reseni. Plati

Integrand

1
3 = 4782969 > 10° = 34 <1076,

Vime, Ze chyba v alternujici fadé je (v absolutni hodnoté) mensi nez absolutni hodnota
prvniho vynechaného clenu, viz 4.31; proto plati

1 1

=i~ g g TR kde [R[ <107
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Zname-li soucet mocninné fady , mizeme urcovat soucty ciselnych fad pro vSechna x
lezici uvnitt oboru konvergence — kruhu v C a intervalu v R. Chceme-li uréit soucet ¢iselné
fady v krajnim bodé konvergenc¢niho intervalu v R, je tfeba pouzit nasledujici Abelovu
vétu:

o0
b4 % . /v z v
Véta 4.47. (Abelova) Necht mocninnd tada ), ¢, (x—x0)" md polomér konvergencer,

n—=

0
kde 0 < r < oo a necht je konvergentni v krajnim bodé xo+r (resp. xo—r) konvergencniho
intervalu. Pak soucet s(x) této tady je funkce zleva spojita v bodé xo + r (resp. zprava
spojitd v bodé xo — ).
Priklad 4.48. Vyjadfete funkci In(1 + ) mocninnou fadou a odtud urcete soucet Leib-

[e.e]
nizovy fady > (—1)""121.
n=1

n

Reseni. Pro r € (-1, 1) Plati

1 S N
=l-ao+2*—2*+... = —x)" = —1)" "
T ;( ) ;( )

Odtud

In(l+4z) = —_/(1—t+t2—t3+-~~)dt_
2 2 > "
—r—_—_ 47 _ ... .= —1)
o 2+3 ;( ) n

Pro z = 1 dostaneme Leibnizovu fadu, ktera je (neabsolutné) konvergentni a podle Abe-
lovy véty je jeji soucet

e -1 n—1

Z¢ = lim In(1+2z)=1In2.

n r—1—
n=1

Taylorovy rady
V tomto odstavci budeme fesit obracenou tlohu, a to jak rozvinout danou funkci do

mocninné fady — tedy k dané funkci najit mocninnou fadu, které je souctem.

V diferencidlnim poctu jsme uvedli Taylorovu vétu, kde je funkce vyjadiena ve tvaru
polynomu a zbytku. Pro dostatecné mnohokrat diferencovatelnou funkci f jsme uvedli
vyjadieni

"(x ") (g
£y = Flao) + T8 o gy e T oy e,
kde R,+1(x) je Tayloriv zbytek, pro ktery plati R, (z) = % (x — )" a & je mezi

To a .

Je proto pfirozené zavést nasledujici definici:
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Definice 4.49. Nechf funkce f méa v bodé x( derivace vSech fadt. Mocninnou fadu

£ (1
Zf ( )(l’—ﬂfo)n

n!
n=0

nazyvame Taylorovou radou funkce f v bodé zy.

Poznamenejme, ze v pripadé xg = 0 se fada nazyva téz Maclaurinova.

Obecné nemusi platit, ze soucet Taylorovy fady funkce f je roven této funkci. Uvedeme
podminky, kdy tato rovnost plati:

Véta 4.50. Necht funkce [ md derivace vsech Tddi na jistém intervalu J a existuje
takové cislo k € R, Ze

|f™(z)| <k proviechna neN aviechna z € J.

Potom pro libovolné xy € J plati:
> f(n)
f(z) = z; fT(!ﬂUo) (x —x0)" na intervalu J.

Taylorovy (resp. Maclaurinovy) fady elementarnich funkci dostaneme pomoci jejich
Taylorovych polynomt, které jsme odvodili v kapitole 2.5. Obory konvergence téchto fad
najdeme pomoci kriterii konvergence, nebo pomoci znadmého vztahu najdeme polomér
konvergence.

Taylorovy fady nékterych elementarnich funkci jsou v zavére¢ném shrnuti.

Piiklad 4.51. Najdeme Maclaurintiv rozvoj funkce f(z) = (1 + 2)* a € R — tzv.
binomickou radu.

Reseni. Vypocitame potiebné derivace:

flx) = (1+ )7, f0)=1;
fl@) =a@+z), f'(0) = a;
f'(z) =ala—1) (1+2)*72 f"(0) = ala = 1);

fO (@) =ala—1)---(a—n+1DA+2)*™ FfP0)=ala—1)--(a—n+1).
Pro n-ty koeficient fady tedy plati

f™0) ala—1)---(a—n+1) (a)

n. n: n
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a fada ma tvar

(1+x)“=1+(?)x+ (;)m2++(z>x"+=§%<2)x"

Pomoci podilového kriteria uréime, ze fada konverguje absolutné pro |z| < 1. Konvergence
v krajnich bodech intervalu zavisi na ¢isle a. O]

Pomoci jiz znamych Taylorovych fad mizeme rozkladat dalsi funkce do fad pomoci do-
volenych operaci — substituci, derivaci resp. aritmetickych operaci:

Priklad 4.52. Rozviite nasledujici funkce do Maclaurinovy fady a urcete jejich obor
konvergence:

a) f(zx) = 11_12, b) f(z) =arctgz, c) In(Z).

ReSeni. a) Polozime-li —2? = ¢, dostaneme funkci = = (14 ¢)"2. Jeji
rozvoj do binomické rady je

1 1 1 1
1 -3 -1 T2 T2 42 T2 )3 T2 mo L
(1+1¢t)z +<1>t+(2)t+<3>t+ +(n)t+

_1_1th 3 o 15
N 2 22 9| 23 3| 2m !

na intervalu (—1, 1). Dosazenim ¢ = —z% dostaneme hledanou Maclaurinovu fadu

1 1 3, 15

4 (=1

V1— 22 2 222! 23 3! 2" n! ’
|z] < 1.
b) Derivace dané funkce je (arctgx) = H%, coz je soucet geometrické rady s kvocien-
tem —22, tj. plati
1
1+x2:1—x2+x4—--- pro |z| < 1.

Podle véty o integraci fady dostaneme pro = € (—1, 1)

3 5

arctgx:/o (1—t2—|—t4—~~)dt:x—%+‘%_...:;(—1)”

:L.2n+1

n+1

Vysetiime krajni body konvergen¢niho intervalu z = +1:

o e.9]
Po dosazeni dostaneme alternujici ¢iselné fady - (—1)"5i5 a 3 (—1)""'5tg,
n=0

n=0

které konverguji, a podle Abelovy véty tedy nalezeny rozvoj plati pr(_) x € (—1,1).
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¢) Plati In (££) = In(1 + z) — In(1 — z). Vime, Ze

o0

xn
In(1 = —1)nt € (-1, 1), ted
n(l+ z) ;()nx( ) edy
ln(l - ZL‘) = Z(_l)n_l (_CE) = - x_a YIS <_17 1)
n=1 n n=1 n
Proto
) 1+x x? N 3 2 3
n = €r — — _ . — - — — — — — —
1—=x 2 3 2 3
3 5 0 xZn—l
=2 2—+2—+---=2 1
T2 20+ ;2 o el <
O
Priklad 4.53. Urcete soucet mocninné fady > (2"2;,”2”
n=0
Reseni. Plati
/ /
N T ) R N P (N A W =z
D= @Y = = ey
n=0 n=0 n=0 n=0
Pritom
o xQn oo ($2)n 2
D= =,
n=0 n=0
tedy
> 2 1 2n
Z M = (z er)/ = e$2(1 + 227) pro z € R.
n!
n=0
O

Priklad 4.54. Pomoci znamych fad najdéte Taylorovu fadu funkce ﬁ
a) se stfedem xy = 0,

b) se stfedem zy = 3.

Reseni. Danou funkci rozlozime na parcidlni zlomky, dostaneme

3 1 1

2—z—2 -2 x4+1

a kazdy zlomek budeme rozkladat zvlast s vyuzitim vztahu pro soucdet geometrické rady
o0

SEPNE
n=0
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a) rozklad méa byt v mocninach x:

1 1 1 1 2" =~ " x
e —_— —— —_— = — —_— - < 1 t.. < 2
r—2 21-% 242 ;202n+1’ pro [5| < 1. Ia
LSy ol <1
= —x), pro |r 5
14+« p—
3 > T > n.n - 1 n n
2 _r_92 QnH_Z:(_l)a7 __Z(QnJrl_l—(_l))x -
n=0 n=0 n=0
33 63
> pro |z| < 1.

V krajnich bodech konvergenc¢niho intervalu rada diverguje — neni splnéna nutna

podminka konvergence.
b) rozklad mé byt v mocninich = — 3:

1 1 1
frnd — fnd _17’L —3”
r—2 2-3+3-2 1+ (z—3) ;( '@ =3)

pro |z — 3| < 1, tj. z € (2, 4),

1 1 1 1 1 1 — 1
t+1 2-3+3+1 4+x-3 41422 4;( )V @ 3)
a’:_ .
pro <1, tj.ze(-1,7),
3 1 1 > e 1
— o — —1)" _371_ _1\n _3n:
»?—r—2 -2 x+1 nz:%( )" (=3) nz:%( )4"+1( )
255

pro z € (2, 4).

]

V krajnich bodech konvergenc¢niho intervalu fada diverguje — neni splnéna nutna

podminka konvergence.

K nalezeni Taylorovych tad lze pouzit tento Maplet.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/Taylor.html
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Pro zajemce
Exponencialni funkce e*

OO
VySetfujme fadu %7: pro z € C.

n=0

Snadno se ukdze (pomoci podilového kriteria), Ze fada absolutné konverguje na celém C, tedy jeji soucet je zde spojitou

funkci. Oznacime

o on
exp z 1= —
= n!
Pocitejme derivaci této funkce:
, e Z’nfl e anl o0 anl el n
(expz) = Z:n i Zn = Z 1) = ZF =expz
n=0 n=1 n=1 n=0
Z ptikladu 4.30 vime, ze
oo oo oo
21+ z2)™ 2T 2
exp(z1+Z2)=Z¥= —1' %:expzl-expn
n! !
n=0 n=0 n=0
a analogicky
exp (kz) = expz-expz: ... -expz = (expz)’C
kx
Dosadime-li do definiéni fady z = 0, dostaneme exp0 = 1 a odtud
l=exp0=exp(z—2z2)=expz-exp(—2z) = exp(—2)= .
exp z

Pritom se d4 ukazat, ze plati

l—il—l' 1+1+1—i— -l-1 = 1l 1+1"_

B B C IS TR TR R n) ¢
n—

Proto budeme psat exp z = e*.

Vyjadiime pro t € R vyraz e** — najdeme realnou a imaginarni slozku:

) 0 ()" X (i) L (it)2k L
ezt:ZO()! :Z() (it) _

n = (2k)! = (2k+ 1)

12k 2k o0 ;2ky2k+1 00 12k o0 . 12k+1

=2 “'kZ:O @ = =Y @ sz(_l) 2k + 1)!

k=0 =0

Dostali jsme velmi dilezity Euleriv vzorec

e = cost + isint
a navic
etkt = (e“)k = cos kt + isinkt = (cost 4 isint)" .
Odtud dostaneme znamou Moivreovu vétu:
z = |z|(cos o + ising) = |z|e*¥, 2" = (|z\ei“’)n = |z|"e™% = |z|™(cos ng + isinne).

Vztah z € C, z = |z|e’? se nazyva exponencidlni tvar komplexniho Cisla.
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Shrnuti

V této kapitole jsme zavedli pojmy

o
e mocninnd fada se stfedem xy: fada tvaru »_ ¢, (z — x)",
n=0

e obor konvergence mocninné fady: mnozina M , v jejimz kazdém bodé fada
konverguje a soucasné pro kazdé x ¢ M diverguje,

e polomér konvergence mocninné fady: ¢islo r, pro které plati:
— pro |z — xo| < r Fada konverguje absolutné,
— pro |z — xo| > r fada diverguje,
pfi¢emz r vypocitame podle vzorce r = —1—;
limsup R/ |cn|
oo
je-li 7 polomér konvergence mocninné fady > ¢,(z — x¢)", potom v intervalu
n=0
(xg — 1,20 + 1) plati:
e soucet Tady je spojita funkce,
e fadu mizeme derivovat a integrovat ¢len po clenu.

Dale jsme vySetifovali problém, jak k dané funkci najit fadu, jejimz je souctem; zavedli
jsme pojem

e Taylorova fada funkce f: fada ) %(w — 29)";

n=0

Taylorova fada se stfedem zy = 0 se nazyva Maclaurinova frada.
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Taylorovy (Maclaurinovy) fady nékterych elementarnich funkci

o :1+%+€_T+...+%+... = Zﬁ, reR
n=0
. T 333 n I2n+1 O n x2n+1
sin z =0 -5 T+ (1) Gl T = Z_:O(_l) G | TER
1‘2 $4 n.Z’2" &0 nxQn
cosr  =1-=G4f () gyt = ZO(_D e | TER
o
(b =14 Qs (e oot (o o= 3 (e ()| ee(-L )
n=0
In(l+z)=a— %2—1— %—3 — e (P = (D) e (<1, 1)
n=1
- 23 25 22+l X\ p2ntl
In Lz =2<fv+§+€+"'+m+"'> = 22 S re(=1,1)
arctgr =z —H + 5+ o+ (C)EET A= LD [ re (-1 1)
n=0
(*) aceR, <a):a<a_1)"'(a_n+1).
n n!

Otazky a ukoly
1. Co je to mocninna rada?

2. Predpokladejme, ze fada i cpx” konverguje pro x = 9 a diverguje pro r = —12.
Které z nasledujicich tvrzg;io o této radé je pravdivé a proc:
a) konverguje pro r =7,
b) absolutné konverguje pro x = —7,
c) absolutné konverguje pro x = 9,
d) konverguje pro z = —9,
e) diverguje pro x = 10,
f) diverguje pro x = 15.

3. Predpokladejme, ze fada > ¢,(x—1)" konverguje pro x = —4 a diverguje pro x = 9.
n=0
Které z nasledujicich tvrzeni o této fadé je pravdivé a proc:
a) konverguje pro x = 5,
b) absolutné konverguje pro x = 5,
¢) konverguje pro z = 8,
)

d) absolutné konverguje pro x = —4,
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e) diverguje pro z = —7,
f) diverguje pro = = 6.

oo
4. Jestlize fada > c¢,2" konverguje pro vSechna kladnd x, musi konvergovat i pro
n=0
zadporna x?

o
5. Jestlize fada > ¢,z™ diverguje pro x = 3, pro kterd dalsi x musi divergovat?
n=0

oo
6. Jestlize fada ) ¢,(x+5)™ diverguje pro x = —2, pro kterd dalsi z musi divergovat?
n=0

oo
7. Jestlize fada ) ¢,(x—3)" konverguje pro x = 7, pro ktera dalsi = musi konvergovat?
n=0

o0 oo
8. Jestlize fada ) a,z" ma polomér konvergence 3 a fada ) b,x™ ma polomér kon-

n=0 n=0
(o.9]

vergence 5, co muzeme Fici o poloméru konvergence fady Y (a, + b,)z"
n=0

Cviceni

1. Najdéte obor konvergence mocninnych rad:

e non ) p2n+l ) 2+8)3"
a) nZ:OnE)fL', b) ;m c) n;”nz) :
Q) S 10 2e-3)r, ) 3 ) 3
= n=1 n=1
g > S h) > CEE i) n(x+1)",
n=0 n=1 n=0
: - n \T " S n S n? n
oY E)EEE k) Yal-1)n )Y S (e +2)n
n=0 + n=0 n=0 +
2. Derivovanim nebo integrovanim vhodné fady najdéte soucty rad
a) Y (2n+1)a™ b) > na"l, ) Y L
n=1 n=1 n=1
d) >, e) > mHan f) Yon(r—3)"
n=1 n=1 n=1

3. Vypocitejte nasledujici integraly tak, ze integrovanou funkci rozlozite do mocninné
rady, a to s presnosti na tii desetinna mista:

1 3
Ofe—fv dr, b) [
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4. Pomoci operaci s fadami pro znamé funkce najdéte Maclaurinovy rozvoje nasledu-
jicich funkci:

a) oL b) (1-xz)e™?, c) cos’z,
d) (1—2)"2 e) sindz+zcosdz, f) (1+x)arctgz.

Vysledky

1. a) (_%u %)7 b) (_Oo’ OO), C) <_97 _7>7 d) (%7 % ’ e) (_eu e)’ f) (_1’ 1)7 g) (_00700)7 h) <_274)’ i) (_270)7 J) (_57 _3>’
k) {1} 1) (=3, -1);
2.8) 250 b) g, 0) —E 1= 92 - 3)2, d) 52, ©) e ) 5i2es 3) @) 0,747, b) 0,500;

1-22)2° (2—x)2° 3-2202"
4. a) %x+%x2+%x3+%az4+%x5+-u,b) 172*x+%x27%x3+25—4x47%x5+ﬁ701‘67-~,c) 17x2+%x47
— Zab 4 cha® — o d) 1+ 204327 + 42 + 52* +62% + 728 + 827 + -+, e) dw — 923 + ZaS — Bl T4 28809 4 )

2_13_ 1.4 ,1,5,1,6_ 1,7 1,8, 1.9
T+ x 3% 3 +5x —0—51 7T 7T +9£B .
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5 Diferencialni pocet II.

V poslednich dvou kapitolach - diferencidlnim a integralnim pocétu funkeci vice pro-
ménnych - se budeme pohybovat ve vicerozmérnych prostorech; bylo by spravné upfesnit,
jaké prostory budeme mit na mysli.

Nasim cilem bude vybudovat v téchto prostorech matematickou analyzu a ta, jak vime,
zkouma pojmy konvergence, spojitosti a diferencovatelnosti, jejichz zavedeni vyzaduje po-
jem okoli bodu, tedy pojem vzdélenosti.

Jediné obecnéjsi prostory, které se doposud zkoumaly a které jsou z tohoto hlediska
vhodné, byly vektorové prostory se skalarnim soucinem, tj. unitarni prostory, a specialné
eukleidovské prostory — aritmetické vektorové prostory, kde je skalarni soucin definovan
»po slozkach®“. V této zavérecné casti potiebné pojmy zopakujeme a dale shrneme za-
klady o linearnich a kvadratickych ttvarech v roviné a prostoru - primkach, rovinach,
kuzeloseckach a kvadrikach.

5.1 Bodové eukleidovské prostory

Pripomenme, ze eukleidovsky vektorovy prostor je vektorovy prostor konecné dimenze,
ve kterém je definovan skalarni soucin. Prvky dvoj- resp. trojrozmérného eukleidovského
vektorového prostoru se daji predstavit jako Sipky s pocatecnim koncem v pevném bodé,
pricemz jaky je to bod se neuvadi. Pfi interpretaci aritmetickych operaci s témito Sipkami
je mozné v piipadé potieby je rizné premistovat do jinych bodi — tedy se vlastné sou-
¢asné uvazouji body i vektory (Sipky). V nasledujici definici tuto intuitivni interpretaci
precizujeme:

Definice 5.1. Necht V je eukleidovsky vektorovy prostor, F mnoZina takova, Ze pro
kazdy vektor v € V je urcena bijekce mnoziny £ : X +— X + v pro niz plati:

1L.VX)YeFE dveV YVY=X+v
2. (X+u)+v=X+(u+v).

Potom se F nazyva bodovy eukleidovsky prostor,
V jeho zamérent,

bijekce X — X + v translace o vektor v a

dimV dimenze prostoru F.
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Je-li napriklad V = E, — aritmeticky vektorovy prostor se standardnim skaldrnim souci-
nem dimenze 2 a £ = R?, je R? spolu se zaméfenim E, bodovy eukleidovsky prostor —
prostor bodti a vektorti v roviné.

Misto Y = X + v piseme také Y — X = v.
Bod X resp. Y nazyvame pocdateénim resp. koncovym bodem vektoru v.
Necht P € E, {by,...,b,} baze prostoru V.

Pro kazdy bod X € E ma vektor x = X — P vyjadfeni
x:inbi, tedy X=P+zb;+- -+ z,b,.

Systém {P, by, ...,b,} se nazyvi soustava souradnic,
P pocéatek souradnic,

x1,...,T, souradnice bodu X a

x = X — P polohovy vektor bodu X.

Vzdalenost bodu X,Y € E je | X — Y,
tedy velikost vektoru s poc¢atecnim bodem A a koncovym bodem B.

Soufadnice bodi budeme psét v hranatych zavorkach: X = [z1, ...x,], soufadnice vektor,
tak jak jsme zvykli, v kulatych zavorkach.

Je-li (by, ..., b,) ortonormalni baze, potom se { P, by, ..., b, } nazyva kartézskda soustava
sourTadnic.

Soustava soufradnic
{Po,e1,...,e,) kde P, =10,...,0], e = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0, 1)

se nazyva kanonicka soustava souradnic.

V tvodu této kapitoly jsme se zminili, Ze nas bude zajimat predevsim dvoj- a trojrozmérny
prostor; v trojrozmérném prostoru je vhodné zavést kromé skalarniho soucinu jesté dva
dalsi typy soucind vektorii:

Vektorovy a smiseny soucin v Ej

Definice 5.2. Rekneme, 7e dvé baze (v, Vo, v3) a (V'1, V'3, v'3) v eukleidovském prostoru
E;3 jsou souhlasné (nesouhlasné) orientované, je-li determinant matice prechodu
kladny (zaporny).

Vsechny baze v E3 se tak rozpadaji na dvé disjunktni tiidy souhlasné orientovanych
béazi. Prohlasime-li baze jedné tiidy za kladné orientované a baze druhé tiidy za zaporné
orientované, fekneme, ze jsme prostor E3 orientovali.
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V dalgim predpokladejme, ze E3 je orientovany. Oznac¢me (i, j, k) nékterou pevné vybranou
ortonormalni kladné orientovanou bazi.

Definice 5.3. Budte a, b, c € Es,
a = ali + Clzj + agk, b = bli + ng + bgk, C = Cli + ng + Cgk.

Vektorovy soucin vektori a, b je vektor

as as |. ay ag |. a; G2
- - k
e A L A L
neboli (symbolicky)
ik
axb=|a a a3
by by b3
Smiseny soudcin vektoru a, b, c je ¢islo
| a2 as | a1 ag a; Qo
(axb)-c= by by |1 ’bl by co + b by |
neboli
Ci Co C3
(axb)-c=|a a as
by by b3

7 predchozi definice je vidét, ze vektorovy a tedy i smiSeny soucin podstatné zavisi na
tom, ze vektory jsou trojice. Na prostory jiné dimenze nez tfi tyto pojmy nezobecnujeme.

Vektorovy soucin je definovan pomoci souradnic vektort; mohlo by se zdat, ze bude zaviset
na volbé baze. Bez ditkazu formulujeme nasledujici vétu:

Véta 5.4. Vektorovy soucin nezdvisi na volbé kladné orientované ortonormdlni baze.

Ptimo z definice se provéri nasledujici

Pocetni pravidla:

axb = —-bxa,
(a+b)xec = axc+bxec,
alaxb) = (aa) xb=ax (ab),

axa

o,

ixj=k, jxk=i kxi=j

Na zavér jesté uvedeme nékteré vlastnosti vektorového soucinu:



5.1 BODOVE EUKLEIDOVSKE PROSTORY 231

Véta 5.5. Vlastnosti vektorového soucinu:
1. axb_lLa axb_lb,
2. axb=o0 < a,b jsou linedrné zdavisle,
3. jsou-li a,b linedrné nezdvislé, potom (a,b,a x b) je kladné orientovand bdze v Eg,

4. |la x b|| =|la]| ||b||siny, kde ¢ je ihel vektori a,b.

Dukaz naleznete v ¢asti Pro zdjemce na konci kapitoly.

Pro zajemce

Dukaz vlastnosti vektorového souéinu

a1 az a3
1. (axb)-a=| a1 a2 a3 |=0apodobné pro (axb)-a.
b1 b2 b3

2. (<) a,b linearné zavislé = a = ab;
aXxb=(ab) xb)=a(b xb)=ao=o.
(=) Jsou-li a,b linedrné nezavislé, potom podle Steinitzovy véty existuje x € E3 tak, Ze a,b,x jsou linedrné
nezavislé; tedy (a X b) - x je determinant reguldrni matice a je rlizny od nuly, tedy a x b # 0.

3. Necht A je matice pfechodu od (a,b,a x b) k (i, ], k). Tedy

a b ¢2 a3
1 1 by b3
A= as by - ‘le Z: =(axb)-(axb)>0.
ay az
as bs by by

4. Nejdrive ukazeme, ze plati
(axb)-(axb)=|al?-|b]* - (a-b)>.

Necht (i, j’,k’) je kladné orientovana ortonormalni baze takova, ze a = ai’,b = $1i’ + 32j’. Potom

i/ jl k/
axb=|a 0 0 |=afk = (axb) (axb)=da%s3;
B1 B2 O

lall® - Ib]* — (a-b)* = a?(8F + 53) — (ap1)* = o3
Tedy

a-b 2
lax B = [|a]l® - [b]? - (a-b)2 = [la]]? - bl (1 - (—) -
lall - o]

2 2 2 2 2 2
l[all” - [IB][*(1 = cos” ) = [la]|” - [[b[| sin” ¢.
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Otazky a ukoly

—_

. Co je to bodovy eukleidovsky prostor?

[N}

. Co je to kartézska soustava souradnic?

w

. Kdy tekneme, ze jsme trojrozmérny bodovy eukleidovsky prostor orientovali?

4. Jak definujeme vektorovy a smiseny soucin?

ot

. Jsou dany vektory a, b, c,d € E3. Ukazte, ze

(a) vektory a x d, b x d, ¢ x d jsou linedrné zévislé

(b) vektory a —d, b — ¢ jsou linedrné zavislé, jestlize plati
axb=cxdaaxc=bxd.
Cviceni
1. V E;3 urcete ||a x b||, je-lia= —3i+4j+k, b=—-2j+ k.
2. 'V Ej vypocitejte

(a) llax bl je-li [[a| =1, [b]| =5aa-b=-3
(b) b-c,jelia-b=0aaxc=o0,a#o0

3. V Ej zjednoduste

a) ix({i+j+k)+(G+k)x(i—-2j) b (2i+k)x({i—3j+2k)

4. V E3 urcete vektor x , ktery je ortogonalni k vektorim a = (6,3,0) a b = (1,7,2)
a pro ktery plati x - ¢ = 6, kde ¢ = (4, —4, —2).
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5.2 Funkce vice proménnych

Pojem funkce dvou a vice proménnych, defini¢ni obory, graf
Definice 5.6. Redlnou funkci v R" rozumime zobrazeni
f { R" — R
Sl X = X))
Protoze libovolny bod X € R™ je popsan pomoci svych n soutadnic zq,...,x,, zavisi

hodnota funkce f v bodé X = [z1,...,x,] nan hodnotach xq, ..., x,. Z tradi¢nich diuvodiu
se proto funkce v R" nazyvaji funkcemi n realngch proménngch.

Budeme se pfevazné zabyvat funkcemi v R? a R3 | tedy funkcemi dvou a t¥{ proménnych,
kde se k oznaceni proménnych obvykle pouziva nékolik pismen misto pismen s indexy,
napr.:

f=Fle,y) vR, f=f(r,y,2) v R,
Priklad 5.7. Objem V rota¢niho vélce o poloméru r a vysce v je dan vzorcem

V = mri.

Timto vzorcem je kazdé dvojici €isel [r,v] jednoznacné pfifazeno ¢islo V' — objem vélce.
Je tedy timto vzorcem definovana funkce dvou proménnych V' = V(r,v). I kdyz vyraz ma
smysl pro libovolné hodnoty r, v, je pfirozené vzit za defini¢ni obor funkce mnozinu

{[r,v] eR* | r>0,v>0}.

Priklad 5.8. Gravita¢ni pole hmotného bodu o hmotnosti M je charakterizovano gra-
vitaénim (Newtonovym) potencidlem. Zvolime-li v prostoru kartézskou soustavu sou-
fadnic tak, aby hmotny bod lezel v jejim pocatku, je hodnota potencialu U v bodé
P = [z,y,z] #]0,0,0] ddna vzorcem

—kM
Va2 4 22

kde x > 0 je tzv. gravita¢ni konstanta. Jde zfejmé o funkci v R3 .

U:

Necht se v tomto gravitaénim poli pohybuje dalsi hmotny bod o hmotnosti m. Stav
tohoto systému je uréen usporadanou Sestici (x1, s, T3, p1, P2, P3) , kde prvni tfi souradnice
udavaji polohu pohybujiciho se bodu v prostoru v daném c¢asovém okamziku a posledni tti
soutadnice jsou souradnicemi vektoru hybnosti v tomto ¢asovém okamziku. Usporadané
Sestice tvoii tzv. stavovy prostor daného systému, je to tedy prostor RS . Kineticka energie
E} systému ve stavu S = (x1, 2, 23, p1, P2, p3) je ddna vzorcem

1
Ey(S) = %(pf + 3 + p3).
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I kdyz z tohoto vzorce je patrné, ze Ej zavisi pouze na tfech proménnych, je nutno Ej
povazovat za funkci na stavovém prostoru, tj. za funkci Sesti proménnych, i kdyz se zde
vSechny proménné efektivné nevyskytuji.

To se stane zfejméjsim, jestlize si uvédomime, Ze celkova energie E je souctem energie
kinetické a potencialni a je dana vzorcem

1 M
BS) = - kMm

2 2 2\
Qm(pl +p2 +p3) \/m

Priklad 5.9. Cobbova - Douglasova produkéni funkce Jestlize vystup (produkce
za urcité ¢asové obdobi) ) vyrobniho podniku zavisi na mnozstvi investovaného kapitalu
K a na vyuzivani pracovni sily L predpisem

QK,L)=A- K- L'™®

kde A je urcitd konstanta a pro a plati 0 < o < 1, pak funkce uvedeného tvaru se nazyva
Cobbova - Douglasova produkcni funkce. Tato funkce méa nasledujici dulezitou vlastnost,
reflektujici situaci z praxe:

Jestlize se kapitalovy vstup K zvétsi m-krat a soucasné se také velikost vyuzivané pracovni
sily L zvétsi m-krat, pak se vystup @) zvétsi m-krat:

Q(mK,mL) = A-(mK)*(mL)*"* = Am*K*m'"" L' = m-A-K* L' = m-Q(K, L).

Priklad 5.10. Booleovské neboli logické funkce. Necht n je pfirozené ¢islo a necht
mnozina M, obsahuje vSechny usporadané n-tice ¢isel 0 nebo 1, tj.

M, ={[a1,...,a,) :a; € {0,1},1 <i <n}.

Kazda funkce b : M,, — {0, 1} se nazyva booleovskou nebo logickou funkci n proménnych.
Je to tedy specialni pfipad realné funkce n proménnych. Booleovské funkce je jednoznacné
uréena tabulkou svych hodnot. V nésledujici tabulce jsou uvedeny nékteré (ze 16 moznych)
booleovskych funkci dvou proménnych (logické spojky, které jsou také booleovské funkce,
zde neuvadime):

r |y | min(z, y) | maz(z, y) | pilz, y) | palz, y) | dlz, y) | flz, y) | gz, y)

0]0 0 0 0 0 0 1 1

110 0 1 1 0 1 0 0

01 0 1 0 1 1 0 0

11 1 1 1 1 0 1 0
Obr. 5.1:

Priklad 5.11. Je déna funkce f(z,y) = /1 — 22 — y? . Pfirozeny defini¢ni obor této
funkce tvori body, pro které plati 1 — z? — y* > 0, tedy Dy = {[z,y] | 2* + y* < 1}, coz
je uzavieny kruh se stfedem v pocatku a s polomérem 1.
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Priklad 5.12. Vysetiime pfirozeny defini¢ni obor funkce

1
n(4 — x? + 4y)

fly) = Vyl? = 4y> = 1) + 4
Ziejmé musi platit
y(2® — 4> —1)>0 A 4—2P+4y>0 A 44— +4y#£1

K¥ivka o rovnici 22 — 4y?> — 1 = 0 je rovnoosa hyperbola s redlnou osou x a asymptotami
y = %3, prvni podminku spliuji ty body ,,uvniti* hyperboly, které maji y-ovou souradnici
kladnou a body ,,vné“ hyperboly, které maji y-ovou souradnici zapornou, a dale body na
hyperbole a ose x:

Obr. 5.2: Defini¢ni obor funkce f(z,y) = \/y(z? — 4y? — 1)

Kfivka o rovnici 4 — 22 +4y = 0 je parabola y+1 = %2, do defini¢niho oboru logaritmu,
ktery je ve jmenovateli druhé funkce, padnou body nad touto parabolou. Funkce f(x,y) =
= In(4 — 2% + 4y) ale vystupuje ve jmenovateli druhého séitance - do defini¢niho oboru
nepadnou body, ve kterych je In(4 — 22 + 4y) = 0, tedy body na kfivce 4 — 22 + 4y = 1,

coz je parabola o rovnici y + 3 = £

_—

ut 1 2 _‘*'r
1" X 3 t*.
qﬁ' '}? 2_ .:I"’ P "
S 4 4 w "
‘:l- 1_ *‘:‘ I:z
e A
& & ".-l‘ 4
A‘ - L]
I 1 T f Ta "" T d " T e T T 1
4 A TR I.*+72 3 4
""q_: Wl Pra e | “-‘ x
1_1._. - *
Obr. 5.3: Defini¢ni obor funkce f(z,y) = m

Defini¢ni obor zadané funkce dostaneme jako prinik defini¢nich obort obou sc¢itancii:
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Obr. 5.4: Defini¢n{ obor funkce f(z,y) = /y(22 — 4y2 — 1) + 1

In(4—z2+4y)

Analogicky jako u funkce jedné proménné mtzeme kazdé funkci f : Dy — R, Dy C R"
pritadit jeji graf. Tento pojem méa néazorny vyznam pro funkci dvou proménnych, kdy
definujeme

graff = {[z,y,2] € R® | [2,9] € Dy, 2 = f(z,9)};

graff je v tomto piipadé podmnozina prostoru R3, v jednoduchych piipadech plocha, a tu
lze graficky znézornit (pouzitim nékteré zobrazovaci metody nebo pomoci matematického
software na pocitaci).

U funkci vice nez dvou proménnych jisté nebudeme znézornovat podmnoziny ctyi- a
vicerozmérnych prostorti, v téchto situacich je vyhodnéjsi fyzikalni interpretace.

Grafem funkce f(z,y) = /1 — 22 — y? z piikladu 5.11 je plocha o rovnici

2z =1+/1— 22 —y?, prfiCemz zfejmé plati z > 0,

a to je horni polovina kulové plochy 2% + 42 4+ 22 = 1, z > 0, s polomérem 1.

Pti sestrojovani grafu funkce dvou proménnych je vyhodné sestrojit fezy grafu funkce ro-
vinami rovnobéznymi se soufadnicovymi rovinami nebo rovinami prochazejicimi nékterou
ze soutadnych os.

Priklad 5.13. Mame vySetiit graf funkce f(z,y) = y* — 22

ReSeni. Zkoumejme fezy plochy o rovnici z = y? — 22

y2_I2:k7

z = k;

rovinami z = k, k > 0. Tyto Tezy

jsou popsany rovnicemi

y2—l’2:17
z=1.

Je-li k = 0, dostaneme rovnici y? — 22 = 0 neboli

, specialné pro k = 1 je fezem hyperbola o rovnici

(y—)(y+2) =0,
z = 0;
je tedy Tez sloZen ze dvou piimek y =x a y = —x lezicich v roviné z = 0.

; v tomto pripadé
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_ .2
Stopa plochy v roviné x = 0, tedy jeji fez touto rovinou, je parabola { ;:% ’
Zkoumejme nyni fezy rovinami z = —k, k > 0. Tyto fezy jsou popsany rovnicemi
2 _ 2 22
{ . zy— B k’ specidlné pro k = 1 je fezem hyperbola o rovnici 4 xz B _1’

Stopa plochy v roviné y = 0, tedy jeji fez touto rovinou, je parabola { c7

-
parabola { i=g

hyperbula
{yz-x2=-1
z =41
g
hyperbola J parabola {:; -Ox
Obr. 5.5: f(z,y) =y* — 22, 2 >0 Obr. 5.6: f(z,y) =y* — 22, 2 <0

Piiklad 5.14. VySetfeme graf funkce f(z,y) = e % V",

Reseni. Funkce je definovéna v ce-
lém R2. Abychom zjistili, jak vy-
pada jeji graf, najdeme fezy rovi-
nami z = k:

eV =k & 4yt = —Ink =

fezy jsou kruznice se stfedem na ose
z, graf je rotacni plocha s osou ro-
tace v ose z. Pro predstavu grafu
staci ziskat ktivku, jejiz rotaci graf
vznikne. Polozme x = 0, dostaneme

kiivku
z=eV
z=0
— graf vznikne rotaci této kiivky ko- Obr. 5.7: f(z,y) = e~ 2=y’

lem osy z. |
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Primét fezi grafu funkce rovinami rovnobéznymi s rovinou zy do této roviny nazyvame
vrstevnice; jsou to tedy kiivky v roviné z = 0 (v definiénim oboru funkce) o rovnicich
f(z,y) = ¢ =konst.

Nakreslime vrstevnice funkci z predchozich dvou prikladi:

y R R - z=0
e | ///;///_

z=1 .
il
/

iz PR\ iz

' T } /// \ \ )
S/ VAN

] i Y i A z>0
e | ,/////,/f__ S
o
,//4“”_% B
Obr. 5.8: Vrstevnice z = e~ ¥’ Obr. 5.9: Vrstevnice z = y? — 22
Mnozinam {[z1,...,z,] | f(z1,...,2,) = ¢ = konst.} v obecném ptipadé fikame hla-

diny funkce f.

Je-li napiiklad 7' = f(z,y, z) funkce udavajici teplotu v bodé [z, v, 2], je plocha o rovnici
f(z,y, z) = 20 hladina tvofena body v prostoru o teploté 20(°C).

Priklad 5.15. Mame popsat hladiny funkce f(z,y,z) = 2® + y* + 2%

Reseni. Pro libovolné k zkoumejme plochu o rovnici 2% + y2 + 22 = k. Je-li k < 0, Zadna
plocha tohoto tvaru zrejmé neexistuje; je-li k& = 0, jedna se o bod — pocatek souradné
soustavy [0,0,0]. Pro £ > 0 dostavame kulovou plochu o poloméru V. O

Podobné jako u funkci jedné proménné se zavadéji pojmy ohranicenda funkce (shora,
zdola), ztuZent funkce a aritmetické operace s funkcemi (soucet, rozdil, soucin a
podil dvou funkci).

Priklad 5.16. Ukazme, 7Ze funkce f(z,y) = e~**~v" z prikladu 5.14 je ohranicena.

ResSeni. Pfi vipocétu vrstevnic funkce jsme ziskali podminku na velikost konstanty k
(,,kéta“ vrstevnice):

x2—|—y2:—lnk = nk<0 = 0<k<1

— tedy funkce je nezdpornd a ohranicend; nejvétsi hodnoty 1 nabyva v pocatku. Obor
hodnot Hy = (0,1). O
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Slozena funkce

Definice 5.17. Necht je dédna funkce f: A — R, A C R™ (tedy funkce m proménnych
f(z1,29,...,2,)) a m funkei n proménnych @1, a,. .., ©m, které jsou definované na
mnoziné M C R” tak, ze plati

[(pl(tl,tg, e ,tn),gﬁg(tl,tg,. .. ,tn>, . .,(pm(tl,tg, Cen ,tn)] € A Pro [tl,tg, Ce ,tn] & M.

Potom funkci

F(tl,tg, e ,tn) = f(gOl(tth, ce 7tTL>7 (pg(tl,tg, e ,tn), “vey @m(tl,tg, e ,tn) ),

ktera je definovand na mnoziné M, nazyvame sloZenou funkci. Funkci f nazyvame
hlavni nebo vnéjsi sloZkou a funkce 1, o, ..., @, vedlejsiminebo vnitrnimsi sloz-
kama.

Je-li naptiklad f(z,y, z) funkce t¥i proménnych a ¢ (u, v), po(u,v), @s(u,v) trojice funkei
dvou proménnych, je

Fu,v) = f(p1(u, ), 2(u,v), @3(u, v))
slozend funkce s vnéjsi slozkou f a vnitinimi slozkami oy, @9, 3.
Priklad 5.18. Najdéme hlavni a vedlejsi slozky funkce

F(t1,ty) = arcsin(1 — t; — to) + e 72,

Reseni. Rozklad dané funkce na slozky neni jednozna¢ény. Uvedeme dvé moznosti roz-
kladu na slozky:

1.
f([[‘l,l’g) = arcsinxl + e™ a T = 1-— tl — tg, To — tl + t2,

f(z) = arcsin(1 — ) +e* a = =11 + ts.
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Shrnuti

V této kapitole jsme pojem realné funkce redlné proménné zobecnili tak, Ze jsme
zavedli pojem

e funkce vice proménnych: zobrazeni f : A — R, kde A C R", tedy pted-

pis, ktery usporadané n-tici (z1,z9,...,2,) € A pfifadi pravé jedno ¢islo
f(xla'r27 s ,f['n).
Pritom je

e defini¢ni obor funkce f: mnozina A C R"™ stanovena pfi definici funkce,

e prirozeny defini¢ni obor funkce f: mnozina bodi, pro které mé defini¢ni pfed-
pis funkce smysl.

Nejcastéji vysetfujeme funkce dvou (resp. t¥i) proménnych, tedy zobrazeni

(,y) = f(z,y)  (resp. (z,y,2) — f(z,y,2)).
Pro funkci dvou proménnych se definuje
e graf funkce f: mnozina {[z,y,z] € R?® | [z,y] € Dy, 2 = f(z,y)}.

Predstavu o grafu funkce ziskdme pomoci fezii rovinami rovnobéznymi s nékterou
soutadnou rovinou, pfitom

e vrstevnice funkce je primét kiivky vzniklé jako fez rovinou z = k, k € R, tj.
rovinou rovnobéznou se souradnou rovinou z = 0, do definiéniho oboru funkce,
tedy kfivka o rovnici f(x,y) = k.

Pro funkce tii proménnych se zavadi analogicky pojem
e hladina funkce f(z,y,z): plocha o rovnici f(x,y,z) =k, k € R.

Je-li dédna funkce m proménnych f(xq1,22,...,2,)) a m funkei n proménnych
P1, P2, - -, Pm, POtOmM

e slozena funkce s vnéjsi slozkou f a vnitinimi slozkami ¢;  je funkce
F(tl,tg, . ,tn) = f(gOl(tth, Ce 7tn>7 (,02(151, tg, e ,tn), “ ey @m(tl,tg, . ,tn) )

Analogicky jako u funkce jedné proménné se definuji aritmetické operace s funkcemi
a pojem ohranicené funkce.
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Otazky a ukoly
1. Co rozumime funkei dvou (t¥1) proménnych?
2. Jak hleddme pfirozeny defini¢ni obor funkci dvou (tf) proménnych?

3. Co je to graf funkce dvou proménnych a jak mizeme ziskat predstavu o jeho pri-
béhu?

4. Funkcim a) — f) ptifadte grafy A — F:

a) flz,y)=224327, b)) f(x,y) =%y’
c) flz,y)=cos®z+y? d) f(z,y)=cos(z®+y?),
e) flx,y) =sin(@®+y?), ) flz,y)=e"""

=

L A

Plocha F

Placha E

Obr. 5.10:
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Ve wvedlej§ich obrazecich jsou
dva pohledy na graf funkce

f(T!y) = I2 - yz-

Dokreslete do obrazkt sou-
radné osy.

Obr. 5.11:

6. Co jsou to vrstevnice funkce dvou proménnych a hladiny funkce t¥i proménnych?

7. Grafam funkei v obrazcich a) az d) ptifadte jejich ,mapy“ — soustavy vrstevnic
v obrazcich A az D:

2
A 1 p /}':“%\‘\\\_\_\_ -
F=N c 1IOXO
BN
: NSNS
U A, 7N
5 \\u_ g ;?E:\\\Q. e ;
OXO
B s 0 1 5 i : e : o e
Obr. 5.12:
Cviceni

1. Vyjadiete plosny obsah trojihelnika daného obvodu 2p jako funkci jeho dvou stran
rauy.
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2. Vyjadrete objem pravidelného ¢tyrbokého jehlanu jako funkci strany a jeho zakladny
a vysky h jeho boc¢ni stény.

3. Vyjadrete vysku rotacniho valce jako funkci jeho objemu V a plasté S.

4. Vypocitejte f(l,%), f(=1,2), je-li f(z,y) rovno
a) r2y+y+1, b) gz:lﬁj, ¢) arcsin(z + y).

5. VypOéite.]te f(y7 z, Z)7 f(_xa -Y, _y)7 f(la 17t)7 f(17 %, 5),‘]'8-11 f(l’, Yy, Z) = xyz—l—zz—y

6. Najdéte funkci f(x,vy), jestlize f(x +y,x —y) = 2% — 2wy — 2.
7. Najdéte funkci f(z), jestlize f(%) = %/ + 3.

z
Y Yy

8. Najdéte Dy, je-li f(z,y) rovno

a) %—i_y—ll? b) y2ix27
1 _ 1
) B 4 Vr-
e) -2y 0 VI—a)1- ),
1 -
g) m7 h) VY ST,

i) arcsin(z +y), D)V —1+1In(2— 22 — ?),
k) my*v/a2?—y? +Inzy, 1) Insinfr(z? 4+ y?)].

9. Najdéte Dy, je-li f(z,y,2) rovno

T 3.2 .2 ]
a) el b) J4—a22—y2—22 ¢) Ilnayz.

10. Najdéte obor hodnot funkei f, je-li f(x,y) rovno
a) V2+r—y, b) /9—a2—y2 c) cos(z?+y?),

d) e" v, e) 224y -1, f) 4—x2—y>

11. Najdéte vrstevnice grafi danych funkei f, je-li f(z,y) rovno

a) J1—22—92 b) 322+24% ¢) z-—vy,

d) 2y e) 22—y ) L
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12. Najdéte hladiny funkci f, je-li f(x,y,z) rovno

a) 2r+y—z b) 224y +2% ¢ 2?4y*-—2%

13. Rozlozte na slozky slozené funkce, je-li f(x,y) rovno

a) Vi—y+VTEy, b) es.

¢) VrZ+y?—2+In(d—2®—y?), d) Sinx——i_y,
Va2 + y?

e) ln%, f) arctg x%y.

Vysledky
1. v/p(p—2)(p — y)(@ +y — )i 2. a® \/4h? — %5 8. $2/47V;

2
4. a) V2,5, b)f%7 —3, ¢) neni def,; 5. xyz + =X, —f(z,y,2), t + %, 1+ 45

6. f(z,y) = 2y + 3 (2% —y?); 7. f(z) = 2?1+ 3

8.a)z #0,y #1, b))y # Fx,¢c) a2 +y2 #25,d) x>0,y >0,e) 3<z<3-vVI—22<y<VI—22 0
(lz| > IAlyl > V(2| <1AJY[ <1),g) z+y #k, k€ Z, h) 2kr <z < (2k+1)mAy > 0)V((2k—1)7 <z < 2kmAy <0),
i) =1 —x <y <1— =z, j) mezikruzi se stiedem [0,0] a poloméry 1 a v/2, bez vn&jsi kruznice, k) (z < 0Az <y < 0) V (z >
>S0A0<y<z),)2%k<a?4+y?2<2k+1, ke

9. a) R3 vyjma roviny y + z = 0, b) koule 22 + y2 + 22 < 4,¢) (x> 0,y > 0,2>0)V(z >0,y < 0,2 < 0) V (z < 0,y <
<0,z2>0)V(x<0,y>0,z<0);

10. a’) <0,00), b) (0’ 3)) C) <_171>7 d) (07 00)7 e) <_1’OO)7 f) (_0074>;

b) Lo o0
f/rr’;r,«' f"f-\ \‘.\‘ ¥ // // /// ///
I',llrjJ f’{ \ \ ‘L" /// ,// A
Hi Iﬁ : j | M LA
| ra ” /-/ rs
L / !Ja"‘f € 7 A 5 A
ARR! ddd pardr A
\ ;j')j’:;”;,f .r’i,: s /"/ i // J///
%\ NGBS/ L
d) w . N
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12. a) roviny 2z +y — z = k, k € R, b) kulové plochy 22 + 32 + 22 = k, k > 0, bod [0,0,0] pro k = 0, c) jednodilné

2
hyperboloidy z2 + v 22 1 pro k > 0, kuzelova plocha 22 +y2 = 22 pro k = 0 a dvojdilné hyperboloidy 22 2 vk
k k k l l l

pro k<0, k= —l.
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5.3 Limita, spojitost

Limita funkce, jak vime, stoji na pojmu okoli — pracuje s hodnotami funkci v bodech
blizkych néjakému bodu. Proto nejdrive zavedeme pojem vzdalenosti v n-rozmérném
prostoru.

Z geometrie zndme pojem vzdalenosti dvou bodia X = [z, 11], Xo = [22,ys] v rovingé
R2, ta se vypocita podle vzorce

d(X1, Xs) = /(21 — 22)% + (1 — 12)?,

a bodtt X = [z1,y1, 21], Xo = [T2, y2, 22] v prostoru R? podle vzorce

d(Xl, XQ) = \/(1‘1 — [L’Q)2 + (y1 - y2)2 + (Zl — 22)2.

. V souhlasu s témito vzorci je také vypocet vzdalenosti na pfimce:

d(iCl,.TQ) = |.Z'1 — 513'2’ = 1/ (.I'l — 513'2)2.

To nés vede k nasledujici definici:

Definice 5.19. Vzddlenost dvou bodu X = [x1,29,...,2,], Y = [y1,92,---,Yn] V
n-rozmérném prostoru R” je ¢islo d(X,Y") definované predpisem

d(X,Y) = /(1 —11)? + (22 — 12)? + -+ + (20 — )2,

Prostor, v némz je vzdalenost dvou bodii definovana pfedchozim vzorcem, se nazyva
eukleidovsky.

Poznamenejme, zZe k pojmu eukleidovsky prostor mizeme také dojit jinym postupem —
jedna se o priklad aritmetického vektorového prostoru se skalarnim souc¢inem (viz Dodatek
Geometrie) a ,vzdalenost“ vektori u, v je velikost jejich rozdilu, jestlize velikost vektoru
u definujeme jako ||ul| = /u- u.

Pojem okoli bodu v n-rozmérném prostoru R” nyni miizeme definovat pomoci vzda-
lenosti:

Definice 5.20. Bud A € R”. Mnozina
Us(A) ={ X e R"|d(A, X) <}
se nazyva okolt bodu A, mnoZina
Us (A) = Us(A) \ {A}

se nazyva redukované okoli bodu A. Cislo § se nazyva polomér okols.

V pripadech, kdy na poloméru okoli nezalezi, budeme index § vynechavat a budeme pro
okoli (resp. redukované okoli) pouzivat oznaceni U(A) (resp. U*(A)).
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Ve dvojrozmérném prostoru je okoli bodu otevieny kruh se stfedem v tomto bodé,
v trojrozmérném oteviend koule (na pfimce to byl otevieny interval).

V diferencialnim poctu funkce jedné proménné jsme uvedli véty o funkcich spojitych na

vvvvvv

spojité na uzavieném intervalu. Analogické véty plati i pro funkce vice proménnych. Pro
jejich formulaci je tfeba pojem uzavieného intervalu dostatecné zobecnit. To nas vede
k definici nasledujicich pojmu:

Definice 5.21. 1. Mnozina M C R" je otevrena v R", jestlize kazdy jeji bod lezi v
této mnozin€ i s néjakym svym okolim, tedy plati-li

Vee M JUX) : UX) C M,

2. M C R" je uzavrend v R", je-li R" \ M otevien4,

3. bod A € R" je hromadny bod mnoziny M, jestlize v kazdém jeho redukovaném
okoli lezi né€jaky bod pattici do mnoziny M, tedy kdyz plati

VU(A) . U (A) N M 40,
4. hranici mnoziny M C R" nazveme mnozinu h(M) bodi, v jejichz libovolném okoli

lezi alespon jeden bod patfici do mnoziny M a alespon jeden bod, ktery do M
nepatii, tedy

(M) ={X|VUX): UX)NM#D AN UX)N(R"\ M) #0D},

5. mnozina M C R" se nazyva ohranicéena nebo také omezena, jestlize libovolné dva
jejl body maji vzdalenost mensi nez néjaka pevné zvolena konstanta, tedy plati-li
Jk>0VX,Y e M: d(X,Y) <k,
6. mnozina M C R”™ se nazyva souwvisla, jestlize se kazdé jeji dva body daji spojit
¢arou, jejiz vSechny body patii do M (pojem ¢ary zde chadpeme intuitivné),
7. mnozina M C R" se nazyva oblast, je-li oteviend, ohranicena a souvisla,

8. je-li M C R™ oblast, potom mnozina M spolu se svou hranici, tj. mnozina M Uh(M),
se nazyva uzavrena oblast.

Poznamenejme, Ze v eukleidovském prostoru plati:
e mnozina M je oteviena, jestlize neobsahuje zadny bod své hranice,

e mnozina M je uzaviend, jestlize obsahuje celou svou hranici.

Nyni ptikroc¢ime k definici limity a spojitosti funkce z R™; definice bude formalné stejna,
jako analogické definice v R:
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Definice 5.22. 1. Rekneme, ze funkce f: M — R, M C R® ma v bodé¢ A limitu
b, kdyz

e A je hromadnym bodem mnoziny M,

e k libovolnému okoli ¢(b) limity b existuje okoli U(A) bodu A tak, Ze funkce f
zobrazi redukované okoli U*(A) do U(b), tedy

VUDb) FUA) : fFU(A)) CUD).
Potom piSeme )%ILHA f(X)=hb.
2. Rekneme, 7e funkce f: M — R, M C R” je vbodé A spojitd, jestlize

lim f(X) = f(A).

X—A

3. Rekneme, Ze funkce f: M — R, M C R" je spojitd na mnoziné M, je-li spojita
v kazdém bodé této mnoziny.

Priiklad 5.23. Provéirte pfimo z definice, Ze

lim T = Xy.
(z,y)—(z0,y0)

Z
Zvolme libovolné epsilonové okoli li- fpy) X
mity — interval (na ose z, na které B £
jsou funkéni hodnoty funkce dvou .J Tix,y) = x
proménnych) A
Z/{€ = (IQ —&,2 +€).

Méame najit redukované J-okoli
bodu [xg,yo] (tedy otevieny kruh
se stfedem [xg, 4], polomérem ¢ a
s odstranénym stfedem), tj. mno-
Zinu

Us ([x0, 90]) = { (2, 9) |

0<(z—z0)+ (y— o) <6},

ktera se prostiednictvim funkce f X
zobrazi dovnitf zvoleného okoli U.,

tedy ma platit Obr. 5.14:

lim T = g
(z,y)—>(zo 7y0)
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S Us ([x0,0])) C (w0 — €, 70 + ).
Ukazeme, Ze staci polozit § = e:

Je-li [z,y] € Ui ([zo,v0]), tedy plati-li (x — x0)* + (y — yo)? < &2, potom je (x — xg)* <
< &2, tedy —e < x — x¢ < ¢, odkud plyne, protoze f(z,y) = x, Ze pro takova [z,y] je
f(z,y) € (xg — €,20 + €), a to jsme méli dokazat.

Tento dosti jednoduchy pfiklad ma zasadni vyznam: ukazali jsme totiz, ze funkce
f(z,y) = =z, tak zvana prvni projekce, je v libovolném bodé spojita, ponévadz limita je
zde rovna funkéni hodnoté. Analogicky se totéz ukéaze pro druhou projekci, konstantni
funkci a ostatni zakladni elementarni funkce a odtud pomoci vét o limitach dostaneme
dulezity vysledek, obdobny tvrzeni pro funkce jedné proménné:

Véta 5.24. Elementdrni funkce jsou spojité ve vsech hromadnych bodech svého definic-
niho oboru.

Nyni uvedeme zminéné véty o limitach:

Véta 5.25. (O limité zazené funkce) Ezistuje-li )%imA f(x) = b, potom pro libovolnou

mnozinu M C Dy, jejimZ hromadnym bodem je bod A, plati
dim /(X)) = b.

Dusledek: Jestlize )%imA f/m(X) neezistuje, nebo jestlize pro dvé mnoziny M C
- Df, N C Df platz’
}EI}AJC/M(X) # )l(ﬂf/N(X)a

li X stuje.
potom XlinAf( ) neexistuje

Véta 5.26. (Aritmetické operace s limitami) Je-li )%imAf(X) = by, )%imAg(X) =
=by a k € R, plati:

lim (f(X) 4+ g(X)) = by + b, }iinAk’f(X) = kb,

X—A
B (PO g 00) = by, Jim K = B e, 20

Véta 5.27. (O limité sloZzené funkce) Necht je dana sloZend funkce
F(tl,tQ, e ,tn) = f(gOl(tth, c. ,tn>, (p2<t1, tQ, .. 7tn)7 ey @m(tl,tQ, e 7tn) ),
necht pro vnitini slozky p;, i = 1,...,m, této sloZené funkce plati

lim @i(tl,tz,...,tn):bi,izl,...,m,

(tl,tg,...,tn)—>(a1,az,...,an)
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a necht je vnéjsi slozka f(x1, 2, ..., xy) spojitda v bodé (by,ba, ..., by). Potom plati

lim F(tl,tQ,...,tn):f(b17b2,...,bm).

(t1,t2,..tn)—(a1,a2,....,an)

Véta 5.28. (Véta o sevieni) Jestlize pro kazdé X € U(A) plati g(X) < f(X) < h(X)
a jestlize }irri‘ g(X) = )%in}él hX) =1b, pak také )%imA f(X)=1b;

je-li specidalné | f(X)| < h(X) pro X € U(A) a }inh h(X) =0, potom )%imAf(X) = 0.

V dalsich nékolika piikladech budeme pocitat limity (resp. provéfovat, Ze tyto nee-
xistuji) u nékolika funkei dvou proménnych, ponévadz zde je mozno pro lepsi pochopeni
situaci znézornit graficky; bez Gjmy na obecnosti budeme pocitat limity v pocatku (v
pfipadé vypoctu limity v jiném bodé je mozno posunout poc¢atek do tohoto bodu).

Priklady uvadime hlavné proto, abychom na nich ilustrovali, jak komplikovana situace
muze byt v okoli bodi, v nichz funkce vice proménnych neni definovana, narozdil od
funkce jedné proménné, kdy ke kompletni predstavé o pribéhu funkce v okoli takového
bodu stacily jednostranné limity.

Priklad 5.29. Vysetiete limity lim  f(z,y), je-li

(2,4)—(0,0)
a) :(;;_—FyQ’ b)  flz,y) = M, ¢) flz,y) = (2® +y?) sin +.
Y x4y Ty
ReSeni. a) Plati xzjryQ = (m_z)gﬂ’) =z—y/ __,» PricemZ (z,yl)iin(o,o) x—y=0.
Odtud podle véty o limité ztizené funkce plyne, ze (w,yl)iiI%O,O) 95;—152 =0.

b) Defini¢nim oborem funkce je mnozina
D; =R?\ {(0,0)}, pricemz

By —wyt| 22— y? - Pyt
W = |2y ) |zy| 22+ 42 = |zyl,
a protoze lim |zy| = 0, je hledana limita
(z,y)—(0,0)
rovna nule.
Chovani funkce v okoli pocatku je naznaceno
v sousednim obrazku. Obr. 5.15: Zy—=y’

12+y2
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¢) Definiénim oborem funkce je mnozina Dy = { (z,y) | x # 0,y # 0}, tedy rovina
s vyjmutymi soufadnymi osami; vysetfujeme sa-
moziejmeé limitu vzhledem k tomuto defini¢nimu
oboru. Plati

1
(2% + %) sin—‘ < 2?4 y?
Ty

a lim (22 +9%) =0
(x,yw(om( ) =0
tedy hledana limita je rovna nule.
Sousedni obrazek opét naznacuje chovani funkce
v okoli pocatku; graf  kmita“ se zmensujici se
amplitudou, ale s nartistajici frekvenci.

Obr. 5.16: (22 + y?) sin +

Ty
]

Rozmanit€jsi a zajimavejsi byvaji pripady, kdy limita neexistuje; pro ovéreni tohoto
faktu pouzivame disledku véty 5.25 — jestlize pro dvé riizna zuzeni funkce je limita v
nékterém bodé rtizna, potom limita ptivodni funkce v tomto bodé neexistuje.

Priklad 5.30. Vysetiete limity  lim 0 f(z,y), je-li f(x,y) rovno

(z,y)—(0,

a) Provedme zuzeni funkce na libovolnou ptimku prochazejici po¢atkem z = kz. Dosta-
neme systém funkci

2ka? 2k
r2(14+k2) 1+ k2

hk(xay) = f(x?kx) =

je to systém konstantnich funkci — napiiklad pro
k =1, tj. pro pfimku y = x dostaneme

222
hl(x7y) = $2+$2 = 1/337507

pro k = %, tj. pro ptimku y = %x dostaneme

x2 4

%('T7y) :—:5/17507

h
2 + }11:2

2xy
12 +y2

tak jak je vidét v sousednim obrazku. Obr. 5.17:
Po kazdé piimce tedy vychazi jina limita — zadana
limita neexistuje.
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b) Provedeme-li opét zizeni na libovolnou piimku prochézejici po¢atkem, dostaneme sys-
tém funkci
k%S k?
hi(z,y) = fla, k) = ——— =22 ———
b y) =/ ) 8 + kAxd xt + k4
pricemz
k?2

. 2_ M
alcli%x x4+ k4 0

pro kazdé k.

Zdalo by se tedy, Ze hledana limita je rovna nule
(vzdyt se blizime k poc¢atku ,vSemi sméry“).

Provedme ztzeni dané funkce na parabolu y = 2.

Dostaneme

xt 2t 1

h(l’) = f(:E,iL’2)

~ w2 e

a lim h(z) = 1, hledan4 limita op&t neexistuje. Obr. 5.18: 7=

z—0

c) Provedeme-li ztizeni funkce na libovolnou pfimku prochézejici poc¢atkem, nebo jako
v predchozim ptikladé na parabolu, bude limita ztzené funkce rovna nule. Grafem funkce
je ale kuzelova plocha bez osy z — vrstevnice jsou kruznice; pro z = k dostaneme

2 2
=k o= (@5 -8 =4

Provedeme-li tedy ztZeni funkce napf. na kiivku y = —1 + /2 — (z — 1)2, dostaneme

h(x):f(z’_l_i_m):x2+1—2\/2—(a:—1)2+2—x2+2x—1 :2/#0

r+1—2—(z—1)?

a lim h(z) = 2, tedy hledana limita neexistuje.

z—0

A

Yy

((i
1

Obr. 5.19: ‘Ti—“_LZZ — vrstevnice Obr. 5.19: ,5222

P =
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Na zavér této kapitoly uvedeme véty o funkcich spojitych na uzavienych ohranicenych
mnozinach:

Véta 5.31. Jestlize je funkce f spojita na ohranicené uzaviené mnozineé M, potom
e je na mnoziné M ohranicend,
e md na mnoziné M mazrimum a minimum.

Je-li navic M souvisld, potom

e pro libovolné body A, B € M, A # B, nabude f kaZdou hodnotu mezi f(A) a f(B)
alespon v jednom bodée mnoZiny M.

Shrnuti

V této kapitole jsme formulovali pojem limity pro funkce vice proménnych. Definovali
jsme

e limitu funkce f v bodé A: )%imA f(X) = b, jestlize k libovolnému okoli U(b)

limity b existuje okoli U/(A) bodu A tak, ze funkce f zobrazi mnozinu U*(A)ND;
do zvoleného U(b).

Analogicky jako u funkce jedné proménné plati véty o limité zizené funkce, o aritme-
tickych operacich s limitami, o limité slozené funkce a o nerovnostech mezi limitami.

Pojem spojitosti funkce vice proménnych je definovan stejné jako u funkce jedné pro-
ménné. Funkce f je

e spojitd v bodé A:  plati-li )%imAf(X) = f(A),

e spojitd na mnoziné M: je-li spojitda v kazdém bodé této mnoziny.

Otazky a ukoly
1. Jak je definovana limita funkce vice proménnych?

2. Ukazte z definice limity, ze plati ( l)1rr% )1 = 1. Situaci znazornéte graficky.
z,y)—(0,0

3. Je-li lim[lirréf(x,y)] = 0, plati také ( l)m} b)f(x,y) = 07 Jestlize ano, dokazte.
r—a y— z,y)—\a,

Jestlize ne, pokuste se najit protiptiklad.



254 DIFERENCIALNI POCET II.

4. Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich tvrzeni:

e Jestlize plati lim  f(z,y) = L, potom lim f(x,b) = L.

(z,y)—(a,b) T

e Jestlize plati lim f(z,b) = L, potom ( 1)111% , f(z,y) = L.
T—a x,y)—\a,

e Jestlize plati lim f(z,b) = L, potom lini fla,y) = L.
y—?

r—a

e Jestlize plati lim  f(z,y) =0, potom lim f(cz,y) = 0 pro libovolnou
(2,y)—(0,0) (z,4)—(0,0)
konstantu c.

5. Je mozné na zakladé soustavy vrstevnic dané funkce v okoli né€jakého bodu usoudit,
zda limita funkce v tomto bodé existuje nebo ne? Pokuste se odhadnout, ve kte-
rém bodé nemaji limitu funkce z prikladu 11 ze cviceni ke kapitole o funkcich vice
proménnych.

6. Pro funkci f(z,y) = y/cos(z2 + y2) — 1 ziejmé plati f(0,0) = 0, a presto tato funkce
neni v bodé (0, 0) spojita. Pro¢?

Cviceni

1. Vypocitejte nasledujici limity:

. 2 . 1—/(z—2)(y+1)+1
a lim &, b lim ,
) (ey)—(1,3) 42% —y ) (29)—(2,-1) (r—2)(y+1)
2
c lim S8LY d lim (1 + zsin -1 )" v
) (2y)—(m1) Y~ + 1 ) <x,y>~<o,—1>( i)
: drz - e2ety—2) _
| f | =
) (o2 o(102) 2 + 2 ) (w110 €707 — 1
2. Ukazte, ze nasledujici limity neexistuji:
a)  lim _3x% b)  lim _ 2
(29)—(00) T° +y*’ (29)—(00) 22 — y*’

3
day d) lim 3T°VY

c lim , ,
) (@)—(0,0) * + Y

(2,5)—(0,0) 3y* —

ysinz . lim x(cosy — 1)‘

e i ,
) (z.9)—(0,0) T° + Y (@y)—(00) =+
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3. Zjistéte body nespojitosti nasledujicich funkei:

a) f(r,y)=sin-L, b) flry) = !

sin? rx + sin? my’

{—ﬂL—x#ay#o

;1:2+y2

Q) flay)=TH3AE gy ey =
0 r=0,y=0

y*—2x

Y

2’y — ay’
T 5 0 0
0 Z’ZO,yZO

Vysledky

1. a’) 37 b),C) 7%7 d) 827 e)vf) 2;

.a)y=x—km, k€Z,b)ax=kAy=1kI1€EZc)y? =2z d) (0,0), e) 22 + y = 1, f) vude spojita.

5.4 Derivace

Parcialni derivace

Definice 5.32. Necht je funkce f(z,y) definovana v jistém okoli bodu Xy = (g, y0) € R?
. Zvolme y = yo a uvazujme funkci fi(x) = f(x,yo) jedné proménné x, ktera je definovana
v jistém okoli bodu zy € R . Existuje-li vlastni derivace f](zo) funkce f; v bodé z¢ , tedy
existuje-li konecna limita

lim fi(wo +h) — f(wo) ~ im f(xo + h,yo) — (o, o) T f(Xo + hi) — f(Xo)
h—0 h h—0 h h—0 h

nazyvame ji parcialnt derivact pronitho radu funkce f v bodé X, podle proménné x.
. T P
Obvykla oznaceni: f!(Xy), %(Xo).

Podobné se definuje parcialni derivace funkce f podle (druhé) proménné y v bodé Xj.
Rozumi se ji vlastni derivace funkce f2(y) = f(xo,y) v bodé y = yp.

Obvykl ozmacent: f;(Xo), 3£(Xo).

Z definice parcialnich derivaci je patrné, jak se provadi jejich vypocet. Poc¢itame-li napti-
klad f!(Xy), dosadime y = yo do funkéniho pfedpisu f(z,y) a derivujeme vzniklou funkeci
jedné proménné podle obvyklych pravidel. Pozadavek dosazeni y = 19 miizeme pii prak-
tickém vypoctu nahradit tim, Ze y nepovazujeme za proménnou a derivujeme obvyklym
zpusobem podle proménné . Z definice dale vyplyva, ze pro vypocet parcidlnich derivaci
plati pravidla o derivovani souc¢tu, souc¢inu a podilu funkci.

Geometricky vyznam parcialnich derivaci

Jestlize roviny = = x¢ a y = yo protinaji graf funkce f(x,y) v kiivkach y = yo, z = f(x,y)
resp. ¥ = Tg, z = f(v,y) a v bodé X, existuji parcialni derivace f;, f, , potom tecny
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k témto kiivkam v bodé X, sviraji s osou x resp. osou y uhly «, 3, pro které plati
tga = f1(Xo), tgf = f,(Xo).

Obr. 5.20: Parcialni derivace podle x

Analogicky se definuji parcialni derivace funkci vice proménnych:

Necht f: A - R, ACR" Xy= (29,...,2%) je vnitini bod mnoZiny A. Existuje-li
(vlastni) derivace funkece g : g(t) = f(2?,...,2) |, t,20,,,...,2%) v bodé t = 2?, nazgvame
tuto derivaci ¢'(2?) parcidlni derivaci funkce f v bodé X, a znacime ji f, (Xo) nebo

g—i(Xo), tedy

o ) i T ) = fadhead)
é h—0 h
T f(Xo+he;) — f(Xo)
h—0 h '

Necht f: A — R, A CR" a necht B # () je mnozina vSech bodd X, v nichZ existuje par-
cialni derivace f, (X). Funkci g : B — R, g(X) = f; (X) nazgvame parcidlni derivaci

of

funkce f podle i-té proménné na mnoZiné€ B a znacime ji f, nebo T
(2

Priklad 5.33. Mame vypocitat parcialni derivace funkce
f(z,y,2) = 2y + 3232 + 2* + 2zy2
podle vSech proménnych; potom méme uréit f.(X), Xo = (3,0, —1).

Reseni. Pocitejme f’ : Proménné y, z povazujeme za konstanty a f derivujeme jako
funkci jedné proménné x; dostaneme:
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fo=y* 1432322 + 0+ 2yz - 1 = y* + 92?2 + 2yz,
podobné f; =2xy +2rz, f, = 323 + 423 + 2xy.

Odtud po dosazeni f/(3,0,—1) = —81. O

Piiklad 5.34. Mame vypocitat f;(1,1), je-li

zY

f(z,y) =2 + (Inz) - (arctg(arctg(arctg(sin(cos 2y — In(x + y))))))-

Reseni. Nemame za tkol vypoéitat parcidlni derivaci na mnozing, ale jen v bodé. Proto
bude vyhodnéjsi sestavit prislusnou funkci jedné proménné, ktera vystupuje v definici
derivace v bodé — funkci g(y) = f(1,y), vypocitat ¢ a potom dosadit y = 1:

gly) = " +o0- (arctg(arctg(arctg(sin(cosy — In(1 4+ y)))))) = 1;

gy =0, ¢(1)= f,(1,1) =0,
0

Ma-li funkce jedné proménné derivaci, je spojita. Na vice nez jednu proménnou se vsak
tento vysledek nepfendsi. I kdyz existuji f, a f,, nemusi byt funkce f spojitd. Je tomu
tak proto, ze parcialni derivovani se tyka jen limit podél pfimek rovnobéznych s osami
soutadnic, zatimco u spojitosti jde o limity ,,ve vSech smérech libovolnym zptisobem®. My
se budeme zabyvat pfevazné jednim speciadlnim typem funkci, u kterych tyto problémy
odpadnou; jsou to tzv. hladké funkce:

Definice 5.35. Jestlize funkce f mé na néjaké oblasti A C D spojité parcidlni derivace
podle v8ech proménnych, fekneme, Ze je na této oblasti hladkd (nebo tridy Cy). Graf
hladké funkce dvou proménnych se nazyva hladka plocha.

Pro hladké funkce plati nasledujici véta:

Véta 5.36. Hladkd funkce je spojitd.

Smérova derivace

Pojem parcialni derivace zobecnime tak, Zze misto jednotkovych vektort rovnobéznych se
soufadnymi osami baze budeme uvazovat libovolny vektor u € E,,:

Definice 5.37. Existuje-li kone¢na limita

lim f(Xo +hu) — f(Xo)

b0 h = fu(X0)7

nazyvame ji derivact funkce f v bodé€ X, podle vektoru u. Je-li vektor u jednotkovy,
hovofime o smérové derivaci.
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hu._

xylE[1,1]=>h=0

Obr. 5.21: Smérova derivace

Poznamenejme, ze pfimo z definice bezprostiedné plyne

foa =l

Jestlize si uvédomime, Ze pro pevné dany bod Xy a vektor u je vyraz f(Xo+hu) = g(h),
tedy funkce jedné proménné h, pricemz f(Xy) = ¢(0), miizeme predchozi definici napsat
ve tvaru:

R

= ¢'(0);
takze derivaci podle vektoru mtizeme pocitat nasledovneé:

Priklad 5.38. Vypocitame derivaci funkce f(z,y,2) = 2z* + 3y — 2* podle vektoru
u = (3,2,1) v obecném bodé X = (x,y, z) a potom v bodé X, = (1,2, —1).

Reseni. Sestavme pro tento piipad funkci g:
Xo+hu=(z+3hy+2hz+h), gh)=2(x+3h)?2+3(y+2h)—(z+h)?
§(h) = A(n +3h) 3+6—2(z+h), g(0) = 120 — 22 +6 = f(r,y, 2);
£(1,2,-1) = 20,

Vypocitame jesté derivaci zadané funkce v daném bodé€ ve sméru vektoru u, tedy podle
jednotkového vektoru ug = m:

_ 1 o 1 90
1,10(1’2’_1)_m'ﬂ;(laza_l)—ﬁ-QO—\/—ﬁ, n
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Gradient

K vypoctu smérovych derivaci je vyhodné pouzit tzv. gradient funkce:

Definice 5.39. Vektor

gradf(Xo) = (f;,(Xo), ... fz,(Xo))
se nazyva gradient funkce f v bodé X,.

Poznamka: V pripadé, ze funkce f je hladka, pouziva se nékdy namisto nazvu gra-
dient a oznaceni gradf(Xy) téZ ndzvu derivace funkce a oznaceni f'(Xj).

Véta 5.40. Je-li f funkce hladkd na oblasti A, plati pro kaZdy vektor u
XeA = fUX)=u-gradf(X).

7 této véty vyplyva velmi dilezité vlastnost gradientu:
Pro skalarni soucin vektort plati u - v = ||u||||v|| cosa, kde « je tithel mezi vektory u a
v. Pro smérovou derivaci (||ul| = 1) tedy plati

fo(X) =u-gradf(X) = [lgrad f(X)|| cosa.

u

Ptame se, ve kterém sméru bude v daném bodé smérova derivace nejvétsi: je vidét, ze to
bude v pripadé a = 0, kdy je cosa = 1, a v tomto ptripadé bude rovna velikosti gradientu.

Geometricky vyznam gradientu

Gradient grad f(X) udava (v definiénim oboru!) smér, ve kterém, vychazime-li z bodu X,
funkce nejrychleji roste (v pfipadé funkce dvou proménnych je to smér kolmy na vrstevnici,
v piipadé funkce tii proménnych smér kolmy na hladinu funkce).

Obr. 5.22: f(z,y) = x* — y?, graf, vrstevnice a gradient
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Nyni zobecnime na funkce vice proménnych pojem diferencialu:
U funkce jedné proménné jsme definovali diferencial jako linearni ¢ast priristku funkce, ji-
nak feceno bylo to zobrazeni h — f’(xq) h (pro funkci diferencovatelnou v zy). Analogicky
budeme postupovat u funkce vice proménnych:

Diferencial funkce vice proménnych

Definice 5.41. Necht funkce f je hladka na oblasti A, bod X, € A a h je vektor. Potom
zobrazeni

df (Xo,h) = grad f(Xo) - h = f{,(Xo)

nazyvame diferencidlem funkce f v bodé X,. Misto df(Xo,h) nékdy piSeme jen
df (Xo).

Je-li f funkce dvou proménnych, f = f(z,y), Xo = [zo, ], h = (dz,dy), potom

df (Xo, h) = f1(20, y0) dx + f, (w0, Y0) dy.

Obr. 5.23: Geometricky vyznam diferencialu

Také u funkce vice proménnych vyjadiuje diferencial linedrni ¢ast prirtistku funkce
vzhledem k pfirtistkovému vektoru X — X,. V pripadé funkce jedné proménné se pomoci
diferencidlu dala urcit rovnice teény ke grafu funkce f v bodé xy:

y — f(wo) = df(wo) = f'(20) (x — o),

analogicky v pfipadé funkce dvou proménnych dostaneme pomoci diferencidlu rovnici
te¢né roviny v bodé [xg, yo):

z — f(20,90) = df ((z0,%0) (z,y)) = f1(20,%0) (x — 20) + £, (0, Y0) (¥ — Yo),
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neboli

fa(@o,y0)  + f (20, y0) ¥ — 2 + f (0, 40) — o fr(T0, o) — Yo £, (0, o) = 0,

coz je obecna rovnice te¢né roviny. Z tohoto tvaru rovnice vidime, ze normalovy vektor
k tecné roviné a tedy i ke grafu funkce f v bodé [xg, yo, f(x0, yo)|] ma tvar

n= (f;(xoa%)af{,(xo,yo)a —1)
a normala ke grafu funkce f v tomto bodé mé rovnice

r—To Y —Yo _Z—f(ifojyo)

fi(o,90) B fg;(a:anO) -1

Umime tedy najit tecnou rovinu k plose, ktera je grafem néjaké funkce dvou proménnych;
muze se stat, zZe plochu nemuZeme chépat jako graf funkce (napf. kulovou plochu).
Ukéazeme si, jak 1ze postupovat v takovém pripadé.

Uvazujme plochu o rovnici f(x,y,z) = 0 a na ni bod Xy = [z, ¥o, 20] (napt. elipsoid
2%+ 2y* + 322 — 6 = 0 s bodem X, = [1, 1, 1]); mame najit rovnici te¢né roviny k zadané
plose v zadaném bodé. V nékterych pripadech je mozné chapat ¢ast této plochy kde lezi
zadany bod jako graf jisté funkce (v pfipadé uvazovaného elipsoidu by to byla funkce
z = f(z,y) = % 6 — 22 — 2y?) a pouzit pfislusny vzorec, vypocet by vSak byl dosti
komplikovany, navic existuji pfipady, kdy takto postupovat nelze (napf. pro plochu o
rovnici ze¥ + ye® + ze® — 3e = 0 a bod [1,1,1]). UkdZeme si jiny postup:

Rovnici f(z,y,z) = 0 miZeme chépat jako nulovou hladinu funkce tf¥i proménngch
f(z,y,2) (je to prostorova analogie vrstevnice funkce dvou proménnych). Vime, Ze
gradient funkce f v bodé na hladiné ma smér kolmy na tuto hladinu (je to, jak vime,
smér nejrychlejsiho ristu funkce) — je to tedy normalovy vektor této hladiny v pfislusném
bodé, tedy i norméalovy vektor hledané tecné roviny. Jeho slozky budou tedy koeficienty
u jednotlivych proménnych v rovnici hledané tec¢né roviny, ktera bude mit tvar:

fr(Xo)x + f1(Xo)y + fi(Xo)z +d = 0.
Absolutni ¢len d pak uréime z podminky, Ze zadany bod na této roviné lezi.

Priklad 5.42. Mame najit rovnice tené roviny ploch danych rovnicemi f(z,y,z) = 0
v bodé Xy = [1,1,1], je-li

a) f(r,y,2)=2*+2y>+322—-6, b) f(x,y,2)=ze¥+ ye* + ze* — 3e.
ReSeni. a)
grad f = (22,4y,62), grad f(Xo) = (2,4,6),
rovnice te¢né roviny ma tedy nasledujici tvar

r4+2y+32+d=0, kde d=—(x+2y+32)p1,1 = —6;
= r4+2y+32—-6=0.
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b)
grad f(2,, 2) = (e + ze%, ae¥ + ¢, ye* + ¢),  grad f(Xo) = (2e, 2, 2¢),

r4+y+z4+d=0, d=—-(rv+y+2)p1y=-3%= 2+y+2—-3=0.

Obr. 5.24: Plochy a te¢né roviny z prikladu 5.42

Poznamenejme, Ze rovnici te¢né roviny k ploSe o rovnici f(z,y,z) = 0 v bodé
Xo = [0, Yo, 20] lezicim na této plose miZeme napsat ve tvaru

(X — Xo) - grad f(Xo) =0, neboli

fo(0, 90, 20) (% — 20) + f,(%0, Y0, 20) (¥ — ¥0) + f2(T0, Yo, 20) (2 — 20) = 0

— vektor s koncovym bodem v libovolném bodé te¢né roviny a poc¢ate¢nim v bodé dotyku
(tedy lezici v te¢né roving) je kolmy na gradient funkce, jejiz hladinou je rovnice dané
plochy.
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Shrnuti
V této kapitole jsme zavedli pro funkeci vice proménnych f(z1,...,z,) pojmy

e parcialni derivace podle z; v bodé [a4, ..., a,]|: derivace funkce jedné proménné
g(x;) = f(ay,...,a;i_1, 2 @ir1, ..., a,) v bodé a;, neboli (pro funkei dvou pro-
ménnych f(x,y) a bod [z, yo])

f(xo+ h,y0) — f(%o, Yo)

fé(manO) - }llli)r(l) 7 :
1 ) + h) — ,
fo(®o,%0) = }Llil(l) f (o, o I)z S (o yo)’

e parcialni derivace podle x; na mnoziné M: funkce, ktera kazdému bodu mno-
ziny M pritazuje parcialni derivaci funkce f v tomto bodé,

e derivace funkce f podle vektoru:  (pro funkci dvou proménnych f(z,y), bod
[0, Yo] a vektor (u,v))

. X —i—hu, —I—hv _ Zo,
f(/u,v)@o,yo):}lllg(l) f (o Yo . ) — f(zo ?Jo)’

e gradient funkce v bodé:  vektor, jehoz jednotlivé slozky jsou parcialni derivace
podle jednotlivych proménnych,

grad [ = (fo,s fags - fan)i

e hladké funkce (t¥idy C;) na mnoziné M:  funkce, jejiz parcidlni derivace jsou
spojité na mnoziné M,

e gradient hladké funkce udava smér, ve kterém funkce nejrychleji roste, je to
tedy smér kolmy na vrstevnici funkce dvou proménnych a na hladiny funkce tii
proménnych,

e je-li f hladka funkce, plati pro vypocet jeji derivace podle vektoru u vztah
fo=grad f-u,

pro hladkou funkci f jsme dale zavedli pojem

e diferencial funkce f: zobrazeni, které kazdému vektoru ptifadi derivaci funkce
f podle tohoto vektoru;

je-li f funkce dvou proménnych, potom jeji diferencial v bodé [z, yo| pro vektor
h = (dz,dy) mé tvar

df (Xo,h) = f,(20,y0) dz + f, (w0, yo) dy.
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Otazky a ukoly

1.

10.

Napiste vztahy pro definici derivace funkce t¥i proménnych v néjakém bodé podle
vSech proménnych.

Je dana kiivka, kterd vznikla jako fez plochy z = 22 + y? rovinou x = 2. Najdéte
smérnici tecny k této kiivce jdouci bodem |2, 1, 5].
Je déana kiivka, kterd vznikla jako fez plochy z = 2%y rovinou y = % Najdéte
smérnici teény k této kiivce jdouci bodem [1, 1, 1].

Jestlize plati f(1,1) =3, f(1,02, 1) = 3,05 a f(1, 0,97) = 2,4, odhadnéte f/(1,1) a
fy(1,1).

. Najdéte funkci f(z,y) dvou proménnych tak, aby platilo f,(z,y) =1, f,(z,y) = 2

v libovolném bodé [z, y] € R?, pticemz f(0,0) = 3. Kolik je takovych funkci?

. Necht pro hladkou funkci f plati: f;(2,3) =4 a f,(2,3) = 5.

a) Nakreslete grad f(2, 3).

b) Pro ktery vektor bude smérova derivace (tj. derivace podle jednotkového vek-
toru) v bodé [2, 3] nejvétsi?

c¢) Jakou hodnotu mé tato nejvétsi smérova derivace?

Existuje pro danou hladkou funkci f(x,y) a bod [a, b] vzdy vektor u tak, aby platilo
fala;b) =07

. Jestlize plati f;(a,b) =2 a f,(a,b) = 3, ve kterém sméru (tj. podle kterého jednot-

kového vektoru) bude derivace
a) rovna nule, b) nejvétsi mozna, ¢) nejmensi mozna?

. Necht Xy =[1,1,2], X = [1,01, 1,02, 1,99], u = X — Xj, ug = % a pro funkci f

[[all

plati f(Xo) = 4, fi,(Xo) = 3. Vypoctéte piiblizné f(X).

Ve vedlejsim obrazku jsou nakresleny Ctyfi v
vrstevnice funkce f blizko bodu [0, 0]. 0,04
a) Odhadnéte f.(0,0). 0,03 A
< /
b) Odhadnéte f,(0,0). (X7 S o
c) Nakreslete grad f(0,0). 0T oha )
d) Jaky thel svira gradient v bodé [0,0] s S~ ot ot ohs
vrstevnici prochéazejici timto bodem? B\l}oz
e) Odhadnéte f}(0,0), je-li 5,00
— (L1
u=(%3) Obr. 5.25: Vrstevnice 1



5.4 DERIVACE

265

, 502 5,01, 5,00
/ 4,99
11. Ve vedlejsim obrazku jsou nakresleny ctyti //
vrstevnice funkce f. 0,10 / /
a) Nakreslete grad f(P) a odhadnéte jeho 0,08 [
velikost. \
. o , " 0,06 \
b) Ve kterém z bodi P, @) mé grad f vétsi \
velikost? 0,04 il
¢) Odhadnéte (0,02, 0,05). 0,02 \ \ N
d) Odhadnéte f,(0,02, 0,05), je-li VY
_ (V3 1 0,02 0,06 0,10
Obr. 5.26: Vrstevnice 2
Cviceni

1. Najdéte parcialni derivace danych funkci f v daném bodé A podle vSech promeén-
nych, je-li f(z,y) resp. f(x,y, 2z, u) rovno:

ma2y, [4,6], b) % +2 [1,1],
e’ siny, [1,2], d) 3x?y+e™, 3, 2],

arctg x, 0,1], ) /223 — 332, 3, 2],

TCOSY —YyCosT
sz tsimy 00k b)) (@ +y+ 22+ ), [3,2,1,0)

2. Vypoctéte parcidlni derivace danych funkci f podle vsech proménnych, je-li f(z,y)
resp. f(x,y, z) rovno:

¢y _z I S
y+z z’ b) $2+y2+227
x J—
arctg f— d) 2cos(zy — 2) + (2z — 2)?%y?,
ev 4 v, f)  aye*t,

In(e — In(a? +92)), h) VI— 22+ 42— 1+ /I —a% — 32,

: 2+’ —x
i) DY —)

cosy
(Inx)eosy, gy 4
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k) 2%, 1) sin(2? +y?) + arcsin 75,

m) (3z + 22)Y7, n) (ytgz)ne,

0) (cosx)lsV™ " p) (sinz)®* (cotgz)¥mY.

3. Ukazte, ze zadané funkce vyhovuji danym diferencidlnim rovnicim:

a) z—y’sin(z® —y?), y’z, +awyz, =2z,

_ Yy _
b) u=¢g, ru), +yu, =0,
u:arctg%, zu), +yuy, =0,
u=Iny—Inz, zu), +yuy, =0,
__2xy _
U—W, ZCle+yU;—0,
¢) z=f(@*+1?), yz, —xz,=0, jelifhladké funkce.

4. Vypoctéte derivace danych funkci v danych bodech podle danych vektort:
a) f(r,y,2)=ve?+y’+22, X=[L11], u=(0,2-1),
b) f(:L“,y,Z) = (y tgz)lnx’ X = [Lla%]’ u= (1,1,0),

c) flz,y)=a, X =[10, u=(1,1).

5. Vypocitejte smérové derivace funkci f v danych bodech, je-li jednotkovy vektor
zadan pomoci uhli «, 3, v, které svird postupné se souradnymi osami x, y, 2:

a) f($,y):3$4—5(72y3+y2, X:[_171]7 a = 7ﬁ

ol
I

w3

N

b) f(z.y,2) =y’ +y’ —wyz, X=[L1,2], a=%, =7 7=3.

6. Najdéte derivaci funkce f(x,y) = In(z%+?) v bodé [zg, yo] ve sméru vektoru, ktery
je kolmy na vrstevnici funkce f prochazejici timto bodem.

7. Najdéte velikost a smér gradientu funkce f(z,y,z) = %, kde r = /2% + y2? + 22,
v bodé [xo, Yo, 20]-

8. Najdéte prirtistek funkce (diferenci) Af a diferencial df funkce f(z,y) = 422 +2xy—
— y? + 2, jestlize z bodu X, = [3, —1] ptejdeme do bodu X = [—1,2].
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Vyjadtete diferencial funkce f v bodé X = [z,y] # [0,0] resp. X = [z,y,2]| #

=[0,0,0], je-li f(x,y) resp. f(x,y,z) rovno:
a) z2—2rxy+y* b) Iny/z2+19y? c) arctg g—;‘z,

d) a?+y2+y? e) e¥cosby, f) 3a¥Z

Vypoctéte hodnotu diferencialti pro dané funkce f, dané body X, a prirtstky, je-li:
a) arctg 2, Xo = [2,1], dr = 0,01, dy = 0,05,

b) 2% siny arctgz, X)=[-4,%,0], dx = 0,05, dy = 0,06, dz = 0,08.

Pomoci diferencialu vypoctéte ptiblizné:

a) /3,08 19,012, b) 4,004 - 2,002 - 3,003,
¢) In(y/0,96 + v102+2), d) sin151°-cotg4l,

e) sinl,51-arctg0,8-273%  f) 1,05%0.

O kolik se priblizné zméni thlopticka a plosny obsah obdélnika se stranami x = 12m,
y = 9m, jestlize se prvni strana zvétsi o 2cm a druhé zmensi o 4cm?

Vyska kuzele je h = 15cm a polomér zakladny r» = 8cm. O kolik se priblizné zméni
objem kuzele, jestli- Ze se vyska zvétsi o 0,3cm a polomér zakladny se zvétsi o 0,2cm?

Doba kmitu 7" matematického kyvadla se rovna 17" = 277'\/% , kde [ je délka kyvadla

a g gravitacni zrychleni. S jakou chybou je urcena doba kmitu 7', jestlize pfi méfeni
byla délka urcena s chybou dl = a a zrychleni s chybou dg = b?

Najdéte rovnici teéné roviny a normaly ke grafu funkce v daném bodé na grafu
funkce:
a) flz,y)=a'+22%y—ay+a, T=I[172]

b) f(zy) = zy, T =1[7,2,2.

Najdéte délku tiseku pfimky z+1 = 0, y —4 = 0 mezi grafem funkce f(x,y) = 2® +
+y? + 22 — 2y + 2 a te¢nou rovinou ke grafu této funkce v bodé T' = [0, 2, 2].

K elipsoidu 22 + 2y? + 22 = 1 najdéte tecnou rovinu, kterd je rovnob&znd s rovinou
4o +2y+ 2z = 0.



268 DIFERENCIALNI POCET II.

Vysledky

1) a) 167, 165, b) 0, 0, c) esin2, ecos2, d) 36 + 2e5, 27+ 3¢5, e) 1, 0, f) 0,94/30, —0,64/30, g) 1

h)% 75 02) )f z%?fé:%+%7f;:%g_ )flim7c)ffl+lmzvfé:ﬁ7

d) fI = 72y sin(zy — 2) + 4z(2z — 2)%y3, f = —2zsin(zy — 2) + 6(2z — 2)%y?, f, = 2sin(zy — 2) — 2(2z — 2)y>,

) Ji = e +ye gy = el et ne, D) £ =y 4 D = (14 W), 9) S = Gy
1 cosy—1 p/ _ _ cosy N —(z"+3y7)

h) neex., i) fi = cosy(lnx) s fy siny (Inx) Inlnz, j) fL, PN/ s v

k) f, =z%’ gV 1(ylnac—l) Iy =" VgV 1n?

1) f! =2zcos(x? +y2 + \/ﬁ’fy = 2y cos(x? +y?) — y%/%’

m) f; = 3yz(3z + 22)Y* 71 f} = z- f(x,y) - In(3z + 22), £ = f(z,y) - (yIn(3z + 22) + 52257),
n) fi = flzy) - Ltgz fi =nay™ Mg )", fL =y Inx (tg2)™ " 5
0) fL = (cos y)®°= # (cos z) (o5 V)" ~1(_gin z), fy=f(z,y) - Incosz cos z (cos )~ 1 (—siny),

fi = f(z,y) - Incosz (cosy)°°>? Incosy (— sin z),

p) f. =tgy(sinx)*®*~ ! cosx (cotg z)S ¥, fé = (sinz)*8 #(cotg 2)I"¥ In cotg z cos y,

= (sinz)%~ Insinx Cosl2 ~ (cotg 2)5I0Y _ (sinx)t8# siny (cotg z)siny—1 sin12 <

3.a) 3v/3,b)c) 0;4.a) —5v/3—1,b) 1

5 i\/ﬁ; 6. 1, pfi umisténi do podatku sméfuje k bodu [zo, Yo, 20];

6. Af : 733,df = —96; 8. a) —0,018, b) 0,005; 9. a) 49,605, b) 434,592, c) 1,38296, d) 0,555, e) 0,005, f) 1,1

9. du = —0,8cm, dP = —0,3m?; 10. 70,37cm?; 11. 7(ag — bl)/g\ﬁ;
a)br+y—y+3-025 =y=Y2 b)2w+y—y=251 =y—2=22

13. 5; 14. 4z + 2y + z + /19 = 0.
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5.5 Derivace a diferencialy vyssich rada, Taylorova
véta

Parcialni derivace, které jsme zavedli diive, nazyvame parcialnimi derivacemi prvniho
fadu pro odliSeni od parcidlnich derivaci vyssich radd, které se zavedou takto:

Definice 5.43. Nechf funkce f : A — R, A C R” mé v n&jakém okoli bodu X, € A
parcialni derivaci podle i-té proménné f; . Existuje-li derivace funkce f; podle j-té pro-
ménné v bodé X, , nazyvame ji parcialnt derivact druhého radu funkce f v bodé

Xy podle i-té a j-té proménné (v tomto potradi) a znacime ji f;’izj nebo 8225; (Xo); je-li

. C 92
i = j, piSeme 8—961;(X0).
k2
Je-li i # j, nazyvame parcidlni derivace fa’:’ixj resp. f;’] »; Smisenymi parcialnimi deri-
vacemi druhého radu.

Analogicky jako u parcidlni derivace prvniho fadu zavadime pojem parcialni derivace
druhého tadu na mnoziné. Nazyvame ji funkci X +— fg’g’ﬂj, ktera je definovanéa na
mnoZziné B C A takové, Ze pro kazdé X € B existuje [, (X).

Jsou-li vSechny parcialni derivace druhého radu funkce f spojité, potom matice sestavena
z parcialnich derivaci druhého fadu

7 7 . "

T1T1 122 T1Tn
1 1 . "
Tox1 Toxo ToTn
7 7 . "
TnTl Tn T2 TnTn

se nazyva druha derivace funkce f a znac¢i symbolem f”.
V naznaceném postupu mutzeme pokracovat pii zavadéni parcidlnich derivaci vyssich rad.

Pro smisené parcialni derivace druhého radu plati nasledujici tvrzeni:

Véta 5.44. (Schwarzova) Necht funkce f: A — R, A CR™ ma v néjakém okoli bodu

Xo € A parcidlni derivace [, [y fr.0,0 [3,0, » které jsou spojité v bodé Xq . Potom plati

frie, (Xo) = [, (Xo).

Funkci majici spojité parcidlni derivace az do fadu k nazyvame funkci tridy C). Ma-li
funkce spojité parcialni derivace vsech radu, rikame, Ze je tridy C..
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Pro funkce tiidy C} plati zobecnéni Schwarzovy véty — smiSené parcialni derivace pro
libovolnou permutaci m-tice proménnych (m < k), podle kterych derivujeme, jsou si
rovny, tedy

flm) —
Tig Tigy-rLim x]l 1’]2 ----- Tjm
je-li (zj,,%j,,...,xj,) libovolnad permutace m-tice (z;,, T4y, . .., %, ).

Miizeme také definovat derivace vyssich fadi podle vektoru:

Definice 5.45. Necht funkce f : A — R ma v U(Xy) C A derivaci f,(X). Jestlize
existuje v bodé X, derivace (f}),(Xo) funkce f; podle vektoru v, fekneme, ze f mé v
bodé X, derivact druhého radu podle vektord u,v a znacime ji f} (XO)

Obecné indukci definujeme derivaci k-tého fadu podle vektort uy, us, ..., uy:

!/
k k—-1)
fl.(ll?uz ..... (fl(ll uz,..., uy > uy .

Necht f je t¥idy (alespon) Cy. Vyjadieme funkci u — f// pomoci parcidlnich derivaci;
nejdiive pro funkci dvou proménnych a u = ai -+ bj:

fow = (fdu=a(f)e +b (f(l)'y =

=alafy+bf), +b(af,+bfy),=afl, +2ab f;, +Vfy,

Vznikly vyraz mizeme symbolicky zapsat ve tvaru:

02 02 O? ) o\
2 O 2 (a1 p
(a 8x2+2ab8178y+b 8y2> (f) <a8x+b8y> (f).

Obecné (indukci) lze ukazat, ze pro u = (ay,as, ..., a,) je

Diferencial k-tého fadu

Definice 5.46. Je-li f: A — R t¥idy C,,, pak pro libovolné Xy, € A a k < m funkci,
ktera kazdému vektoru h = (hy, ..., h,) pfifadi k-tou derivaci funkce f podle vektoru h,
tedy funkci

706 ) = F000) = (e =) (06

nazyvame diferencialem k-tého radu funkce f v bodé X,.

Misto d* f(Xo, h) nékdy piseme jen d* f(Xy).



5.5 DERIVACE A DIFERENCIALY VYSSICH RADU, TAYLOROVA VETA 271

Napriklad pro funkci t¥i proménnych ma druhy diferencial pro obecny prirtistkovy vektor
h = (dx, dy, dz) nasledujici tvar:

d* f(Xo) = [ia(Xo) da® + fy,(Xo) dy® + fLL(Xo) d2*+

—|—2f;’y(X0) dedy + 2f) (Xo) dxdz + Zf;Z(XO) dy dz.

Druhy diferencial byva vyhodné zapisovat v nasledujicim maticovém tvaru:

" " "
T1T1 r1x2 T1Tn dml
" " " d
.. .Z‘2
2 T2T1 T2T2 ToTn
d f: (dl‘l,dl’g,...,dl'n) . . . .
" " "
TnTl Tpx2 TnTn dxn

Aproximace funkce Taylorovym polynomem

I v piipadé funkci vice proménnych byva vyhodné nahradit funkci v okoli néjakého bodu
polynomem — stejné jako v pfipadé jedné proménné k tomu slouzi Tayloriv polynom:

Definice 5.47. Ma-li funkce f spojité parcidlni derivace az do fadu k na okoli U(X))
bodu Xy, potom Taylorovym polynomem funkce f v bodé X nazyvame polynom

Ti(X) = f(Xo)‘l'%df(Xo,X—Xo) +%d2f(Xo,X—Xo) +--+ %dkf(Xo,X—Xo)-

Napfiklad pro funkci dvou proménnych f(z,y), obecny pfirtstkovy vektor h = X — X =
= (x — zo,y — Yo) ma Tayloriv polynom druhého stupné nésledujici tvar:

Ti(z,y) = f(z0,y0) + % (fe(zo, mo) (& — o) + fo(@o,90) (y — Yo)) +

+% (fg/g/z(xm Yo) (x — 950)2 + 2fg/gly($0, Yo) (z — 0)(y — yo) + f{,,y(xo; Yo) (y — y0)2) .

Véta 5.48. (Taylorova) Md-li funkce f spojité parcidlni derivace aZ do tdadu k + 1 na
okoli U(Xy) bodu Xy, potom pro X = Xo+h € U(Xy) plati f(X) = Ti(X) + Re1(X),
1.

F(Xo + ) = f(Xo) + 3y dF(Xo, 1) + o @ F(Xo, ) + -+ 0 0T (Xo ) + R (X),

1

(k+1)! d* D f(Xo+€hh), a& je jisté Cislo z intervalu (0,1).

kde Rk+1 =
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Priklad 5.49. Mame odhadnout chybu, které se dopustime pii vypoctu hodnoty
1,94% . €%!2 pomoci Taylorova polynomu 1. stupné (tedy pomoci diferencidlu).

Reseni. Hledané ¢islo je hodnota funkce f(z,y) = z%e¥ pro X = (1,94; 0,12) a tento bod
je blizky bodu (2, 0); polozime tedy X, = (2,0), h = (dz, dy) = (—0,06; 0,12). Poc¢itejme
potfebné parcialni derivace:

fa/c :Qﬁey, fg: :x26y; fé(zv()) :4a fgl;(zao) =4
Tedy pro funkéni hodnotu priblizné plati:
F(X) = [(Xo) + fode+ fdy; 1,947 ™2 =4 +4.(—0,06)+4-0,12 = 4,24,

Nyni odhadneme chybu. Druhy diferencial funkce f(z,y) = z%¢¥ m4 tvar

d*f(x,y) = f dx® + 2, dx dy + f;'ycly2 = 2e¥dx? 4 dxeVdr dy + e dy?.
Pro zbytek R, v Taylorové vété plati Ry = 1d?f(Xo + &h, h), takze pro X = X, + &h, tj.
xr=2-0,06¢&, y=0,12¢ dostaneme

1
Ry = 5[0,0072e°7125 —0,0288 (2 — 0,06¢)e”'* +0,0144 (2 — 0,06¢)%e”'*] =

= 0,0036e%25(1 — 0,24 £ + 0,0072£2).

Ry miuzeme chépat jako funkci jedné proménné &, kde £ € (0,1); méme tedy najit
ohraniceni jejiho oboru hodnot. Plati

|Ry| = |0,0036e%1%¢(1 — 0,24 £ 40,0072 £2)| < 0,0036 %% - 1 < 0,0036 - 2 = 0,0072.

Odhad jsme provedli takto: vyraz méa tvar konstanta krat soucin dvou funkci. Prvni —
exponenciala — je vSude rostouci, tedy na intervalu (0,1) mé hodnoty mensi nez je jeji
hodnota v ¢ = 1. Druha funkce (v zévorce) je na intervalu (0, 1) klesajici (mé zde zapornou
prvni derivaci), tedy zde mé vSechny hodnoty mensi nez je jeji hodnota v £ = 0. (Ponékud
komplikovanéjsim vypoctem se da zjistit, Ze cely vyraz je na intervalu (0,1) klesajici
funkci, tedy odhad mtzeme zpfesnit tak, Zze za horni odhad chyby vezmeme hodnotu
celého vyrazu pro £ = 0 — tedy |Rs| < 0,0036.)
Vidime, 7e chyba je aZ na tietim desetinném misté (na kalkulacce 1,942 - %12 = 4,2434).
O

Priklad 5.50. Aproximujme funkci f(x,y) = S5

oS gV okoli bodu X = (0,0) polynomem

druhého stupné.

Reseni. Funkci rozvineme do Taylorova polynomu. Poéitejme potiebné parcidlni deri-

vace:
_ ginx Al __cosx siny Al
fﬂ/ﬁ__COSy7 fé(0,0)—O, fgl/_ COSjy ) fé(070)_07
sin x sin
g/c,x = _gggga g,c/gc(oa()) =—1 g,c,y = - cos2y ya ;:,y(oao) =0;

s cosx (1 +sin?y)
vy cos® y

. f1(0,0) = 1.
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Odtud )
1
]
tedy
cos T ;1+1( 2 _ 42
cosy 2 '
Celd situace je znazornéna
v sousednim obrazku; aproxi-
movana funkce je nakreslena
barevné, prislusny polynom Se-
dou barvou.
Obr. 5.27: Funkce a Taylortv polynom
Shrnuti
V této kapitole jsme pro funkce vice proménnych zavedli pojem
e parcialni derivace druhého fadu:  fy . (z1,22,. .., 20) = (fr;(T1, 72, ..., T0),
tedy je to parcialni derivace funkce, ktera vznikla jako parcialni derivace jiné

funkece,

e parcialni derivace k-tého fadu:  parcidlni derivace funkce, kterd jiz je (k—1)-ni
derivaci jiné funkce,

pri¢emz pro smisené parcialni derivace vyssich fadia plati Schwarzova véta, podle které
nezalezi na potradi, v jakém pocitame derivace podle jednotlivych proménnych, jsou-li
tyto derivace spojité; dale jsme definovali

e derivaci druhého fadu podle vektoru w: (1,20, ) =

= (f(l(xly Xy ... 7'1:71):_1’

e derivaci k-tého radu podle vektoru u:

/

fl(llz)(xlaaj%"'?xn) = (flg]ziil)(xhx??axn)) )

u
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Pro funkci, kterd ma spojité parcialni derivace alespon k-tého fadu, jsme dale defino-
vali

e k-ty diferencidl:  d*f(Xy,h) je hodnota zobrazeni, které kazdému vektoru h
prifadi k-tou derivaci funkce f v bodé X, podle vektoru h,

druhy diferenciél funkce f(z,y) dvou proménnych v bodé [x¢,yo| vzhledem k
vektoru h = (dz, dy) ma tvar

d2f(Xo; h) = £, (0, y0) da® + 2fg/c/y(~’170> Yo) dx dy + f{,;(%, Yo) d3/2 =
%, .\

druhy diferencidl funkce f(z,y,z) tii proménnych v bodé [z, yo, z0] vzhledem
k vektoru h = (dz, dy, dz) mé tvar

de(X()? h) = f;/x(xo, Yo, %0) da® + f:;/y(x07 Yo, Z0) dy2 + f;’z(xo, Yo, %0) d=*+

+2f;,y(x07 Yo, 20) dx dy + 2y (0, Yo, 20) dv dz + 2fg:/z(I07 Yo, 20) dy dz =

0 0 0

2
_ (% dr + 8_3/ dy + 5 dz) (f (20, Y0, 20)),

k-ty diferencial funkce n proménnych ma symbolicky tvar

k
d"f(X,h) = idx —f-idx +---+£dw (f(X))
’ or, t T Omy 2 ox, ’

néjakého bodu Taylorovym polynomem:
1 1 1
f(Xo+h) = f(Xo) + i df (Xo,h) + ade(th) tot g d" f(Xo, h) + Rey1(X),

1

G o+ e ), €€ (0,1),

Rpi(X) =

Otazky a ukoly
1. Formulujte definici druhé parcialni derivace funkce vice proménnych.

2. Necht funkce f(x,y) je souctem dvou funkci, z nichZ jedna zavisi pouze na = a druha
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"X 29
Ty cemu Se rovina!

pouze na y. Existuje-li
. Pro funkci f(z,y,2) = 235 4 42 sin vy + 4wyz miZeme pocitat fay. v TliZNéM

poradi. Které poradi bude nejvyhodné;jsi?

. Necht funkce f(x,y) mé spojité parcialni derivace druhého fadu. Uvazujme kiivku,

kterda vznikne jako prusecnice plochy z = f(x,y) a roviny y = yo. Vysvétlete, jaky

vyznam pro pribéh této kiivky v okoli bodu x = 2y ma hodnota f.(z,yo) a hodnota
2 (%0, Yo)-

. Necht f(z,y) = a + bx + cy + dz* + exy + ky?, kde a,b,c,d, e, k jsou konstanty.

Ukazte, ze plati
a= f(0,0), b= f(0,0), C:fg//(0>0)>
d = % gx(ovo)a €= :,ﬂ/y(070)7 k = % gl/,y(oao)

a vysledek zdivodnéte.

Cviceni

1. Vypocitejte nasledujici parcialni derivace vyssich radi:
2 O O 0
Ozt 0230y’ 0x*0y
flz,y) =0 —y+ 2>+ 22y +y* + 2% — 32%y — v* + 2* — d2®y® + o,

orta -

b) qua .]e_h f(‘ra y) = (‘T - a)p(y - b>qa
p+q-+r

Gwph,  deli flwy,2) = ayze

m+n
d) agxmyz(0,0), je-li - f(x,y) = esiny.

2 je'h

r+y+z
)

2. Najdéte d°f(X) pro h = (dx,dy,dz), je-li f(x,vy,z) rovno
a) wxyz, b) sin(z?+y?), c) In(z”y¥ 7).
3. Najdéte Tayloriiv polynom funkce f v bodé X, pro dané n:
a) f(z,y) =322 —2zy+y*—2v—-3y+1, Xo=(1,2), n=23,

b) flx,y) =2+ 1y* — 2xy, Xo=(1,1), n=2,n-3.
4. Najdéte Tayloriv polynom funkce f v bodé Xy = (0,0) pro dané n:
a) f@y)= =52y "=
b) f(z,y) = cos(z® + y?), n=>5,
c) flx,y)=e"siny, n =3,

d) f(z,y) =In(l —z) In(1l —y), n=3.
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5. Najdéte tfeti Tayloriv polynom funkce f(z,y,z) = sinx siny sinz v bodé X, =

=53

6. Nahradte funkci f(z,y) = 2¥ v okoli bodu X, = (1,1) polynomem tfetiho stupné.
Pomoci tohoto polynomu urcete piiblizné (1,1)%02,

Vysledky

1. a) 24,0, —16, b) plg!, ¢) (z +p)(y + q)(z + ) e*t¥+=, d) sinnF;

2. a) 6dz dy dz, b) —12sin(z? + y2)(z dz + y dy)(dz? + dy?) — 8 cos(z? + y?)(z dz + y dy)3, c) —Z%dms — y%dy3 — Z%dz:";

3.a) 2—y+¥-22-2@-@y—-2)+3=-1)4b)y—2+2+3x—-1)2+3@y—-1)2 20— 1)y —1),y—2+z+

+3(:cfl)2+3(y71)272(x71)(y71)+(:571)3+(y71)3;4. a) l+y+z+a?+ay+y? b) 1— 12t —y222— 1y, ¢

y+ay — gy + 522y, d) 2y + sy + Sa?y;

7-§<1+<x—z>+<z—g> - e DR - D - D+ - D 5 - A
- x z

5P+ (- D)
5 - Pla- D2 (-1

(z— 7
)z —5) = 5(

T -
( y 1 z—
Lz-Z) - (y 23— 2(yf%)2(z D—iy-I)(z- %)%

_ 1
6
+ (z — )(y—l) 1z —1)%(y— 1), 1+0,1+0,1-0,02+0,5-0,01-0,02 = 1,1021.

5.6 Optimalizace

Lokalni extrémy

Definice 5.51. Rekneme, 7e funkce f : A — R, A C R” ma v bodé X, € A lokdlni
mazimum (resp. minimum), jestlize existuje okoli U (X)) tak, ze plati

VX eU"(Xp): [f(X)< f(Xo) (resp. f(X) > f(Xo)).

V pripadé, ze plati ostré nerovnosti, fikdme, Ze lokdlni maximum resp. minimum je
ostré.

Lokélni maximum a minimum se nazyva spole¢nym pojmem lokalni extrém.

Pod pojmem lokalni extrém budeme nadale rozumét ostré lokalni extrémy, v pripadé
neostrych extrémit na to upozornime.
Nutna podminka pro extrém

Véta 5.52. (Fermatova) Necht f: A — R je hladkd na néjakém okoli U(Xy) bodu Xo
a necht md funkce [ v bodé Xy lokdlni extrém. Pak plati:

gradf(Xo) = f'(Xo) =

Plati-li v bodé X, vztah gradf(X,) = 0, fikdme, Ze X, je staciondrni bod funkce
f. Stacionarni bod, ve kterém extrém nenastane, se nazyva sedlovy bod.
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Postacujici podminka pro extrém

Véta 5.53. Necht X, je staciondrnim bodem funkce f : A — R. Pak plati-li pro kaZdy
nenulovy prirustkovy vektor h

1. &f(Xo,

> 0, je v bodé Xq lokdlni minimum,

h)
2. d*f(Xo,h) <0, je v bodé Xy lokdlni mazimum,
3. d*f(Xo,h) >0, extrém v bodé X, miZe a nemusi nastat,
f(Xo,h)

4. d®f(Xo,h) <0, extrém v bodé Xy miiZe a nemusi nastat.

Jestlize pro nekteré h je d? f(Xo,h) > 0 a pro jiné h je d* f( Xy, h) < 0, extrém nenastane.

Poznamka: Druhy diferencidl mtizeme napsat ve tvaru d?f(Xo,h) = h’ - f”(Xy) -h. Na-
priklad pro funkci f t¥i proménnych se spojitymi parcialnimi derivacemi alesponn druhého
fadu muzeme druhy diferencial napsat ve tvaru

" " "

0 zx Jay Jaz dx
_ " 1 "

d f - [d.%',dy,dZ] ’ Ty yy yz ’ dy
" 1 [

xz yz 2z dz

Oznaéme determinant matice f” jako D, a jeho subdeterminanty obsahujici prvnich k
radkl a sloupci tohoto determinantu jako Dy, je tedy

" "
| | _ r121 xr1T2
T1T1 " "
T2 xr2x2

s s Do = f"].

Pomoci téchto determinanti mtzeme obvykle rozhodnout, zda ve stacionarnim bodé na-
stane extrém a jaky:

Véta 5.54. (Sylvestrovo kriterium) Necht A je stacionarni bod funkce f n promén-
nych.

e Jsou-li v bodé A subdeterminanty Dy, Do, ..., D, matice f" vSechny kladné, md
funkce f v bodé A lokdlni minimum.

o Jsou-li v bodé A subdeterminanty D1, Ds, ... zdporné a subdeterminanty Do, Dy, . ..
kladné (tedy jsou stridavé zdporné a kladné s Dy zapornym), md funkce f v bodé A
lokdlni mazimum.

o Je-li néktery subdeterminant se sudym indexem v bodé A zdporny, potom v bodé A
extrém nenastane.

o Je-li néktery subdeterminant s lichym indexem kladny a jiny zaporny, extrém nena-
stane.
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o Je-li néktery subdeterminant v bodé A roven nule a predchozi dvé podminky extréem
nevyloucily, nelze pomoct tohoto kriteria o existenci extréemu rozhodnout.

Piiklad 5.55. Méame najit lokalni extrémy funkce f(x,y) = 2> +3* — 3zy.

Reseni. Hledejme stacionarni body — body, ve kterjch méa funkce nulovy gradient:
y=a’
gradf = (32 — 3y, 3y*> —32) =0 = { = sr=1"e2@*-1)=0

Dostavame dva stacionarni body A = (0,0), B = (1,1). VySetfime druhy diferencial
v téchto bodech:
) 2, 2 2,

Druh4 derivace ma tvar

S[Ge) rw-[33] re-[57)

Podle Sylvestrova kriteria mame zjistit znaménka prislusnych determinantii:

Dy(A) = |f"(A)]=—-9<0 = v bodé A extrém nenastane;

Dy(B) = |f"(B)]=27>0 = v bodé B extrém mtize nastat;

Dy(B)= fl(B) =6>0 = v bodé B nastane minimum (viz nésledujici obréazek).
[

Obr. 5.28: f(z,y) = 23 + v — 3y
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Priklad 5.56. Mame vysetfit lokalni extrémy funkce
f(‘rayaz) :$3+y2+%22 _3$Z—2y+22

Reseni. gradf(z,y,2) = (322 -3z, 2y—2, 2—32x+2)=0 =  dva stacionarni body
A=(1,1,1), B =(21,4).
Druh4 derivace

6z 0 =31 pDiA)=—6 DyA)=12 Di(A) =6 = nic
1

2 = minimum

]

Povsimnéme si, Zze v bodé A znaménko druhého determinantu naznacovalo, Ze by
extrém mohl nastat; ale protoze prvni a tfeti determinant ma znaménka opacna, extrém
v bodé A nenastane.

Sylvestrovo kriterium nemusi rozhodnout, je-li néktery z determinantt Dy roven nule. V
tom pripadé muze nastat vice situaci — ostry nebo neostry extrém, nebo extrém vibec
nemusi nastat. Ukdzeme si to na nasledujicim prikladeé:

Priklad 5.57. Mame vysetfit lokalni extrémy nésledujicich funkci:
a) f(z,y) = 2* +y°
b) f(z,y) = 2> +y*
c) fz,y) = (v —y)”
ResSeni. a) f' = (22, 3y?) =0 = jediny stacionarni bod (0, 0).
2 0
" __ —

— extrém muze a nemusi nastat.
V obrazku 5.29 vidime, Ze extrém nenastane.

b) f' = (2z, 4y®) =0 = jediny stacionarni bod (0, 0).

2 0
f//:|:0 12y2:|a DZ(()?O):O

— extrém muZe a nemusi nastat.
V obrazku 5.30 vidime, Ze nastane ostré lokalni minimum.

c) f'=02(x—y), —2(x —y)) =0 = ptimka stacionarnich bodi y = z.
2 =2
"
f—[ 9 2], D5(0,0) =0

— extrém muze a nemusi nastat.
V obrazku 5.31 vidime, Ze nastane neostré lokalni minimum.
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Obr. 5.29: 22 4 32 Obr. 5.30: 22 4 y*

Vazané a absolutni extrémy

Definice 5.58. Necht M C R" je libovolna mnozina, X, € M. Rekneme, Ze funkce
f: M — R mév bodé Xy lokdlni maximum (resp. minimum) vzhledem k mnoZiné M,
jestlize existuje okoli U(Xy) tak, Ze plati:

VX € U(Xo) M) je F(X) < F(Xo) (resp. F(X) > F(Xo)).

Nejcast€ji se vysetiuji extrémy, kdy mnozina je popsana podminkami ve tvaru rovnosti;
pak hovofime o vazangch extrémech a podminky nazyvame wazbami. Funkci, jejiz
extrém hledame, nazyvame nékdy dcelovou funkci.

Budeme vysetfovat tlohy, ve kterych maji podminky takovy tvar, Ze z nich lze nékteré
proménné explicitné vyjadrit, eventualné vazebni podminku umime vyjadfit v parame-
trickém tvaru. Potom miizeme dosadit za vyjadiené proménné a hledat lokdlni extrémy
vzniklé funkce méné proménnych.

Priklad 5.59. Rozlozme kladné cislo a na ¢tyri kladné sc¢itance tak, aby jejich soucin
byl maximalni.

Reseni. Formalizace tlohy: Hleddme extrém funkce f(x,y,z u) = ryzu za podminky
z+y+z+u=a, x>0,y>0 2>0 u>0.

Z vazebni podminky vyjadiime proménnou u, dosadime do tcelové funkce a dostavame
formalizaci

F(z,y,z) =2yz(la—x—y—2) — min, x>0,y>0,2z>0.
Hledame body, ve kterych plati
F'=(yz(a—2x—y—2),2z(a—x—2y—2), zy(a —x —y—22)) =0.
Vzhledem k tomu, ze zadna proménna nemtize byt rovna nule, fesime soustavu

2r+y+z=a
r+2y+z=a = xr=y=2z=
rT+y+2z=a
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Dostavame stacionarni bod A = (%, s %)
7 charakteru tulohy vyplyva, Ze jsme nasli feseni tlohy; presto se presvédc¢ime pomoci
Sylvestrova kriteria, ze se jedna o maximum:

re = 722 foy = A= 20 =2y —2); 1 A) = F7(A) = f7(A) = -
" __ _2 " ( o 2 o . 2 >‘ T yy 2z )
v T2, oz = YO r—Yy Z); (A = £ (A) = £ (A) = —2
;;:_nya ;//,z:x(a—x—Qy—2z); wy( )_ zz( ) - yz( ) = T 16-
a2\ ? 211
"= (_E) 121,
1 1 2
a® 4 @2
Dy(A) =~ 56 <0, Dy(A) = 5-3>0, Di(A)=—2 <0
— v bodé A skutecné nastane maximum o hodnoté Z—i. Cislo je tieba rozdélit na ¢tyii
stejné dily. o

Priklad 5.60. Mame najit extrémy funkce f(z,y) = zy za podminky z? + y* = 2.

ResSeni. V tomto piipadé nemfizeme vyjadfit z podminky Zadnou proménnou jedno-
znacné, je vhodnéjsi pouzit parametrické rovnice. Podminka je rovnice kruznice se sttedem
v po¢atku a polomérem /2, parametrické rovnice maji tedy tvar

=2 cost, y =V2sint, te(0,2r).
Dosadime do tcelové funkce a dostaneme funkci
g(t) = f(V2cost,v/2sint) = 2cost sint = sin 2t.
Ulohu jsme prevedli na problém nalezeni nejvétsi a nejmensi hodnoty funkce jedné pro-
ménné ¢ na uzavieném intervalu ¢(0, 27).
g (t) =2cos2t, ¢(t)=0 = 2t:g+k7r :>t:£+kg.

Z nalezenych stacionarnich bodt lezi v daném intervalu ¢tyfi, a to
s 3m o T
= fy=—.
4 4

Vzhledem k tomu, Ze funkce ¢ je na intervalu ¢(0, 27) spojita, mé zde nejvétsi a nejmensi
hodnotu, a to bud ve stacionarnich bodech, nebo v krajnich bodech intervalu. Staci tedy
porovnat funkéni hodnoty v téchto bodech:

g(t)) = sin(QZ) =1, g(ts) = sin(Q‘OjT”) =1,

olts) = sin(2%) 1 g(ty) = sin(2%) — 1, g(0) = g(2m) = 0.
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Funkce ¢ ma maximum 1 v bodech #; a t3, minimum —1 v bodech ¢, a t4. Funkce f ma
vazané lokalni maximum 1 v bodech A a B, kde

A =[V2costy,V2sinty] = [1,1], B = [V/2costs,V2sints] = [-1, —1],
a vazané lokalni minimum —1 v bodech C' a D, kde

C' = [V2costy, V2sinty] = [-1,1], D = [V2costy, V2sint,] = [1,—1].

1]
\
LY
Y
.
<
-
.
-
Co—
—
o et
2]

B VT
1 1 =05
B - N |

Obr. 5.32: z = ay, 22 + y?> = 2

O

Absolutni extrémy jsou nejvétsi a nejmensi hodnoty funkce na mnozinach zpravidla
stejné dimenze jako defini¢ni obor funkce (obvykle popsané nerovnostmi). Jejich existenci
zarucuje nasledujici véta:

Véta 5.61. (Weierstrassova) Spojitd funkce nabjvd na uzaviené oblasti svého abso-
lutnitho mazima a minima.

P1i hledani absolutnich extrémi se budeme opirat o vétu:

Véta 5.62. Jestlize funkce f je hladkd v oblasti A a spojitd v A i na hranici h(A), potom

nabyvd své nejuétsi a nejmensi hodnoty (tj. absolutnich extrémi) bud ve staciondrnich
bodech wvnitr oblasti, nebo v hranicnich bodech.

V prvnim pripadé jde tedy o hledani volnych lokalnich extrémi a ve druhém o hledani
vazanych extrémi, kde rovnice hranice je vazebni podminkou.

Priklad 5.63. Najdéte nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce
f(z,y) = 2* — 2y + 4oy — 62 — 1

na mnoziné
{(,y)|z>0,0<y<3-—x}.
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Funkce je spojita, mnozina uzaviena ob-
last — absolutni extrémy mohou nastat ve
stacionarnich bodech uvniti zadané mno-
ziny, ve stacionarnich bodech pro vazané
extrémy na useckach

{z=0,y€(0,3)},

{y=0,2€(0,3)}
{y=3—-x,z€(0,3)}

nebo ve vrcholech trojuhelnika. Staci na-
jit pfrislusné stacionarni body, vypocitat
v nich funkéni hodnoty a porovnat s hod-
notami ve vrcholech. V bodé, kde bude
hodnota nejvétsi resp. nejmensi, je abso-
lutni maximum resp. minimum: Obr. 5.33: 22 — 2y + 4y — 62 — 1

ResSeni. Staciondrni body uvnitf mnoziny:
[f=QRr+4y—6, —dy+4x)=0 = A=(1,1), f(A)=—-4
Véazané extrémy:
F0.y) = fily) = =2y - 1,
ye€(0,3); fi=—-4y=0 = y=0,
F(2,0) = fala) = 2% — 62 — 1,
z € (0,3); fo=20—-6=0 = x=3,
f(z,3 —1z) = f3(x) = —52® + 182 — 19,

9 6
x € (0,3); f3=-10x+18=0 = T=g Y=g
Vypocitame ptislusné funkéni hodnoty:
96 14
funkce ma na dané mnoziné absolutni maximum v bodé (0,0), fmax = —1,
funkce méa na dané mnoziné absolutni minimum v bodé (0,3),  fiinp = —19. ]

Poznamky k predchozimu pfikladu:

a) Z obrazku je patrné, Ze ve staciondrnim bodé (1, 1) ma funkce sedlovy bod, tedy zde
nema ani lokdlni extrém. Ovsem jelikoz nés zajimal absolutni extrém, nebylo tfeba
vySetfovat v tomto bodé druhou derivaci.



284 DIFERENCIALNI POCET II.

b) Pii vypoctu vazanych extrémt na hrani¢nich tseckach nam vysly jako ,podezielé z
extrému“ body (0,0) a (3,0) a my jsme je vylou¢ili. Jsou to totiz vrcholy trojihelnika,
tedy body, ve kterych musime v kazdém pfipadé hodnotu vypocitat. Vyloucili jsme
je proto, abychom je zbytecné nevysetfovali dvakrat.

Priklad 5.64. Drat délky | mame rozdélit na tii ¢asti, ze kterych vyrobime kruznici,
rovnostranny trojuihelnik a ¢tverec, pficemz piipoustime moznost, Ze nékterd ¢ast ma
nulovou délku. Mame zjistit, kdy bude soucet plosnych obsahii vzniklych obrazct

a) minimélni, b) maximalni.

Reseni. Nejdiive musime tilohu formalizovat, tedy nalézt tcelovou funkei, jejiz extrémy

mame hledat, a mnozinu, na které mame hledat extrémy.

Oznac¢me jako x délku kruznice,
y obvod trojihelnika a
z obvod ¢tverce.

Potom plati = =27r, tedy r=g3-, kde r je polomér kruhu,

)

y=3a, tedy a=4%, kde a jestrana trojuhelnika,
z = 4b, tedy b=2%, kde b je strana Ctverce.
Pro jednotlivé plosné obsahy plati:
2
obsah kruhu: Sy =1r? = x—ﬂ,

obsah trojtuhelnika: Sy, = @aQ = —%—?gf,
obsah ¢tverce: Set = b? = —1%
Odtud

Skr + St + St = — + — +

2 yz\/§+22_1 2 y2\/§+22
47 36 16 4\ 7 9 4 )

Dosadime za z z podminky x + y + 2z = [ a jako Gcelovou funkci zvolime

_1 2 \/52 1 2
f(x,y)—ﬂx 5y +4(l—w—y)-

Nyni uréime mnozinu, na které budeme extrémy hledat. Ze zadani tlohy dostaneme ome-
zeni pro z,y a z:
0<z<[,0<y<l 0<2<],

pricemz poledni podminka znamena
0<l—-z—-y<Il=0<zx+y<lI

Ulohu tedy miizeme formalizovat takto:

1 1
f(a:,y):—x2+\/?§y2+1(l—x—y)2 — extr, 0<z<l,0<y<l—u.
7T
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Podminka zfejmé popisuje trojihelnik s vrcholy [0, 0], [0,1], [/, 0]; mame tedy najit nejvétsi
a nejmensi hodnotu tcelové funkce na tomto trojuhelniku.

Nejdrive vysettime lokalni extrémy uvniti trojihelnika:

grad f(z,y) = (%x+1($+y—l); 2—\/§y+1($+y—5)>, grad f(z,y) =0 =

2 9 2
3 9
T = w3 0,2551 o = 1 =04211.
9+ (4+m)V3 9+ (4+m)V3
2 1 1
t32 3 9+ (4+71)V3 2 1
1 _ s 2 2 o _“ -
f(x7y)—[ Y U Dy = o >0, D1—7T+2>0
2 9 2
— ve stacionarnim bodé [xg, yo] nastane minimum s hodnotou
3(4 3v3
f(zo,y0) = (447 +3v3) 1% = 0,081 1%
(9+ (4+m)V3)?

Véazané extrémy na hranici, tedy na jednotlivych stranach trojuihelnika:
a)x =0, ye(0,0):

V3 1
F0.y) = fhily) = - v*+ 7 (1= v)’,
2v/3 1
hly) ==y +5 -1
9 2v3 1
(y)=0proy; = ——1 (€ (0,1)), 'yY)=——+=>0
fi(y) PTo Y1 INCER (€ (0,1)) 1Y) 9 5
v bodé y; = — 9 | nastane vézané lokalni minimum s hodnotou
4349
V3
= £(0,y1) = ——— [* = 0,109 [*.
filyr) = f(0,11) 4349
b) y=0, x € (0,]):
f(2,0) = fa(z) = —2® + - (I — @),
, 1
2(1) =~z + 5 (v —1);
fe)=0proma= 71 (€(0.).  H@)=2+5>0
2$—p01’2—4+7r b)) 2-73—7T 5

v bodé s = 4—|—L7rl nastane vazané lokalni minimum s hodnotou

fa(x2) = f(22,0) = 12 = 0,140 2.

4+ 7
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flz,l—x) = f3(x) = %IQ—J—ﬁ(l—x)Q,

9
(@) = 2ot 22 (@

/ _ \/§ " _
= = +\/§l (€ (0,1)), 5 (1) =
V3

v bodé z3 = [ nastane vazané lokalni minimum s hodnotou
9++3

0

2 2
2, 2V3
T 9

f3(x3) = flas, | — x3) = 37 +3v3) 12 =0,120 2.

(9 + 7m/3)2

Urc¢ime hodnoty tcelové funkce v jednotlivych vrcholech trojihelnika a vSechny zjisténé
hodnoty porovname:

1 1
£(0,0) = 1 =025 f(0,]) = ? > =0,1920%,  f(1,0) = = [* =0,3181°.
T

Vidime, Ze nejmensi hodnoty tcelova funkce nabude v bodé [z, yo| a nejvétsi v bodé [, 0].
Zaveérem vysledky shrneme:

Nejmensi soucet plosnych obsahii ziskame pro

™3

T = 1 =0,2551,
9+ (4+7)V3
9
= 1 =0,4211,
YT oy (4+7)V3
44/3
7= V3 1=0,3241.
9+ (4+7)V3
Minimalni hodnota je
1 4
~ f(wo, 40) = 34+ 7 +3v3) 12 = 0,0202 2.

4 49 + (4 +7)v/3)?

Nejvétsi soucet plosnych obsaht ziskame pro
r=10,y=0, 2z=0,

tedy v pripadé, ze z celého dratu utvorime kruh. Maximéalni hodnota je

1 1
Zf(1,0)=—1%2=0,0796[°.
4f(’ ) 47 ’
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Shrnuti

V této kapitole jsme pro funkce vice proménnych zavedli pojmy

lokalni maximum (resp. minimum): ma funkce f v bodé X, jestlize existuje
okoli tohoto bodu tak, ze v libovolném bodé tohoto okoli jsou funkéni hodnoty
funkce f mensi (resp. vétsi) nez v bodé Xy, pficemz lokdlni maximum (resp.
minimum) je funkéni hodnota funkce f v bodé maxima (resp. minima),

lokéalni extrém: spolecny nazev pro lokdlni maxima a minima,

vazany extrém: lokalni extrém funkce, ktera vznikne zizenim dané funkce na
mnozinu bodi, popsanych podminkou (nebo vice podminkami), které jsou ve
tvaru rovnosti,

absolutni extrém: lokalni extrém funkce, ktera vznikne zizenim dané funkce
na mnozinu bodi, popsanych podminkami, které jsou ve tvaru nerovnosti.

Dale jsme uvedli nutné a postac¢ujici podminky pro existenci lokalnich extrému funkci
tiidy Cy, k > 2:

mé-li funkce f v X lokdlni extrém, plati grad f(X,) = f'(Xo) = 0, pfi¢emz bod,
ve kterém je tato podminka splnéna, se nazyva stacionarni bod,

plati-li pro druhy diferencial funkce f ve stacionarnim bodé X, pro kazdy nenu-
lovy prirtastkovy vektor h
1. d®f(Xo,h) > 0, je v bodé X, lokdlni minimum,
2. d*f(Xy,h) <0, je v bodé X lokdlni maximum,
3. d*f(Xo,h) > 0, extrém v bodé X, mtiZze a nemusi nastat,
b

4. d*f(Xp,h) <0, extrém v bodé X, miiZze a nemusi nastat.

Jestlize pro nékteré h je d?f(Xp,h) > 0 a pro jiné h je d?f(Xy, h) < 0, extrém
nenastane.

Pro jednodussi vysetfovani existence lokalnich extrému ve stacionarnich bodech jsme
uvedli Sylvestrovo kriterium 5.54.

287
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Otazky a ukoly
1. Co je to lokalni extrém funkce vice proménnych a jak se vysetiuje?

2. Jista funkce f(z,y) mé v bodé [a, b] lokdlni minimum. Vysvétlete, pro¢ funkce jedné
proménné, jejiz graf vznikne jako fez grafu funkce f(z,y) libovolnou rovinou, kterd
je kolmé na soufadnou rovinu z = 0 a prochézi bodem [a, b, f(a, b)], ma také v tomto
bodé lokalni minimum.

3. Necht f!(a,b) # 0. Vysvétlete, pro¢ funkce f nemtize mit v bodé [a, b] lokdlni mini-
mumn.

4. Necht f;(a,b) = fy(a,b) =0 a f (a,b)- f, (a,b) < 0. Vysvétlete, pro¢ funkce f
musi mit v bodé [a, b] sedlovy bod.

5. Vrstevnice funkce f(x,y) tvoii soustiedné kruznice. Musi mit funkce f ve spole¢ném
stfedu téchto kruznic extrém?

6. Které z nésledujicich tvrzeni o funkcich se spojitymi parcidlnimi derivacemi do radu
alespont druhého je pravdivé:

a) Jestlize plati f;(a,b) = f,(a,b) = 0 a f;, > 0, potom mé funkce f v bodé (a, b)
lokalni minimum.

b) Jestlize ma funkce f v bodé (a,b) lokdlni minimum, potom plati f.(a,b) =
= f,(a,b) =0a f >0.

¢) Mé-li funkce f pravé dva stacionarni body, nemize v obou byt lokdlni mini-
mum.

d) Ma-li funkce f dvé lokalni maxima, musi mit alespoii jedno lokalni minimum.

7. Necht [a, b] je stacionarni bod funkce f(x,y). Pro druhé parcidlni derivace funkce f

plati:
a) [fr(a,0) =2, f(a,0) =8, [(ab)=4
b) [fi(ab) =2, fi(a,0) =4, [ (ab)==3,
c) [filab) =2, fi(ab)=4 [f(ab)=3,
d) fi(a,b) =3, fpla,b) =4, [l (ab) =2,
e) [fi(a,b) ==3, fy(ab)=—4 [ (ab)=-2
£) 2 (a,b) =3, ;’y(a, b) = —4, ;’y(&, b) = —2.

V kazdém pripadé rozhodnéte, které tvrzeni je pravdivé:
(a) f ma v (a,b) lokadlni minimum,
(b) f ma v (a,b) lokdlni maximum,

(¢) f v (a,b) nema extrém,
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(d) na zékladé danych informaci o existenci extrému nelze rozhodnout.

8. Necht [a, b, ] je stacionarni bod funkce f(z,y, z). Pro druhé parciélni derivace funkce

f plati:

a) fr(a,b,c)=1, z///y(a’ b,c)=3, fl(a,b,c)=2,
fey(ab.c) =2, fii(a,bc)=3,  fj(abc)=1,

b) fi(a,b,¢c)=3,  filabc)=3,  [fl(abc)=2
f;'y(a, b,c) = 2, " (a,b,c) =0, ;’z(a, b,c) =3,

c) fr(a,b,c)=3, é’y(a, b,c) =3, " (a,b,c) =6,
fé’y(a, b,c) =2, " (a,b,c) =0, ;’Z(a, b,c) =3,

d) fr.(a,b,c)= -3, Z’/’y(a, b,c)=—-1, fl(a,b,c)=1,
f;’y(a, b,c) =1, " (a,b,c) =0, é’z(a, b,c) =3,

e) fr(a,b,c)= -2, z///y(a’ bc) =-8, fl'(a,bc)=1,
Q’E’y(a, b,c) =4, " (a,b,c) =0, b2 (a, b, c)=1,.

V kazdém pripadé rozhodnéte, které tvrzeni je pravdivé:
a) f mav (a,b) lokdlni minimum,

(a)
(b)
) |
)

f méa v (a,b) lokdlni maximum,

(c

(d) na zékladé danych informaci o existenci extrému nelze rozhodnout.

v (a,b) nema extrém,

9. Necht f(x,y) = ax+by-+ckde a, b, c jsou konstanty. Necht M je n-tthelnik v roviné.
Ukazte, Ze funkce f nabude své nejvétsi a nejmensi hodnoty na M v nékterém
z vrcholt.
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Cvicdeni

1. Najdéte extrémy néasledujicich funkei f(z,y):

f(z,y) = 2% — 2zy + 2y + 4z,
f(x,y) = 22% + 22y + ba? + 4z,
flz,y) =2* + 2%y +y* — 29,
fla,y) =2y’ —a* —y,

flz,y) = a* — day + 292,
flz,y) = 2y® — 22% —
f(x,y) = ) _Ii_—?;y_i_ 1

fla,y) =ze ™V,

a)  flx,y) = 2%+ 3zy + 92, b)
c) flz,y)=a*+8z%+y*>—4y, d)
e) flzy)=dwy—2'—y'-1, 1
g) f(z,y) =22 +y* — 2’y —3y, h)
i) flzy)=2° =32y +y? i)
k) flz,y) =9+ 4y* — 2zy + 2%, 1)
m) fr.y) == T n)
0) flz,y)=e"V, p)
Q) flry) =wye ™V, r)
s)  f(z,y) = eV (62% — 3zy + y* — 15z + 5y + 10)
t)  f(z,y) =2y In(a® +y*).

2. Najdéte lokalni extrémy funkei f(z,y, 2):

z2+y— 2z,

Aoy — 8xz — 2yz + 1,

=23 + 322 +y® + 22 + 120y + 157 + 14y + 42 + 17,

2

a) flz,y,2)=2>+y" +y° +zy -
b) f(z,y,2) = 6x% + 5y + 1422 +
) flz,y,2)

d) f(z,y,2) =zyz(da —x —y - 2),
e) flx,y,z) =(ax+by+cz)e

3. Najdéte vazané extrémy:

a) flryy)=2zy—z+y—1, x+y
b) flz,y) =2 +y? §+§
¢) f(z,y) =sin®z +sin?y, —y
d) flx,y,2) =22 +y*+2% x+y-—

x2—y2—2z

—

324+47=0,r—y+2z—3=0.

4. Najdéte absolutni extrémy danych funkci na danych mnozinach M:

a) f(z,y) = vy*(4 — x — y), M ohraniden
b) f(z,y) = 2* +y* — 3wy, M obdélnik s

& primkami =0, y — 0, v +y = 6,

VI'ChOly [0’ _1]7 [27 _1]a [27 2a ]7 [07 2]7



5.6 OPTIMALIZACE 291

c) f(z,y) = 2% — vy + y*, M zadana nerovnosti |z| + |y| < 1,
d) f(z,y) = e V(32> + 2%), M kruh 2® +y* <4,
e) f(x,y,2) =2 +y+ 2, M zaddna nerovnostmi 3> + 22 < x < 1.

5. Najdéte a) trojahelnik b) obdélnik daného obvodu 2s tak, aby rotac¢ni téleso, které
vznikne rotaci tohoto tvaru kolem jedné jeho strany, mélo nejvétsi objem.

6. Najdéte rovinu prochézejici bodem A = [a, b, ¢] tak, aby spolu se soufadnymi rovi-
nami tvorila ¢tyrstén nejmensiho objemu.

7. Dva nepfekryvajici se obdélniky jsou umistény do trojuhelniku s vrcholy
[0,0],[1,0],]0,1] tak, Ze jejich strany jsou rovnobéiné se soufadnymi osami.
Najdéte nejveétsi mozny soucet jejich plosnych obsahti.

8. Najdéte rozméry oteviené pravouhlé krabice s objemem 1 tak, aby jeji povrch byl
minimalni.

9. Material horni a dolni podstavy pravotihlé uzaviené krabice stoji 3 ké/m?, cena ma-
terialu bo¢nich stén je 2 k&/m?. Vypoctéte, jakou nejmensi cenu miize mit material
na vyrobu takové krabice s objemem 1m? a jaké m4 tato krabice rozméry.

Vysledky

1. a) nemd extrémy, b) min —8 v [—4, —2], ¢) min —4 v [0,, 2], d) min —8 v [—4,2], ¢) max 1 v [1,1],[-1,—1], f) min —1 v

[0,1], g) min 0 v [0,1,], h) nema extrémy, i) min —2Z v [2, 3], j) min —1 v [1,1],[~1, 1], k)1) min 0 v [0,0], m) min —1

v [1,1],[1,-1], n) max %2 v [¥2, 2] min —¥2) v [- %2, 2] o) max 1 v [0,0], p) max v [*2,0] min v
—2,0), @) max o v [, ] a =32, - E ] min — 5 v [=32, ] a [, = F), 1) max e v [1,1], 8) min 0 v [1, 1],

1 1 1 1 1 . 1 1 1 1 1.

2¢ V [mvfﬁ] av [*ﬁ:ﬁ]: min —g2 v [mvﬁ} av [*ﬁv*ﬁ},

2. a) min —2 v [1,—1,1], b) min 1 v [0,0,0],c)min-6913v[23, —143, —2], d) max a* v [a,a,a], €) max v [

m = /2(a? + b2 + c2);

3.a) max 1 v [-1, 3], b) max e’ v [ pa’  _pa ], ¢) extr RN D BEZ+kZ,324+kZ),k€Z,d) min5v [0,—1,2];
. 4 292D p2+q2 p2+q2’p2+q2’ \/§ 8 2198 21 ) ) ) ’

4. a) max 4 v [1,2], min —64 v [2,4], b) max 13 v [2,—1], min —1 v [1,1] a [0, —1], ¢) min 0 v [0,0], max 1 v [1,0], [—

—1,0],[0,1],[0,—1], d) max % v [0,£2], min 0 v [0,0], e) max 1+ v/2, min —3;

5. krychle s hranou %; 6. 7 + % +Z2=3T. %; 8. [¥/2, 3/5,%\3/5], 9. 6V/12, [i/g, i‘/g, {/g].

3’

t) max

kde

a LL}
m’mm
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6 Integralni pocet II

6.1 Dvojny a trojny integral

Dvojny a trojny integral na intervalu

V tomto odstavci se budeme vénovat rozsiteni pojmu urcitého integralu, kdy se integrovalo
pres interval na realné ose, na vicerozmérné intervaly. V jednorozmérném piipadé jsme
vyjadrovali obsah rovinnych oblasti omezenych shora integrovanou funkci pomoci urcitého
integralu, pro ktery platilo:

Necht f : (a, b) — R je ohrani¢end funkce. Riemanniiv integral z této funkce na intervalu
(a, b) lze aproximovat soucty tvaru

Zf(&)ml([i%

kde I,...,I, jsou intervaly (I; = (x;_1, x;)) jejichz sjednocenim je interval (a, b),
mq(l;) := x; — x;—1 je délka intervalu I, & € I;,i=1,...,naVi,j: i #j = my([; N
N1;)=0.

Analogickou uvahou lze motivovat definici integralu na dvojrozmérném eventualné
trojrozmérném intervalu; provedeme tivahu pro dvojrozmérny piipad:

Necht I = (a, b) x {c, d) C R?, f:I — R.. (Riemanniv) integrdl z funkce f na
intervalu [ lze aproximovat soucty tvaru

S = Zf(&)ma(m,

(integralnimi soucty), kde Iy, ..., I, jsou (dvojrozmérné) intervaly, jejichz sjednocenim
je interval I, ms(I;) je plosny obsah intervalu I;, & € [0 = 1,...,n a Vi,j : i #
Priklad 6.1. Uvazujme funkci f(z,y) = (r—4)?+(y—2)? na intervalu I = (0, 4) x (0, 2).

Rozdélme I na 4 stejné intervaly a za vybrané body zvolme stiedy téchto intervali, tedy

Dy = {{(0,2)x(0, 1), (2,4)x(0,1),(0,2) x (1, 2), (2,4) x(1,2)}, {[1, 5], [3, 5], [1. 5], [3, 51} }-
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y
2
gx118 | &3S
1
&= [1:08] &5 [3:08]
X
0 2 4
Obr. 6.1: K pf. 6.1 — funkce Obr. 6.2: K pf. 6.1 — déleni

Sestavime integralni soucet:

Si=f(1,1)-24£(3,1)-24£(1,3)-24f(3,3)-2) = 11,25-249,25-2+3,25-241,25-2 = 50.

Rozdélme I na 16 stejnych intervalt a za vybrané body zvolme opét stfedy téchto inter-
vali;
Ptislusny integralni soucet bude:

>

JGD 3G DG DG D 3G DG D 3G D 5+ G D+
+(3:3) 5+ G D5 G D3+ G D 3+ G D5+ G D3+ G D36 Ds =
= 1(15,3125 + 13,8125 + 12,8125 + 12,3125 + 9,3125 + 7,8125 + 6,8125 + 6,3125 +
+5,3125 + 3,8125 + 2,8125 + 2,3125 + 3,3125 + 1,8125 + 0,8125 + 0,3125) = 52,5.

Situace je naznacena v nasledujicich obréazcich:
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;‘"0"3 fr’ff'i "”
0"'{0’0 u""

Obr. 6.3: K pt. 6.1 — 5 Obr. 6.4: K pt. 6.1 — .5

Budeme-li dale zjemnovat déleni, bude zfejmé hodnota integralnich soucti stale lépe
aproximovat vySetfovany objem; naznaceny postup vede k definici dvojného integralu na
obdélniku (pro trojrozmérny, event. vicerozmérny piipad by se postupovalo analogicky).

Nez prikroc¢ime k formulaci definice vicerozmérného integralu, zavedeme pojem déleni
intervalu a normu déleni pro vicerozmérné intervaly; norma déleni v jednorozmérném
pripadé byla maximéalni délka déliciho intervalu. Ve vicerozmérném piipadé se zavadi
jako ekvivalentni pojem k délce jednorozmérného intervalu pojem priméru mnoziny:

Definice 6.2. Necht M C R" je uzaviena ohrani¢ens mnozina. Cislo
d(M)=max{|X - Y| | X, Y € M}

se nazyva prumeér mnoziny M.

Primér mnoziny je nejvétsi mozna vzdalenost libovolnych dvou bod mnoziny; to je u
obdélniku délka thlopricky, u kvadru délka télesové uhlopticky atd.

Poznamenejme, Ze primérem mnoziny, kterda neni uzaviend nebo ohranicend, rozumime

¢islo d(M) =sup{|X = Y| | X,Y € M}.

Definice 6.3. Necht I € R¥ je k-rozmérny interval; tj. pro k¥ = 2 obdélnik, pro k = 3
kvadr, f : I — R ohranicena funkce.
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e Systém intervalil

{I,L5,...,I,}
se nazyva délent intervalu I, jestlize plati
LULU---UIl,=1 asoufasné my(l;NI;)=0 Vi,j=1...n.
Prinikem libovolnych dvou dil¢ich intervali je tedy mnozina dimenze < k, tj. nanej-
vys tsecka v dvojrozmérném pripadé, nanejvys obdélnik v trojrozmérném piipadé
atd.
e Normou délent D(I) = {I;, I, ...,1,} rozumime ¢islo
v(D) = max{d([;),i=1...n}.
Norma déleni je tedy nejvétsi primeér déliciho intervalu.

e Integrdlni soucet ptislusny funkci f a déleni D(I) s vybranymi body je ¢islo

S(D,f):if(gi)m(f,-), kde & €1, Vi.

e Rekneme, 7e &islo J je dvojngm (trojngm) integralem funkce f : I — R na
intervalu I a piSeme

7= /I f(z,y) de dy (J _ /, f(ey,2) da dydz) ,

jestlize pro kazdé € > 0 lze najit takové 6 > 0 a n € N, Ze pro vSechna déleni
D(I) = {11, ...I,} pro které je v(D) < § nezavisle na volbé bodu §; € I; (i =1,...,n)
plati

‘j_S(D7f)| <€

Vyhovuje-li néktera funkce f a ¢islo J pfedchozi definici, fikdme, ze integral

Jz/]f(x,y)d:vdy (JZ /If(w,y,Z)dxdde)

existuje a Ze funkce f je na I integrovatelna.

Pro jednoduchost budeme nékdy uzivat pro vicerozmérné integraly zapis [ f(X)dX.
T
Analogicky jako u urcitého integralu plati nasledujici existencéni véta:

Véta 6.4. Necht f : I — R je na I spojitd. Potom je na tomto intervalu integrovatelnd.
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Obr. 6.5: Fubiniova véta pro obdélnik (a,b) x (c,d)

Dfive nez uvedeme vétu o vypoctu urcitého integralu, naznacime si jeji odvozeni pro
dvojrozmérny pripad:

Dvojny integral z nezdporné funkce nad obdélnikem je (podle definice) objem télesa
s timto obdélnikem (v roviné z = 0) jako dolni podstavou a omezeného shora grafem
integrované funkce. Vztah pro vypocet objemu takového télesa jsme uvedli v kapitole 3.4
- je tfeba integrovat funkci, kterd kazdému x prifadi obsah pri¢ného fezu télesem.

Pfesnéji feceno pro situaci v predchozim obrazku:

Mame vypocitat objem télesa, jehoz podstavu tvoii obdélnik (a,b) x (c,d) a je shora
omezené grafem funkce f: z = f(z,y).

Pro kazdé £ € (a,b) vypoCitame obsah Fezu télesa rovinou x = & - tento fez je ovSem
obrazec (kiivocary lichobéznik), jehoZ obsah umime vypocéitat pomoci uréitého integrélu
a je zfejme roven

F(é)z/ f(&y)dy.

Podle vzorce pro vypocet objemu daného télesa tedy dostavame

vz/ab F(a:)dx:/ab {/d f(x,y)dy] da.

To je tzv. dvojnasobny integral, jehoz hodnota je rovna pfislusnému dvojnému integralu.
Jisté bylo mozné také postupovat opacné - nejdfive vypocist obsahy fezi rovinou kolmou
na osu y a vzniklou funkei integrovat podle y v mezich (c, d).

Plati tedy véta:
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Véta 6.5. (Fubiniova pro interval) Necht I = (a,b) x (¢, d). Je-li f : I — R
integrovatelnd na I, pak existuji integrdly (dvojndsobné)

le/ab (/Cdf(w,y)dy)dx, @:/Cd (/abf(x,y)dx)dy

a plati rovnost

7= /f(:c,y)dxdy s
I

Dvojrozmérny integral se tedy vypocita pomoci dvou urcitych integralii - postupnou
integraci vZdy podle jedné proménné (analogie parcidlni derivace).

Tento postup se pfirozenym zpusobem rozsifi na trojny (i n-rozmérny) integral:

Véta 6.6. Necht I C R™, I = (ay, by) X (ag, by) X -+ X {a,, b,) a necht f : I — R je

integrovatelnd funkce na I. Potom plati

/f P dxl...dxn:/:l (/b (( ainf(xl,...,:cn)da:n)..) dx2) dry =

biy bis biy,
= / / c. f(l'l, ce ,.Cljn) d.fl?zn c. deiQ dl’il
iy Aig Qip,

pro kazdou permutaci (iy, is, ... i) mnoZiny indexd {1, 2, ... n} .
Priklad 6.7. Vypocitejme nésledujici integraly:

a) [a?ydxdy, I=/0,2)x{

b) [In(l + )% dz dy, I={0,1) x{

R

) x

T
J
T
c) f(x+y+z)d93dydz, I=
T
17
T

1 1 1 1
/ln(l + )% dr dy = / dx/ 2y In(1+z)dy = / In(1+ z)dx / 2y dy =
I 0 0 0 0
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(na tomto misté je uzite¢né si uvédomit, ze vnitini integrél je po vypoctu konstanta,
kterou mtzeme z vnéjsiho integralu vytknout — integracni obor je interval a integrand
je tvaru f(z)-g(y). V tomto (a jen v takovém) pfipadé lze dany dvojrozmérny integral
vypocist jako sou¢in dvou jednoduchych integrali:)

1 1
= (/ 2y dy) (/ In(1+ z) dx) = |druhy integral per partes| =
0 0

= [4?], [z In(z +1) =2 +In(z +1)]; = 2In2 - 1.

1 2 3
/(a:—l—y—i—z)dxdydz:/ dz/ dy/ (x+y+ z)dr =
I 0 0 0
1 2 72 z=3 1 2 /3
:/ dz/ dy{——l—xy—irxz} :3/ dz/ <—+y+z)dy:
0 0 2 =0 0 0 \2

1 2 1

3 1

23/ dz |~y + =y* +yz :3/(5+22)dz:3[5z—|—22]1:18.
0 2 2 0 0 0

d)
1 1 1
1
/ i d:cdydz:/ zdz-/ xdx/ dy =
rl+ay 0 0 o L+uay
271 1 y=1 1
1 1
- {Z—} / 2 {—1n|1+:cy|} da::—/ In(1+ z) do =
210 Jo x =0 2 Jo
ot ot | 11
= T =11+ 2) n(l+x —/ldx}:
L o = - [
1
=In2-—-.
2
Zde jsme u metody per partes polozili v = x + 1 — to jisté neni chyba, protoze
(x + 1) = 1; vypoclet se ndm tim zjednodusil — ve druhém integralu integrujeme
jednicku.

[]
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Meéritelné mnozZiny, elementarni oblasti

Jisté neni prakticky mozné omezit se pri integraci pouze na intervaly. V tomto odstavci
si budeme vsimat téch mnozin, ptfes které budeme schopni nasimi prostiedky integrovat.

Definice 6.8. M¢&jme mnozinu M C R¥, k = 2,3. Rekneme, Ze mnozina M je (Jorda-
novsky) méritelnd, tj. ma (Jordanovu) miru my(M), jestlize pro né&jaky interval I D M
existuje integral z charakteristické funkce x,; mnoziny M na intervalu /; potom klademe

mi(M) = / oz, v, (2)) da dy (d2).

Pripomenme, Ze charakteristickd funkce mnoziny M je definovana predpisem

Xu(X) =

1 pro XeM
0 pro X¢M

Uvedeme nékteré vlastnosti métitelnych mnozin:

Véta 6.9. a) Je-li M ohranicend mnozina a my(h(M)) = 0 (hranice md nulovou
miru), pak M je mévitelnd v R”.
b) Sjednoceni a prinik konecného systému méritelngch mnozin je méritelnd mnozina.
¢) Rozdil dvou méritelnyjch mnoZin je méritelnd mnoZina.

d) Kazdd oteviend oblast G je méritelnd, kaZdd uzaviend oblast je méritelnd a plati

Pravé pro méritelné mnoziny, tedy takové, jejichz charakteristicka funkce je integro-
vatelna, je obecné definovan pojem n-rozmérného integralu. My se specialné zamérime na
tak zvané elementarni oblasti, které, jak uvidime z definice (uzitim pfedchozich tvrzeni)
jsou méfitelné:

Definice 6.10. V roviné rozumime elementarnt oblasti typu [x,y|] mnozinu vSech
bodt (x,y) € M C R?, jejichz soufadnice vyhovuji nerovnostem

IN

b

T

IN

f(x)

kde a, b, a < b jsou ¢isla a f, g jsou funkce spojité na intervalu (a, b).

IA
IA

y < g(z)

(V literatufe se tyto mnoziny také nazyvaji normalni oblasti ve sméru osy y nebo
obory ohranicené shora a zdola spojitymi funkcemi .)

Elementarni oblast typu [z, y] 1ze charakterizovat geometricky: rovnobézka s osou y vedena
libovolnym vnitfnim bodem oblasti protina jeji hranici pravé ve dvou bodech, z nichz jeden
lezi na grafu funkce f a druhy na grafu funkce g.
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Podobné je jisté mozno definovat elementarni oblast typu [y, x| ; je ji takovd mnozina
v roving, pro jejiz body (z,y) € M plati nerovnosti

c<y<d
fly) <z <g(y)

kde funkce f, g jsou spojité na intervalu (c, d) .

Jak tyto pojmy zobecnime do trojrozmérného prostoru?

Pfedné primeét do nékteré ze souradnych rovin musi byt elementarni oblast v rovine;
méjme tedy mnozinu M C R? takovou, e pro jeji body (z,y,2) € M plati a < z <
<, fi(x) <y < g1(x) - to znamend, Ze prumét mnoziny M do roviny zy je elementarni
oblast typu [z,y] .

Dale je potreba omezit z-ové soufadnice; zde se jiz mohou vyskytovat funkce dvou pro-
ménnych. Tedy elementarni oblasti typu [z, ¥, z] v prostoru rozumime mnoZinu M, pro
jejiz body (z,y, z) € M plati

a<z<b
filz) <y < gi(x)
folz,y) < 2 < go(z,y)

Podobné je mozno definovat elementarni oblasti typu [y, z, z],[z, y, 2] atd.

Chceme-li tedy néjakou mnozinu M C R? popsat jako elementarni oblast, promitneme ji
do nékteré souradné roviny, prumét popiseme jako elementarni oblast (tedy ho promit-
neme do nékteré soufadné osy) a zbyvajici proménnou omezime dvéma funkcemi dvou
proménnych.
Priklad 6.11. Popiseme nékteré oblasti v roviné pomoci nerovnosti:

a) Mnozina M ohrani¢end parabolou y = 2z — x? a piimkou y = —x,

b) Mnozina M zadané nerovnosti |z| <y < 2,

c¢) MnoZina M omezen4 grafy funkci y = z, y = .

2

ReSeni. a) Parabola 22 — 2 m4 rovnici

y—lz—($—1)2’

tedy vrchol v bodé (1, 1), oteviend smérem dolt. Pruse¢iky s pfimkou y = —z jsou

v bodech (0, 0), (3, —3).

Pro (z,y) € M tedy plati 0 <x <3

—r<y< —22422

b) Grafy funkci y = |z| a y = 2 se protinaji v bodech (-2, 2) a (2, 2). Plati
—2<xr <2
2| <y <2

(x,y) e M = {
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y y=2x-x’
Ya
X 2
X = -y X =y
X
2 0 2
Obr. 6.6: K pf. 6.11 a) Obr. 6.6: K pf. 6.11 b)

Vyhodnéjsi pro dalsi vypocty je vyjadieni jako elementarni oblasti typu [y, z|:

Sy s
(x,y) e M = {
y<zx

¢) Mnozina M v tomto piipadé neni elemen- y =X
tarni oblast; da se vyjadrit jako sjednoceni 1
dvou elementéarnich oblasti, nap¥. typu [z, y]:
M = M, U My,
My={(z,y)|0<z<1,28<y<uz}
My={(z,y)| -1<2<0,z<y<az’}

Obr. 6.7: K pf. 6.11 ¢)

Priklad 6.12. Vysetiime nékteré prostorové oblasti:
a) M omezené plochami 2z +2y+2=6,2=0,y =0, 2 =0,
b) M omezend plochami z = 22 + ¢?, 2z = 2 — 2% — 2.

Resem a) Rovina 2x + 2y 4+ z = 6 protinad soufadné osy v bodech o soufadnicich
=3,y = 3, 2 = 6. Primét mnoziny M do roviny xy je trojuhelnik o vrcholech
0,

( 0), 3), (3, 0). Plati tedy
0<z<3
(x,y,2) e M = 0<y<3-—=x
0<2<6—2x—2y
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Obr. 6.8: K pf. 6.12 a)

b) Jedna se o mnozinu mezi dvéma rota¢nimi paraboloidy; vypocitdme rovnici kruznice,
ve které se tyto paraboloidy protnou:

2z =%+
2 2 _ o .2 .2
PRI 4y =2—-—2"—-y =

— paraboloidy se protnou ve vysce z = 1 v jednotkové kruznici; primétem mnoziny
M do roviny zy je jednotkovy kruh. Dostavame nasledujici omezeni:

-1 <z<1

(x,y,2) e M = —V1—-22<y<VI1—a?

24y <2 <2222
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Obr. 6.9: K pf. 6.12 b)

Integraly na méritelnych mnozinach
V této kapitole rozsifime pojem dvojného a trojného integralu na méritelné mnoziny:

Definice 6.13. Rekneme, e funkce f: M — R, M C R? (R®) je integrovatelnd na
mmnoziné€ M, tj. Ze existuje integral (Riemanniv) z funkce f na mnoziné M, existuje-li
interval I C R? (R?) tak, e M C I a funkce f -y je na I integrovatelna.

Potom klademe

/M f(z,y) dudy = / (f - xar)(z, ) da dy

(/ f(@,y,2) dedy dz == /(f xwm) (2, Y, 2) dwdydz) :
M I
Postacujici podminku pro existenci integralu udava nasledujici véta:

Véta 6.14. Je-li M C R? (R3) méritelnd mnoZina a f: M — R je na M ohraniéend a
skoro vsude spojita, pak je f na M integrovatelnd.

(Pfipomerime, Ze né&jaké tvrzeni plati na mnoziné M skoro vsude, jestlize plati
Vo € M\ A C RF aneplati Vo € A | kde my(A) = 0 (tj. plati s vyjimkou mnoZiny nulové
miry).)

Vlastnosti vicerozmérného integralu na meétitelné mnoziné shrnuje nasledujici véta:

Véta 6.15. Necht M C R" je méritelnd mnozina, f,qg: M — R integrovatelné funkce.
Potom plati:

1. Zécf(X)dX:c]{[ f(X)dz,
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Obr. 6.10: Fubiniova véta pro elementarni oblast

2. A{[f(X) +9(X)]dX =A£f(X)dX +A£9(X)d(X),
8. plati-li f(X) < g(X) VX € M, potom [ f(X)dX < [ g(X)dX,

4. je-li M = My U My, kde My, My jsou meéritelné moziny magici spolecné nejuys cast

hranice, potom [ f(X)dX = [ f(X)dX + [ f(X)dX.
M My Ma

Fubiniova véta pro vypocet integrali se da snadno rozsifit na elementarni oblasti
pomoci charakteristické funkce:

Mame pocitat [ f(z,y)dzdy, kde M = {(z,y)]a <z <b, d(z) <y < h(x)}. Zvolime
M

néjaky interval I tak, aby platilo M C I a vypocteme (podle definice)

/ (@) xar( )] dody.

1

Necht I = (a,b) x {(c,d). Potom
/I[f(x,y) X (@, y)] dwdy:/ dw/ [f (2, y) xar (@, )] dy =

b d(z) b h(x) b d
— [ae [ swy-odys o [ ) rdys [de [ fa)-ody -
a c a d(zx) a h(z)
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b h(zx)
a d(z)

Plati tedy véta (Fubiniova pro elementarni oblast):

Véta 6.16. Necht
M={(z,y) eR?’|a<z<b, dz)<y<h(z)}
resp.
M= {(z,y,2) eR*|a <z <b, di(z) <y < hi(2), dolw,y) <2< hoz,9) },

kde d, h, resp. dy, hy, da, hy jsou spojité a skoro vsude spojité diferencovatelné funkce.

Pak existuje-li

j:/f(x,y)dxdy resp. j:/f(x,y,z)dxdydz,

M M

platt

b h(x) b hi(z) ha(z,y)
.7:/ dx/ flz,y)dy resp. .7:/ dx/ dy/ f(z,y,2)dz.
a d(z) a di(z) da(z.,y)

Véta plati analogicky pro elementarni oblasti typu [y, z] nebo [y, z, 2] atd.

Priklad 6.17. Vypocitame nasledujici integraly:

a) [(2*+y)dxdy, kde M je ohrani¢end pfimkami y =0, y =z, = +y = 2,
M

b) [(x —y)dxdy, kde M je ohranidend kiivkami y = 22, y* = ,
M

¢) [y cos(z+x) dx dy dz, kde M je omezena plochamiy = /z, y =0, 2 =0, x+2z = J.
M

ReSeni. a) M je elementarni oblast typu [y, =] popsand nerovnostmi 0 < y < 1,
y<ao<2-y;

1 2—y 1 3 2—y
/(:c2+y)da:dy:/ dy/ (x2+y)d:c:/ dy |:%+£L’y:| =
0 Y 0 =

=
M Y
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Obr. 6.11: K pf. 6.17 a)

1
1 JE
[ @dedy= [as [ gy -
M 0 x2 Y=V;
1 2 V™
:/ dz [xy—y—} = "
0 2 | y =X
1 I
= 2 — — — —_ d g
/O($2 5 + 2) x 3
2 5 22 2t 5] 0 0 1
ST

Obr. 6.12: K pf. 6.17 b)

b) Mnozina M je shora omezena rovinou x4z = 7, dale soufadnymi rovinami a parabolickou
valcovou plochou y = /x.

y=Ix

ra|e

Obr. 6.12: K pf. 6.17 ¢)
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Obr. 6.13: Dva valce

Pramét do soufadné roviny zy je shora omezen grafem funkce y = /x, déle osou x
a pfimkou z = 7. Proto plati

™ vz T
/ ycos(z+a:)d:cdydz:/2da:/ ydy/2 cos(z +x)dz =
M 0 0 0

g NE 2 1
:/ (1—sinx)d:c/ ydy =+ = _ =
0 0 1 2

Priklad 6.18. Vypocitame objem mnoziny, kterd je prunikem dvou valci o poloméru
1, z nichz jeden mé osu rotace v ose x a druhy v ose y :

3

(=}

]

ResSeni. V obrazku si miizeme pov§imnout, Ze primét mnoziny do roviny z = 0 je jed-
notkovy ctverec, a dale Ze mnozina je soumérna podle vSech tfi souradnych rovin a navic
podle roviny y = z (a také podle y = —x). Vypocitame tedy objem 1/16 zadané mnoziny
— té Casti, kterd lezi v 1. oktantu (tedy z > 0, y > 0, z > 0) a jejiz pramét v 1. kvadrantu
lezi pod primkou y = x. Pro tuto mnozinu plati:

0<z<1,0<y<uz 0<2z<V1—2a2

Potom
1 1 x V1—z2 1 x
—mg(M):/ d:zc/ dy/ dz:/ dm/ V1—22dy =
16 0 0 0 0 0
1 1
:/ V1 —z2dx [y]gz/ aVl—alde =|t=1—2% dt = —2zds| =
0 0
0 1
:_1/ tédt:l{ztg} :1
2 ), 23], 3
Tedy ms(M) = .

]

K vypoctu vicerozmérnych integraltt mizeme pouzit nasledujici maplety: pro dvojné
integraly, pro trojné integraly.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/IntDvojnyKartezskeSpriklady.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/IntDvojnyKartezskeSpriklady.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/IntTrojnyKartezskeSpriklady.html
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Shrnuti

vV e

obory; nejdfive jsme definovali vicerozmérny (dvojny, trojny) integral na intervalu.
Analogicky jako u urcitého integralu jsme nejdiive zavedli

e déleni intervalu I:  systém intervald D = {I, I,}, jejichz sjednocenim je inter-
val I a prunik libovolnych dvou z téchto intervalii je mnozina, jejiz mira je rovna
nule (v pfipadé dvojrozmérného intervalu je prunikem nanejvys usecka, v piipadé
trojrozmérného intervalu nanejvys obdélnik),

e normu déleni: max(x; — x;_1), tj. nejvétsi z praméru intervali, které tvoii déleni
daného intervalu, pricemz

e prumér mnoziny je nejvétsi mozna vzdalenost dvou bodi dané mnoziny;

e déleni intervalu I s vybranymi body: v kazdém intervalu I; je vybran bod &;,

e integralni soucet funkce f pfislusny déleni D:  S(D, f) = > f(&)m(1;),

i=1
e urcity integral z funkce f na intervalu I:  ¢islo, které lze s libovolnou (pfedem
zvolenou) presnosti aproximovat pomoci integralnich soucti.
Pro funkei f nezdpornou na intervalu I C R? znamena [ f(z,y) dz dy objem télesa, které
T
vznikne z kolmého hranolu s podstavou v I omezenim shora grafem funkce f.

Formulovali jsme postacujici podminku pro existenci urcitého integralu na intervalu:
e Je-li funkce f spojita na I, potom je zde integrovatelna.

Dale jsme charakterizovali mnoziny rtizné od intervalii, pres které jsme schopni nasimi
prostfedky integrovat:

e méiitelnd mnozina: mnozina M, pro kterou existuje I D M tak, Ze charakteris-
ticka funkce xjs je na tomto I integrovatelna, piitom

e mira mnoziny M: je rovna integralu z x,; na tomto intervalu I.

Uvedli jsme nékteré vlastnosti méritelnych mnozin:
a) Je-li M ohrani¢end mnozina a my(h(M)) = 0 (hranice ma nulovou miru), pak M je
méfitelnd v R¥.
b) Sjednoceni a prinik konecného systému métitelnych mnozin je métitelnd mnozina.
¢) Rozdil dvou méfitelnych mnozin je méfitelnd mnoZina.

d) Kazda otevienad oblast G je méfitelna, kazdd uzaviend oblast je méfitelna a plati



6.1 DVOINY A TROJNY INTEGRAL 309

Déle jsme se vénovali specidlnimu typu métitelnych mnozin a integralim na téchto
mnozinach:

e elementéarni oblast typu [x,y]: mnozina vsech bodi (z,y) € M C R?, jejiz soufad-
nice vyhovuji nerovnostem

IN

< b
d(z) <y < h(z)
kde a, b, a < b jsou ¢isla a d, h jsou funkce spojité na intervalu (a, b),

e elementéarni oblast typu [y, z]: mnozina vsech bodi (z,y) € M C R?, jejiz soufad-

nice vyhovuji nerovnostem
c<y<d

l(y) <= < p(y)
kde ¢, d, ¢ < d jsou ¢isla a [, p jsou funkce spojité na intervalu (c, d).
Analogicky jsou definovany elementarni oblasti v R?, napiiklad:

e clementarni oblast typu [z,y,z] v prostoru:  mnozina M, pro jejiz body
(x,y,2) € M plati
a<x<b

di(z) <y < hi(z)
do(x,y) < 2z < ho(z,y)

IN

Definovali jsme integral funkce f na méritelné mnoziné M jako integral ze soucinu funkce
f a charakteristické funkce xj); na intervalu I O M, tedy specidlné pro dvojrozmérny
pripad:

/ f(x,y)dwdyz/f(%y)'xM(w,y)dxdy pro M CI.
M I
Pro integral na métitelnych mnozinach plati nasledujici existencni véta:

e Je-li M C R? (R?) méfitelnd mnoZina a f : M — R je na M ohrani¢end a skoro
vsude spojita, pak je f na M integrovatelna.

Dale plati:

e Je-li M C R? (R?) méFitelnd mnoZina, potom
mo(M) = / ldxdy, resp. mg(M) = / ldxdydz.
M M

Uvedli jsme vlastnosti integralu:

e Je-li M C R"™ méfitelna mnozina, f,g: M — R integrovatelné funkce, plati:

1. Aicf(X)dX :cﬂi f(X)dx,
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2. [If(X)+g(X)]dX = [ f(X)dX + [ g(X)d(X),
M M M
3. plati-li f(X) < g(X) VX e M, potom [ f(X)dX < [ g(X)dX,
M M
4. je-li M = My U Ms, kde M, M, jsou meéritelné moziny majici spolecné nejvys

¢ast hranice, potom [ f(X)dX = [ f(X)dX + [ f(X)dX.
My

M Mo

Zavérem jsme uvedli vétu o vypoctu integralu na meritelné mnoziné:

e Fubiniova véta: Je-li M = {(z,y) e R?*|a <z <b, d(x) <y < h(z)} resp.

M={(z,y,2) eR*|a <z <b, di(z) <y < hi(z), do(z,y) < z < ho(,y) },

kde d, h, resp. di, hy, ds, hy jsou spojité a skoro vsSude spojité diferencovatelné
funkce,

pak existuje-li J = [ f(z,y)dxdy resp. T = [ f(z,y,z)dxdydz,
M M

b h(z) b hi(z)  ha(zy)
plati J=[dz [ f(z,y)dy resp. T = [de [ dy [ fl(zy,z)d=.
@ dir) o die) ooy

Otazky a ukoly

1.

Jak je definovan dvojny integral z funkce f na intervalu I7 Je-li f na I nezéporna,
jaky je geometricky vyznam [ f(z,y)dx dy?
T

Co je to méritelna mnozina a jak se definuje integral na métitelné mnoziné?

Necht M = M; U My, M, M;, M, C R? jsou méfitelné mnoziny, f funkce spojité
na M, f(z,y) > 0 pro (z,y) € My a f(x,y) < 0 pro (z,y) € M. Interpretujte
geometricky [ f(z,y)dz dy.

M

V prikladu 6.1 jsme pro vypocet integralnich souctt Si, S zvolili vzdy stfedy pii-
slusnych intervald. Vypocitejte pro stejnou funkci a déleni Dy, Dy daného intervalu
integralni soucty Sp, S tak, Ze za vybrané body & zvolite pravé horni rohy jednot-
livych intervalt a integralni soucty S;, S,, kdy za vybrané body &; zvolite levé dolni
rohy jednotlivych intervalti. Co mtizeme na zakladé téchto vysledki Tici o integralu
z dané funkce na zadaném intervalu?

. Necht M je méfitelnd mnozina v roviné, f : M — R, f(z,y) =5 V(z,y) € M. Co

miizeme Fici o [ f(x,y) dx dy?
bYi

Necht I = (1,5) x (1,5), f(z,y) je vzdalenost bodu (z,y) od osy y.
a) Odhadnéte [ f(z,y)dx dy pomoci integralniho sou¢tu prislusného k déleni na
T

¢tyTi shodné ¢tverce, kde za vybrané body jsou zvoleny stfedy intervali.
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10.

11.

12.

b) Ukazte, ze plati 16 < [ f(z,y)dz dy < 80.
T

Necht M je trojihelnik s vrcholy [0,0], [0, 4], [4,0], f(z,y) = 2?y. Urcete maximalni
a minimalni hodnotu funkce f na M a pomoci téchto hodnot urcete horni a dolni

ohrani¢eni pro hodnotu integralu [ z*y dz dy.
M

. Nacrtnéte plochu o rovnici z = /22 + y2.

a) Necht V; je oblast v prostoru omezena shora danou plochou a zdola ¢tvrtkru-
hem se stfedem v poc¢atku a polomérem 1. Necht V] je objem V. Ukaite, Ze
Vi <1

b) Necht V, je oblast v prostoru omezené shora danou plochou a zdola ¢tvercem
s vrcholy [0,0],[0,1],[1,0],[1, 1]. Necht V; je objem V. Ukaite, ze Vo < /2.

LY
‘ \\\ T
9. V sousednim obrazku je nakres- o T
leno nékolik vrstevnic funkce f 12 £F=0
a interval \\\R b o
I=1(0,1) x (0,1). S [ S
B S
Odhadnéte shora a zdola S -
e I
/f(l’,y) dx dy. y= 535
; 0 1

Obr. 6.14: K cv. 9.

Analogicky jako u urcitého integralu se i u vicerozmérného integralu zavadi tzv.
stfedni hodnota p integrovatelné funkce f na méfitelné mnoziné M pomoci pred-
pisu
J f(X)dx
= MfT (ve jmenovateli je mira mnoziny M).
M

Odhadnéte stredni hodnotu funkce f z pfikladu 6.1 tak, Ze integral odhadnete po-
moci vypocitanych integralnich soucti.

Podobné jako v predchozi tloze odhadnéte stiedni hodnoty funkci z tloh 4., 5. a 6.

Hodnota integralu mize byt odhadnuta také pomoci nahodnych ¢isel generovanych
pocitadem, coz demonstrujeme na nasledujici tloze: Necht jista komplikovand mno-
zina M lezi uvnit¥ ¢tverce s vrcholy [0, 0], [0, 2], [2, 0], [2, 2] a nechf je na této mnoziné
definovand komplikovand funkce. Pomoci pocitace vygenerujeme 100 nahodnych
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bodt (z,y) v tomto ¢tverci. 73 z téchto bodli padne do M. Aritmeticky pramér
z funkcénich hodnot funkce f v téchto 73 bodech je 2,31.

a) Jaky je rozumny odhad plosného obsahu mnoziny M7
b) Jaky je rozumny odhad [ f(z,y)dzdy ?
M

Poznamenejme, Ze metody, pti kterych se vyuzivaji k vypoctim nahodné cisla, se
obvykle nazyvaji metody Monte Carlo. Tyto metody nejsou prili§ efektivni, protoze
chyba klesa v fadu 1//n.

Cviceni

1. Vypocitejte [ f(z,y) dz dy pro dané funkce f na dangch intervalech I:
T

a) f(r,y) =y, 1'=0,1) x (0,2),
b) f(a.y) = /. 1= (0.a) x {0,1),
¢) fla,y)=wsiny, I=(1,2) % (0.3),
d) fla,y) =et, 1=(0,1) x (0.1),
o) fley) =T I=0.1) % (0,1)
0 S = iy 1=(3,4) x (1,2),
o [y =gryane (=00,
h) foy) = g =00 x 0D,

i) f(l‘, y) = x2yemy7 I = <O’ 1> X <07 2>a

i) flzy) =2y cos(zy®),  I=(0,%)x(0,2).
2. Vypocitejte [ f(z,y,z)dx dydz pro dané funkce f na dangch intervalech I:
T

a) f(x,y,2)=20+y—2z2 [1=1(0,2)x(-2,2) x(0,2),

b) f(z,y,2) =22 + o3, I=1{0,3) x (—2,1) x (1,2),
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Q) f(my,2) = T—32% T=(2,3)x(0,1) x (—1,1),

d) flz,y,2) = 2zy — 3zy?, T =(0,2) x (—1,1) x (0,2),

e) flz,y,2) =ay’Vz, I'=(=2,1) x(1,3) x (2,4),

f) flzy,2) =141+ T=(La)x(l,a)x(La),a>1,
g) flx,y,z) =222 [=1(0,1) x (0,1) x (0,1),

h) f(z,y,2) = y*zcosz, I =10,27) x (0,b) x (—%,%)
3. Vypocitejte [ f(z,y)dx dy pro dané funkce f na mnozinach A, které jsou popsény
A
danymi nerovnostmi resp. ohranic¢eny danymi kiivkami:

a) f(l",y):flf—y, A yzO,y:x,x—i—y:Z,

b) flz,y)=vay—y?  A: 0<y<b y<az<10y,

c) flz,y) = |z|+ |yl Az + 1yl <1,

d) f(xvy):$2+ya A y:$2yy2:$7

e) f('rvy):xya A y2:2$a$:27

f) f(xvy):%_’_ﬁ7 A 9222%9:%

g) f(x,y):e%, A P =x,0=0,y=1,
2

h) f(x,y)Z%z, A y=1 y=dx, =3,

i) flr,y) =123z —4y, A: 2>+ 4y? <4,
) flay) =13, A: z=2+siny, 2=0,y=0,y=2n

4. V nasledujicich dvojnasobnych integralech zaméite poradi integrace:

2 4 2 6—x
a) 1fdyg“f(ﬂﬁ,y)dafdy, b) Ofdaf 2f f(x,y)dy,

1 NG 1 1—a2
c) Ofdw{f(%y)dy, d) idw Of f(x,y)dy,
e) Ofdy fy flz,y)de, f) Ofdy f_ fx,y) de.
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5. Vypocitejte [ f(z,y,z)dxdydz pro dané funkce f na mnozinach A, které jsou po-
A

psany danymi nerovnostmi:

a) flx,y,2) =2
A: 0<2<1,0<y<V1—a22 o2+ 92 <2< /2 — 22 — 32

b) f(xvyaz):l»+?1J+17

A: 2>20,y>0,2>0,z+y+2<1,

C) f(xvyaz)_z7
A 2—5+Z—3 'z—jgl,z>0,

A 22+ 2+ < R?, 22+ 42+ 22 < 2Rz
6. Vypocitejte [ f(x,y, z) dz dy dz pro dané funkce f na mnozinach A, které jsou ohra-
A
niceny danymi plochami:
a) f(.il?,y,Z) = 233“‘3?./—2,

A: 2=0,z=a,2=0,y=0, 2 +y=b,a>0,0>0,

b) f(a:,y,z): (iL’—Fy—&Z—{—l)B’

A: 2=0,y=0,z=0,z4+y+2=1,
C) f(x7y7z):xyzu

A: 224+ 92+ 22=1,2=0,y=0, =0, v L. oktantu,

d) flz,y,2) =2

A 2=+ y?), 2 =1

Vysledky

1.a) 1, b) §(ab)®/2,¢) 3,d) (e—1)%,¢e) 75, f) In22, g) In3, i) In fig j) 2; 2. a) 16, b) —342, ¢) —2, d) —32, e)
194(2v2-1), f) 3(a— 1)%1Ina, g) 3(e3 —1)(e? — 1)(e — 1), h) 0;

3.a) 2,b) 6%, ¢) 3,d) 2}, ¢) 0,f) In2, g) §, h) 1235, i) 247, j) &,

5. a) %(2\/57 1), b) % —2In2,c) gabCQ, d) %WRS; 6. a) %ab?’ - iasz, b) 1—16(81112 —5), ¢) 4—18, d) iﬂ'hZRz,
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6.2 Transformace integralu

Ptipomenme, jak se pocital urcity integral pomoci véty o substituci — struéné mtzeme
formulovat tuto vétu takto:

Necht f je integrovatelné funkce na intervalu (a, b), ¢ diferencovatelna funkce. Potom

/f ]dx_ dt’/f (@)t

pfitom nové meze jsme obdrzeli jako feseni rovnic a = ¢(t), b = ¢(t); tedy je-li ¢ prosté
zobrazeni, je (o, B) = {t|a < (t) <b}, mneboli (a, ) =¢ ' ({(a, b)) - tplny vzor
intervalu (a, b ).

Analogicky se bude postupovat u transformaci vicerozmérnych integrélfl ovéem integraéni

vvvvvv

obor — v ur¢itém integralu jsme zavadéli substituci, abychom zjednodusili integrand ( k
tomu budeme jisté prihlizet také).

Véta o transformaci vicerozmérného integralu ma tedy nasledujici tvar:

Véta 6.19. Necht je dina mnoZina M C R* | necht ® : ® (M) — M je z0brazeni
tridy Cy , které je bijektivni (vzdjemné jednoznacné) na (<I>_1(M))O (vnitrek), pricemz
my h (@71 (M)) = 0 (hranice md nulovou miru), a necht pro kazdy prvek X € M je
|®'| # 0 (takové zobrazeni se nazyvd regularni). Pak pro kaZdou funkci f integrovatelnou
na mnozine M plati

a) k=2,®(u,v) = (x(u,v), y(u,v)) :
/ f(z,y)dxdy = / f(x(u,v), y(u,v)) | det ®'(u, v)| du dv
M o-1(M)
b) k=3, ®(u,v,w) = (x(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w)) :

/ flx,y,2)dedydz =
M

- / Pty 0, w), y(u, v, w), (0, w)) | det @ (u, v, w)]| du do du
L(M)

Poznamky:

a) V pfipadé vicerozmérnych integrali hovotime misto o substituci o transformaci, pro-
toze prechazime od kartézskych souradnic k novym, tzv. kiivocarym souradnicim —
transformujeme soutadnice.
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b) V predchozi vété vystupuje vyraz &' (u,v) resp. &' (u, v, w) - tedy derivace zobrazeni
nych, tedy pro

To je matice sestavend z parcidlnich derivaci slozek zobrazeni podle vsech promén-
u,v) @,(u,0)
(I)(U, U) - (w(u, U)) y(uv U)) je (I)/ =
a pro

Yulu,v) g, (u,v) ]

S (u,v,w) = (z(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w)) je
u,v,w) @ (

pfi transformaci.

Derivace zobrazeni ®' se také nazyva Jacobiho matice a jeji determinant, je-
bian (resp. jakobidn). Jak uvidime u specidlnich ptipadi transformaci, charak-

hoz absolutni hodnota vystupuje ve vété o transformaci integrald, se nazyva Jako-
Polarni souradnice

terizuje absolutni hodnota Jakobianu ,zménu plosného resp. objemového elementu*

Transformacni rovnice maji tvar

{x:pcosap

y=psing

Nejcastéji uzivanou transformaci v roviné je zobrazeni pomoci polarnich souradnic.

)

pdpdyg

jedna se tedy o zobrazeni

® : (0, 00) x (0, 27) — R?,

®(p, ) = (p cosp, p singp),

|| =

Cos

\'|
—psing | ‘
sinp  pcosp - P

polarmi osa

Obr. 6.15: Plosny element pol. soufadnic
V polarnich soutadnicich se tedy ,plosny element® dx dy transformuje na pdp dep.

nasledujicim zptisobem:

Soutadnicové cary, tedy kiivky, na kterych jsou nové proménné konstantni, jsou popsany
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1. p = po =konst. (soufadnicové ¢ary proménné ¢ — @-kiivky )
jsou soustfedné kruznice 2% + y? = pZ,

2. ¢ = o =konst. (soutadnicové ¢ary proménné p — p-kiivky )
jsou primky prochézejici pocatkem y = tgyg .

Proto jsou polarni souradnice vhodné v pripadech, kdy integra¢ni obor ohranicuji takové
krivky.
Priklad 6.20. Uzitim polarnich soufadnic vypoc¢teme dvojné integraly z danych funkci

f pfes dané mnoziny M:

a) f(z,y) =zy? M={(z,y)|1<2®+y* <4, 2<y<zv3},

b) flz,y) =22 +y2, M={(z,y)|a*+y* <2z},
c) flz,y) ==, M= {(z,y)|2* +y* <2z}

ReSeni. a) MnoZina M je vyse¢ mezikruzi, kterou bychom pii integraci v kartézskych
soufadnicich museli rozdélit na t¥i elementarni oblasti; v polarnich soutadnicich je
omezena pravé souradnicovymi ¢arami. Transformujme nerovnosti, pomoci kterych
je mnozina M omezena:

1<2?+y’<4 = 1<p*<4 =

=1<p<2

(p je nezaporné soufadnice — vzdalenost od
pocatku)

r<y<aV3d =

= pcosgpgpsingpgx/gpcosgo =
= 1<tgp<V3
(cosp > 0, protoZe jinak by vyslo 1 > v/3).

Dostavame tedy

V polarnich soutadnicich je tedy integracni obor interval. Pro zadany integral do-
stavame

2 3
/ nydxdy:/ pcosg0p2sin2g0pdpd<p:/ p4dp/ sin o cos pdp =
M ®—1(M) 1 T
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120 <3w/_ 2\/5).

|
—
O] =

i)

(3}
| |
— no
—
Wl =

wn

—

=

AN
| |

w!

INE]

b) Hranici mnoZiny je kruZnice se stiedem posu-
nutym po ose x; :
Je tedy 22 +y? < 2z = p < 2 cos p; piicemz p
je nezaporna soutadnice, tedy 0 < p < 2 cos ¢,
odkud dale plyne 0 < cosyp = -5 <p < 7.

Obr. 6.17: Posunuty kruh

o (M) ={ (p, ) |0 < p< 2 cosp,

bo|

T
< p< =
—¢—2}

2cos p
/ Var+y? d:rdy—/ 1(M) p-pdpdp = /deo/ PP dp =

us 1 2cos ¢ ] z
:/idgo [gpg’} 25/1(1—sin2<p)cosg0dg0:

2 0 2

ST 1, 1% 32
= — |S1n — — S1n = —.
3 |PHY T g T

c) M je stejné jako v pfedchozim piikladé, ale tentokrat se integrand uzitim polarnich
soufadnic nezjednodusi; budeme postupovat jinak.
Nejdfive posuneme pocatek souradnic do stfedu kruhu a az potom pouzijeme polarni
soufadnice; pijde tedy o transformaci

P = (1+pcosp,psing), [P]=p,
2?41y <20 & 1+2pcosp+ picos? o+ pPsinp <2+2pcosp < pr <1
Na soutadnici ¢ nevyslo zadné omezeni, plati tedy

M) ={(p,p)|0<p<1,0<p<2m).

Integrac¢ni obor v novych soutadnicich je interval — soutadnicové ¢ary prislusné témto
soufadnicim jsou soustfedné kruznice se stiedem v bodé (1, 0) a pfimky prochazejici
timto bodem. Dostavame

2 1
/:cdxdy:/ (1—|—pcosg0)pdpd90:/ dgo/ (p+ p*cosp)dp =
M >—1(M) 0 0
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2w 1 2 1 ) 1 1
:/ dgo/ pdp+/ cosgpdgo/ p*dp = [¢]" {5/)2} +0=m.
0 0 0 0 0

Pro integraci pomoci polarnich soufadnic mizeme pouzit tento maplet.

Cylindrické souradnice

Cylindrické soutadnice maji trans-
formacni rovnice
T = p Cos
P ¥ z+dz

y—psing LY pdp dodz

jedna se tedy o zobrazeni

® : (0, 00)x(0, 27) x (—00, c0) — R3,

D(p, @, 2) = (p cosp, p sing, 2),

jehoz jakobian

cosp —psing 0
|®'| = | sinp  pcosp 0 |=np.

0 0 1 Obr. 6.18: Objemovy element cyl. soufadnic

V cylindrickych soutradnicich se tedy ,objemovy element® dxdydz transformuje na
pdpdod:z.

Soutadnicové plochy, na kterych jsou nové proménné konstantni, se zobrazi takto:

1. Plochy p = py =konst. se zobrazi na valcové plochy 22 + y* = p?
— soustredné rotacni valcové plochy s osou rotace v ose z,

2. plochy ¢ = g =konst. se zobrazi na roviny y = tgyo x
— svislé roviny prochazejici osou z

3. plochy z = 2y =konst. zistavaji na misté; jsou to vodorovné roviny.

Geometricky znamend pro dany bod cylindrickd soutadnice p vzdalenost tohoto bodu od
osy z, cylindrickéd souradnice ¢ tihel, ktery svird rovina prochazejici timto bodem a osou
z se soufadnou rovinou zz (s polorovinou pro kladné y) a cylindrickd soufadnice z mé
tentyz vyznam jako kartézska souradnice z.

Cylindrické soutadnice pouzivame u integrac¢nich oborti, jejichz priaméty do roviny zy je
vhodné vysSetfovat v polarnich soutadnicich.
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Priklad 6.21. Pomoci transformace do cylindrickych souradnic vypocteme trojné inte-
graly z danych funkci f pfes dané mnoziny M:

a) f(z,y,2) = 2%+ 9>, M ohrani¢end plochami 2z = 2% + 2, 2 = 2,
b) f(z,y,z) ==z \/56‘27—1-2, M ohraniéend plochamiz = 0, z = 1, 22 + y? = 2z,
c) flz,y,2) =z, M ohrani¢ena plochami (2 — 1) = 22 + 2, 2 =0.
Reseni. a) Mnozina M je ohraniené rota¢nim paraboloidem a rovinou,
M={ @yt s s <)

V cylindrickych soutadnicich dostaneme

1
§(z2+y2)§z§2 =

DO | —

pritom musi platit

p <2

N | =

a na @ nevysla zddna podminka.

Proto

(I)_l(M) = { (p’ 9072) |

1
0§p§2,0§@§2m§p2§2§2}.

Pro zadany integral plati:

o 2 2
/(m2+y2)dxdydz:/ pzpd,odapdz:/ d<p/ dp/ pPdz =
M d_1(M) 0 0 %p2

2 2 2
1 1 1 16
=27r/ p3[Z]212dp=27r/ p3(2——p2)dp=2ﬂ{—p4——p6] ==L
0 2P 0 0 3

2 2 12
b) Mnozina M je vélec o poloméru 1 a vysce 1 posunuty po ose x o 1, jeho prumét do
roviny xy je kruh z ptikladu 6.20 b). Proto plati

M:{(m,y,z)|$2+y2§2x,0§z§1},

®*1(M)={(p,w,Z)\OSPS%ow, —gﬁsoﬁg,oézél}
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a dany integral

1 5 2 cosp
/z\/x2+y2dxdydz:/ zpzd,odgodz:/ zdz/ dgp/ prdp =
M >-1(M) 0 - 0

jus
2

M

1 1 us 1 2 cos 4 s ] n
132 L), s [ etene=g [
0/-% - 0

37 — ] 3 (1 —sin? ) cos g dyp =
2
§ sin —lsin3 : —E
BEN A R

M={(ry2)]0<s<1-VaZryt ),

(M) = {(p, ¢, 2) |
0<2z<1-p0<p<,0<p<2m}

Obr. 6.20:
c)

2m 1 1—p 1
/ Zdl'dde:/ zpdpdgpdz:/ ng/ pdp/ zdz:27r/ ,Odp[z](l)_p:
M o-1(M) 0 0 0 0

1 1
1, 2., 1 7
=7 [ p(A=p)dp=m {—p2——p3+—p4] =.
/0 2 T3P T | T 12

Pro integraci pomoci cylindrick7ch soufadnic mizeme pouzit tento maplet.

Sférické souradnice

x =1 cospsini
Sférické souradnice maji transformac¢ni rovnice

y =r sinpsind | jedna se tedy o zob-
2z =1 cosV
razeni

®: (0, 00) x (0, 27) x (0, 7) — R, ®(r, ¢,9) = (r cos psind, r sin psin Y, r cos ),
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cossiny —rsinpsind rcospcos

jehoz jakobian |®'| = | sin¢sind rcospsint rsinpcostd | = —r?sind.
cos v 0 —rsind
Pfitom je tieba si uvédomit, ze |®'| = | — r?sind| = r?sin 9, protoze v intervalu (0, 7),

coz je maximalni mozny rozsah soutadnice ¥ , je sin? > 0.

3:& Z “—u,c:":? ; ';-;
oo X
it A
19:192 |,I \‘
" :
! [ Y
Y
,'r \I Y ‘l f
& 1
I.J 1“|\ i 1
1 | L | -
e Bl e
______ .
P=@ / e
rer P = rsind
P=@
r=r,

Obr. 6.21: Objemovy element sfér. souradnic

Ve sférickych souradnicich se tedy ,objemovy element“ dxdydz transformuje na
2 sin ) dr d d.

Soutadnicové plochy, na kterych jsou nové proménné konstantni, se zobrazi takto:

1. Plochy r = ry =konst. se zobrazi na kulové plochy 2% + y? + 22 = r3
— soustfedné kulové plochy se stfedem v pocatku soufadnic,

2. plochy ¢ = ¢y =konst. se zobrazi na roviny y = tgyo x
— svislé roviny prochazejici osou z

3. plochy ¥ = 1y =konst. se zobrazi na plochy z = tgidg\/x? + y?
— rotacni kuzelové plochy s osou rotace v ose z.

Geometricky znamena pro dany bod sférickd souradnice r vzdéalenost tohoto bodu od
pocatku soutadnic, sférickd souradnice ¢ thel, ktery svira rovina prochéazejici timto bodem
a osou z se soufadnou rovinou zz (s polorovinou pro kladné y) a sférickd soufadnice o)
thel, ktery svird privodi¢ daného bodu (spojnice s pocatkem) s kladnym smérem osy z.
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Priklad 6.22. Pomoci transformace do sférickych souradnic vypoc¢teme trojné integraly
z funkce
fx,y,2) = Va2 + > + 22

pres dané mnoziny M:
a) M je popsana nerovnostmi 22 + 4% + 22 < 1, 2 > /22 + ¢2,

b) M je popséna nerovnosti 2 + y* + 2% < z.

ResSeni. a) Prvni nerovnost ziejmé popi-
suje kouli o poloméru 1, dostavame ome-

zeni
0<r<1;

druhou nerovnost transformujeme po-
moci sférickych soutadnic:

Obr. 6.22:

2>+ = 7’(:08192\/7“2 cos? p sin? Y + r? sin? ¢ sin®9 =
= cos¥ >sind (>0) = tgv<1 = ¢

Plati tedy

— ve sférickych soutradnicich je integracni obor interval, a dale

/ 22+ y? + 22 dx dy, dz:/ r-r?sinddrdp dd =
M ®=1(M)

21 i3 1 T
:/ dgo/ sinﬁ‘dﬁ‘/ rPdr = [@]Z [~ cos V)¢ [
0 0 0
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Mnozina M je koule o poloméru % se stfedem v bodé (0, 0, %) .
P24+ <z = r<cosd(r>0) = cosv >0 = ogﬁgg;

Ve sférickych soutradnicich tedy pro integracni obor plati

o 3

/ Va2 +y?+ 22de dy, dz-/ r-r?sinddrdp dd =
M (]

“H(M)

<I>’1(M):{(r,go,z?)\Ogrgcosﬂ,Oggog%r,Ogﬁg

2T 5 cos ¥ z 1 cos ¥
= / dgp/ Sin19d19/ 3 dr = 27?/ sin ¥ dv [—7‘4] =
0 0 0 0 4 o

e 1 T
:z/zcos‘lﬁsim?dﬁzz —Zcos® ¥ _T
2 Jo 2 5 0 2

Priklad 6.23. Vypocitame objem ¢asti jednotkové koule, kterd lezi mezi rovinami o
rovnicich z = v/3y a y = v/3z (,dilek pomerande*)

Reseni. Vyjadiime rovnice rovin ve sférickych souradnicich:

=3y = rcosgsingd=+V3rsingsingd = tgp=

S «l&

y=+3r = rsinpsind=+3rcospsind = tgy=

Pro r zfejmé plati 0 < r < 1, pro ¢ jsme
nedostali zadné omezeni.

V:/ ldxdydz:/ r? sin 9 dr dip dv
M ®-1H(M)

kde pro M plati:

0 , 0<9 <.

IN

r<l, —<e<

w|

s
6

Obr. 6.23:

(SE]

T 1 s T 1
vz/ dcp/ cw/ rzsinﬁdr:/sdgo/ sinﬁdﬁ/ r? dr —
x 0 0 z 0 0

k]
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Pro integraci pomoci sférickych soufadnic mizeme pouzit tento maplet.

Shrnuti

V této kapitole jsme uvedli vétu o transformaci v urcitém integralu 6.19, pomoci
které prevedeme integral v kartézskych soutradnicich na integral v jinych vhodnych
soufadnicich, které mohou obor integrace podstatné zjednodusit.

Uvedli jsme zejména

e polarni soufadnice:  ®(p, p) = (pcos p, psin ); pritom plati
/f(x,y)dfvdyz/ f(pcosp, psinp) pdpdp,
A B-1(A)
e cylindrické soutadnice:  ®(p, p, z) = (pcosp, psin g, z); pritom plati

/f(:v,y,Z)dﬂdedzz/ f(pcosp, psing, z) pdpdp dz,
A d-1(A)

e sférické soutadnice:  ®(r,p,) = (rcospsind,rsinpsind,rcosd); pritom
plati

/ f(z,y)dedy = / f(rcos psind, rsin psind, r cos ) r? sin 9 dr dy dv;
A B-1(A)
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Cviceni
1. Pomoci transformace do polarnich soufadnic vypoditejte [ f(x,y)dxdy pro dané
A

funkce f na mnozinach A, které jsou popsany danymi nerovnostmi:
a) f(x,y)=1-2x— 3y, A 2?+y? <2,

b) flz,y) =2+ ¢, A: 2242 <a® 5>0,y>0,

C) f(x,y):\/a2—a:2—y2, A x2+y2§a$7

d _ =2yt g ey oo > >
) flx,y) = T¥2 g sty " <L,z >0,y>0,

2,2
O flay) =BTV 4 1<ty <e
T+ Yy
f) flz,y) =siny/a?+y?, A: 7 <2’ +y? <dn?
_ y . 2 2 x
g) f(z,y)=arctg?, A: 1<a2*+y §9,y§x\/§,y2\/§.

2. Pomoci transformace do polarnich soutadnic vypocitejte obsah ¢asti roviny, které
jsou ohrani¢ené danymi kiivkami:

a) (z—a)+y*=a? 22+ (y—a)*=d?
b) (2*+y*)* = 2y,
c) (2% +y?)? =223

3. Pomoci transformace do cylindrickych soufadnic vypoéitejte [ f(z,y, z) dz dy dz pro
A

dané funkce f na mnozinach A, které jsou popsany danymi nerovnostmi resp. ohra-
ni¢ené danymi plochami:

a) f(z,y,2) =1, A: 224+92<1,2>0,0< 2 <6,

b) f(.T,y,Z)ZZV$2—|—y2, A: y:O,Z:O,ZZZ, x2+y2:2ya
C) f(x7y7z>:l’2+y27 A: 1’2+y2:227;;:2.
4. Pomoci transformace do sférickych soutadnic vypocitejte f f(z,y) dx dy dz pro dané

A
funkce f na mnozinach A, které jsou popsany danymi nerovnostmi resp. ohranic¢ené



6.2 TRANSFORMACE INTEGRALU 327

danymi plochami:

a) f(z,y,2)=~/a2+y2 422, A 2 +y*+22<1,2>0,9y>0,22>0,

b) f(z,y,2) =2+ 42 A A<+ +22<9, 220,
c) flx,y,2) =z, A: 22=22+9% 2=1
Vysledky

2

%)7 d) %(ﬂ' - 2)7 e) 2m, f) 767"2: g) %;

.a) 2m, b) & ) & (x

. a‘) az(g - 1)7 b) 17 C) %;
. a) 3m, b) %2, c) 12”;

La) Z.b) Sz o) 7

W N
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7 Dodatek: Geometrie

V této zavérecné casti shrneme zaklady o linearnich a kvadratickych ttvarech v roviné a
prostoru - primkach, rovinach, kuzeloseckach a kvadrikach.

7.1 Bodové eukleidovské prostory

Pripomenme, ze eukleidovsky vektorovy prostor je vektorovy prostor konecné dimenze,
ve kterém je definovan skalarni soucin. Prvky dvoj- resp. trojrozmérného eukleidovského
vektorového prostoru se daji predstavit jako Sipky s pocatecnim koncem v pevném bodé,
pricemz jaky je to bod se neuvadi. Pfi interpretaci aritmetickych operaci s témito Sipkami
je mozné v piipadé potieby je rizné premistovat do jinych bodi — tedy se vlastné sou-
¢asné uvazouji body i vektory (Sipky). V nasledujici definici tuto intuitivni interpretaci
precizujeme:

Definice 7.1. Necht V je eukleidovsky vektorovy prostor, F mnoZina takova, Ze pro
kazdy vektor v € V je urcena bijekce mnoziny F : X +— X + v pro niz plati:

1LYVX)YeFE dveV VY=X+v
2. (X+u)+v=X+(u+v).

Potom se E nazyva bodovy eukleidovsky prostor,
V jeho zaméreni,

bijekce X — X + v translace o vektor v a

dim V dimenze prostoru L.

Je-li napiiklad V = E, — aritmeticky vektorovy prostor se standardnim skaldrnim souci-
nem dimenze 2 a £ = R?, je R? spolu se zaméfenim E, bodovy eukleidovsky prostor —
prostor bodu a vektori v roviné.

Misto ¥ = X + v piseme také ¥ — X =v.
Bod X resp. Y nazyvame pocdteénim resp. koncovygm bodem vektoru v.
Necht P € E, {by,...,b,} baze prostoru V.

Pro kazdy bod X € E mé vektor x = X — P vyjadfeni

x=> mb;, tedy X =P+axb+-+z,b,
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Systém {P, by, ...,b,} se nazyvi soustava souradnic,
P pocéatek souradnic,

x1, ..., T, souradnice bodu X a

x = X — P polohovy vektor bodu X.

Vzdalenost bodu X.Y € E je | X - Y],
tedy velikost vektoru s pocateénim bodem A a koncovym bodem B.

Soufadnice bodi budeme psat v hranatych zavorkach: X = [x1,...x,], souFadnice vektor,
tak jak jsme zvykli, v kulatych zavorkach.

Je-li (by, ..., b,) ortonormalni béze, potom se { P, by, ..., b, } nazyva kartézskda soustava
souradnic.

Soustava soufadnic
{Py,e1,...,ey,) kde P, =10,...,0], e =(1,0,...,0),...,e, = (0, ...,0,1)
se nazyva kanonicka soustava souradnic.
V tivodu této kapitoly jsme se zminili, Ze nas bude zajimat predevsim dvoj- a trojrozmérny

prostor; v trojrozmérném prostoru je vhodné zavést kromé skalarniho soucinu jesté dva
dalsi typy soucinti vektorii:

Vektorovy a smiseny soucin v Ej

Definice 7.2. Rekneme, 7e dvé baze (v, Vo, v3) a (V/1, V'a, v'3) v eukleidovském prostoru
E;3 jsou souhlasné (nesouhlasné) orientované, je-li determinant matice prechodu
kladny (zaporny).

Vsechny baze v E; se tak rozpadaji na dvé disjunktni tfidy souhlasné orientovanych
bazi. Prohlasime-li baze jedné tiidy za kladné orientované a baze druhé tiidy za zaporné
orientované, fekneme, ze jsme prostor E; orientovali.

V dalsim predpokladejme, ze Ej je orientovany. Oznacme (i, j, k) nékterou pevné vybranou
ortonormalni kladné orientovanou bazi.

Definice 7.3. Budte a, b, c € E;,
a = ali + CLQj + (lgk7 b = bli + bQJ + b3k, C = Cli + C2j + C3k.

Vektorovy soucin vektori a, b je vektor

| a2 as s ay as |. ay as
A= b P b ks P b b |
neboli (symbolicky)
i j k
axb=|a a a3

by by b3
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Smiseny soucin vektori a, b, c je Cislo

Gz a3 a; as a; Qo
axb) c= c1 — co + c
( ) by by |t by by | 2T by by | P
neboli
Ci Co C3
(axb)-c=|a ay as
b1 by b3

7 predchozi definice je vidét, ze vektorovy a tedy i smiSeny soucin podstatné zavisi na
tom, ze vektory jsou trojice. Na prostory jiné dimenze nez tii tyto pojmy nezobecnujeme.

Vektorovy soucin je definovan pomoci souradnic vektorti; mohlo by se zdat, ze bude zaviset
na volbé baze. Bez diitkazu formulujeme nasledujici vétu:

Véta 7.4. Vektorovy soucin nezdvisi na volbe kladne orientované ortonormdlni bdze.
Ptimo z definice se provéri nasledujici
Pocetni pravidla:

axb = —-bxa,
(a+b)xc = axc+bxc,
alaxb) = (aa) xb=ax (ab),

axa = o,

ixj=k, jxk=i kxi=j.

Na zavér jesté uvedeme nékteré vlastnosti vektorového soucinu:
Véta 7.5. Vlastnosti vektorového soucinu:
1. axb lLa axb b,
2. axb=o0 & a,b jsou linedrné zdavisle,
3. jsou-li a,b linedrné nezdvislé, potom (a,b,a x b) je kladné orientovand bdze v Eg,

4. lax b|| =|al| ||bl|siny, kde ¢ je uhel vektori a,b.

Dukaz naleznete v ¢asti Pro zdjemce na konci kapitoly.
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Pro zajemce

Dukaz vlastnosti vektorového souéinu

a1 a2 a3
1. (axb)-a=| a1 a2 a3 |=0apodobné pro (axb)-a.
by bz b3

2. (<) a,b linearné zavislé = a = ab;
axb=(ab)xb)=a(bxb)=ao=o0.
(=) Jsou-li a,b linedrné nezivislé, potom podle Steinitzovy véty existuje x € Es tak, Ze a, b, x jsou linedrné
nezavislé; tedy (a X b) - x je determinant regularni matice a je rtizny od nuly, tedy a x b # 0.

3. Necht A je matice pfechodu od (a,b,a x b) k (i, j, k). Tedy

as as
a1 b by  bs

|Al=| az by — ‘;11 ‘;: =(axb) (axb)>0.
a1 a2
a3 b3 by by

4. Nejdfive ukdzeme, ze plati
(ax b)-(axb)=lal2 - Ibl> — (a- b)*.

Necht (i, j’,k’) je kladné orientovana ortonormalni baze takova, ze a = ai’,b = $1i’ + 32j’. Potom

i/ jl k/
axb=|a 0 0 |=afk = (axb)-(axb)=da%s;
B P2 O

lall®- Ib]* = (a- b)* = @*(87 + B3) — (aB1)® = aB3.
Tedy

ab 2
la x B2 = flal]? - [Ib]]? — (a - b)* = [Ja - b 1 - (—) -
Tall - o]

lall® - [[b]|*(1 — cos? ¢) = [lal|* - [[b]| sin® .

Otazky a ukoly
1. Co je to bodovy eukleidovsky prostor?
2. Co je to kartézska soustava souradnic?
3. Kdy tekneme, ze jsme trojrozmérny bodovy eukleidovsky prostor orientovali?
4. Jak definujeme vektorovy a smiSeny soucin?
5. Jsou dany vektory a, b, c,d € E3. Ukazte, ze

(a) vektory a x d, b x d, ¢ x d jsou linedrné zévislé

(b) vektory a —d, b — ¢ jsou linedrné zavislé, jestlize plati
axb=cxdaaxc=bxd.
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Cviceni
1. V E3 urcete ||a x b||, je-lia=—-3i+4j+k, b=—-2j+ k.
2. V E3 vypocitejte

(a) llax bl je-li [la| =1, [b| =5aa-b= -3
(b) b-c,jelia-b=0aaxc=o0,a#o0

3. V E3 zjednoduste

a) ix(i+j+k)+(G+k)x(i—-2j) b (2i+k)x({i-—3j+2k)

4. V E3 urcete vektor x , ktery je ortogonalni k vektorim a = (6,3,0) a b = (1,7,2)
a pro ktery plati x - ¢ = 6, kde ¢ = (4, —4, —2).

7.2 Linearni atvary v bodovych prostorech

K popisu primek a rovin v bodovych prostorech a jejich zobecnéni — tzv. nadrovin —
pouzijeme pojmi podprostor; pritom dostaneme jejich obvyklé oznaceni, tj. vyjadieni
pomoci rovnic:

Definice 7.6. Necht A € E je libovolny bod, V' C V.
Mnozina E' = {A + u|u € V'} se nazyva podprostor bodového prostoru F.
Podprostor E’ je sém bodovy prostor se zaméfenim ).

PRIMKA je podprostor dimenze 1:

Je-liueV, Ae FE, pak mnozina
{X|X = A+ tu,t € R}
je primka urcena bodem a vektorem; rovnici
X=A+tu, teR

nazyvame parametrickou rovnict primky.
Vektor u se nazyva smérovy vektor této primky.

Je-li u = B — A, fikdme, ze primka o rovnici
X=A+t(B—A), teR

je urcena dvéma body.
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ROVINA je podprostor dimenze 2:
Je-li V = (u,v), A € FE, pak mnozina
{X|X =A+tiu+tyv,ty,ty € R}

je rovina urc¢end bodem a dvéma vektory;
rovnici
X=A+tiu+tyv, t,t2 €R

nazyvame parametrickou rovnict roviny.
Je-liu=B— A, v=C_C — A, fikdme, Ze rovina o rovnici

X:A+t1<B—A)+t2(C—A), t1, 1o eR

je urCena tfemi body.

Piimky a body v E»
V FE, maji parametrické rovnice piimky tvar

r = a1 + tug

teR;
y = az + tus

jestlize prvni rovnici nasobime ¢islem w5, druhou ¢islem u; a rovnice odec¢teme, vylouc¢ime
,parametr” ¢ a dostaneme

ug(z —ay) —uy(y —ag) =0 & (ug, —uy)- X — A=0;

tedy libovolny vektor, jehoz poc¢ateénim bodem je bod A a koncovy bod lezi na vysetio-
vané piimce je ortogonalni s vektorem n = (a,b) = (uz, —u1) . Tento vektor se nazyva
normalovy vektor primky.

Predchozi tpravou jsme dostali tzv. obecnou rovnict primky v roviné, ktera ma tvar

ar +by+c=0, kde a=ug, b=—u; ac=asu; — ajus.

Poznamenejme, zZe mnozina bodl v rovin€ tvaru

p=A{[z,y]|ax +by =—c}

je takova podmnozina roviny, pro jejiz body nabyva vyraz

ax+by:[ab}[§]

hodnoty —c. Tento vyraz se nékdy nazyva linearni forma.
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Priklad 7.7. Je déna pfimka p : x — 2y — 1 = 0. Mame najit rovnici pfimky, ktera
prochézi bodem A = [—3,2] a je
a) rovnobézna s piimkou p,

b) kolmé na pfimku p.

ResSeni. a) P¥fmka p m4 normalovy vektor n = (a,b) = (1, —2), pfimka s ni rovno-

bézna ma stejny normalovy vektor. Smérovy vektor obou pfimek u ma tedy soutrad-

nice u = (2, 1). Parametrické rovnice hledané pfimky mé tvar X = A+ut, t e R, v
r=-3+2t

souradnicich Y= 2t t € R.

Obecnou rovnici hledané pfimky mtzeme bezprostiedné najit takto:

Budeme hledat ¢ tak, aby pfimka x — 2y 4+ ¢ = 0 prochazela bodem A. Po dosazeni
soufadnic bodu A dostaneme —3—4+c¢=0 = ¢ =7, tedy hledana pfimka ma
obecnou rovnici x — 2y + 7 = 0.

b) Postupujeme obdobné jako v pfedchozim ptipadé; norméalovy vektor zadané ptimky
je smérovym vektorem hledané kolmice:
Parametricka rovnice hledané kolmice ma tvar X = A + nt, t € R, v souradnicich
r=-—-3+t
=22t teR.

Obecnd rovnice: 2z +y+c=0 A [z,y] =[-3,2] = c=4,tedy2c+y+4=0.
[

Piiklad 7.8. Méame ur¢it vztah pro vypocet vzdéalenosti bodu X = [z, yo| od piimky s
obecnou rovnici ax + by +c¢ =0 .

Reseni. Hledana vzdalenost d bude rovna vzdélenosti daného bodu X od priseciku P
dané primky s pfimkou na ni kolmou a prochézejici bodem X.

Kolmice ma smérovy vektor n = (a,b) — je to norméalovy vektor dané piimky — a para-
rT=x9+ta

trickd .
metricke roviice Y = 1o +tb

teR.

Hledejme hodnotu parametru ¢, pro ktery prislusny bod kolmice lezi soucasné na dané
primce:
_amo + byo + ¢

a(xg+ta)+b(yo+tb)+c=0 = t= R

Y

takze pro soutradnice priseciku P plati:

a b
xp:xo—m(axo+byo+c), yp:yo—m(axo+byg+c).

Pro hledanou vzdalenost plati

d= 11X = Pl = \/(x, = 20)2 + (5 — 90)* =
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= 4 2(aac +byo + ¢)? + b 2(ax +5b +c)27|ax0+byo—|—c|
= o 0 T Y% a2 1 b2 0 T bYo T Ve

Je-li ax + by + ¢ = 0 rovnice pfimky, je pro libovolné a« € R aaz + aby + ac = 0 zfejmé

rovnici téze primky. Jestlize polozime o = H_lH = ﬁ, dostaneme tzv. normalovy

tvar rovnice primky

a b c
x + +
va? + b? \/a2+b2y va? + b?

kde || = d — vzdalenost piimky od pocatku soufadnic.

=drv+by+cd =0,

Vzajemnou polohu dvou primek danych obecnymi rovnicemi

P ax+biy+c =0
Do s +byy+co =0

a1 + by = —c,

vySetfime zkoumanim fesitelnosti soustavy linearnich rovnic .
s + boy = —co

Piimky jsou riznobézky pravé kdyz existuje spole¢ny bod — prusecik, tedy prave kdyz
soustava ma jedno feseni. Z Frobeniovy véty vyplyva, ze v tomto piipadé musi byt hodnost
matice soustavy rovna dvéma, tedy musi platit

a; by
as bo

£0.

Jinak feceno, normalové vektory piimek jsou linedrné nezavislé.

Ptimky jsou rovnobézky pravé kdyz neexistuje spole¢ny bod, tedy pravé kdyz soustava
nema feSeni. Z Frobeniovy véty vyplyva, ze v tomto pripadé musi byt hodnost matice
soustavy mensi nez hodnost rozsifené matice soustavy; tedy

h{‘“ bl]—l = —0

as by as by

a zaroven

as by co

h{“l by 01}22.

Jinak feceno, normalové vektory piimek jsou linedrné zavislé.

P¥imky jsou totozné (splyvaji), pravé kdyz ma soustava nekoneéné mnoho feseni. Z Fro-
beniovy véty vyplyva, Ze v tomto pripadé musi byt hodnost matice soustavy i hodnost
rozsifené matice soustavy rovna jedné, tedy vSechny subdeterminanty druhého radu roz-
sifené matice soustavy musi byt nulové.
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Priklad 7.9. Tii pfimky v roviné jsou dany obecnymi rovnicemi

pr: ez +by+c=0
P2 s +byy+co =0
p3: azr +byy+c3 =0

Mame ukazat, Ze se tyto piimky protinaji v jednom bodé, pravé kdyz plati:

a b «a
as b2 Cy | = 0.
az by c3

ResSeni. Piimky se protnou v jednom bodé, jestlize soustava sestavené z jejich rovnic
bude mit pravé jedno feseni. Jedna se ale o nehomogenni soustavu t¥i rovnic pro dvé
neznameé:

@mxr + by = —c

asx + boy = —co

azr + b3y = —c3

ta ma podle Frobeniovy véty feSeni pravé kdyz hodnost matice soustavy (ktera je nejvys
dvé) je stejné jako hodnost rozsifené matice soustavy. Ale

a by —c a by a b o
h as by —co =h as by ¢ <2 = as by cy | =0.
az by —cs as bz c3 az bs c3

Roviny, primky a body v Ej
Rovina

Je-liv By A=ay,as,as3], u= (uy,us,us), v=(v1,v2,v3) aoznacime-li
X = [z,y, z], m& parametrickd rovnice roviny tvar

[z,y, 2] = |a1, ag, as] + t1(u1, ug, uz) + ta(vy, v2,v3) =

= [a1+t1u1+t21)1,a2+t1u2+t2v2,a3+t1u3+t2v3}

a podminky pro rovnost jednotlivych soufadnic bodi na levé a pravé strané rovnice davaji
ze stfedni skoly znamé parametrické rovnice roviny v prostoru:

T = a1 +tiu + o
y = ax+tiug +tava Lty €R
z = az + tiusg + tav3

7 parametrickych rovnic vylou¢ime parametry; napiiklad z prvni a druhé rovnice a
z druhé a treti rovnice vylou¢ime t;, z takto vzniklych dvou rovnic potom vyloucime t,



7.2 LINEARNT UTVARY V BODOVYCH PROSTORECH 337

(obdobnym postupem jako pfi eliminaci parametru z parametrickych rovnic piimky —
rovnice nasobime vhodnym ¢islem a potom je odecteme); po upravé dostaneme

(x — a1)(ugvg — ugv3) + (y — az)(ugvs — usvy) + (2 — az)(ugvy — ugve) =0 &
r—ay Y—ax <2 —das

= Uy Us us |=0 & (X—-A)-(uxv)=0
U1 (%) V3

tedy libovolny vektor, jehoz poc¢atecnim bodem je bod A a koncovy bod lezi na vysetfované
roviné je ortogonalni s vektorem

n=uxv=(abc)=(ugvg — ugvs, UIV3 — UgV1, UV — U V3).
Tento vektor se nazyva normalovy vektor roviny.
Ptedchozi apravou jsme dostali tzv. obecnou rovnict roviny v prostoru, kterd ma tvar
ar +by+cz+d=0, kde a=usvy— usv3, b=ujv3— uzvy, €= UV — U V.
Pfitom obecna rovnice roviny prochézejici bodem A = [ay, as, az] ma ziejmé tvar
a(x —ay) +b(y — ag) + ¢(z —az) =0,
pficemz n = (a, b, ¢) je jeji normélovy vektor.
Poznamenejme, Ze mnozina bodt v prostoru tvaru
p={lz,y,2]|ax + by +cz=—d}
je takova podmnozina prostoru, pro jejiz body nabyva linearni forma

x
aa:—}—by—i—cz:[a b c} Y
z

hodnoty —d.

Obecnou rovnici roviny uréené tfemi body mizeme zfejmé najit pomoci vztahu

r — aq Y — Qg Z — asg
((B—A)X(C—A))(X—A):O = b1 —a; by—as bsg—as | =0.

€l —ap C—az C3—das

Priklad 7.10. Mame najit rovnici roviny, kterd prochdzi bodem A = [4,2 1] a
a) je rovnobéznd s rovinou  — 2y + 4z = 0,
b) je kolmé na rovinu = — y + 2z — 4 = 0 a obsahuje bod B = [5, 4, 2].
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ReSeni. a) Rovina rovnobé&Zna s danou rovinou mé stejny normalovy vektor; pro jeji
rovnici tedy dostavame

(r—4)—2(y—2)+4(z—1)=0 = z—-2y+42—-4=0.

b) Rovnice roviny prochazejici bodem A ma tvar a(x —4) + b(y — 2) + ¢(2 — 1) = 0,
pfitom n = (a,b, ¢) mé byt kolmy na normélovy vektor roviny x — y + 2z — 4 = 0;
tedy musi platit

(a,b,c)-(1,-1,2) =0 = a—b+2c=0.
Protoze bod B = [5,4, 2] lezi v hledané roviné, musi platit
a5 —4) +b(4—2)+¢c(2—-1)=0 = a+2b+c=0.

Dostali jsme homogenni soustavu rovnic

a—b+2c=0
a+2b+c=0
a ta ma FeSeni k(—5,1,3). Polozme k = —1 a dostaneme a =5, b= —1, ¢ = —3 a

hledana rovnice roviny je tedy

5lz—4)—(y—2)—3(>:—-1)=0 &  Bbr—y—32—15=0.

O

Priklad 7.11. Mame vypocitat vysku spusténou z vrcholu V' ¢tyfsténu na jeho sténu
ABC,jei V =[1,5,5], A=[4,4,4], B = [~1,10,—4], C = [2,-2,5].

Reseni. Hledanou vysku vypocitame jako vzdalenost bodu V od roviny p dané tiemi
body A, B, C. Rovnice roviny mé tvar

r—4 y—4 z—-4
) 6 -8 | =0 & 2v —y—224+4=0.
-2 —6 1

Pro hledanou vzdalenost plati

20 1-5-2-5+4]
N Vi+1+4 N

(%

l|#°

Primka

Je-liv B3 A= [ay,a9,a3], u = (u1,uz,u3) a oznac¢ime-li X = [z, vy, z], ma parametricka
rovnice primky tvar

[z, y, 2] = [a1, ag, as] + t(uy, ug, uz) = [ay + tuy, ag + tus, as + t ug)
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a podminky pro rovnost jednotlivych souradnic bodi na levé a pravé strané rovnice davaji
znamé parametrické rovnice primky v prostoru:

r = a1 + tug
y = ay + tuy teR
z = az + tus

Ze tti parametrickych rovnic pfimky v prostoru nemiizeme parametr eliminovat tak,
aby vysla jedna rovnice. Vyjadfenim t z parametrickych rovnic a porovnanim pravych

stran dostaneme
r — Qq Yy — Qs Z — asg

Uy U2 us

)
coZ jsou tzv. kanonické rovnice primky.

Ptimku v prostoru miizeme zadat také jako priisecnici dvou rtiznobéznych rovin. Méjme
tedy dvé roviny o rovnicich

alx—i—bly—i—clz—i-dl:O, kde A ay b1 C1 —9
a2I+b2y+ng+d2:O a9 b2 Co

Potom tyto rovnice nazyvame obecnymi rovnicemsi primky, kterd je prusecnici rovin
s témito rovnicemi. Smérovy vektor této piimky urcime jako vektorovy soucin normaélo-
vych vektort obou rovin:

u = ((11, bl, Cl) X ((12, bg, Cg).

Priklad 7.12. Najdéme primku, ve které lezi vyska ctyfsténu z prikladu 7.11 a jeji
prisecik s podstavou:

Reseni. Hledana pifimka je kolma na podstavu ¢tyfsténu, kterd lezi v roviné o rovnici
20 —y — 2z + 4 = 0. Normalovy vektor této roviny n = (2,—1,—2) bude smérovym
vektorem hledané kolmice; ta navic prochazi vrcholem V = [1,5,5]. Pfimka ma tedy
parametrické rovnice

r=1+2t
X=V+nt, telR & y=56—1t , teR
z=5—12t

Prisecik P najdeme tak, Ze ur¢ime hodnotu parametru t, pro kterou je bod kolmice
soucasné bodem roviny 2z —y — 2z +4 = 0 — dosadime pravé strany parametrickych
rovnic kolmice:

20 +2t) —(5—t)—2(b—2t)+4=0 = t=1 P=[3,4,3|].
Vypocitejme jesté vzdalenost bodid V a P — velikost vektoru V' — P:

IV —Pl= =3P+ G- 47+ (-3 = v+ 1743

Pochopitelné jsme dospéli ke stejnému vysledku jako v piikladu 7.11. O
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Otazky a ukoly
1. Jak definujeme piimku v E,,?
2. Cim mtize byt zadana piimka v roviné? V prostoru?
3. Jaké typy rovnic primky v roviné znate a jaky je mezi nimi vztah?
4. Jaké typy rovnic piimky v prostoru znate a jaky je mezi nimi vztah?
5. Jaké tvary rovnic roviny v prostoru znate a jaky je mezi nimi vztah?

6. Jakd muze byt vzajemna poloha
a) dvou piimek b) ptimky a roviny ¢) dvou rovin
a jak ji vySetfujeme?

7. Jak zjistujeme vzdalenost bodu

a) od jiného bodu  b) od p¥imky c¢) od roviny?

8. Jak zjistime thel
a) dvou pfimek b) pfimky a roviny c¢) dvou rovin?

9. Ukazte, ze obsah rovnobézniku, jehoz t¥i vrcholy lezi v bodech A, B, C, je roven

I(B = A) x (C = A).

10. Ukazte, ze obsah rovnobézniku s vrcholy [0, 0], [ai, as], [b1, be], [a1 + b1, as + bo] je
(05} |
by |

ay
roven | b
1

11. Ukazte, Ze objem rovnobéznosténu, jehoz ¢tyti vrcholy lezi v bodech A, B, C, D, je
roven |(B—A)- ((C— A) x (D — A))|.

12. Ukazte, ze objem rovnobéznosténu, jehoz ¢tyti vrcholy lezi v bodech [0, 0, 0], [a1, as, as],

ap Gz as
[bl, bg, bg], [Cl, Co, Cg] je roven ’ bl b2 b3 ‘
Ci1 C2 C3

13. Jak zjistime, zda ¢tyfi body
Ay = |21, 91, 21, Aa = [22, Y2, 22), Az = [23,Y3, 23], As = [T4, Ya, 24]
lezi v jedné roviné? (Navod: vyuzijte predchozi piiklad)

14. Ukazte, ze vzdalenost d bodu D od roviny ur¢ené body A, B, C' mizeme vypocitat
pomoci vztahu
(D—-A)-(B-A)x(C—A))

R [0 By o (s Ry

15. Kolik jednotkovych vektorid je rovnobéznych s rovinou ax + by + cz +d = 0 7 Jak
muzeme najit jeden z nich?
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T = Iy + uit
16. Kolik jednotkovych vektorti je rovnobéznych s pfimkou y = yo + ust 7 Jak mtizeme
z =2y + ust
najit jeden z nich?

Cviceni
1. Najdéte rovnici pfimky prochazejici danym bodem
(a) rovnobézné s danym vektorem (b)kolmo na dany vektor:

a) [2,3],(4,5) b) [4,5],(2,3) ¢) [1,0],(2,—-1) d)[2,—1],(1,3)

2. Najdéte smérové vektory primek
a) 20 —3y+8=0 b) mx—2y=7
c) y=3z+7 d) 2(z—1)+5(@y—2)=0

3. Najdéte vzdalenost daného bodu od dané primky:

a) [0,0],3z+4y—10=0 b) [3/2,2/3],220 —y+5=0

4. Najdéte jednotkovy normalovy vektor rovin

a) 2x—3y+42+11=0 b) z=2r—-3y+4

5. Najdéte rovnici roviny urcené tiemi body:

a) A=[4,0,3] B=[4,1,5, C=[1,2 -3
b) A=1[6,-3,3] B=[7,-3,0] C=[5-2,3]
¢) A=[1,1,-1] B=[3,2,0] C=[4,4,-3]

6. Najdéte rovnici roviny, kterd prochézi bodem B = [7,1,2] a je kolmé na roviny

a) y=20 ) 20 —5y+2—1=0
3r+2246=0 v+ 10y —22-12=0

7. Najdéte rovnici roviny, kterd prochdzi body A = [3,1,2] a B = [4,7,—1] a je
rovnobéznd s vektorem a = (3, —1, —4).

8. Najdéte rovnici roviny, kterd prochazi body A = [3,0,2] a B = [4,1,5] a je kolma
na rovinu 2z + 4y 4+ 6z = 0.

9. Najdéte obecnou rovnici roviny, ktera prochézi bodem A = [2,1, —2] a je rovnobézna
s vektory a = (3,2,4), b = (3,5, 2).
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10. Najdéte rovnici roviny, kterd prochézi bodem A = [3,2,—2], je kolma na rovinu
5z — 2y + 52 — 11 =0 a s rovinou x — 4y — 8z + 1 = 0 svira thel a = 7.

11. Najdéte vzdalenost daného bodu od dané roviny:

a) [0,0,0], 2z —4y +32+2=0 b) [1,2,3]x+2y—32+5=0
¢) 2,2, —1], rovina prochézi bodem [1,4, 3] a ma norméalovy vektor (2, —7,2)
d) 10,0, 0], rovina prochazi bodem [4,1,0] a je rovnobézné s vektorem (1,1,1).
12. Je dana rovina p o rovnici 6z — 2y + 3z — 14 = 0. Najdéte bod A, ktery
(a) lezi na ose y a jeho vzdalenost od roviny p je rovna 4,
(b) lezi na ose x a jeho vzdalenost od roviny p je rovna jeho vzdalenosti od bodu
B =[4,2,V/3],
(c) lezi na ose z a jeho vzdalenost od roviny p je rovna jeho vzdéalenosti od roviny
20 =2y + 2 -8 =0.

13. Najdéte soutadnice tézisté trojuhelniku s vrcholy A = [2,—1,5], B = [3,6,15], C' =
=[-5,-2,7].

14. Zjistéte, zda trojihelnik ABC' je pravouhly nebo rovnoramenny:

(a) A=[2,-1,5], B=1[6,1,—-2], C =15,0,7]
(b) A=1[2,-1,5], B=16,1,9], C =[4,3,9]

15. Krychle se stranou délky a mé jeden vrchol v pocatku souradné soustavy prostoru
Ej3, tii jeji stény lezi v soutadnych rovinach a soutadnice vrcholii jsou nezaporné.
Najdéte souradnice vrcholta

(a) dané krychle,

(b) pravidelného ¢tyfsténu vepsaného do této krychle,

(c) pravidelného osmisténu vepsaného do této krychle.
Pozn.: Pravidelna télesa maji vSechny hrany stejné dlouhé.

16. Na ose z najdéte vSechny body, jejichZz vzdalenost od bodu A = [—4,6, 6] je rovna
12.

17. Na ose y najdéte vSechny body, jejichz vzdalenost od bodi A = [-4,1,7] a B =
= [3,5, —2] je stejna.

18. Vypocitejte plosny obsah trojihelniku, ktery ma vrcholy A = [7,2,6], B =
=[4,5,6], C =[3,1,—4].

19. Jaka musi byt éisla a, b, aby body A = [3,3,a], B =[1,b,0], C = [—1,0, 7] nelezely

na jedné pfimce?
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20. Cty¥stén ma vrcholy A = [3,4,0], B = [5,2,-3],C = [7,4,6], D = [-4,-3,7].
Vypocitejte délku vysky spusténé z vrcholu D.

21. Jsou dany tfi za sebou jdouci vrcholy rovnobézniku ABC D, kde A = [2,—2,2], B =
= [4,2,0], C =[7,4,3]. Naleznéte jeho ¢tvrty vrchol D.

22. Najdéte uhel rovin 22 4+ 2y + 2 — 11 =0 a 1bx — 16y + 122 — 3 = 0.

23. Najdéte rovnice piimky, kterd prochézi bodem A = [3,1,2] a je kolma na rovinu
r—2y+22+1=0.

24. Najdéte parametrické rovnice piimky, kterd prochazi bodem A = [4,—5,7] a je
rovnobézna s primkou

r—1 y+1 =2-2 b) r+3y+10z2—-2=0
4 =3 11 2 —y+2z—4=0"

a)

25. Napiste parametrické rovnice primek

a) r+y—1=0 ) r—3y+42—-5=0
r+2y+2=0 dr +3y —62—5=0

26. Najdéte uhel ptimek p, g, je-li

a) p: 2r+2y+2—-7=0 o9 —-2y+2-16=0
Py oyt 2:47m5=0 1 3x—y—24+3=0

b p: r—y—2z—1=0 C 2r—y—2—-1=0
Pe p—y+z41=0 1 24y+2-1=0
27. Zjistéte, zda primka IT_?’ = % = 852 lezi v roviné 2x +y — 10z + 2 = 0 nebo je s

ni rovnobézna anebo ji protina. V poslednim pripadé najdéte priisecik.

Vysledky

1. a)rovnobé&zna 5z — 4y —2 = 0, kolma 4z + 5y — 23 = 0, b)rovnobé&zna 3z — 2y —2 = 0, kolma 2z + 3y — 23 = 0, c)rovnobézna
z+2y—1=0, kolma 2z —y — 2 =0, d)rovnobézna 3z —y — 7 =0, kolma z + 3y + 1 = 0;

2. a‘) (37 2)7 b) (\/ivﬂ')v C)(]-:S): d)(57 72); 3. a) 727 b) 221\5[7 4. a’) (17737 2)/\/ 29, b) (2773771)/V 14;

5.a) —10z —6y+324+31=0,b) 3z +3y+2—12=0,¢c) =5z +Ty+32+1=0;6.a) 2 —32—8=0,b) y+ 52— 11 = 0;
7. —-27x—5y—192+124=0;8. -3z +2+7=0; 9. —16x 4+ 6y + 92+ 44 = 0; 10. 5z + 5y — 2z + 6 = 0;

11. a) 2429 p) V11 o) 8V5T q) 5Y3; 12. a) [0,7,0], [0, —21,0], b) [7,0,0], [122,0,0], ¢) [0,0, ~7],[0,0, 42]; 13. [0,1,9];
14 a) pravouhly s pravym uhlem u vrcholu A, b) rovnoramenny, strany b a c jsou stejné dlouhé;

15.

16. —4 £ 6v/2; 17. [0, —1 ,0]; 18. 51/45; 19. a # 7/\1)7&27

20. 73176y+2z+33—0 21. [9,0, 1] 22. o = 144; 23, 274 = 5_v — =T,

24.a) z=4t+4,y=-3t—5,z2=—-11t — 7, b)$*6t+4 y722t—5 2715t+7 25.x =4, y=-3,z=1t

245 95 386
26.a) a= 3, b) a= F;27. [F2, 52, 52|
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7.3 Kvadratické utvary v bodovych prostorech

Poznamka o linearnich a kvadratickych formach

V poznamce pied prikladem ?? v minulém odstavci jsme se zminili o tom, Ze vyraz
tvaru ax + by se nékdy nazyva linedrni forma; podobné vyraz tvaru az? + bxy + cy? se
nazyva kvadraticka forma. Podobné vyrazy, jak vime, vystupuji v rovnicich kuzelosecek.
Pro moznost jednodussiho vyjadfovani pii popisu kvadratickych tutvart pojmy linearni a
kvadratické formy zavedeme.

Definice 7.13. Linearni zobrazeni vektorového prostoru do prostoru realnych ¢isel
f :R™ — R se nazyva linearni forma.
Je-li A = (ay,ay,...,a,) baze prostoru R”, x € R" x = ma; + za; + -+ + z,a,,
f(x) =z f(an) + 22f(a2) + - +@uf(an), o= f(a),i=1,..,n, potom
f(X) = aqxy + aoxo + - - + Qg
se nazyva analytické vyjidrenti linedrni formy a vektor (ai,qs,...q;,) se nazyva
vektor souradnic linearnt formy vzhledem k bazi A. V maticovém zépise je
T
f(x):[al e an].
xn

Poznamenejme, ze vektor soufadnic linedrni formy chapany jako matice typu (1,n) je
matici prislusného linedrniho zobrazeni.

Je-li A’ = (a’y,a's,...,a’,,) jind baze prostoru R", x = zja’y + xba's + --- + za/,,
/ /
_ / / . . .
f(x) = [ o5 o } : 5 : =P )
/ /
x x Ty

1
fx)=1[ o a, [P i,
Tn
o o
tedy (o, o, ...al) - P = (a1, a9, ...a,), meboli | : | =PT. | :
Qp, al,

Priklad 7.14. f:R?® > R, (x,y,2) — az + by + cz, kde a,b,c € R je linearni forma. V
maticovém zapisu
x
fx)=fla,y,2)=[a b c] |y

z
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Ptiklad 7.15. Linearni forma f : R? — R méa v bazi

U= (u,ug): ug=(1,1),us = (1,-1) analytické vyjadieni fy(x) = x; + 2xs.
Najdeéte jeji vyjadreni
1) v kanonické bazi 2) vbazi V= (vi,vy): vy =(1,-2),ve = (3,2).

Reseni. 1. Vektor soufadnic linedrni formy vzhledem k bazi U mé tvar ay = (1,2),
kanonickd baze B = (e, ez) je tvaru e; = (1,0),es = (0, 1), matice pfechodu mezi

. ;. 1 1 o . 9 .
bazi U a kanonickou bézi je tvaru P = e Oznacime-li vektor soutadnic

dané linearni formy vzhledem ke kanonické bazi jako ag = (a, b), plati ay = P -ap,

neboli
“ _H[ﬂ - [ﬂ = ap = (a,b) = 4(3,-1),

tedy fp(x) = %xl — %xg.

2. Matice pfechodu mezi kanonickou bazi a bazi V ma tvar P’ = [ _; g } )

ay =ap- P
% 3\ —92 9 3\Y )

tedy fv(x) = 521 + 5.

Bilinearni formy

Nyni budeme definovat jisté zobecnéni linearni formy — jakousi ,linearni formu dvou
proménnych®“. Tento pojem nebudeme studovat ptilis podrobné; je to pro nas jen pomocny
pojem slouzici definici kvadratické formy, kterou uvedeme v zapéti.

Definice 7.16. Zobrazeni f : R" x R" — R se nazyva bilinearnit forma, jestlize je
linearni na obou mistech, tedy jestlize

Vy € R" x — f(x,y) je linedrni forma a

Vx € Ry — f(x,y) je linedrni forma.

n n
Je-li A = (aj,ay,...,a,) baze prostoru R", x,y € R", x=>Y ma;, y= ) y;a;je
i=1 j=1

f(x,y) = inyjf<aia a;) = Z Bij Ty,

— analytické vyjadrent bilinearnit formy. Maticové:
Bir - Bin Y1
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511 e ﬁln

Matice B = oo, se nazyva matice souradnic bilinearni formy vzhledem

Bnl e ﬁnn
k bazi A, struéné matice bilinearnt formy.
Je-li matice B bilinearni formy b symetrickd, fekneme, ze b je symetricka bilinearni
forma.

Je-li A’ = (a’y,a's,...,a’,,) jind baze prostoru R",
Y1 Uy

Yn Yn
v bazi A’, P matice pirechodu,kterd vyjadiuje nové proménné pomoci starych,

potom

tedy B=P7.B’-P.

Vice si vsSimneme nasledujiciho specialniho ptipadu:

Kvadratické formy
Definice 7.17. Kwvadraticka forma na R" je zobrazeni f : R" — R takové, Ze existuje

bilinedrni forma b : R™ x R™ — R, pro kterou plati f(x) = b(x,x) Vx € R".

Poznamka: Kazda kvadratickd forma je urcena pravé jednou symetrickou bilinedrni for-
mou:

bx+y x+y)=bxx+y)+bly,x+y)=>bxx)+bxy)+bly,x)+by,y)
ale b je symetricka, tedy
b(x+y,x+y)=0b(xx)+2b(x,y) + b(y,y)

a odtud plyne, ze

b(x,y) =5 (b(x+y,x+y)—bxx)-b(y,y) =5 (f(x+y) = f(x) = f(y))

N | =
N |
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Matice kvadratické formy je matice prislusné bilinearni formy, kterou je kvadra-
tickd forma urcena.

Je-li A = (aj,ay,...,a,) baze prostoru R", x € V,x = zja; + -+ + zya,, [:R*" >R
kvadratickd forma a A matice jejich koeficient vzhledem k bazi A, potom

T
fx)=[a -~ x| A 1 | =x"-Ax

Tn
je analytické (maticové) vyjadreni kvadratické formy.

Priklad 7.18. Je ddna kvadratickd forma f(x) = 72? —6x1x9+ 873+ 522 — 27123+ 67973,
mame urcit jeji matici.

Reseni.

f(X) = 7.131%1 — 3%1%2 — 3.1’2561 + 8$2$2 + 5133$3 — X123 — T3T1 + 3$2]}3 + 3273;E2 =

T =3 -1 x 7 =3 -1
=[@ @2 3] | -3 8 3| ||, tedy A=| -3 8 3
-1 3 5 T3 -1 3 5)

]

Vsimnéme si, ze v hlavni diagonéale matice kvadratické formy jsou koeficienty u druhych
mocnin, mimo hlavni diagonélu vzdy polovina koeficientu u ptislusného soucinu.

Priklad 7.19. Mame najit kvadratickou formu, kterd ma matici

-5 1 0
A= 1 7 =2
0 -2 3

Reseni. Podle poznamky na konci pfedchoziho pfikladu snadno urcime, ze
f(x) = —bat + 2312 + Taj — daaws + 323,
O

Piiklad 7.20. Transformujme kvadratickou formu 33— —4x,2o+22, 13— 271 04+27573
pomoci transformace

r1 = N ot Y + Y
To = —W + Y + Y4
T3 = Y1 T+ Y - Ys
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Reseni. Zadana transformace ma tvar x = P -y, kde

1 10 1

-1 10 1

b= 1 10 -1
-1 -1 2 -1

Nejdrive si uvédomme, ze transformace zadava staré proménné pomoci novych; mame
x=P.y, x"=y" - P! fx)=x""A-x =

9y)=fP-x)=y"-P"-A-P.y=y" B.y;

tedy
1 -1 1 -1 0 -2 1 -1 1 10 1
o A b |1 1 1 -1 —2 31 0 -1 10 1]
B=P-A-P= 0O 0 0 2 1 10 O 1 10 —1/|
1 1 -1 -1 -1 00 -1 -1 -1 2 -1
4 =4 0 0 1 10 1 8 0 0 O
B o 22 O (-1 10 1| |04 0 O
-2 00 -2 1 10 -1 |00 -4 0
-2 02 0 -1 -1 2 -1 00 0 —4

tedy matice transformované kvadratické formy je diagonalni a kvadraticka forma méa po
transformaci tvar
8yi +4y; — 4y3 — 4yi.

]

Definice 7.21. Vyjadreni kvadratické formy vzhledem k takové bazi prostoru R", kdy
jeji matice je diagonalni, se nazyva kanonicky tvar kvadratické formy.

Véta 7.22. Ke kazZdé kvadratické formé f s matici o hodnosti > 1 na prostoru R™ existuje
baze, vzhledem k niZ je matice koeficientu formy f diagondlni, tj. forma md kanonicky
tvar

f(X) = @123 + agxs + -+ + a, 22

Problém, jak najit takovou transformaci, kterd prevadi danou kvadratickou formu na
kanonicky tvar, souvisi s dalsimi vlastnostmi matic — specialné s tzv. vlastnimi ¢isly a
vlastnimi vektory matic, které jsme v Linearni algebfe neuvadéli, a proto tento problém
vysSetfovat nebudeme.

Kvadratické utvary

Priklady kvadratickych atvarii v roviné jsou vam znamé kuzelosecky; v této kapitole
pojem zobecnime na tzv. kvadriky v trojrozmérném prostoru a nadkvadriky v prostorech
vyssich dimenzi.
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Definice 7.23. Necht F, je eukleidovsky prostor s kanonickou bazi, V), jeho zaméreni.
Bud f(x) kvadratickd forma na V, s matici koeficienti A (vzhledem ke kanonické bézi),
g(x) linearni forma na V), s vektorem soufadnic b,

ceR.

Potom mnozZina bodiu X € E,, X = [z1,...,x,] , pro jejichz souradnice plati
f(x)+g9(x)+c=0,

kde x je polohovy vektor bodu X, se nazyva nadkvadrika.

Maticové:
aixz - Aip X1 X1
[xl xn] S _|_[b1 bn} +e¢=0.
A1p *** Qpp Tp Tp
Matice
a11 ay, by
M = :
A1n Ann bn
b1 bn C

se nazyva matice nadkvadriky.

Je-li |[M]| # 0 fikdme, ze ptislusnd nadkvadrika je reguldrni, v opa¢ném piipadé fikame,
ze je singularnt.

Je-li |A| # 0 je nadkvadrika stredova.

Rekneme, 7e nadkvadrika ma kanonicky tvar, jestlize A je diagonalni matice; tedy ma-li
ptislusné kvadraticka forma f(x) kanonicky tvar.

Kvadratické utvary v Ey; — kuZelosecky

Necht n =2, X =[z,y|, x=(z,y), A=

a11 a2 ] b= (bl,bz)-

aiz2 a2

Mnozina bodt vyhovujicich rovnici

[ y}[a“ al?]-[$]+[b1 bg}-{x}qtc:o

iz G22
neboli (analyticky tvar)
a112® + 20152y + any® + b1z + by + ¢ =0

je kuZelosecka.
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Priklad 7.24. Mnozina bodt v Ej:
M={[z,y] |2* +y*~1=0}

je, jak zndmo, kruznice, tedy kuzelosecka v kanonickém tvaru, kterd je regularni a stiredova.
Zde je
10
A = {O 1}, b=o, ¢c=-1.

Kuzelosecky, které nemaji kanonicky tvar, se snazime, pokud to je mozné, na kanonicky
tvar prevést — to se déje pomoci transformace souradnic. Situaci popiseme na piikladu:

Priklad 7.25. Mame vySetfit kuzelosecku o rovnici

2 2 . 5 —2 x
bx” —4xy 4+ 8y” — 36 =0, neboli [m y]{_Q 3 Y —36 =0.

5 -2 0
B=|-2 8 0], Az{_g _g}
0 0 —36

kuzelosecka je regularni a stredova.

Metodami, které presahuji naplii tohoto textu (pomoci vlastnich ¢isel a vlastnich vektori
matice kvadratické formy kuzelosecky), se da najit transformace prevadéjici kuzelosecku
na kanonicky tvar. V tomto pripadé se jedna o transformaci, kterd ma matici

| [

Transformacni rovnice maji tvar

pP—

S s
S s

T IS y
=t T Y Y
D WA b NS
/ v,
’ ’ s, . v Vv,
Jedna se o ortogondlni transformaci v roviné — / //_.=
X

tedy o otoceni.
V novych souradnicich mé kuzelosecka rovnici

{
|

xl?

42 +9y? —36 =0 < 5

2
+o =1

a to je elipsa. Obr. 7.1: Otoceni elipsy
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Jestlize v rovnici stredové kuzelosecky vystupuji linearni ¢leny, provedeme po otoceni
jesté posunuti poc¢atku doplnénim na uplné c¢tverce a tim najdeme soutradnice stfedu
kuzelosecky, tak jak to znate ze stfedni skoly.

Priklad 7.26. Mame prevést rovnici kuzelosecky
422 +9y*> — 8r — 36y +4 =0
na kanonicky tvar.

Reseni. Pro posunuti pocatku nejdiive predchozi rovnici doplnime na tiplné étverce:
42 —22) + 9y —4y) +4=0 & 4(@* —22+1)+9(* —4y+4)=—-4+4+36
tedy
4(x —1)*+9(y —2)* =36

Jestlize posuneme pocatek pomoci transformace

b b : o e |1
r=x—1, y =y—2, neboli {y,}—{y} {2},

2 2
. - "y
dostaneme zavérem rovnici elipsy v + T 1.

]

Vv

Nejdulezitéjsi kuzelosecky jsou elipsy (kruznice), hyperboly a paraboly; tyto kuzelo-
secky se nazyvaji nedegenerované. Ve shrnuti na zavér kapitoly je piehled kanonickych
tvart kuzelosecek.

Kvadratické utvary v EF3 — kvadriky

ail a1z Gi13
Necht n =3, X =[z,y,2], x=(2,y,2), A= | a2 ax a3 |, b=/(b,bs,b3).

13 Qg3 33

Mnozina bodt vyhovujicich rovnici

11 Qi Q13 x x
|:f]3 Yy Z] 19 Q92 (923 . Yy +[b1 b2 bg] Y +C:0
@13 Q23 Q33 z z

neboli (analyticky tvar)
(1111‘2 + a22y2 + a33z2 + 2&121’3} + 2@13272 + 2@23@/2 + b1$ + bzy + bgz +c=0

je kvadrika.
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Priklad 7.27. Mnozina bodt v Ejs:
M ={[z,y,2] |2y —2=0}

je kvadrika, ktera je singularni a neni stredova.

Zde je
010
A=|100], b=(0,0,-1), ¢c=0.
000

Obr. 7.2: z = xy
Je to tzv. hyperbolicky paraboloid.

010
Kvadratickou formu s matici A= % 00
0 00

muzeme také prevést na kanonicky tvar pomoci transformace

T 1/v2 —1/v2 0] [ o
y | =11/v2 1/vV2 0[]V
z 0 01]]~7

a transformacni rovnice maji néasledujici tvar:

a to je otoceni kolem osy z o thel 7/4.

Po transformaci mé kvadrika tvar 2% — y? = 2.

Otoceni soutadné soustavy, kterym dosdhneme toho, aby nové osy lezely v hlavnich
osach nadkvadriky, obecné najit neumime — je k tomu opét tieba znat tzv. vlastni cisla a
vlastni vektory matice ptislusné kvadratické formy. Posunuti pocatku do stfedu stredové
nadkvadriky mizeme provést doplnénim na ctverce.

V zavéru kapitoly uvadime prehled kanonickych tvart rovnic kvadrik — kvadratickych
utvard v prostoru.
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Shrnuti

Kanonické tvary nedegenerovanych kuzelosecek

= =1
Y =azx
rl=ay

i
b
— by [
elipsa & X E
mk (a0 fag) ’ta.ﬂl y
o /
a=b // a=h
-
» by
\ A
LT <
hyperbola x = &
/-4.01 & T=
-l
i //A\\
i, "
= cail ey
e
parabola v x x
\ g |
a=0
ﬂ ¥ lﬂl y
a<0 .
parabola . / .
S
a=0 /
Obr. 7.3:

Kanonické tvary degenerovanych kuzelosecek

22 |y
|
2 | y?
Z =0
x? —a?

y? —a®> =0

bod

dvé rovnobézné primky

22+ a? =
v’ +a?=0
12 2
2 =0
r? =0

y?=0

dvé rtiznobézné primky

dveé splyvajici ptimky
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Kanonické tvary nedegenerovanych kvadrik

172 yz 22 .’B? _y_g
E—Fb—z-!-?:l ?+§=22
elipsoid kuzel

:]32 ,y? 22 N $? _yﬂ _

ETE E o m
jednodilny elipticky
hyperboloid paraboloid

1:2 yZ 22 1.2 y2
B E B
dvojdilny hyperbolicky
hyperboloid paraboloid
Obr. 7.4:

Elipsoid a hyperboloidy jsou stfedové kvadriky, paraboloidy jsou kvadriky nestifedové.
Uvedli jsme zde jen nékteré pripady jednotlivych typd kvadrik; stejné typy dostaneme

zaménou promeénnych x a y, x a z resp. y a z.
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Kanonické tvary realnych degenerovanych kvadrik —
valcové plochy

w—z = y—2 =1 _1,_2 — y_ﬂ =0
a? e a2 B2
elipticka dve
valcova riiznobézné
plocha roviny
2 2
m_g = % =1 2 —a?=0
i
hyperbolicka dve
valeova rovnobézné
plocha roviny
2
P —ay=0 7% =0
parabolicka dve
valcova . splyvajici
plocha roviny

Obr. 7.5:
Valcové plochy jsou primkové, tj. jsou ,vyplnény“ primkami. V nasich ptfipadech slo vzdy
o primky rovnobézné s osou z — v rovnici kvadriky se proménné z nevyskytovala.

Zbyvajici pripady kvadrik jsou pocatek souradné soustavy resp. osa z

2 2 2 2 2
N ¢yt
pr + 5 + ol 0 resp. ) + T 0
a imaginarni plochy:
2 2 2 2 2 2
¢yt 2t ¢yt el
et ptep=t p=t

Opét jsme uvedli nékteré pripady jednotlivych typt kvadrik; stejné typy dostaneme
zéménou proménnych x a y, r a z resp. y a 2.
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Cviceni
1. Je dan elipsoid
22 2 22
—+b—2+——1, a>0,b0>0,c>0.
Najdéte
a) body, ve kterych protne souradné osy
b) kiivky, ve kterych protne soufadné roviny
c) kiivky, ve kterych protne roviny = = ¢, y = ¢, z = ¢ a uvedte podminky na
konstanty ¢, za kterych jsou tyto kiivky realné.

2. Pro dané elipsoidy najdéte pruseciky se soufadnymi osami a priisecnice s rovinami
z=0az=2:

a) x2+%—|—§:1 b) 922 +9y* 422 =9
Elipsoidy s pfislusnymi fezy nacrtnéte.

3. Je déan jednodilny resp. dvojdilny hyperboloid (a > 0, b > 0, ¢ > 0)
72 2 L2 72 2 L2
$+%_§:1’ resp a——y———zl.

Najdéte

a) body, ve kterych protne souradné osy

b) kiivky, ve kterych protne soufadné roviny

c) kiivky, ve kterych protne roviny z = ¢, y = ¢, z = ¢ a uvedte podminky na
konstanty ¢, za kterych jsou tyto kiivky realné.

4. Pro dané hyperboloidy najdéte priseciky se souradnymi osami a priisec¢nice s danymi

rovinami:
a) —2+yP—22=1, =0

=

o

) —2?+ 4y +92:2=36, =38
) —§+y2+§:1, z=3

) -y +2P=1, y=0,y=v3,y=-V3

) ¥ 42=1, y=0,y=3,y=-3

f) a* 4+ 4 +422=4, 2=0,2=+3, 2=—3.

Hyperboloidy s prislusnymi fezy nacrtnéte.

S8

®

5. Pro dané kuzelové plochy najdéte priisecnice s danymi rovinami:
a) 322=2+y% z=1l,z=1

) 322=4(2*+9y?), z2=1,z=2

c) y2:m2+z2, z=1, =3

d) Z %’ Z—]_,y:
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Plochy s pfislusnymi fezy nacrtnéte.

6. Najdéte (a nacrtnéte) prisecnice plochy z = xy s rovinami:

7. Najdéte translaci, kterd posune pocatek soutadnic tak, aby dané kuzelosecky byly
v kanonickém tvaru. Zjistéte, o jaky typ kuzelosecky se jednéd a uvedte jeji rovnici
v novych soufadnicich:

922 + 4y? — 362 — 24y + 36 = 0

S L
~—

) 2% — 16y + 8z + 128y = 256
) y*—8r—14y+49=0

d) 224+y*+6r—10y+18=0
e) 2% —3y® + 6z + 20y = —41
f) x*+10x + Ty = —32

8. VysSetrete nasledujici degenerované resp. imaginarni kuzelosecky a kde je to mozné
nacrtnéte graf:

a) 22 —1y?=0 b) 2> +3y +7=0
c) 82+ Ty2=0 d) z?—2xy+1y>=0
e) 9x*+ 122y +4y? —52=0 f) a2?+y?—22r—4dy= -5

9. Najdéte matice nésledujicich kvadrik a matice prislusnych kvadratickych forem.
Kazdou kvadriku vyjadiete ve tvaru

xTAx +blx+¢=0:

a) 22 +2y* —y? + 4oy —byz+Tr+22=3 , b)xy+zrz+yz=1

c) 3?2 + 722 + 2xy — 3wy +4dyz — 3x =4 d) 2> +y> —2>=7

e) 22 +2zxy +y* +2x —y+32=0 f) 322 +3zy — 14y +9=10
10. Pojmenujte nasledujici kvadriky:

a) 36z> +9y +422-36=0 D) 22% +6y* — 322 =18
) 6 2-222-6=0 d) 92? +4y* — 22 =0
e) 16x* + y* = 162 T2 =3y*+y=0
g) 2 +y?+ 22 =25

c



358 DODATEK: GEOMETRIE

11. Pro kazdou z nasledujicich kvadrik najdéte translaci, ktera ji prevede do standardni
pozice (na kanonicky tvar). NapiSte rovnici kvadriky v novych proménnych a po-
jmenujte ji.

a) 922 + 36y? + 42% — 18x — 144y — 24z = —153
b)6x +3y 224+ 120 — 18y — 82 = —7
€) 322 —3y? — 22+ 422 + 144 = 0

d) 4z? + 9y — 22 — b4y — 50z = 544

e) z* +16y +2r—32y — 162 —15=0

f) 7x? — 3y? + 1262 + T2y + 2 + 135 = 0

g) 2+ +22 -2z +4y—62=11
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