LOKALNE EXTREMY

1. Néjdite lokélne extrémy funkcie f(x) = {/(x? — x)2.

RieSenie.

Najskor uréime definiény obor funkcie. Vzhladom k tomu, ze sa
jednd o tretiu odmocninu, tak Dy = R.

Lokélne extrémy si v bodoch, pre ktoré je f'(x) = 0 alebo kde
/' (x) neexistuje. Preto uréime prvi derivdciu funkcie f.
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Zrejme f'(z) =0 <= z = a f'(z) neexistuje pre z € {0,1}.
Tieto tri podozrivé body rozdelia Ciselni os na Styri intervaly:
(—00,0),(0,3),(3,1),(1,00).
Uréime znamienko prvej derivacie na jednotlivych intervaloch:
— f'(x) >0 prex € (0,%) aprez € (1,00).
— f'(z) < 0 pre z € (—00,0) a pre z € (3,1).
To znamena, ze funkcia f:
— rastie na intervale (0, %) a (1,00),
— klesd na intervale (—00,0) a (3,1).
Funkcia vlavo od bodu 0 klesa, napravo od bodu 0 rastie, preto

je v bode 0 lokalne minimum, podobne zistime, ze v bode % je
lokdlne maximum a v bode 1 lokdlne minimum.

Situdciu vidime na obrazku. Vs&imnite si obe lokdlne minim4 a porov-
najte s lokdlnym maximom-v bodoch, v ktorych mé funkcia lok. mi-
nimé derivéicia neexistuje a v bode, kde je lok. maximum, je derivécia



rovnd nule.

Teda lokédlne minima sd v bodoch z; = 0 a x2 = 1, ich hodnota je
f(0) = f(1) = 0. Lokdlne maximum je v bode z3 = % a jeho hodnota
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je f(3)=4/w%="T

Pozor, dosadzujeme do pévodnej funkcie f.

VylepS§enie rieSenia-nieco pre lenivych studentov:

Vzhladom k tomu, ze </x je rastica funkcia, tak funkcie

f(x) = ¥ (22 — 2)? a g(z) = (22 — x)? maji lokdlne extrémy v tych

istych bodoch. Situdciu vidime na obrazku.

Funkcie f a g maju lokalne extrémy v tych istych bodoch, ale derivo-
vat a nasledne aj upravovat funkciu g je jednoduchsie-v tom spoéiva
vylepSenie. Prekonajte svoju lenivost a vyskisajte si to.



2. Néjdite lokélne extrémy funkcie f(z) = ¢/(2x +1) - (z — 4)2.
RieSenie.
e Najskor uréime definiény obor funkcie. Vzhladom k tomu, Ze sa
jednd o tretiu odmocninu, tak Dy = R.

e Lokélne extrémy st v bodoch, pre ktoré je f'(x) = 0 alebo kde
f'(z) neexistuje. Preto uréime prvi derivéiciu funkcie f.
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o Zrejme f/(z) =0 <= z =1 a f/(z) neexistuje pre x € {—3,4}.
e Tieto tri podozrivé body rozdelia ¢iselnii os na Styri intervaly:
(—00,—3),(=3.1),(1,4), (4,00).
e Uréime znamienko prvej derivacie na jednotlivych intervaloch:
— f'(x) > 0 pre z € (—oo,—%), pre x € (—%,1) a pre x €
(4,00) .
— f'(x) <0 prexz € (1,4).
e To znamend, ze funkcia f:

— rastie na intervale (—oo, —%), (—%, 1) a (4,00).

— klesd na intervale (1,4).
e Funkcia vlavo od bodu 4 klesa, napravo od bodu 4 rastie, preto
je v bode 4 lokdlne minimum, podobne zistime, ze v bode 1 je
lokalne maximum a v bode —3 nie je ani lokdlne minimum, ani

2
lok. maximum (funkcia vpravo, aj vlavo od —% rastie).

Situdciu vidime na obrazku. V§imnite si lokdlne minimum a porovnajte
s lokdlnym maximom-v bode, v ktorom ma funkcia lok. minimum de-
rivacia neexistuje a v bode, kde je lok. maximum, je derivacia rovna
nule. A v8imnite si funkciu v bode —%, tam derivécia tiez neexistuje a



nie je v nom ani extrém.

Teda lokdlne minimum je v bode z; = 4 a jeho hodnota je f(4) = 0.
Lokalne maximum je v bode x3 = 1 a jeho hodnota je f(1) = 3.
VylepS8enie rieSenia-nieco pre lenivych studentov:

Vzhladom k tomu, ze +/z je rastica funkcia, tak funkcie
f)=¥2x+1) - (x —4)2 ag(x) = (22 + 1) - (r — 4)? majui lokdlne
extrémy v tych istych bodoch. Situdciu vidime na obrazku.

Fukcie f a g majui lokdlne extrémy v tych istych bodoch, ale derivovat
a nasledne aj upravovat funkciu g je uréite jednoduchsie-v tom spociva
vylepSenie.



LOKALNE EXTREMY-ULOHY NA PRECVICENIE

Najdite lokédlne extrémy funkcii:

(@) fi(z) =¥/ Bz +1)-(z+2)
[lok.max. v bode —2, lok. min. v bode —%

(b) fa(x) = v/[6x — 22,

[lok.max. v bode 3, lok. min. v bodoch 0 a 6]

(0) fa(w) = In==H45e2,

[bez lok. extrémov]

(d) fa(x) =2® —2Ja].
[lok.max. v bode 0, lok. min. v bode \/g]



GLOBALNE EXTREMY

3. N4jdite najviiésiu a najmensiu hodnotu funkcie f(z) = |22 — 6x + 5|
na intervale (—5,5).
RieSenie. Zrejme f(z) = |22 — 6z + 5| = |(z — 5)(z — 1)|. Ulohu
vyriesime graficky, najskor nakreslime graf funkcie g(z) = 22 —6x+5 =
(x =5)(x—1):

Vrchol tejto paraboly je v bode = = 3.

Teraz si nakreslime graf funkcie f(z) = |g(x)]:

Ulohu vyriesime bez toho, aby sme museli funkciu derivovat. Zrejme
body, v ktorych by funkcia f mohla nadobudnit najvicsiu a najmensiu
hodnotu st krajné body intervalu, teda —5 a 5 a potom body, v ktorych
je derivacia nulova, alebo neexistuje. Z priebehu funkcie je zrejmé, ze
derivécia neexistuje v bodoch 1 a 5. Derivécia je nulova v bode 3. Teraz
sta¢i porovnat funkéné hodnoty v tychto bodoch a vybrat najvacsiu
a najmensiu hodnotu. Najmensia hodnota je 0 a funkcia ju nadobida
v bodoch 1 a 5, najvéésiu hodnotu nadobtida v bode —5 a a je to
hodnota 60.



4. Néjdite najvicsiu a najmensiu hodnotu funkcie f(z) = x% — 5a* +

5% + 1 na intervale (—2,1).

Riesenie.

Funkcia moze najvicsiu a najmensiu hodnotu nadobudnit v krajnych
bodoch intervalu, d'alej v bodoch, v ktorych m4 derivaciu rovni nule,
alebo v nich derivacia neexistuje a zaroven o nich plati, ze patria do
daného intervalu. Preto funkciu najskor zderivujeme a dostaneme:

f'(z) = 52* — 202° + 152% = 52%(x — 3)(z — 1).
Derivécia existuje pre kazdé x € R. Teda ”podozrivé” body s

e krajné body intervalu: —2,1,

e body, kde je prva derivéacia nulova: 0,1, 3.

Zrejme 3 ¢ (—2,1), preto sa nim d’alej nebudeme zaoberat a svoju
pozornost sustredime len na body —2,0,1. V tychto bodoch uréime
funkéné hodnoty a vyberieme najvicsiu a najmensiu z nich.

F(=2) = —151, f(0) = 1, f(1) = 2.

Takze funkcia f nadobuda najmensiu hodnotu v bode x = —2 a je to
hodnota —151 a najvécsiu hodnotu v bode x = 1 a je to hodnota 2.
Situdciu si moZeme aj graficky znézornit.
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5. N4jdite najvécsiu a najmensiu hodnotu funkcie f(z) = cos 2z — 2z na
intervale (=%, 7).
Riesenie.
Funkcia moze najvacsiu a najmensiu hodnotu nadobudnit v krajnych
bodoch intervalu, d'alej v bodoch, v ktorych m4 derivaciu rovni nule,
alebo v nich derivacia neexistuje a zaroven o nich plati, ze patria do

daného intervalu. Preto funkciu najskor zderivujeme a dostaneme:
f'(z) = —2sin(2z) — 2 = —2(sin(2z) + 1).

Derivéacia existuje pre kazdé x € R. Graf prvej deriviacie na danom
intervale je takyto.

Zrejme f'(x) =0 <= x = —%. Bod, v ktorom je f'(x) = 0 vieme
uréit aj vypocétom.

f'(z) = —2(sin(2z) + 1) a f'(z) =0 <= sin(2x) = —1.

Zrejme sin2x = —1 <= 2z = %71' + 2km; k € 7.
Potom z = %71’ + 2km; k € Z.
Vzhladom k tomu, Ze tlohu riesime len na intervale (—%, %), mame
jediné riesenie:
fl(z) =0 < z=—

N

Teda ”podozrivé” body st:

e krajné body intervalu: —3, 7,

e bod, kde je prva derivacia nulova: —

IR



V tychto bodoch uréime funkéné hodnoty a vyberieme najvacsiu a
najmensiu z nich.

RNV S P A

Takze funkcia f nadobida najmensiu hodnotu v bode x = 7 a je to

hodnota —1 — 7 a najvicsiu hodnotu v bode x = —F a je to hodnota
T — 1.

Situdciu si mozeme aj graficky znazornit.
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GLOBALNE EXTREMY-ULOHY NA PRECVICENIE

N&jdite maximum a minimum nasledujicich funkcii na danych inter-
valoch:

(a) fi(z) = 3/(Bx+1) (z+2)%(0,5),

[ Max. v bode 5, min. v bode 0]

(b) fQ(J:) = \/m’ <172>7

[ Max. v bode 2, min. v bode 1]

(C) fg(CU) =In 1:2—;#4?2—’_27 <07 2>7

[ Max. v bode 2, min. v bode 0]
(d) f4(l‘) =% — 2|:‘U|7 <07 2>

[ Max. v bode 2, min. v bode \/g}
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