
Nevlastný integrál

1.
∞∫
0

1
x3+x2+2x+2

dx

Riešenie. Najskôr uprav́ıme menovatel’ na súčin a potom integrant
uprav́ıme na parciálne zlomky:

∞∫
0

1

(x+ 1)(x2 + 2)
dx =

1

3

∞∫
0

1

x+ 1
− x− 1

x2 + 2
dx =

1

3

∞∫
0

1

x+ 1
− x

x2 + 2
+

1

x2 + 2
dx.

Skontrolujeme, že funkcia je na intervale 〈0,∞) ohraničená, neo-
hraničenost’ hroźı jedine v bode −1 a ten do tohto intervalu ne-
patŕı, teda pokračujeme podl’a defińıcie nevlastného integrálu na neo-
hraničenom intervale:

lim
t→∞

1

3

t∫
0

1

x+ 1
−

x

x2 + 2
+

1

x2 + 2
dx = lim

t→∞

[
1

3
ln |x+ 1| −

1

6
ln(x2 + 2) +

√
2

6
arctanx

√
2

]t
0

=

= lim
t→∞

[
1

3
ln |t+ 1| −

1

6
ln(t2 + 2) +

√
2

6
arctan t

√
2−

1

3
ln |0 + 1|+

1

6
ln(02 + 2)−

√
2

6
arctan 0

√
2

]
.

Zrejme lim
t→∞

1
3 ln |t+ 1| =∞ aj lim

t→∞
1
6 ln(t2 + 2) =∞, teda tam máme

limitu typu ”∞ −∞” a s týmto sa vysporiadame tak, že použijeme
vzt’ah pre rozdiel logaritmov a to nasledovne (zároveň zvládneme aj
d’aľsie jednoduché úpravy):

lim
t→∞

ln
6

√
(t+ 1)2

t2 + 2
+

√
2

6
arctan t

√
2− 1

3
· 0 +

1

6
ln 2− 0.

Limitu lim
t→∞

ln 6

√
(t+1)2

t2+2
poč́ıtame ako limitu zloženej funkcie, teda

najskôr zist́ıme, že lim
t→∞

(t+1)2

t2+2
= 1, potom aj lim

t→∞
6

√
(t+1)2

t2+2
= 1 a

teda lim
t→∞

ln 6

√
(t+1)2

t2+2
= 0. Potom

I = 0 +

√
2

6
· π

2
− 0 +

1

6
ln 2− 0 =

√
2

6
· π

2
+

1

6
ln 2.

To, že limita typu ”∞ − ∞” nemuśı vyjst’ vždy 0 a teda úprava
na ”spoločný logaritmus”je potrebná, budeme vidiet’ v nasledujúcich
dvoch úlohách.
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2.
∞∫
0

[
1

x+2 −
2

2x+3

]
dx

Riešenie. Skontrolujeme, že funkcia je na intervale 〈0,∞) ohraničená,
neohraničenost’ hroźı jedine v bodoch −2 a −3

2 a tie do tohto intervalu
nepatria, teda pokračujeme podl’a defińıcie nevlastného integrálu na
neohraničenom intervale:

lim
t→∞

t∫
0

[
1

x+ 2
− 2

2x+ 3

]
dx = lim

t→∞
[ln |x+ 2| − ln |2x+ 3|]t0 =

= lim
t→∞

(ln(t+ 2)− ln(2t+ 3)− ln 2 + ln 3) = lim
t→∞

(
ln

t+ 2

2t+ 3
− ln 2 + ln 3

)
=

= ln 1
2 − ln 2 + ln 3 = ln 3

4 .

3.
∞∫
0

[
1

x+2 −
2x

2x2+3

]
dx.

Riešenie. Postupujeme podobne ako v predchádzajúcich dvoch
úlohách

lim
t→∞

t∫
0

[
1

x+ 2
− 2x

2x2 + 3

]
dx = lim

t→∞

[
ln |x+ 2| − 1

2
ln |2x2 + 3|

]t
0

=

= lim
t→∞

(
ln(t+ 2)− 1

2
ln(2t2 + 3)− ln 2 +

1

2
ln 3

)
= lim

t→∞

(
ln

t+ 2√
2t+ 3

− ln 2 + ln
1

2
3

)
=

= ln 1√
2
− ln 2 + ln

√
3 = ln

√
3

2·
√
2
.

4.
∞∫
1

x3−1
x4

dx.

Riešenie. Na intervale 〈1,∞〉 nie je integrant nespojitý (ani ne-
ohraničený), teda nemuśıme interval rozdelit’, postupujeme podl’a
defińıcie nevlastného integrálu na neohraničenom intervale:

lim
t→∞

t∫
1

x3 − 1

x4
dx = lim

t→∞

t∫
1

(
1

x
− 1

x4

)
dx = lim

t→∞

[
ln |x| − x−3

−3

]t
1

=

lim
t→∞

[
ln t− t−3

−3
− ln 1 +

1

−3

]
= lim

t→∞

(
ln t+

1

3t3
− 1

3

)
=∞.
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5.
∞∫
0

1
ex+e−xdx.

Riešenie. Znovu je situácia na intervale 〈0,∞〉 taká, že integrant
nie je nespojitý (ani neohraničený), teda postupujeme podl’a defińıcie
nevlastného integrálu na neohraničenom intervale:

lim
t→∞

t∫
0

1

ex + e−x
dx = lim

t→∞

t∫
0

1

ex + 1
ex
dx = lim

t→∞

t∫
0

1
(ex)2+1
ex

dx =

Ďalej pokračujeme metódou substitúcie:

ex = z, x = 0⇒ z = 1, x = t⇒ z = et

exdx = dz.

= lim
t→∞

et∫
1

dz

z2 + 1
= lim

t→∞
[arctan z]e

t

1 = lim
t→∞

[
arctan et − arctan 1

]
=
π

2
−π

4
=
π

4
.

6.
∞∫
e

1
x·lnx·

√
lnx

dx.

Riešenie. Aj v tomto pŕıpade je na intervale 〈e,∞〉 integrant spojitý
(teda ohraničený), preto postupujeme podl’a defińıcie nevlastného
integrálu na neohraničenom intervale:

lim
t→∞

t∫
e

1

x · lnx ·
√

lnx
dx

Ďalej pokračujeme metódou substitúcie:

lnx = z2, x = e⇒ z = 1, x = t⇒ z =
√

ln t

1

x
dx = 2zdz.

= lim
t→∞

√
ln t∫

1

2zdz

z2 · z
= 2· lim

t→∞

√
ln t∫

1

dz

z2
= 2· lim

t→∞

[
−1

z

]√ln t
1

= lim
t→∞

[
−2√
ln t
− −2

1

]
= 2.
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7.
5∫
1

1
3√x−2dx.

Riešenie. Integrant je nespojitý v bode 2, teda postupujeme podl’a
defińıcie nevlastného integrálu pre neohraničenú funkciu:

lim
t→2−

t∫
1

1
3
√
x− 2

dx+ lim
t→2+

5∫
t

1
3
√
x− 2

dx.

Ďalej pokračujeme metódou substitúcie:

x− 2 = z3, x = 1⇒ z = −1, x = 5⇒ z =
3
√

3, x = t⇒ z = 3
√
t− 2

dx = 3z2dz.

= lim
t→2−

3√t−2∫
−1

3z2

z
dz+ lim

t→2+

3√3∫
3√t−2

3z2

z
dz = lim

t→2−

3√t−2∫
−1

3zdz+ lim
t→2+

3√3∫
3√t−2

3zdz =

= lim
t→2−

[
3z2

2

] 3√t−2

−1

+ lim
t→2+

[
3z2

2

] 3√3

3√t−2

= lim
t→2−

[
3
(

3
√
t− 2

)2
2

− 3

2

]
+ lim
t→2+

[
3

2
· 3
√
9−

3
(

3
√
t− 2

)2
2

]
=

= 3
2 ·

3
√

9− 3
2 .

Schválne skúste neohraničenost’ integrantu odignorovat’ a integrál
poč́ıtat’ bez rozdelenia intervalu. Výsledky porovnajte a zamyslite sa
nad nimi.

8. Určte konštantu a tak, aby
∞∫
−∞

f(x)dx = 1, ak f(x) =

{
a
x x ∈ 〈1, e〉
0 inak.

Riešenie. Zrejme

∞∫
−∞

f(x)dx =

1∫
−∞

0dx+

e∫
1

a

x
dx+

∞∫
e

0dx =

e∫
1

a

x
dx = a ·

e∫
1

1

x
dx =

= a · [ln |x|]e1 = a · (ln e− ln 1) = a⇒ a = 1.

9. Určte konštantu a tak, aby
∞∫
−∞

f(x)dx = 1, ak

f(x) =

{
a · cosx x ∈

〈
−π

2 ,
π
2

〉
0 inak.

Riešenie. Zrejme

∞∫
−∞

f(x)dx =

−π
2∫

−∞

0dx+

π
2∫

−π
2

a·cosx dx+

∞∫
π
2

0dx =

π
2∫

−π
2

a·cosx dx = a·

π
2∫

−π
2

cosx dx =

4



= a · [sinx]
π
2

−π
2

= a ·
(

sin
π

2
− sin−π

2

)
= 2a⇒ a =

1

2
.

10. Určte konštantu a tak, aby
∞∫
a
f(x)dx = 1, ak f(x) = 1

x2
.

Riešenie. Zrejme

∞∫
a

f(x)dx = lim
t→∞

t∫
a

1

x2
dx = lim

t→∞

[
−x−1

]t
a

= lim
t→∞

(
−t−1 − (−a−1)

)
=

= lim
t→∞

(
−1

t
+

1

a

)
=

1

a
⇒ a = 1.
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