1 Karton

Karton tvaru obdélnika mé rozméry 60 cm x 28 cm. V rozich nastfihneme ¢tverce
a zbytek ohneme do oteviené krabice. Jak velkd ma byt strana ctverce, aby
objem krabice byl nejvetsi?

28 cm

60 cm

Reseni. Nechf a je velikost strany &tverce. Potom délka krabice je d =
60 — 2a, sitka krabice je s = 28 — 2a a vyska je v = a. Pro objem krabice zname
vztah:

V=d-s-a.

Dosadime za jednotlivé proménné, sestavime ucelovou funkci a uréime interval
pro neznamou a:

V(a) = (60 — 2a)(28 — 2a)a = 4 - (a® — 44a® 4 420a),0 < a < 14.

Pracujeme tedy na otevieném intervalu, ale diky spojitosti funkce V na R to
nezpusobi problémy. Toto si dobfe rozmyslete.
Hleddme bod, ve kterém mé funkce V' maximum. Proto uréime V' :

V'(a) = 4- (3a® — 88a + 420).
Funkci V' jsme mohli nechat v ptivodnim stavu a derivovat jako soucin:
V'(a) = (—2)(28 — 2a)a + (—2)(60 — 2a)a + (60 — 2a)(28 — 2a) =

= 4a® — 56a + 4a® — 120a + 4a” + 1680 — 120a — 56a = 4 - (3a* — 88a + 420).
Evidentné V'(a) existuje pro Va € R. Proto hleddme a € (0, 14) tak, aby V'(a) =
0. Koreny kvadratické rovnice mtzeme urcit pomoci diskriminantu.

V'(a) = 4- (3a® — 88a +420) = 4 - (a — 6)(3a — 70).

Proto 0
V'(a) =0 < a:§\/a:6.



Z nésledujictho obrazku vidime, ze V'(a) > 0 <= a € (—00,6) U (2,00) a
V'(a) <0 < a€(6,2).

Proto je lokalni maximum v bodé 6 a jeho hodnota je
V =4- (6% — 44.6% 4 420.6) = 4608.

Pro ovéfeni, Ze se jedna o absolutn{ maximum na intervalu (0, 14) je nutné porov-
nat V(6) s hodnotami V' (0) a V(14). Dosazenim zjistime, ze V(0) = V(14) =0
(je to prekvapeni?), tedy v bodé a = 6 je absolutni maximum. Situaci popisuje
nasledujici obrazek, funkce V je zelend, jeji derivace Cerna.
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2 Drat

Kus dratu délky a méame rozdélit na dvé Casti, ze kterjch se prvni ohne do
tvaru ¢tverce a druhé do tvaru kruhu. Kde mame udélat fez, aby soucet obsahu
¢tverce a obsahu kruhu byl nejmensi?

Reseni. Ozna¢me si délku prvni ¢asti dratu z, druha ¢ast ma délku a — .
Z &ésti délky z vyrobime &tverec (délku jeho strany oznadime b) a ze zbytku
kruh (polomér ozna¢me r). Potom x je obvod &tverce a a — x obvod kruhu,
proto:

:v:4b/\a—x:27rr:>b:£/\r: a—x.
4 27

Pro obsahy ¢tverce a kruhu dostaneme:

x? A (a—2)?

ST = — SS9 == —m——
TR 4z

Ucelova funkce je soucet obou obsahti:

2 2

Uz) = o laza)f ANz € (0,a).

16 4

Hleddme minimum této funkce, proto uré¢ime U’(z) :

2z 2(a—x)(-1) _ 2x7r—8(a—m).

T 4 167

U'(x)
Minimum je v bodé, kde je U'(z) = 0 nebo kde U’(z) neexistuje. Derivace nasi
funkce existuje pro kazdé realné éislo, proto nas zajima jenom piipad U’(x) = 0.

4a
T4

U'lz) =0 < 2ar—8(a—2)=0 < z =

Na obrazku méame U’(z) pro a = 20. Vidime (z obrazku, ale také z piedpisu

U’), ze je to linearni a rostouci funkce, ktera je na intervalu (—oo, ﬂ4—+“4> mensi

4a

neZ nula (puvodni funkce tam klesd) a na intervalu (m, oo) vétsi nez nula



4a
T+4

(ptivodni funkce tam roste). Proto v bodé = = je lok. minimum.

2 !

Vzhledem k tomu, ze U’ je na mnoziné R rostouci, je U konvexni (toto si rozmys-
lete). Proto v bodé x = :—J’rﬂl je také absolutni minimum. Situace je znazornéna
na obrazku, zelenou barvou je nakreslena funkce U a ¢ernou jeji derivace.

Zbyva ovétit, ze W‘f& € (0,a). (Pro¢ je to dulezité?) Je tedy nutné ovéfit, ze
plati:
0< 4a 4a <
a.
T+4 w44

Vzhledem tomu, zZe a je délka dratu, je a > 0. Potom 4a > 0,7 + 4 > 0, proto

0< 7:1_‘:4. Pro druhou nerovnost plati:

a
<a <= 4da<a(r+4) < 0<ma.

T+4

Upravy byly ekvivalentni, posledni tvrzeni je pravdivé, proto také plati, ze

4a
) < a.




3 Kuzel

Najdéte rotacni kuzel s nejmensim objemem opsany danému rota¢nimu valci,
kdyz vime, zZe jejich zakladny lezi ve stejné roviné a maji spolecnou osu.
Reseni. Ozna¢me si polomér valce 7, vysku valce h, polomér kuzele R a vysku
kuzele H, viz. obrazek.

Vsimnéme si, Ze trojuhelniky ABC a DBE jsou ziejmé podobné. Proto

H h
R R—r
Pro vysku kuzele dostavame
[Py
R—r
Pro objem kuzele plati
Vi = 17'1' . R2 -H.
3
Ucelova funkce je . R
) .
V(R):§7T~R om/\R>r.

Ve vztahu pro Vi jsme dosadili za H. Nerovnost R > r plyne z toho, ze kuzel
je valci opsany. Uéelovou funkci upravime:
1 R3
V(R)==--7m-h- .
() 3 R—r

Je dilezité si uvédomit, ze h,r jsou predem dané hodnoty, pracujeme s nimi
jako s konstantami. Hleddme minimum funkce V', proto potfebujeme predpis
pro V.

3R*(R—r1)— R3

7-h EDE

V/(R) = 5



Ziejmé V' je definovéna pro vSechna R # r a nas zajimaji jenom R > r, proto
pfi hledani minima budeme hledat R, pro ktera je V/(R) = 0.

V(R)=0 <= 3R* (R—7)-R*=0 < 3R> -3R*» —R> =0 —

3
< 2R?> —3R*’» =0 < 2R?>=3R% <= 2R=3r <— R:ET.

Pro¢ jsme mohli R? beztrestné zkrdtit?
Pro vysku H dostavame:

h-R h-%r

H =
R—r 3r—vr

Jedna se opravdu o minimum? Vratme se k V’. Upozortiujeme, ze V' také vySe-
tfujeme jenom na intervalu (r,00). Znaménko V' je stejné jako znaménko této
césti citatele 3R*(R—r) — R® = R?(2R—3r). Zfejmé pro R < 37 je V/(R) <0 a
pro R > 3r je V/(R) > 0. Proto na intervalu (r, 2r) ptivodni funkce kles4 a na
intervalu (2r,00) roste a proto v R = 3r je minimum. Situace pro r = 4,h =6
je znazornéna na obrazku.

1000

-1000

1500




4 Trojuhelnik

Do kruznice s polomérem r vepiste rovnoramenny trojihelnik nejvétsiho obsahu.
Reseni. Oznaéme a zékladnu rovnoramenného trojithelnika ABC vepsaného
kruznici a v vysku v tomto trojahelniku, viz obrazek. Poznamenejme, ze vyska
na zékladnu tuto zédkladnu puli na dvé stejné usecky AD a DB.

c

Pro vysku v plati
v=x+r,

kde 7 je polomér kruznice a x velikost usecky DE (obr.). Pro obsah trojihelnika
ABC plati:

1
2
7 obrazku je zfejmé, ze trojuhelnik DBFE je pravouhly, proto

2
2+ (g) =rZ

S:

a- .

Po tprave:
s @
x=1/r2——.
4
Nyni mtuzeme sestavit Gcelovou funkci a urc¢it interval pro délku strany troju-

helnika:

S(a):%~a'(z+r),a€ (0,2r).

Pro¢ nemize byt a > 2r? Jaky bude trojihelnik pro a = 2r? Jak by situace
vypadala, kdyby trojihelnik byl tupoihly, tj. v < r? Mohl by mit maximdlni
obsah?

Po dosazeni za = dostavame



Predpis funkce S upravime:

1 1 2
S(a)=§~a~r+§-a 7‘2—%,

1 1
S(a):i.a.r+z.a,/4r2_a2.

Zajimé nas minimum této funkce, proto potfebujeme urcit jeji prvni derivaci:

r 4r2 —a? a1 -1
S’(a)=§+f+z~§-(4r2—a2) 2. (—2a).
Po tpravach dostaneme:
T 4r2 —a?2  q? 1
S’ -4 - - . —
(@)=5+— TR/t
S'(a) 2rv/4r? — a2 4+ 4r2 — a® — a?
a) = )
44/4r2 — 2
'(a) 2r\V/4r2 — a2 + 4r? — 24
a) = .

4/ 4r? — 2

Ziejmé S’ existuje pro vSechna a € (0,2r), proto nas pfi hledani extrémi zaji-
maji jenom ty hodnoty a, pro které je S’(a) = 0.

S'(a) =0 <= 2r\/4r2 — a2 = 2a® — 4%
Rovnici upravime:
rvA4r2 —a? = a?® — 2r?,
r2(4r? — a®) = a* — 4a®r? + 4t

Byla posledni dprava ekvivalentni?
Vzhledem k tomu, ze a > 0,r > 0 je:

at = 3a*r?,
a=3r
Vzhledem k tomu, Ze v/3 < 2 je a = v/3r € (0,2r) . Dale pro x plati

/ 3 /1 1
= 2 Zp2 = r2=_
xT r 4T 4T 2T

a pro vysku trojuhelniku dostavame

+ L + >
v=x+r==r+r=—-r
2 2
Nabyva v bodé a = v/3r opravdu funkce S maximum na daném intervalu (0, 2r)?
Na tomto intervalu je jmenovatel prvni derivace kladny. Proto znaménko ovlivni



jenom ¢itatel. Zjistime, pro kterd a € (0,2r) je vyraz v Citateli vétsi nez nula.

Dostaneme nerovnici
2/ 4r2 — a2 + 4% — 242 > 0.

2r\/4r?2 — a2 > —4r? + 24°.

Jak Fesit tuhle nerovnici? Levéa strana je nezédpornd pro vSechna a € (0,2r).
Jak je to s pravou stranou? A co to pro nds znamena? Co bude znamenat,
kdyZz bude prava strana mensi nez nula? Dostaneme pravdivy vyrok, protoZze
nezaporné Cislo je vidy veétsi nez zaporné. A jak postupovat v pripadé, ze prava
strana je nezaporna? V tom pripadé miZeme umocnit obé strany nerovnice, to
bude ekvivaletni uprava. Bystré hlavy uz védi, ze na tohle jsme se jiz ptali.
7Z téchto tvah je zfejmé, ze musime zjistit, jak je to se znaménkem pravé strany.
Tedy, kdy plati

Upravime

—47% + 24 > 0.
Po upravé
a? > 2r2,
a to je pro nase a ekvivalentni s

aZ\[Zr.

Proto je pro a € (0,V/2r) pravé strana zaporné a tedy plati, ze 2rv/4r2 — a2 >
—47? + 2a% a nasledné S’(a) > 0, proto piivodni funkce je na tomto intervalu
rostouci. Pro a € <\/§r7 2r> muzeme nasi nerovnici umocnit a dostaneme

r?(4r? — a®) > a* — 4a®r® + 4.

Po tprave

4 2

— 3r?>a? <= a< V3
Co to znamen4? To znamend, ze S’ > 0 i na intervalu <\/§r7 \/gr), a tedy pt-

3a%r? > a

vodni funkce je rostouci na intervalu (O7 \/§r> a klesajici na intervalu (\/gr, 2r> .
A to znamena, 7e v bodé a = /3r je opravdu hledané maximum.

Situace pro r = 3 je znazornéna na obrazku. Pfipominame, ze funkce S
(zelend) nas zajim4a jenom na intervalu (0,2r), v naSem piipadé je to interval

(0,6).

m i o




5 Koza

Pfevzato z https://www.geocaching.com/geocache/GC3V274_kozi-keska?
guid=3c0a067f-92a9-43d8-88b6-b76229d81b05

Pokud je mezi ¢tenari néjaky ,kacer“ a nechce se pfipravit o pozitek ze
samostatného feseni, at rychle zavie o¢i a priklad preskodi.

Honza pasl u sedlaka kozy. Kdyz dopasl, Sel si pro vysluzku.

,Podivej, Honzo“, povida sedlék, ,,Tady mam takovy provaz. Napni ten pro-
vaz v rohu mé oplocené louky, aby tam vznikl trojihelnik.*

»,Ja si pak do rohu té louky pfivazu kozu, necham ji tam past. A vSechna
trava, co v tom trojuhelniku zbude, je tvoje.“

Honza vi, zZe roh louky je pravouhly, Ze koza kam dosahne, vSechno spase, a
ze sedlak privaze kozu na co nejdelsi provaz, ale jen tak dlouhy, aby se nedostala
pres Honztv provaz do sedlakovy louky.

Pod jakym thlem napne Honza sviij provaz, aby mu zbylo co nejvic nespa-
sené travy?

10



Reseni:

Pomineme ted otazku, jestli by sedlaka, fizeného zdravym selskym rozumem,

néco takového viibec napadlo, a budeme se zabyvat matematickou strankou véci.
Obsah plochy, kterda Honzovi zbude, je

1 1,
S—iab—zﬂ'r.

Hledame thel «, pro ktery bude obsah maximalni. Vime, ze délka provazu ¢ je

pevné dand, zatimco vSechno ostatni zévisi na thlu, pod kterym Honza provaz
natahne.

Vyjadiime a,b pomoci « a £:

. a b .
s1na:Z, cosazz = a=/{sina, b=/{cosu

Z obréazku dale vidime, Ze thel « se vyskytuje také v trojahelniku CBD, a proto

r .
cosx = — = r = acosa = £sin « cos a.
a

Obsah vyjadfeny pomoci thlu je
1. 1 0.9 2
S = 5( sin v cos a — — 7w sin” o cos® «
Pfipomenme, Ze sin 2a = 2sin a cos a. Proto
S =1 lsin2cy _ 1 msin?2a | = ﬁ (4sin 20 — 7 sin? 2a)
4 16 16
£2 2
S = T (4cos2a -2 — 2msin 2« - cos 2a - 2) = — cos 2 (2 — 7sin 2a)
Pro nalezeni maxima FeSime rovnici

2
- ¢os 20 (2 — wsin 2a) = 0.

11



Zdaraznéme, Ze nas nyni zajimaji pouze hodnoty « € (0,7/2), protoze se jedna
o thel v pravothlém trojuhelniku. Z rovnice vyplyva

2
cos20=0 V 2—7msin2a=0 = 04:% V sin2 =2
s

Ze druhé moznosti dostavame dvé varianty:

o2 m 1 .
a=—arcsin— V «q=— — —arcsin—
T 2 2 T

Pro lepsi pfedstavu hodnoty piiblizné vycislime:

1 2. o T 12 .
5 aresin — = 0,345 (zhruba 20°); 5 — g arcsin—_ = 1,226 (zhruba 70°).

Zbyvéa zjistit, ve kterém z nalezenych stacionarnich bodu je maximum a ve
kterém minimum. Mtzeme pouzit znaménko prvni derivace:

a (0,2arcsin2) | (farcsin2,%) | (5,2 — Larcsin2) | (2 — Larcsin2, %)
cos 2« + + - -
2 — msin 2« + - +
S n - n -
S / pY / pY

Vidime, Ze S nabyva v bodech a = § arcsin 2 a a = 5 — } arcsin 2 lokalniho

maxima, zatimco v bodé @ = 7 lokdlniho minima.

Honza tedy musi provaz napnout pod thlem a = %arcsin% nebo a =
5= %arcsin %7 tj. priblizné 20° nebo 70°. Tyto dvé hodnoty odpovidaji dvéma
shodnym trojthelniktim (thly o a 8 v obrazku by se vyménily).

Otéazka k zamysleni: Kdyby Honza natahl provaz pod thlem 7 /4, byla by to
pro néj nejhorsi moznost? Nebo existuje néjaka jesté horsi?

Pro ovéfeni vypoctl si mizete prohlédnout https://www.geogebra.org/
m/atxyhzr2

12



6 Cestou necestou

Katka s Martinem si vysli na vylet. Jdou po cesté, az opodal zahlédnou strom.
,Neni to tdmhle tiesen?“ ,No fakt. Pojd se tam podivat, ted by mohly byt
zralé.“ Martin a Katka zvazuji, jak se k tfesni dostat. Kdyz zlstanou na cesté,
po které jdou, mohou z ni po 400 metrech odbocit doleva na dalsi cestu. Po
ni pak po dalsich 200 metrech dojdou ke stromu. ,,Ale mohli bychom to vzit
i zkratkou pres louku,“ fekne Martin. , Tou to ptijde pomalu, podivej, jak je
ta trava vysoka.“ ,Ale bude to kratsi.“ Oba pfed neddvnem tuspésné slozili
zkousku z IMA1, tak se pokusi problém vyfesit védecky. Odhaduji, Ze po cesté
by 8li rychlosti 5 km/h, pfes louku rychlosti 3 km/h. Z louky se na kolmou cestu
uz vratit nemohou, kolem cesty jsou trnité kefe. V jakém misté maji odbocit
z cesty a dat se pfes louku, aby ke stromu do$li v nejkrat$im mozném case?

Cil

louka

trni

cesta

A B

Zde stojime cesta

Reseni:

Martin s Katkou se radi a pocitaji (ale nemusite jim hned vSechno véfit,
tenhle pfiklad neni tak nevinny, jak se na prvni pohled zd4):

»,Nejdiiv musime dat do porddku jednotky. Rychlosti jsou v km/h, takze
vzdalenosti pfevedeme na kilometry, to mame 0,4 a 0,2 km. Kdyz po téhle cesté
pujdeme jesté x km, po louce pak ujdeme vzdalenost d:*

d=/(0,4—1z)2+0,22

13



x 014 X

,Cas t, ktery potiebujeme na ujiti vzdalenosti 2 rychlosti 5 km/h a vzdéle-
nosti d rychlosti 3 km/h, zavisi na x a je“

r d oz +/(04-12)2+0,04
tx)==+-== 0; 0,4) .
(z) ctg=zt 3 , 2 €(0;04)

,Ted to zderivujeme:*

1 1 204-—2z)-(-1 1 0,4 —

V) =141 0d—=z)-(=1) 1 A-x

5 2,/(04—2)2+0,04 5 3,/(0,4—2)2+0,04

,»a derivaci polozime rovnou nule:*
1 0,4 —

Y)=0 = == i = 3(04—2)2 +0,04 = 5(0,4—1)

5  3./(0,4— )%+ 0,04

9((0,4 — )% +0,04) = 25(0,4 — x)* = 0,36 = 16(0,4 — 2)?

0,36 ~ 06 B 06
=76 04—z= 1 = =04 1 =0,25

,Nezapomnéli jsme u odmocnovani +7“ lekne se Katka. ,,No jo, zapomnéli, ale
to nevadi, (0,4—x) nemize byt zaporné, takZze stejné bychom to minus vylouéili.“

,Ted bychom se méli pfesvéd¢it, Ze je tam opravdu minimum.“ ,,Chce se
ti tohle podruhé derivovat?“ ,Ne. Ale to se pry nemusi, hleddme extrém na
intervalu (0; 0,4), takze jenom dosadime do funkce stacionarni bod a krajni
body intervalu:

(0,4 — x)?

V0,2 | — _
t(0) = 3 = 0,1491; ¢(0,25) = 0,1333; ¢(0,4) = 0,1466

»,Nejsou to néjak podeziele mala ¢isla?“ , To mas v hodinach. Nejkratsi cas je
0,1333 = 2/15 hodiny, to je 8 minut.“ ,No, tak to abychom vyrazili. TakZe po
250 metrech odboc¢ime do louky a u tfesné budeme za 8 minut.“
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Po 250 metrech se Katka nejisté podivda na vysokou tréavu. ,Tam bude
spousta klistat, j& bych radsi pfece jen ziistala na cesté.“ ,To mysli§ v4zné?!
Tak pro¢ jsme to pocitali? J& jdu loukou!“ Katka pokréi rameny a odpochoduje
po cesté. ,Kéaca pitoma...“ bruci si Martin a probiji se travou. Jeho rozmrze-
lost se zméni v udiv, kdyz dojde ke stromu a uvidi, ze Katka uz sedi na vétvi a
laduje se tfesnémi. Jak to, ze uz je tady?

Kde se stala chyba?

Problém je v dosazeni krajni hodnoty 0,4 do funkce ¢. Funkce ¢ je v tomto
bodé nespojitd. Kdyby Martin s Katkou sli po cesté celych 400 metrti a az pak
odbo¢ili, nesli by uz loukou, ale po cesté. Takze funkce t ve skutecnosti vypada

takto:
- +/(0,4—x)2+40,04
t(z) = {5 + VOAE00 o € (0; 0.4)

- L‘é‘oﬁ =0,12 pro x = 0,4.

0.157

0.141

0.131

0.121 [

0.11 T T T 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4

X

Minimum je tedy v bodé 0,4, a ne tam, kde funkce nabyva svého lokalniho
minima.

Kdyby ke stromu nevedla kolmé cesta a otdzka by spocivala pouze v tom,
kde odbocit z ptivodni cesty do louky, aby se ke stromu doslo co nejdiive, bylo
by feseni Katky a Martina spravné. Velmi podobny pfiklad je ve skriptech, str.
128, pi. 14.

NAamét na hrani

Pro jakou rychlost chiize po louce by minimum na intervalu (0; 0,4) bylo opravdu
v bodé lokalniho minima?
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