TAYLOROV POLYNOM
e Ak je funkcia f n—krat diferencovatelna v bode zg, potom funkciu
d" f(wo) = ) (wo).h"
premennej h € R nazyvame diferencidlom n-tého radu funkcie f v bode zg.

e Taylorovym polynémom funkcie f v bode zg nazyvame polyném

(2 (n)x
! (1!0)($—aro)+~--+f7(o)(x_x0)n'

Ta(@) = f(ao) + o

Pre zg = 0 se T, nazyvad Maclaurinov polyném.

e Necht funkcia f je (n + 1)— krét diferencovatelnd na nejakom okoli bodu zg. Potom pre
body toho okolia plati:
f(@) = Tn(z) + Rny1(2);

Fh )

(n+1)! (z —x0)" "', 0 =20+ a(z —20);0 <a < 1.

Rpt1(z) =

Priklad. Napiste Taylorov polyném 7. stupna pre funkciu sinx v bode
o = 0.
Zrejme

f(z) =sinz, f'(z) = cosz, f(x) = —sinz, f"(z) = —cosz, f ¥ (z) =sinz, ...
Vidime, ze
f () = ).

Uréime hodnoty derivacii v bode zg =0 :
f(0) =sin0 =0, f/(0) = cos0 =1, f"(0) = —sin0 = 0, f"/(0) = —cos0 = —1, f*)(0) = sin0 =0, ...

Dosadime do vztahu pre Taylorov polyném

/ (7) _
Tr(z) = f(wo)-i-f (19!60) (x—x0)+- - ~+f77(!xo)(x—xo)7 = 0+%(m—0)+%(m—0)2+~ - -+7—!1(m—0)7 =
B 3;.3 1,5 ZE7
Tty T

Aproximéciu tymto polynémom vidime na obrazku:




Este uréime chybu, ktorej sa pri takejto aproximacii dopustime:

f(n+1)(19)

@@ a0 a(e — w00 <a<1

Rn+1 ($) =

V naSom pripade mame n = 7, xy = 0, potom

f(7+1) (19)

741 _ sin(?) g
(7+1)!

(x — ) TR

Rria(x) =

Vzhladom na ohrani¢enost funkcie sin dostdvame pre Rg(z) nasledujuci
vztah:

|Rs ()] §§$

teda pokial budeme ,,blizko® nuly, tak chyba bude pomerne ,mald“, ¢o sme
mali moznost vidiet aj na obrazku.

Priklad. Napiste Taylorov polyném 5. stupna pre funkciu e” - sinz v
bode zg = 0.

Zrejme
f(z) =e"sinz, f'(x) = *(sinx+cosz), [ (z) = 2¢” cos z, f(x) = 2¢*(cos x—sin z),

FO(x) = —4e® -sinz, fO) (z) = —4e®(sinx + cos )
Uréime hodnoty derivacii v bode xg =0 :
F(0)=0,f'(0) = 1,f"(0) = 2, f(0) = 2, f(0) = 0, fP(0) = —4

Dosadime do vztahu pre Taylorov polyném

1 2 2 0 —4 1 L s
T()—O+fx+5x+§:c+5x+—m—:1:+3c+3a: 30"

Aproximéciu tymto polynémom vidime na obrézku (zelend je e”-sin z, modré
je jej aproximdcia):




Priklad. Napiste Taylorov polyném n-tého stupna pre funkciu In(1+2z)
v bode xy = 0.
Zrejme

f(z) =In(1+2z), f(x) =2- (1 +22)7%, f(x) = =22 - (1 + 22) 72,

) =23 20 +22)73, fW(x) = —2*.3.2. (1 +22)7*,

potom
FM(z) = (=)™ (0 — D127 (1 + 22) 7"

Dosadime do vztahu pre Taylorov polyném
8 5 16

4 n
Tn(x):0+2x—§-x2+§-x —Z-w4+---+(—1)"+1;-x”.



INTERPOLACIA POLYNOMOM
Chceme néjst polyném

ao + a1x + asx® + -+ + anz™ = f(x),

ak pozname:

VANDERMONDOVA MATICA

Z tabulky zostavime sistavu rovnic s nezndmymi ag, a1, as, . ..

aop + a1zo + aggcg + - +apzy = f(zo)
ag +aijxry + azm% +Fapxl = f(x)
ao + a1z, + asx2 4+ -+ apa? = f(ay)
Potom dostaneme tzv. Vandermondovu maticu.
1 =g :E(% czg | fxo)
1 oz 23 - 2l | f(z1)
U oay - ap | f(zn)

Pomocou GEM dostaneme hladané koeficienty ag, a1, as, ...

, Q.

Priklad. Zostavte interpolacny polyném pre namerané hodnoty:

x| 1]2] 3] 4

flzi) | -10 | 0 [ 10 | -10




Podla ndvodu zostrojime Vandermondovu maticu:

11 1 1]-10
1 2 4 8 0
13 9 27| 10
1 4 16 64| —10

Aplikujeme GEM a dostaneme riesenie a = (10, —45, 30, —5). Preto hladany
interpola¢ny polyndém je:

f(z) =10 — 45z + 302% — 5.




LAGRANGEOV INTERPOLACNY POLYNOM

Méme namerané honoty:

f@) | fl@o) [ ... | flan)

Hladdme polyném L, stupna najviac n taky, ze L,(xo) = f(x0),
Ly(z1) = f(z1), ..., Ln(xn) = f(zn).

Pomo6zu ndm pomocné funkcie F;(z)Vi € 0,...,n také, ze

R ={ g 157

Ako ich vymysliet?

) (x—zo)(x—21) ... (x — i) (@ — Tig1) ... (T — )
E( ) (mi—:Eo)(:xi—:cl)...(xi—xi_l)(mi—xi+1)...($i—a:n)’

Lagrangeov interpolaé¢ny polyném n-tého stupna ma tvar

Ln(z) =Y i Fi(x).
1=0

Priklad N§jdite Lagrangeov interpola¢ny polyném pre uzly:

X0 I i) I3
zi | 1] 2] 3] 4
f(zi) [-10] 0]10|-10

Zostavime [y az I3, tak, aby [; pre x; nadobtidalo hodnotu 1 a pre z;,
kde j # i nadobudalo hodnotu 0.

lo(z) = (x —2)(z — 3)(x —4) _ (z —2)(z —3)(z — 4) _
(w0 —2)(w0 — 3) (w0 —4) (1 -2)(1—-3)(1—-4)
(x —2)(z — 3)(z —4)
—6
)= B D@D =1 @-De-3=1)
(k1 —1)(z1 —3)(z1—4) (2-1)(2-3)(2—-4)

_ (x —=1)(x—3)(x —4)
2

ly(z) = (x —1)(z —2)(z —4) _ (x —1)(z —2)(z —4) _
(@2 = (z2 = 2)(x2 —4) (B3-1)(3-2)(3-4)

6



_@-1)@-2)(z -4
-2
I3(z) = (z —1)(z —2)(z = 3) _ (x —1)(z —2)(xz —3) _
’ (x3—1)(z3—2)(z3—3) (4—-1)(4—-2)(4-3)
_ (r—1)(x—2)(z —3)
6

A uz mozeme zostavit Lagrangeov polyném:

La(x) = f(xo) - lo(x) + f(z1) - () + f(22) - l2(2) + f(23) - I3(2) =
(x —2)(x —3)(x —4) iy (a:—l)(x—3)($—4)+
—6 2
(z—1)(x—2)(z—4) +(=10)- (:c—l)(ﬂzg2)(x—3) _
= ... ... ... =-52"4302%— 452+ 10

=-10-

+10-




NEWTONOV INTERPOLACNY POLYNOM
Méame

Hladdme interpola¢ny polyném, ktory mé tvar:

Np(z) = ap + a1(x — xo) + az(x — xo)(x —x1) + . ..
+an(x —x0)(x — 1) (T — Y1)

Existuje jednoduchy sposob, ako uré¢if koeficienty ag az a,,. Pouzijeme ta-
bulku s tzv. pomernymi diferenciami. V tabulke budi diferencie 0—tého
az n—tého rddu. Pomerné diferencie 0—tého radu si funkéné hodnoty v
uzloch z;.

Ak oznacime D; ako j—tu pomernu diferenciu k—teho radu a C; ako
j—tu pomernt diferenciu (k — 1)—teho rddu. Potom plati:

(Cj —Cj—1)

(xj—xjp)

Priklad. Najdite Newtonov interpola¢ny polyném pre uzly:

D; =

x| 1]2] 3] 4
f(zi) [-10 [ 0] 10 | -10

i x| f(z) 1.rad 2.réd 3.rad
0—(=10) _ 10—-10 _ —15-0 __

0 1} -10| =~ =10 5o =0 =7 =-5

10-0 _ —20-10 _

1] 2 0 10-0 10 | 220210 — 15
~10-10

2| 3| 10| =010 9

3| 4 -10

Pouzijeme hodnoty z prvého riadku tabulky (tuéne vyznacené) a dosta-
neme:

N3 = =10+ 10(z — x0) + 0(x — zo) (z —x1) + (=5)(x —z0)(x — z1)(x —22) =
=-10+10(z - 1)+ 0(x — 1)(x — 2) + (=5)(x — 1)(x — 2)(x — 3) =
=—-10+10(z — 1) 4+ (=5)(z — 1)(z — 2)(z — 3).

Newtonov interpola¢ny polyném ma vyhodu, zZe je, v porovnani s Lagran-
geovou interpoldciou, menej naro¢né pridaf jeden uzol, protoZe niektoré
vypocty ostani bez zmeny.



SPLAJNY
Priklad.

IO —3
NIH ©

3
flzi) |3

LINEARNY SPLAJN

e spojitost a linearita

9 5 z—3 z—3
m€<3,2>:30(a:):- %—1—1-9 ,

9 7 5 x—2
A =1- Z. 2
re{gT) =t

) -9 1 —
336<7,9>:32(1:):§- — +§' —-




KVADRATICKY SPLAJN
Priklad.

I1S; RS
— ol
OISy =3
NlH ©

fzi) |

2

9 9 9\?
xe<2,7>:sl(x):al—i-bl.(m—Q)—l—cl (x—2> ,

x € (7,9) : s9(x) = ag + ba(z — 7) + co(w — 7).
Funkéné hodnoty:

e <3, 9> : so(@) = ao + bo(a — 3) + colx — 3)2,

Spojitost

5 (g) — (2) 51(7) = 5a(7).

Spojitost prvej derivacie

9
4(3) =

Deviata podmienka?
napr.: sg(xzg) = 0= co =0 (overte si to!)
Funkéné hodnoty:

5
50(3) =ap+bo(3—3)+co(3—-3)* =ap=ap = 5

9 9 9 9 9,
— — —_ — = _— = = :1
31(2> a1+bl<2 2)+c1(2 2) ar = a; ,

5
59(7) =ag+bo(T=T)+co(T—T7) =ay = ap = 5

5 1
52(9):a2+b2(9—7)+02(9—7)2:§+2b2+402:§:>b2+202:—1.

Spojitost
9 ) 9 9 9
S0 (2> = i—i-bo <2 —3> +CO(4,5—3) =381 <2> =1=0bp+1,5¢c) = —1,

9 9> 5 5 5\ 2 3
81(7)1+b1<7—2>+01<7—2> 82(7)2:>261+<2) =3
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Hladkost=spojitost prvej derivacie
/ / 9 /
so(z) = by + 2¢o(x — 3), s7(x) = b1 + 2¢4 <x - 2) ,So(x) = ba + 2¢o(x — 7).

Dosadime

9 9 9
86 <2> = by + 2¢y <2—3> :8/1 <2) = by = by + 3co = by,

Uréili sme 4 koeficienty (ag, a1, az2,¢p) a mdme 5 rovnic:

by + 2¢c9 = —1

b()—|—360 :bl

b1 + 5c1 = bs
3

bo + 500 =-1

Dostaneme:
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