
Taylorov polynóm

• Ak je funkcia f n−krát diferencovatel’ná v bode x0, potom funkciu

dnf(x0) = f (n)(x0).hn

premennej h ∈ R nazývame diferenciálom n-tého rádu funkcie f v bode x0.

• Taylorovým polynómom funkcie f v bode x0 nazývame polynóm

Tn(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) + · · ·+

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n.

Pre x0 = 0 se Tn nazývá Maclaurinov polynóm.

• Necht funkcia f je (n + 1)− krát diferencovatel’ná na nejakom okoĺı bodu x0. Potom pre
body toho okolia plat́ı:

f(x) = Tn(x) + Rn+1(x);

Rn+1(x) =
f (n+1)(ϑ)

(n + 1)!
(x− x0)n+1, ϑ = x0 + a(x− x0); 0 < a < 1.

Pŕıklad. Naṕı̌ste Taylorov polynóm 7. stupňa pre funkciu sinx v bode
x0 = 0.
Zrejme

f(x) = sinx, f ′(x) = cosx, f ′′(x) = − sinx, f ′′′(x) = − cosx, f (4)(x) = sinx, . . .

Vid́ıme, že
f (n)(x) = f (n+4)(4).

Urč́ıme hodnoty derivácíı v bode x0 = 0 :

f(0) = sin 0 = 0, f ′(0) = cos 0 = 1, f ′′(0) = − sin 0 = 0, f ′′′(0) = − cos 0 = −1, f (4)(0) = sin 0 = 0, . . .

Dosad́ıme do vzt’ahu pre Taylorov polynóm

T7(x) = f(x0)+
f ′(x0)

1!
(x−x0)+· · ·+

f (7)(x0)

7!
(x−x0)7 = 0+

1

1!
(x−0)+

0

2!
(x−0)2+· · ·+

−1

7!
(x−0)7 =

= x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
.

Aproximáciu týmto polynómom vidime na obrázku:
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Ešte urč́ıme chybu, ktorej sa pri takejto aproximácii dopust́ıme:

Rn+1(x) =
f (n+1)(ϑ)

(n + 1)!
(x− x0)n+1, ϑ = x0 + a(x− x0); 0 < a < 1

V našom pŕıpade máme n = 7, x0 = 0, potom

R7+1(x) =
f (7+1)(ϑ)

(7 + 1)!
(x− x0)7+1 =

sin(ϑ)

8!
x8.

Vzhl’adom na ohraničenost’ funkcie sin dostávame pre R8(x) nasledujúci
vzt’ah:

|R8(x)| ≤ 1

8!
.x8,

teda pokial’ budeme
”
bĺızko“ nuly, tak chyba bude pomerne

”
malá“, čo sme

mali možnost’ vidiet’ aj na obrázku.

Pŕıklad. Naṕı̌ste Taylorov polynóm 5. stupňa pre funkciu ex · sinx v
bode x0 = 0.
Zrejme

f(x) = ex·sinx, f ′(x) = ex(sinx+cosx), f ′′(x) = 2ex cosx, f ′′′(x) = 2ex(cosx−sinx),

f (4)(x) = −4ex · sinx, f (5)(x) = −4ex(sinx + cosx)

Urč́ıme hodnoty derivácíı v bode x0 = 0 :

f(0) = 0, f ′(0) = 1, f ′′(0) = 2, f ′′′(0) = 2, f (4)(0) = 0, f (5)(0) = −4.

Dosad́ıme do vzt’ahu pre Taylorov polynóm

T5(x) = 0 +
1

1!
·x+

2

2!
·x2 +

2

3!
·x3 +

0

4!
·x4 +

−4

!
·x5 = x+x2 +

1

3
x3− 1

30
x5.

Aproximáciu týmto polynómom vidime na obrázku (zelená je ex·sinx, modrá
je jej aproximácia):
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Pŕıklad. Naṕı̌ste Taylorov polynóm n-tého stupňa pre funkciu ln(1+2x)
v bode x0 = 0.
Zrejme

f(x) = ln(1 + 2x), f ′(x) = 2 · (1 + 2x)−1, f ′′(x) = −22 · (1 + 2x)−2,

f ′′′(x) = 23 · 2(1 + 2x)−3, f (4)(x) = −24 · 3 · 2 · (1 + 2x)−4,

potom
f (n)(x) = (−1)n+1 · (n− 1)!2n.(1 + 2x)−n.

Dosad́ıme do vzt’ahu pre Taylorov polynóm

Tn(x) = 0 + 2x− 4

2
· x2 +

8

3
· x3 − 16

4
· x4 + · · ·+ (−1)n+1 2n

n
· xn.
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Interpolácia polynómom
Chceme nájst’ polynóm

a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ anx

n = f(x),

ak poznáme:

x x0 . . . xn
f(x) f(x0) . . . f(xn)

Vandermondova matica
Z tabul’ky zostav́ıme sústavu rovńıc s neznámymi a0, a1, a2, . . . , an.

a0 + a1x0 + a2x
2
0 + · · ·+ anx

n
0 = f(x0)

a0 + a1x1 + a2x
2
1 + · · ·+ anx

n
1 = f(x1)
...

a0 + a1xn + a2x
2
n + · · ·+ anx

n
n = f(xn)

Potom dostaneme tzv. Vandermondovu maticu.
1 x0 x2

0 · · · xn0 f(x0)
1 x1 x2

1 · · · xn1 f(x1)
...

...
...

. . . · · ·
...

1 xn x2
n · · · xnn f(xn)


Pomocou GEM dostaneme hl’adané koeficienty a0, a1, a2, . . . , an.
Pŕıklad. Zostavte interpolačný polynóm pre namerané hodnoty:

xi 1 2 3 4

f(xi) -10 0 10 -10
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Podl’a návodu zostroj́ıme Vandermondovu maticu:
1 1 1 1 −10
1 2 4 8 0
1 3 9 27 10
1 4 16 64 −10


Aplikujeme GEM a dostaneme riešenie a = (10,−45, 30,−5). Preto hl’adaný
interpolačný polynóm je:

f(x) = 10− 45x + 30x2 − 5x3.
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Lagrangeov interpolačný polynóm
Máme namerané honoty:

x x0 . . . xn
f(x) f(x0) . . . f(xn)

Hl’adáme polynóm Ln stupňa najviac n taký, že Ln(x0) = f(x0),
Ln(x1) = f(x1), ..., Ln(xn) = f(xn).
Pomôžu nám pomocné funkcie Fi(x)∀i ∈ 0, . . . , n také, že

Fi(xj) =

{
1 j = i,
0 j 6= i.

Ako ich vymysliet’?

Fi(x) =
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
.

Lagrangeov interpolačný polynóm n-tého stupňa má tvar

Ln(x) =
n∑

i=0

yi Fi(x).

Pŕıklad Nájdite Lagrangeov interpolačný polynóm pre uzly:

x0 x1 x2 x3

xi 1 2 3 4

f(xi) -10 0 10 -10

Zostav́ıme l0 až l3, tak, aby li pre xi nadobúdalo hodnotu 1 a pre xj ,
kde j 6= i nadobúdalo hodnotu 0.

l0(x) =
(x− 2)(x− 3)(x− 4)

(x0 − 2)(x0 − 3)(x0 − 4)
=

(x− 2)(x− 3)(x− 4)

(1− 2)(1− 3)(1− 4)
=

=
(x− 2)(x− 3)(x− 4)

−6

l1(x) =
(x− 1)(x− 3)(x− 4)

(x1 − 1)(x1 − 3)(x1 − 4)
=

(x− 1)(x− 3)(x− 4)

(2− 1)(2− 3)(2− 4)
=

=
(x− 1)(x− 3)(x− 4)

2

l2(x) =
(x− 1)(x− 2)(x− 4)

(x2 − 1)(x2 − 2)(x2 − 4)
=

(x− 1)(x− 2)(x− 4)

(3− 1)(3− 2)(3− 4)
=
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=
(x− 1)(x− 2)(x− 4)

−2

l3(x) =
(x− 1)(x− 2)(x− 3)

(x3 − 1)(x3 − 2)(x3 − 3)
=

(x− 1)(x− 2)(x− 3)

(4− 1)(4− 2)(4− 3)
=

=
(x− 1)(x− 2)(x− 3)

6

A už môžeme zostavit’ Lagrangeov polynóm:

L3(x) = f(x0) · l0(x) + f(x1) · l1(x) + f(x2) · l2(x) + f(x3) · l3(x) =

= −10 · (x− 2)(x− 3)(x− 4)

−6
+ 0 · (x− 1)(x− 3)(x− 4)

2
+

+ 10 · (x− 1)(x− 2)(x− 4)

−2
+ (−10) · (x− 1)(x− 2)(x− 3)

6
=

= . . . . . . . . . = −5x3 + 30x2 − 45x + 10
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Newtonov interpolačný polynóm
Máme

x x0 . . . xn
f(x) f(x0) . . . f(xn)

Hl’adáme interpolačný polynóm, ktorý má tvar:

Nn(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + . . .

+an(x− x0)(x− x1)...(x− xn−1)

Existuje jednoduchý spôsob, ako určit’ koeficienty a0 až an. Použijeme ta-
bulku s tzv. pomernými diferenciami. V tabul’ke budú diferencie 0−tého
až n−tého rádu. Pomerné diferencie 0−tého rádu sú funkčné hodnoty v
uzloch xi.

Ak označ́ıme Dj ako j−tu pomernú diferenciu k−teho rádu a Cj ako
j−tu pomernú diferenciu (k − 1)−teho rádu. Potom plat́ı:

Dj =
(Cj − Cj−1)

(xj − xj−k)
.

Pŕıklad. Nájdite Newtonov interpolačný polynóm pre uzly:

xi 1 2 3 4

f(xi) -10 0 10 -10

i xi f(xi) 1.rád 2.rád 3.rád

0 1 -10 0−(−10)
2−1 = 10 10−10

3−1 = 0 −15−0
4−1 = −5

1 2 0 10−0
3−2 = 10 −20−10

4−2 = −15

2 3 10 −10−10
4−3 = −20

3 4 -10

Použijeme hodnoty z prvého riadku tabul’ky (tučne vyznačené) a dosta-
neme:

N3 = −10 + 10(x−x0) + 0(x−x0)(x−x1) + (−5)(x−x0)(x−x1)(x−x2) =

= −10 + 10(x− 1) + 0(x− 1)(x− 2) + (−5)(x− 1)(x− 2)(x− 3) =

= −10 + 10(x− 1) + (−5)(x− 1)(x− 2)(x− 3).

Newtonov interpolačný polynóm má výhodu, že je, v porovnańı s Lagran-
geovou interpoláciou, menej náročné pridat’ jeden uzol, protože niektoré
výpočty ostanú bez zmeny.
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Splajny
Pŕıklad.

xi 3 9
2 7 9

f(xi)
5
2 1 5

2
1
2

Lineárny splajn

• spojitost’ a linearita

x ∈
〈

3,
9

2

〉
: s0(x) =

5

2
·
x− 9

2

3− 9
2

+ 1 · x− 3
9
2 − 3

,

x ∈
〈

9

2
, 7

〉
: s1(x) = 1 · x− 7

9
2 − 7

+
5

2
·
x− 9

2

7− 9
2

,

x ∈ 〈7, 9〉 : s2(x) =
5

2
· x− 9

7− 9
+

1

2
· x− 7

9− 7
.
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Kvadratický splajn
Pŕıklad.

xi 3 9
2 7 9

f(xi)
5
2 1 5

2
1
2

x ∈
〈

3,
9

2

〉
: s0(x) = a0 + b0(x− 3) + c0(x− 3)2,

x ∈
〈

9

2
, 7

〉
: s1(x) = a1 + b1.

(
x− 9

2

)
+ c1

(
x− 9

2

)2

,

x ∈ 〈7, 9〉 : s2(x) = a2 + b2(x− 7) + c2(x− 7)2.

Funkčné hodnoty:

s0(3) =
5

2
, s1

(
9

2

)
= 1, s2(7) =

5

2
, s2(9) =

1

2
.

Spojitost’

s0

(
9

2

)
= s1

(
9

2

)
, s1(7) = s2(7).

Spojitost’ prvej derivácie

s′0

(
9

2

)
= s′1

(
9

2

)
, s′1(7) = s′2(7).

Deviata podmienka?
napr.: s′′0(x0) = 0⇒ c0 = 0 (overte si to!)

Funkčné hodnoty:

s0(3) = a0 + b0(3− 3) + c0(3− 3)2 = a0 ⇒ a0 =
5

2
,

s1

(
9

2

)
= a1 + b1

(
9

2
− 9

2

)
+ c1(

9

2
− 9

2
)2 = a1 ⇒ a1 = 1,

s2(7) = a2 + b2(7− 7) + c2(7− 7)2 = a2 ⇒ a2 =
5

2
,

s2(9) = a2 + b2(9− 7) + c2(9− 7)2 =
5

2
+ 2b2 + 4c2 =

1

2
⇒ b2 + 2c2 = −1.

Spojitost’

s0

(
9

2

)
=

5

2
+ b0

(
9

2
− 3

)
+ c0(4, 5− 3)2 = s1

(
9

2

)
= 1⇒ b0 + 1, 5c0 = −1,

s1(7) = 1 + b1

(
7− 9

2

)
+ c1

(
7− 9

2

)2

= s2(7) =
5

2
⇒ 5

2
b1 +

(
5

2

)2

c1 =
3

2
.
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Hladkost’=spojitost’ prvej derivácie

s′0(x) = b0 + 2c0(x− 3), s′1(x) = b1 + 2c1

(
x− 9

2

)
, s′2(x) = b2 + 2c2(x− 7).

Dosad́ıme

s′0

(
9

2

)
= b0 + 2c0

(
9

2
− 3

)
= s′1

(
9

2

)
= b1 ⇒ b0 + 3c0 = b1,

s′1(7) = b1 + 2c1(7− 4, 5) = s′2(7) = b2 ⇒ b1 + 5c1 = b2.

Určili sme 4 koeficienty (a0, a1, a2, c0) a máme 5 rovńıc:

b2 + 2c2 = −1

b0 + 3c0 = b1

b1 + 5c1 = b2

b0 +
3

2
c0 = −1

5

2
b1 +

(
5

2

)2

c1 =
3

2

Dostaneme:

• x ∈ 〈3; 9
2〉 : s0(x) = 5

2 − (x− 3)

• x ∈ 〈92 ; 7〉 : s1(x) = 1− (x− 9
2) + 16

25(x− 9
2)2

• x ∈ 〈7; 9〉 : s2(x) = 5
2 + 11

5 (x− 7)− 8
5(x− 7)2
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