1. Nacértnéte graf funkce f, pro kterou plati:
Dy =R, vz =2 mé nespojitost 2. druhu, pficemz je zde spojita zleva,
funkce je lich4;

F2)=0./(3)=1f(4) =2, lm f(z) =1

lim f(z) = 1, lim f/(z) = —oo, lim f(z) = -1, lim f'(z) =
A S = 1, o Jilw) = moo, i Filw) = 1l 7)
o0, f'(4) = 0;

f"(x) >0 proxz € (2,3) a pro x € (4,00), f"(z) <0 pro z € (0,2) a
pro z € (3,4);
pro x — oo ma asymptotu y = x — 5.
Do obrazku zakreslete asymptoty a tecny, resp. poloteény v bodech,
kde je zndma derivace.
RiesSenie. Tuto dlohu som postupne rozkreslila, aby bol zrejmy po-
stup. Na prvom obrazku vidime len zaznacené funkéné hodnoty vo
vybranych bodoch, teda f(2) = 0, f(3) = 1, f(4) = 2, dalej zvislu
asymptotu v bode 2, kde m4 byt nespojitost druhého typu a je tam
vyznacena funkénd hodnota v bode 0, ktord sice nebola zadand, ale
vzhladom k tomu, Ze f je lichd a je definovand aj pre x = 0, musi
byt f(0) = 0, toto si premyslite. Dalej je tam prazdny puntik v bode
(0,1), lebo 1i>r(1)1+ f(z) = 1. Plny nemoze byt, lebo plny je uz v (0,0),
X

kreslime funkciu, na to nesmieme zaabudnit.
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Na d'alsom obriazku mame zaznacené vietky tecny a polotecny. Teda
kreslime tsecky, ktoré prechadzaji vybranymi bodmi a maji smernicu
takd, akd je derivacia v prislusnom bode. Napr. f/(4) = 0. Vieme, ze
f(4) = 2, takze bodom (4, f(4)) vedieme tsecku, ktord m& smernicu

0, teda je rovnobezna s osou .
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Na nasledujicom obrazku uz mame takmer vysledok. Pridali sme
asymptotu v oo a podla znamienka druhej derivacie sme kreslili bud
konvexnt alebo konkévnu ¢ast funkcie. Este treba mysliet na to, Ze
f je v bode 2 zlava spojitd. Teény a poloteény z predchddzajiceho
obrazku nam posluzili ako ”mantinely”.
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A v poslednom obrdzku sme len, vzhladom na lichost funkcie, dokreslili
zvysnu cast grafu:

V nasledujiicich tilohdch méte hned’ po zadani vysledok. Doporuc¢ujem
najskor samostatne graf nakreslif a potom porovnat.



2. Nactrnéte graf funkce f, pro kterou plati:
D; = R, f je lichd, v = 0 md nespojitost 1. druhu, v z = 1 ma
nespojitost 2. druhu, pricemz je zde spojitd zprava.
f(1)=0,f(2)=-1,
lim f(z)=1, lim f/(z) = -1, lim f'(z) = —o0, f'(2) =0. f"(z) >
z—0t z—1t

z—0+

0 pro z € (1,2), f"(z) <0 pro z € (0,1) a pre x € (2,00), pro x — c©
ma asymptotu y = 2 — x. Do obrazku zakreslete asymptoty a tecny,
resp. poloteény v bodech, kde je znama derivace.




3. Nactrnéte graf funkce f, pro kterou plati:
D; = R, f v bodé z = 1, md nespojitost 2. druhu, pficemz je zde
spojita zleva.
f(3)=2,f(1) =-2,f(0) = f(-=2) =0, f'(0) = —
xlg{l_ f(x) = —o0, f'(z) <0 pro x € (1,00).

x = —2 a x = 3 jsou inflexn{ body, pricemz f'(—2) =1, f/'(3) =
Piimka y = —2 je jeji asympota pro x — oo, piimka y = %( + )
asympota pro r — —oo.

Do obrazku zakreslete asymptoty a tecny, resp. poloteény v bodech,
kde je zndma derivace.




4. Nactrnéte graf funkce f, pro kterou plati:
D; = R, f v bodé z = 1, md nespojitost 2. druhu, pficemz je zde
spojita zleva.
fB)=-2,f(1)=2,f(0) = f(=2) =0,/ (0) = 1.
xlg{l_ f(x) = o0, f'(x) >0 pro x € (1,00).
x = —2 a x = 3 jsou infl. body, pricemz f'(—2) = —1, f/(3) = 0.
Primka y = 2 je jeji asympota pro x — oo, piimka y = —%( + ) je
asympota pro r — —oo.
Do obrazku zakreslete asymptoty a tecny, resp. poloteény v bodech,
kde je zndma derivace.




5. Naétrnéte graf funkce f, pro kterou plati:

Funkce f je spojitd na R — {1}.
f(0)=f(-1) =0, lim f(z) =00, lim f(z)=—2.
z—1 T——00
F(0) = -2, lim f'(z) = o0,
f"(xz) > 0 prox € (—oo,—1),z € (0,1) az € (1,00), f"(z) < 0 pro
z € (—1,0).
Primka y = z je jeji asympota pro x — co.
Do obrazku zakreslete asymptoty a teény, resp. poloteény v bodech,
kde je zndma derivace.




6. VySetrite priebeh funkcie

RieSenie.

e Def. obor je R. V menovateli nehrozi nula a pod odmocninou tiez
ziadne zéporné ¢islo nebude, lebo 2% +1 > 1,Vz € R.

e Funkcia je lichd (neparna):

O

J(=2) = \/(—:p)4+1 - Vat+1 -

—f(@).

e Monoténnost.

3x2Vat+1— 235 (2" + 1)7%(4x3)

!
Fz) = i +1 -
322Vt +1— \/iiil 3362(5;21_2’”6 326 1 322 — 246
- 2t + 1 e R
Teda po tprave
() = 2?2 (2t +3).
($4 + 1)3

Ziejme
f(z)>0,VzeR a f(r)=0 < z=0.

Preto funkcia f je rastica Vo € R.
e Konvexnost a konkdvnost.
" (62° + 6z).(z* + 1)% — 3zt + 1)%.4:53.(:56 + 32?%)

Cbr(rt +1)(at +1)7 — 22(at 4 3)623(at 4 1)7
(2% + 1)

6z (z* + 1)% [(z* +1)2 —2*(z* +3)]  6z(z* + 1)% [2% 4 22% + 1 — 2® — 324
G - Ty ‘

Posledna tdprava:




Zrejme
f(x)=0 <<= z=—-1Vz=0Vz=1.

Na znamienko druhej derivécie maji vplyv len vyrazy = a 1 — z*.

Teda druhd derivicia je zdpornd na intervaloch (—1,0),(1,00)
a preto f je na tychto intervaloch konkdvna. Na intervaloch
(—00,—1),(0,1) je druhd derivacia kladnd, teda funkcia f je tam
konvexnd. Vsimnite si, Ze zmena konvexnosti na konkavnost (a
naopak) nastava v bodoch —1,0, 1, preto su to inflexné body.
e Asymptoty.
Funkcia nem4 zvislé asymptoty, lebo nemé body nespojitosti (po-
zri def. obor).
Ak existuje sikméa asymptota v nekonecne, tak plati
T
y=ar+bja= lim M;b: lim f(x)— ax.
r—o0 I T—00
Podobne by sme zistovali asymptotu v —oo, ale funkcia f je lich4,
tak nam stac¢i informécia pre +oo. Teda

3 3 1
z—o0 p/xt +1 T—00 . .%'4(14-%) T—00 1+i4
x V x

a3 -Vt +1 B3+ eVt +1

b= lim ———1.x = lim . =
=00 /ot + 1 T—00 i +1 3 +x/rt+1
. 26 — 22(VaF 1 1)2 _ g2
= lim = lim =0
=00\t + 1 (23 +x Vot +1) 2ozt +1- (23 +2.v/2t + 1)
Asymptota mé predpis y = xz, vdaka tomu, Ze f je lich4, bude
spolotnd aj pre —oo (toto si premyslite).

e Graf funkcie, aj s asymptotou je:
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e Detial inflexného bodu 1, aj s dotyénicou je na nasle-
dujiicom obrazku. Vsimnite si,Ze konvexnd ¢ast funkcie je nad
dotycnicou a konkdvna pod dotycnicou.

05

e Na nasledujucom obréazku je zelenou farbou nakreslend funkcia f
a cervenou farbou jej prva derivacia:
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e Na poslednom obrazku je okrem funkcie f, jej prvej derivacie aj
druhd derivécia (oranzové farba):

P
6
5
4
3
>
1 -~

m s
5 a5 P 35 3 25 2 15 .- 05 15 2 25 3 35 45 55
§iod [

12



