
1 Postupnosti a limita postupnosti

Nekonečná postupnost’ je predpis (pravidlo), ktorý každému prirod-
zenému č́ıslu prirad’uje nejaký prvok z danej množiny A. (Pritom predpo-
kladáme, že množina A je neprázdna, inak by sa predsa žiaden taký predpis
nedal vymysliet’.) Postupnost’ môžeme chápat’ aj ako špeciálny pŕıpad zob-
razeńı množiny N do množiny R. Nekonečné postupnosti môžu byt’ zadané
predpisom (vzorcom) pre výpočet n−tého člena postupnosti, zapisujeme ich
v tvare (an)

∞
n=1 , pričom namiesto an ṕı̌seme vzt’ah, napr. (2n− 6)∞n=1 . Toto

treba chápat’ tak, že a1 = 2 · 1 − 6 = −4, a2 = 2 · 2 − 6 = −2, . . . , an =
2 ·n−6, . . . . Postupnosti môžu byt’ zadané aj rekurentným vzt’ahom, čo zna-
mená, že máme zadané hodnoty pre prvých k členov a vzt’ah pre (k+1)−vý
člen postupnosti pomocou predchádzajúcich k−členov. Napr. je známa Fi-
bonacciho postupnost’, kde a1 = a2 = 1, an+2 = an + an+1.

Nás bude zauj́ımat’ správanie postupnost́ı v nekonečne, preto si najskôr
muśıme objasnit’ niektoré dôležité pojmy.

Defińıcia 1 Okoĺım bodu a ∈ R (resp. ε- okoĺım) rozumieme množinu

U(a, ε) = {x ∈ R; |x− a| < ε} = (a− ε, a+ ε),

bod a sa nazýva stred okolia a č́ıslo ε polomer okolia.
Množinu

U∗(a, ε) = U(a, ε)− {a} = (a− ε, a) ∪ (a, a+ ε) = {x ∈ R; 0 < |x− a| < ε}

budeme nazývat’ redukovaným (rýdzim) okoĺım bodu a ∈ R. (Pre naše
potreby obvykle predpokladáme, že ε je l’ubovolne malé.) Skôr ako prejdete k
nasledujúcemu pŕıkladu, sami si premyslite rozdiel medzi okoĺım a reduko-
vaným okoĺım bodu.

Pŕıklad 1 Ak ε = 0.1, tak ε−okoĺım bodu a = 2 je interval (1.9, 2.1) ,
redukovaným ε−okoĺım tohto bodu je (1.9, 2.1) \ {2}.

Defińıcia 2 (Hromadný bod) Bod x ∈ R je hromadný bod množiny
M ⊆ R, ak v každom jeho redukovanom okoĺı lež́ı aspoň jeden bod xi ∈M.

Poznámka 1 Napŕıklad bod x = 0.5 je hromadným bodom intervalu ⟨0, 1⟩,
ale aj intervalu (0, 1) , dokonca je aj hromadným bodom intervalov ⟨0, 0.5⟩ a
(0, 0.5) . Nie je hromadným bodom intervalu (0, 0.49) , lebo stač́ı vziat’ napr.
ε = 0.05 a v ε−okoĺı tohto bodu nie je žiaden prvok intervalu (0, 0.49) .Toto
si dobre premyslite.

Poznámka 2 V nasledujúcej defińıcii budeme použ́ıvat’ zápis M ≤ a (resp.
a ≤M). Interpretácia tohto zápisu je takáto:

M ≤ a ⇐⇒ ∀x ∈M ;x ≤ a,
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analogicky:
a ≤M ⇐⇒ ∀x ∈M ; a ≤ x.

Pre lepšie pochopenie si treba predstavit’ ako množinu M napŕıklad interval
⟨1, 2⟩. Zrejme 3 ≥ M, lebo pre každý prvok množiny M plat́ı, že je menš́ı
ako 3. Rovnako aj 2 ≥M.

Nasledujúce pojmy dobre poznáme z predmetu IDM:

Defińıcia 3 Nech M ⊂ R

� Ak plat́ı M ≤ a, a ∈ R, hovoŕıme, že a je horné ohraničenie
množiny M a množina M je zhora ohraničená.

� Ak plat́ı a ≤ M,a ∈ R, hovoŕıme, že a je dolné ohraničenie
množiny M a množina M je zdola ohraničená.

� a ∈ R je najväčš́ı prvok množiny M, ak plat́ı a ∈M a M ≤ a.

� a ∈ R je najmenš́ı prvok množiny M, ak plat́ı a ∈M a a ≤M.

Defińıcia 4 Nech M ⊂ R

� Najmenšie horné ohraničenie množiny M nazývame suprémum
množiny M.

supM = min{x ∈ R;M ≤ x}.

� Najväčšie dolné ohraničenie množiny M nazývame infimum
množiny M.

infM = max{x ∈ R;M ≥ x}.

Pŕıklad 2 Nech M = ⟨1, 2⟩. Potom množina jej horných ohraničeńı je in-
terval ⟨2,∞) . Najmenš́ı prvok tejto množiny horných ohraničeńı je 2 a to je
teda suprémum množiny M. Podobne zist́ıme že infimum množiny M je 1.
Ak M = (1, 2) , tak množina horných ohraničeńı bude znovu interval ⟨2,∞)
a preto aj suprémum intevalu (1, 2) bude rovnaké ako v pŕıpade intervalu
⟨1, 2⟩. A samozrejme, tieto dve množiny budú mat’ zhodné aj infimum.

A teraz sa už konečne dostávame k pojmu limita:

Defińıcia 5 Hovoŕıme, že č́ıslo a je limitou postupnosti (an)
∞
n=1 , ak

plat́ı
∀ε > 0 ∃n0; n > n0 =⇒ |an − a| < ε.

V tomto pŕıpade má postupnost’ vlastnú limitu a hovoŕıme, že konverguje (je
konvergentná).
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Ako túto defińıciu správne pochopit’? S odpoved’ou nám pomôže nasledujúci
obrázok.

Na obrázku vid́ıme len malú čast’ postupnosti, treba si predstavit’, že
všetky ostatné členy postupnosti ležia v nekonečnom ε−vyšrafovanom páse.
Vid́ıme, že všetky členy postupnosti napravo od a3 majú hodnotu, ktorá sa
od č́ısla a ĺı̌si o menej ako ε (ležia vo vnútri pásu). Vzdialenost’ zvyčajne
vyjadrujeme pomocou absolútnej hodnoty. Teda k uvedenému ε vieme nájst’

n0 = 3 tak, že pre všetky n > 3 je |a − an| < ε. Ak ε zmenš́ıme, tak sa
zrejme n0 posunie doprava. Ak pri l’ubovolnom zmenšeńı ε budeme vediet’

nájst’ n0 tak, že všetky nasledujúce členy už budú od a menej vzdialené ako
ε, teda budú v pŕıslušnom ε−páse, tak postupnost’ konverguje k č́ıslu a.

Poznámka 3 Premyslite si, v akom vzt’ahu je limita a hromadný bod.

Defińıcia 6 Nech ku každému č́ıslu K existuje n0 tak, že pre každé n > n0
je an > K. Potom hovoŕıme, že postupnost’ má nevlastnú limitu +∞.

lim
n→∞

an = +∞.

Túto defińıciu treba chápat’ tak, že pre l’ubovolne vel’ké reálne č́ıslo K
vieme nájst’ n0 tak, že všetky členy postupnosti, ktoré sú od an0 napravo, sú
od č́ısla K väčšie. Podobne to funguje aj v pŕıpade, ked’ limita postupnosti
je −∞.

Defińıcia 7 Nech ku každému č́ıslu L existuje n0 tak, že pre každé n > n0
je an < L. Potom hovoŕıme, že postupnost’ má nevlastnú limitu −∞.

lim
n→∞

an = −∞.

Ak postupnost’ limitu nemá, alebo má limitu nevlastnú, hovoŕıme, že
diverguje (je divergentná).

Na jednoduchom pŕıklade si ukážeme, ako sa dá pomocou defińıcie

dokázat’, že postupnost’
(

n
n+1

)∞
n=1

konverguje.

Pŕıklad 3 Ukážte, že postupnost’
(

n
n+1

)∞
n=1

konverguje k č́ıslu 1.

Riešenie. Máme ukázat’, že k l’ubovolnému kladnému reálnemu č́ıslu ε vieme
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nájst’ také prirodzené č́ıslo n0, že pre každé prirodzené č́ıslo n > n0 plat́ı
nerovnost’: ∣∣∣∣ n

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ < ε.

Po úpravách (úprava na spoločného menovatel’a a odstránenie absolútnej
hodnoty, treba si uvedomit’, že n ∈ N) dostaneme∣∣∣∣n− n− 1

n+ 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ −1

n+ 1

∣∣∣∣ = 1

n+ 1
< ε.

Vzhl’adom k tomu, že ε aj n + 1 sú kladné č́ısla, môžeme predchádzajúcu
nerovnost’ upravit’ takto:

1

ε
< n+ 1,

teda

n >
1

ε
− 1.

Ak 1
ε − 1 ≥ 1, tak za n0 stač́ı vziat’ najblǐzšie menšie alebo rovné pri-

rodzené č́ıslo. Ak je 1
ε − 1 < 1, tak n0 = 1. Teda ak je napr. ε = 1

100 , tak
1
ε − 1 = 99 ∈ N, preto n0 = 99.

Možno si kladiete otázku, ako sme vlastne zistili, že táto postupnost’ kon-
verguje práve k č́ıslu 1. Skúste si vyṕısat’ aspoň prvých desat’ členov postup-
nosti a zist́ıte, že s rastúcim n sa hodnoty stále viac bĺı̌zia k č́ıslu 1.

Úlohy:

1. Pre lepšie pochopenie doporučujem v Pŕıklade 3 postupne za ε dosad-
zovat’ rôzne kladné reálne č́ısla.

2. Inšpirujte sa Pŕıkladom 3 a skôr ako sa pust́ıte do d’aľśıch pŕıkladov,
dokážte, že postupnosti

(
1
n

)∞
n=1

,
(

1
n2

)∞
n=1

,
(

1
nr

)∞
n=1

: r > 0, konvergujú
k č́ıslu 0.

Asi by bolo náročné každú limitu určovat’ tak, ako v predchádzajúcom
pŕıklade, preto si uvedieme vlastnosti limı́t, ktoré nám ich poč́ıtanie zjed-
nodušia:

Veta 1 Nech lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b, potom

1. lim
n→∞

(an + bn) = a+ b,

2. lim
n→∞

an · bn = a · b,

3. ak b ̸= 0, tak lim
n→∞

an
bn

= a
b .
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4. lim
n→∞

|an| = |a|.

Veta 2 1. Nech lim
n→∞

an = 0, a (bn) je ohraničená postupnost’. Potom

lim
n→∞

an · bn = 0.

2. lim
n→∞

|an| = ∞ ∧ an ̸= 0 ∀n ∈ N ⇒ lim
n→∞

1
an

= 0.

3. lim
n→∞

1
an

= 0 a takmer všetky an sú kladné (záporné), potom

lim
n→∞

an = ∞ ( lim
n→∞

an = −∞).

4. lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
= e.

Na záver si ešte pridáme jednu dôležitú vetu, ktorá je známa pod
rôznymi názvami, napr. Veta o dvoch policajtoch, Sendvičová veta, atd’.

Autor obrázku: Zuzka Hliněná

Veta 3 (O dvoch policajtoch) Nech lim an = lim bn = a, a nech existuje
n1 ∈ N tak, že pro n > n1 je an ≤ cn ≤ bn. Potom existuje limita (cn) a
lim cn = a.

1.1 Riešené pŕıklady

Pŕıklad 4 Vypoč́ıtajte: lim
n→∞

3−5n2−2n4

3−2n5 .

Riešenie. V čitateli, aj v menovateli máme polynóm. V takýchto pŕıpadoch
je postup jednoduchý. Najskôr v čitateli, aj v menovateli vyjmeme pred
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zátvorku nk, kde k je najvyšš́ı exponent, ktorý sa v danom výraze nachádza.
V našom pŕıpade je to n5 :

lim
n→∞

3− 5n2 − 2n4

3− 2n5
= lim

n→∞

n5
(

3
n5 − 5

n3 − 2
n

)
n5
(

3
n5 − 2

) = lim
n→∞

3
n5 − 5

n3 − 2
n

3
n5 − 2

.

Z predchádzajúcich úloh vieme, že postupnosti typu
(

1
nr

)∞
n=1

: r > 0, kon-
vergujú k č́ıslu 0, z vlastnost́ı limı́t vieme, že ak majú postupnosti vlastné
limity, tak ich súčet (rozdiel, podiel) konverguje k súčtu (rozdielu, podielu)
týchto limı́t a preto je

lim
n→∞

3
n5 − 5

n3 − 2
n

3
n5 − 2

=
0− 0− 0

0− 2
=

0

2
= 0.

Pŕıklad 5 Vypoč́ıtajte: lim
n→∞

2n2+3n−1
3n2−2n+1

.

Riešenie. Postupujeme podobne ako v predchádzajúcej úlohe:

lim
n→∞

2n2 + 3n− 1

3n2 − 2n+ 1
= lim

n→∞

n2
(
+ 3
n − 1

n2

)
n2
(
− 2
n + 1

n2

) = lim
n→∞

2 + 3
n − 1

n2

3− 2
n + 1

n2

=
2 + 0− 0

3− 0 + 0
=

2

3
.

Pŕıklad 6 Vypoč́ıtajte: lim
n→∞

2n3+1
3n2+n

.

Riešenie. Znovu postupujeme tak, ako v predchádzajúcich úlohách:

lim
n→∞

2n3 + 1

3n2 + n
= lim

n→∞

n3
(
2 + 1

n3

)
n3
(
3
n + 1

n2

) = lim
n→∞

2 + 1
n3

3
n + 1

n2

.

Na záver sme dostali výraz, ktorého prevrátená hodnota konverguje k č́ıslu

0. Zrejme lim
n→∞

1
2+ 1

n3
3
n+ 1

n2

= lim
n→∞

3
n
+ 1

n2

2+ 1
n3

= lim
n→∞

0+0
2+0 = 0. Ked’̌ze všetky členy

postupnosti sú kladné, tak z vlastnost́ı limı́t vyplýva, že pôvodná postupnost’

diverguje do +∞. Preto

lim
n→∞

2 + 1
n3

3
n + 1

n2

= +∞.

Poznámka 4 V predchádzajúcich úlohách sme poč́ıtali limitu podielu dvoch
polynómov, teda zdanlivo to boli rovnaké úlohy, ale limity boli v niektorých
pŕıpadoch vlastné a v jednom z nich bola limita nevlastná. Zamyslite sa a
skúste sformulovat’ podmienky pre najvyššie exponenty premennej n v čitateli
a menovateli a limity týchto podielov.

Pŕıklad 7 Vypoč́ıtajte: lim
n→∞

(
n
n+1

)5
.

Riešenie. Opät’ predpis uprav́ıme pomocou vyńımania pred zátvorku,
zároveň pozorne umocňujeme súčin a podiel:

lim
n→∞

(
n

n+ 1

)5

= lim
n→∞

(
n · 1

n
(
1 + 1

n

))5

= lim
n→∞

(n
n

)5
·

(
1

1 + 1
n

)5

= (1)5·
(

1

1 + 0

)5

= 1.
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Pŕıklad 8 Vypoč́ıtajte: lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n+5
.

Riešenie. Táto úloha je trochu komplikovaneǰsia ako predchádzajúca, na-
kol’ko je v exponente výraz (n + 5). Predpis sa budeme snažit’ upravit’ tak,
aby sme mohli využit’, že lim

n→∞

(
1 + 1

n

)n
= e.

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n+5

= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
·
(
1 +

1

n

)5

= e.(1 + 0)5 = e.

Porovnajte si tento postup s postupom v predchádzajúcom pŕıklade.

Pŕıklad 9 Vypoč́ıtajte: lim
n→∞

(
1 + 1

n

)3n
.

Riešenie. V tejto úlohe budeme postupovat’ podobne, ako v predchádzajúcej,
len si treba uvedomit’, ako sa správne umocňuje.

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)3n

= lim
n→∞

[(
1 +

1

n

)n]3
.

Vnútorná zložka našej postupnosti konverguje k č́ıslu e a po umocneńı do-
staneme:

lim
n→∞

[(
1 +

1

n

)n]3
= e3.

Pŕıklad 10 Vypoč́ıtajte: lim
n→∞

(
1 + 1

5n

)n
.

Riešenie. Opät’ budeme predpis upravovat’ ako v predchádzajúcich úlohách,
zároveň využijeme to, že lim

n→∞

(
1 + 1

5n

)5n
= e a vlastnosti umocňovania.

Preto

lim
n→∞

(
1 +

1

5n

)n
= lim

n→∞

[(
1 +

1

5n

)5n
] 1

5

= e
1
5 .

Pŕıklad 11 Vypoč́ıtajte: lim
n→∞

(
n
n+1

)n
.

Riešenie. Aj v tomto pŕıklade využijeme, že lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
= e a zároveň

urob́ıme jeden umelý krok, predpis postupnosti uprav́ıme nasledovne:(
n

n+ 1

)n
=

1(
n
n+1

)−n =
1(

n+1
n

)n =

(
n+ 1

n

)−n
.

Potom

lim
n→∞

(
n

n+ 1

)n
= lim

n→∞

(
n+ 1

n

)−n
= lim

n→∞

(
1 +

1

n

)−n
= lim

n→∞

1(
1 + 1

n

)n =
1

e
.

Pŕıklad 12 Vypoč́ıtajte: lim
n→∞

2n+sinn
3n−1 .

Riešenie. V tomto pŕıklade budeme postupovat’ vel’mi podobne ako v
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Pŕıklade 4 a využijeme, že limita súčinu ohraničenej postupnosti a postup-
nosti, ktorá konverguje k č́ıslu 0 je 0.

lim
n→∞

2n+ sinn

3n− 1
= lim

n→∞

n
(
2 + sinn

n

)
n
(
3− 1

n

) = lim
n→∞

2 + sinn
n

3− 1
n

=
2 + 0

3− 0
=

2

3
.

Pŕıklad 13 Vypoč́ıtajte: lim
n→∞

(√
n+ 2−

√
n
)
.

Riešenie. Vzhl’adom k tomu, že lim
n→∞

√
n+ 2 = lim

n→∞

√
n = ∞, dostávame

neurčitý výraz typu ∞−∞. Tento problém vyriešime tak, že výraz vhodne
rozš́ırime tak, aby sme mohli využit’ známy vzt’ah (a− b) · (a+ b) = a2 − b2.
Toto si dobre premyslite.

lim
n→∞

(√
n+ 2−

√
n
)
= lim

n→∞

(√
n+ 2−

√
n
)
·
√
n+ 2 +

√
n√

n+ 2 +
√
n
=

= lim
n→∞

n+ 2− n√
n+ 2 +

√
n
= lim

n→∞

2√
n+ 2 +

√
n
= 0.

Pŕıklad 14 Vypoč́ıtajte: lim
n→∞

(
1
n · cos

(
n2+1
2n−1

))
.

Riešenie. Pri riešeńı tejto úlohy môžeme postupovat’ rôznymi spôsobmi, my
si ukážeme aplikáciu Vety o dvoch policajtoch. Ukážeme, že:

lim
n→∞

(
1

n
· cos

(
n2 + 1

2n− 1

))
= 0

Zrejme

−1 ≤ cos

(
n2 + 1

2n− 1

)
≤ 1.

Túto nerovnost’ môžeme vynásobit’ výrazom 1
n s tým, že uvažujeme len n ∈ N.

Potom

− 1

n
≤ 1

n
· cos

(
n2 + 1

2n− 1

)
≤ 1

n
.

Postupnosti
(
− 1
n

)∞
n=1

,
(
1
n

)∞
n=1

konvergujú k 0 a z Vety o dvoch policajtoch

vyplýva, že aj postupnost’
(

1
n · cos

(
n2+1
2n−1

))∞
n=1

konverguje k 0. Skúste túto

úlohu vyriešit’ bez použitia Vety o dvoch policajtoch.

Úlohy na precvičenie:

1. Vypoč́ıtajte: lim
n→∞

(
n
2 + 1

3

)
Výsledok: ∞

2. Vypoč́ıtajte: lim
n→∞

2n2+1
3n2+n

. Výsledok: 2
3

3. Vypoč́ıtajte: lim
n→∞

n2+n−1
n3+n−7

. Výsledok: 0
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4. Vypoč́ıtajte: lim
n→∞

n5+n3−7n+1
15−n3 . Výsledok: −∞

5. Vypoč́ıtajte: lim
n→∞

(
1 + 1

n

)7n
. Výsledok: e7

6. Vypoč́ıtajte: lim
n→∞

(
1 + 1

2n

)n
. Výsledok: e

1
2

7. Vypoč́ıtajte: lim
n→∞

(
1− 1

n

)n
. Výsledok: 1

e

8. Vypoč́ıtajte: lim
n→∞

(
1 + 1

2n+3

)7n+6
. Výsledok: e

7
2

9. Vypoč́ıtajte: lim
n→∞

(
2n
n−1

)2n
. Výsledok: ∞

10. Vypoč́ıtajte: lim
n→∞

√
n2+1
n+1 . Výsledok: 1
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2 Limita funkcie

Aj pri funkciách si budeme vš́ımat’ ich správanie v nevlastných bodoch, na
rozdiel od postupnost́ı, budeme mat’ aj nevlastný bod −∞. Ale budeme
si vš́ımat’ aj limity vo vlastných bodoch. Situáciu vo vlastnom bode nám
popisuje nasledujúci obrázok a defińıcia:

Defińıcia 8 Hovoŕıme, že č́ıslo A je limitou funkcie f(x) v bode c ak plat́ı

∀ε > 0 ∃δ > 0; 0 < |x− c| < δ =⇒ |f(x)−A| < ε.

Poznámka 5 Funkcia môže mat’ v bode limitu vlastnú, v takom pŕıpade sa
táto limita môže rovnat’ funkčnej hodnote v bode, alebo dokonca v tom bode
ani funkcia nemuśı byt’ definovaná. Takúto situáciu vid́ıme na obrazku:

Funkcia môže mat’ vo vlastnom bode aj nevlastnú limitu, napŕıklad pre funk-
ciu na nasledujúcom obrázku plat́ı lim

x→1
f(x) = ∞ :
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A na poslednom obrázku vid́ıme pŕıpad, kedy funkcia limitu v bode x = 0
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nemá.

Posledná funkcia z Poznámky 5 nás prirodzene privádza k novým pojmom,
k tzv. jednostranným limitám:

Defińıcia 9 Hovoŕıme, že č́ıslo A je limitou sprava funkcie f(x) v bode c
ak plat́ı

∀ε > 0 ∃δ > 0; 0 < x− c < δ =⇒ |f(x)−A| < ε.

Hovoŕıme, že č́ıslo A je limitou zl’ava funkcie f(x) v bode c ak plat́ı

∀ε > 0 ∃δ > 0; 0 < c− x < δ =⇒ |f(x)−A| < ε.

Poznámka 6 Každá funkcia má v každom bode najviac jednu limitu, a tiež
najviac jednu limitu sprava a jednu zl’ava.

Podobne ako pri postupnostiach, môžu nastat’ v nevlastnom bode funk-
cie tri možnosti, funkcia môže mat’ vlastnú, nevlastnú limitu, alebo tam
limita neexistuje. Všetky tri pŕıpady vid́ıme postupne na obrázkoch:

Pri poč́ıtańı limı́t využijeme nasledujúce vlastnosti limı́t:

Veta 4 (Veta o dvoch policajtoch) Ak lim
x→a

f(x) = lim
x→a

h(x) = b a

∃U(a); f(x) ≤ g(x) ≤ h(x). Potom

lim
x→a

g(x) = b.

Veta 5 Nech f, g majú vlastné limity v bode a, a lim
x→a

f(x) = b, lim
x→a

g(x) = c.

Potom

1. lim
x→a

[f(x) + g(x)] = b+ c,
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2. lim
x→a

[f(x)− g(x)] = b− c,

3. lim
x→a

[f(x) · g(x)] = b · c,

4. ak c ̸= 0, tak lim
x→a

f(x)
g(x) = b

c .

Veta 6 1. lim
x→a

f(x) = ∞ ⇐⇒ lim
x→a

−f(x) = −∞,

2. lim
x→a

f(x) = ±∞ ⇒ lim
x→a

|f(x)| = ∞,

3. lim
x→a

|f(x)| = ∞ ⇐⇒ lim
x→a

1
f(x) = 0,

4. lim
x→a

f(x) = ∞∧ g(x) je ohraničená ⇒ lim
x→a

[f(x) + g(x)] = ∞,

5. lim
x→a

f(x) = ∞∧ g(x) ≥ c > 0 ⇒ lim
x→a

[f(x).g(x)] = ∞,

6. lim
x→a

f(x) = 0 ∧ g(x) je ohraničená ⇒ lim
x→a

[f(x).g(x)] = 0,

7. lim
x→a

f(x) ̸= 0 ∧ lim
x→a

g(x) = 0 ∧ ∃δ > 0: 0 < |x − a| < δ ⇒ g(x) > 0.

Potom

lim
x→a

f(x)

g(x)
= ∞.

Poznámka 7 Ešte uvedieme dva vel’mi užitočné vzt’ahy:

1. lim
x→0

sinx
x = 1,

2. lim
x→∞

(
1 + 1

x

)x
= e.

Nasledujúca veta nám dáva návod, ako poč́ıtat’ limitu zloženej funkcie:

Veta 7 Nech a je hromadný bod množiny D(f), kde f = h◦g a nech existujú
limity

c = lim
x→a

g(x), d = lim
t→c

h(t),

a na istom okoĺı bodu a je pre x ̸= a aj g(x) ̸= c (pre spojité funkcie môžeme
vynechat’). Potom lim

x→a
f(x) = d.
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2.1 Riešené pŕıklady

Pŕıklad 15 Načrtnite graf funkcie, o ktorej viete:

lim
x→−∞

f(x) = −2, lim
x→∞

f(x) = ∞, lim
x→0

f(x) = −∞, lim
x→1−

f(x) = −3, lim
x→1+

f(x) = 2.

Riešenie. Jeden z grafov, ktoré vyhovujú podmienkam v zadańı, vid́ıme na
obrázku. Pre splnenie toho, že lim

x→−∞
f(x) = −2 je dobré nakreslit’ si priamku

y = −2 a potom stač́ı dokreslit’ graf tak, aby sa k tejto priamke v −∞
priblǐzoval. Ďaľsia pomocná priamka je y−ová os, lebo lim

x→0
f(x) = −∞,

teda muśı byt’ aj lim
x→0−

f(x) = lim
x→0+

f(x) = −∞. Pre splnenie podmienky

lim
x→∞

f(x) = ∞ stač́ı, aby funkcia v ∞ neobmedzene rástla. V bode x = 1

funkcia nemuśı byt’ vobec definovaná, v našom pŕıpade je f(1) = 0, rovnako
dobré by bolo, keby tam bola akákol’vek funkčná hodnota. Pozor na to, že
kresĺıme graf funkcie, funkčná hodnota tam môže byt’ najviac jedna.

-3-3 -2.5-2.5 -2-2 -1.5-1.5 -1-1 -0.5-0.5 0.50.5 11 1.51.5 22 2.52.5 33 3.53.5 44 4.54.5 55

-22-22

-20-20

-18-18

-16-16

-14-14

-12-12

-10-10

-8-8

-6-6

-4-4

-2-2

22

44

66

88

1010

1212

1414

1616

00

Pŕıklad 16 Vypoč́ıtajte: lim
x→1

(
x2 + 1

)
.

Riešenie. Táto úloha je vel’mi jednoduchá, stač́ı za x dosadit’ hodnotu 1.

lim
x→1

(
x2 + 1

)
= lim

x→1

(
x2 + 1

)
= 1 + 1 = 2.

Pŕıklad 17 Vypoč́ıtajte: lim
x→1

x3−x2+x−1
x−1 .

Riešenie. Ked’ budeme postupovat’ rovnako ako v predchádzajúcej úlohe, tak
dostaneme:

lim
x→1

x3 − x2 + x− 1

x− 1
= lim

x→1

13 − 12 + 1− 1

1− 1
=

0

0
.

Toto je neurčitý výraz, preto je potrebné najskôr predpis funkcie upravit’:

lim
x→1

x3 − x2 + x− 1

x− 1
= lim

x→1

(x2 + 1)(x− 1)

x− 1
= lim

x→1
x2 + 1.

Poslednú rovnost’ si lepšie predstav́ıme, ked’ si nakresĺıme grafy funkcíı
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f(x) = x3−x2+x−1
x−1 a g(x) = x2 + 1. Vid́ıme, že sa ĺı̌sia iba v bode x = 1 :
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Preto

lim
x→1

x3 − x2 + x− 1

x− 1
= lim

x→1

(
x2 + 1

)
= 2.

V nasledujúcich úlohách budeme postupovat’ vel’mi podobne ako pri
výpočte limı́t postupnost́ı.

Pŕıklad 18 Vypoč́ıtajte: lim
x→∞

(
1−x
x2

− 1−2x2

2−3x2

)
.

Riešenie. Vzhl’adom k tomu, že lim
x→∞

1−x
x2
, lim
x→∞

1−2x2

2−3x2
sú vlastné, tak môžeme

limitu rozdielu poč́ıtat’ ako rozdiel limı́t:

lim
x→∞

(
1− x

x2
− 1− 2x2

2− 3x2

)
= lim

x→∞

1− x

x2
− lim
x→∞

1− 2x2

2− 3x2
=

= lim
x→∞

1
x2

− 1
x

1
− lim
x→∞

1
x2

− 2
2
x2

− 3
=

0− 0

1
− 0− 2

0− 3
= −2

3
.

Pŕıklad 19 Vypoč́ıtajte: lim
x→∞

(
x−

√
x2 − 1

)
.

Riešenie. Pri riešeńı tejto úlohy budeme postupovat’ podobne ako v Pŕıklade
13

lim
x→∞

(
x−

√
x2 − 1

)
= lim

x→∞

(
x−

√
x2 − 1

)
· (x+

√
x2 − 1)

(x+
√
x2 − 1)

=

= lim
x→∞

x2 − (x2 − 1)

x+
√
x2 − 1

= lim
x→∞

1

x+
√
x2 − 1

= 0.

Pŕıklad 20 Vypoč́ıtajte: lim
x→0

tanx
2x .

Riešenie. Predpis tejto funkcie uprav́ıme tak, aby sme mohli využit’, že
lim
x→0

sinx
x = 1.

lim
x→0

tanx

2x
= lim

x→0

sinx
cosx

2x
= lim

x→0

sinx

x
·1
2
· 1

cosx
= lim

x→0

sinx

x
· lim
x→0

1

2
· lim
x→0

1

cosx
= 1·1

2
·1 =

1

2
.
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Pŕıklad 21 Vypoč́ıtajte: lim
x→0

1−cos 2x+tan2 x
x·sinx .

Riešenie. Budeme postupovat’ ako v predchádzajúcom pŕıklade, zároveň
využijeme vzt’ah pre cośınus dvojnásobného uhla a pre funkciu tangens.

lim
x→0

1− cos 2x+ tan2 x

x · sinx
= lim

x→0

1− (cos2 x− sin2 x) + sin2 x
cos2 x

x · sinx
=

= lim
x→0

1− cos2 x+ sin2 x+ sin2 x
cos2 x

x · sinx
= lim

x→0

(
2 sin2 x

x · sinx
+

sin2 x

x · cos2 x sinx

)
=

= lim
x→0

(
2 · sinx

x
+

sinx

x
· 1

cos2 x

)
= 2 · 1 + 1 · 1 = 3.

Úlohy na precvičenie:

1. Načrtnite graf funkcie, o ktorej viete:

lim
x→−∞

f(x) = ∞, lim
x→∞

f(x) = −3, lim
x→−1

f(x) = ∞, lim
x→2−

f(x) = −∞, lim
x→2+

f(x) = 3.

2. Vypoč́ıtajte: lim
x→2

x2−4
x2−3x+2

, Výsledok: 4

3. Vypoč́ıtajte: lim
x→1

(
1

x2−1
− 2

x4−1

)
, Výsledok: 1

2

4. Vypoč́ıtajte: lim
x→−2

√
x+6−2
x+2 , Výsledok: 1

4

5. Vypoč́ıtajte: lim
x→∞

√
x2+9
x+3 , Výsledok: 1

6. Vypoč́ıtajte: lim
x→0

√
x+2−

√
2

x , Výsledok: 1
2
√

2

7. Vypoč́ıtajte: lim
x→−1−

1
1+x , Výsledok: −∞

8. Vypoč́ıtajte: lim
x→−1−

arctg 1
1+x , Výsledok: −π

2

2.2 Limita funkcie a spojitost’

Pojem limita funkcie súviśı s d’aľśım dôležitým pojmom a to je spojitost’

funkcie.

Defińıcia 10 Funkcia sa nazýva spojitá v bode a, ak plat́ı

lim
x→a

f(x) = f(a).

Funkcia sa nazýva spojitá sprava v bode a, ak plat́ı

lim
x→a+

f(x) = f(a).
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Funkcia sa nazýva spojitá zl’ava v bode a, ak plat́ı

lim
x→a−

f(x) = f(a).

Poznámka 8 V pŕıpade, že funkcia nie je v bode a spojitá, hovoŕıme, že
je v tomto bode nespojitá. Treba si uvedomit’, že limita v takomto bode sa
nerovná funkčnej hodnote v tomto bode a teda môžu nastat’ rôzne pŕıpady.
Preto rozlǐsujeme dva základné druhy nespojitosti. Funkcia má v bode a ne-
spojitost’ prvého druhu, ak lim

x→a−
f(x) aj lim

x→a+
f(x) sú vlastné. V tomto

pŕıpade rozlǐsujeme odstránitelnú nespojitost’ a skokovú nespojitost’. Pri
odstránitel’nej nespojitosti je lim

x→a−
f(x) = lim

x→a+
f(x), pri skokovej nespo-

jitosti je lim
x→a−

f(x) ̸= lim
x→a+

f(x). V nasledujúcom obrázku je zelenou farbou

nakreslená funkcia, ktorá má odstránitel’nú nespojitost’ v bode x = 0 (prázdny
punt́ık) a modrou farbou funkcia, ktorá ma skokovú nespojitost’ v bode x = 0
(funkčná hodnota v tomto bode môže byt’ l’ubovolná, samozrejme maximálne
jedna).
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Funkcia má v bode x = a nespojitost’ druhého druhu, ak aspoň jedna z
limı́t lim

x→a−
f(x), lim

x→a+
f(x) neexistuje, alebo je nevlastná. Jednu takú funkciu

máme na nasledujúcom obrázku:
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Okrem spojitosti v bode, nás bude zauj́ımat’ aj spojitost’ na intervale a
to otvorenom, aj uzavretom:

Defińıcia 11 Funkcia sa nazýva spojitá na intervale (a, b), ak je spojitá
v každom jeho bode. Funkcia sa nazýva spojitá na uzavretom intervale
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⟨a, b⟩, ak je spojitá na otvorenom intervale (a, b) a navyše je v bode a spojitá
sprava a v bode b je spojitá zl’ava.

Pŕıklad 22 Načrtnite graf funkcie, o ktorej viete:

lim
x→−∞

f(x) = 0, lim
x→∞

f(x) = 1, f(0) = −1, f(1) = 0.

V bode x = 0 má funkcia nespojitost’ druhého druhu a je sprava spojitá. V
bode x = 1 má skokovú nespojitost’ prvého druhu a nie je ani zl’ava, ani
sprava spojitá.
Riešenie. Jedno z mnohých riešeńı vid́ıme na obrázku:
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Podmienky lim
x→−∞

f(x) = 0, lim
x→∞

f(x) = 1, f(0) = −1, f(1) = 0 sú už asi

po predchádzajúcich riešených úlohách bezproblémové. Nespojitost’ druhého
druhu v bode x = 0 naznačuje, že aspoň jedna z limı́t lim

x→0−
f(x), lim

x→0+
f(x)

bude nevlastná, alebo nebude existovat’. Ked’̌ze f(0) = −1 a funkcia je
v tomto bode sprava spojitá, tak potom lim

x→0+
f(x) = −1, teda nespojitost’

druhého druhu sme zabezpečili tým, že lim
x→0−

f(x) = −∞, rovnako dobre by

bolo, keby bolo lim
x→0−

f(x) = ∞, alebo keby táto limita neexistovala. Ked’̌ze

v bode x = 1 má byt’ skoková nespojitost’ prvého druhu a funkcia nemá byt’

ani zl’ava, ani sprava spojitá, tak muśı byt’ lim
x→1−

f(x) ̸= 0, aj lim
x→1+

f(x) ̸= 0,

navyše obe limity musia byt’ vlastné. Na nasledujúcom obrázku máme d’aľsie
riešenie tejto úlohy, v ktorom lim

x→0−
f(x) neexistuje.

-0.8-0.8 -0.7-0.7 -0.6-0.6 -0.5-0.5 -0.4-0.4 -0.3-0.3 -0.2-0.2 -0.1-0.1 0.10.1 0.20.2 0.30.3 0.40.4 0.50.5 0.60.6 0.70.7 0.80.8 0.90.9 11 1.11.1 1.21.2 1.31.3 1.41.4

-0.5-0.5

-0.4-0.4

-0.3-0.3

-0.2-0.2

-0.1-0.1

0.10.1

0.20.2

0.30.3

0.40.4

0.50.5

0.60.6

0.70.7

00

17



2.3 Asymptoty funkcie

S pojmom asymptota ste sa už isto stretli na strednej škole pri hyper-
bolách. Asymptota grafu funkcie (stručne asymptota funkcie) je priamka,
ktorej vzdialenost’ od tejto funkcie sa limitne bĺıži k nule. Poznáme dva typy
asymptot:

Defińıcia 12 Priamka x = a sa nazýva zvislou asymptotou, alebo asympto-
tou bez smernice), ak plat́ı:

lim
x→a−

f(x) = ±∞ alebo lim
x→a+

f(x) = ±∞.

Priamka x = ax + b sa nazýva šikmou asymptotou, alebo asymptotou so
smernicou), ak plat́ı:

lim
x→∞

[f(x)− (ax+ b)] = 0 alebo lim
x→−∞

[f(x)− (ax+ b)] = 0.

Zvislé asymptoty existujú len v bodoch nespojitosti a to len vtedy,
ak aspoň jedna z jednostranných limı́t v takomto bode je nevlastná. Pri
určovańı šikmých asymptot nám pomôže nasledujúca veta:

Veta 8 Ak priamka y = ax+ b je asymptotou funkcie f , tak plat́ı:

a = lim
f(x)

x
, b = lim[f(x)− ax], kde lim je lim

x→∞
alebo lim

x→−∞
.

Pŕıklad 23 Načrtnite graf funkcie, o ktorej viete:

� Asymptota v +∞ má predpis y = x+ 2.

� Asymptota v −∞ má predpis y = −2.

� Funkcia má nespojitost’ druhého druhu v bode x = 0 a je v tomto bode
sprava spojitá, nespojitost’ druhého druhu má aj v bode x = 2.

� f(0) = 0, lim
x→0−

f(x) = −∞, lim
x→2−

f(x) = lim
x→2+

f(x) = ∞.

Riešenie. Najskôr si nakresĺıme všetky asymptoty, na obrázku sú červenou
farbou. Potom si vyznač́ıme funkčnú hodnotu v bode x = 0 a postupne
kresĺıme funkciu tak, aby sme dodržali všetky podmienky. Jedno z možných
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riešeńı vid́ıme na obrázku:
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Premyslite si, ako je to s asymptotami pri párnych (sudých) a nepárnych
(lichých) funkciách. Nakreslite si takéto situácie a skúste sformulovat’ záver.
Jeho pravdivost’ si môžete overit’ pri riešeńı nasledujúceho pŕıkladu.

Pŕıklad 24 Určte asymptoty funkcie f(x) = x2+1
x .

Riešenie. Definičný obor tejto funkcie je D(f) = R \ {0}. Preto zvislá
asymptota môže byt’ iba v bode x = 0. Je preto potrebné vypoč́ıtat’ lim

x→0−
f(x),

aj lim
x→0+

f(x). Zrejme

lim
x→0−

x2 + 1

x
= lim

x→0−

x2
(
1 + 1

x2

)
x2
(
1
x

) = lim
x→0−

1 + 1
x2

1
x

=

= lim
x→0−

1
1
x

+
1
x2

1
x

= lim
x→0−

x+
1

x
= 0−∞ = −∞.

Podobne vypoč́ıtame aj limitu sprava:

lim
x→0+

x2 + 1

x
= lim

x→0+

x2
(
1 + 1

x2

)
x2
(
1
x

) = lim
x→0+

1 + 1
x2

1
x

=

= lim
x→0+

1
1
x

+
1
x2

1
x

= lim
x→0+

x+
1

x
= 0 +∞ = +∞.

Teraz sa zameriame na šikmú asymptotu v +∞.

a = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

x2+1
x

x
= lim

x→∞

x2 + 1

x2
= lim

x→∞
1 +

1

x2
= 1 + 0 = 1.

b = lim
x→∞

[f(x)− ax] = lim
x→∞

x2 + 1

x
− 1 · x = lim

x→∞

x2 + 1− x2

x
= lim

x→∞

1

x
= 0.
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Teda šikmá asymptota v +∞ má predpis y = 1 · x + 0, teda y = x.
Rovnaký predpis má aj asymptota v −∞, toto si dobre premyslite. Na
ilustráciu uvádzame aj graf funkcie f, spolu s vyznačenými asymptotami
(zvislá asymptota je y−ová os).

Úlohy na precvičenie:

1. Načrtnite graf funkcie, o ktorej viete:

� Asymptota v +∞ má predpis y = 2.

� Asymptota v −∞ má predpis y = −x.
� f(−2) = 0, f(0) = 2, f(2) = −1.

� Funkcia má nespojitost’ prvého druhu v bode x = −2 a nespoji-
tost’ druhého druhu v bode x = 2.

� lim
x→−2−

f(x) = 3, lim
x→2−

f(x) = −∞, lim
x→2+

f(x) = −1.

2. Nájdite asymptoty grafu funkcie: f1(x) =
x
x−1 ,

Výsledok: x = 1, y = 1

3. Nájdite asymptoty grafu funkcie: f2(x) =
x3+2
x2−4

,
Výsledok: x = 2, x = −2, y = x

4. Nájdite asymptoty grafu funkcie: f3(x) =
1

x+1 + 1
x + 1

x−1 ,
Výsledok: x = −1, x = 0, x = 1, y = 0

5. Nájdite asymptoty grafu funkcie: f4(x) = x+ 2x
x2−1

,
Výsledok: x = −1, x = 1, y = x

6. Nájdite asymptoty grafu funkcie: f5(x) = 2x− cosx
x.

Výsledok: x = 0, y = 2x
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3 Diferenciálny počet

3.1 Dotyčnica a derivácia v bode

S dotyčnicami ste sa stretli už na základnej škole, teraz si tento pojem
zovšeobecńıme. Začneme úlohou, ktorú ste už pravdepodobne riešili na stred-
nej škole.

Pŕıklad 25 Nájdite rovnicu dotyčnice ku grafu funkcie f(x) = x2 v jej bode
A = [2, ?].
Riešenie. Najskôr urč́ıme y-ovú súradnicu bodu A, teda A = [2, 22] = [2, 4].
Bod A lež́ı na hl’adanej dotyčnici, ktorá má rovnicu y = kx + q. Preto
4 = k · 2 + q. Ďalej vieme, že parabola má mat’ práve jeden spoločný bod
s dotyčnicou, preto rovnica:

x2 = kx+ q ⇐⇒ x2 − kx− q = 0

má jediné riešenie. Vzhl’adom k tomu, že to je kvadratická rovnica, muśı byt’

jej diskriminant nulový, preto: D = k2+4q = 0. Dostali sme sústavu rovńıc:

4 = 2k + q ∧ k2 + 4q = 0.

Z prvej rovnice si vyjadŕıme neznámu q a dosad́ıme do druhej rovnice:

q = 4− 2k ⇒ k2 + 4(4− 2k) = 0,

po úprave
k2 − 8k + 16 = 0 ⇐⇒ (k − 4)2 = 0.

Potom
k = 4 ∧ q = 4− 2 · 4 = −4,

preto rovnica dotyčnice je y = 4x− 4. Situáciu vid́ıme na obrázku:
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Keby sme takúto úlohu chceli riešit’ pre komplikovaneǰsiu funkciu, museli by
sme riešit’ náročneǰsie rovnice. Ukážeme si preto trochu šikovneǰśı spôsob.
Zoznámime sa s novým pojmom derivácia funkcie.
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Defińıcia 13 Nech pre funkciu f, definovanú na nejakom okoĺı bodu x0,
existuje vlastná limita

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

Potom túto limitu nazývame deriváciou funkcie f v bode x0. Ak má funkcia
deriváciu v bode, hovoŕıme, že je v ňom diferencovatel’ná.

Pre lepšie pochopenie defińıcie derivácie v bode uvádzame nasledujúci
obrázok:

Poznámka 9 Je dôležité si uvedomit’, že nutnou podmienkou pre existenciu
derivácie funkcie v bode, je spojitost’ funkcie v tomto bode.

Vzt’ah medzi deriváciou a dotyčnicou opisuje nasledujúca defińıcia:

Defińıcia 14 Priamka s rovnicou y−f(x0) = f ′(x0)(x−x0) je dotyčnica ku
grafu funkcie f v bode [x0, f(x0)]. Priamka s rovnicou y−f(x0) = − 1

f ′(x0)
(x−

x0) je normála ku grafu funkcie f v bode [x0, f(x0)].

Poznámka 10 Pozorný čitatel’ si už isto všimol, že derivácia v bode x0 je
smernica dotyčnice v tomto bode.

Poznámka 11 Treba si uvedomit’, že pre uvedené rovnice dotyčnice a
normály je potrebné, aby existovala vlastná nenulová derivácia f ′(x0). Ak
je f ′(x0) = 0, tak dotyčnica je rovnobežná s ox a jej rovnica je y = f(x0),
normála je rovnobežná s oy a jej rovnica je x = x0. Ak je f ′(x0) nevlastná,
tak dotyčnica je rovnobežná s oy a jej rovnica je x = x0, normála je rov-
nobežná s ox a jej rovnica je y = f(x0).

Podobne sú definované aj jednostranné derivácie v bode:

Defińıcia 15 Ak pre funkciu f, definovanú na ⟨x0, x0+δ) resp. (x0−δ, x0),
(pričom δ je kladné reálne č́ıslo) existujú jednostranné limity

f ′+(x0) = lim
x→x+0

f(x)− f(x0)

x− x0
resp. f ′−(x0) = lim

x→x−0

f(x)− f(x0)

x− x0
,

potom f ′+(x0) nazývame deriváciou sprava a f ′−(x0) nazývame de-
riváciou zl’ava.
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V pŕıpade, ked’ sú jednostranné derivácie v nejakom bode rôzne, neexis-
tuje v takom bode dotyčnica, ale tzv. polodotyčnice.

Defińıcia 16 Polpriamky s rovnicami

y − f(x0) = f ′+(x0)(x− x0) : x > x0,

resp.
y − f(x0) = f ′−(x0)(x− x0) : x < x0,

nazývame pravá, resp. l’avá polodotyčnica ku grafu funkcie f v bode
[x0, f(x0)].

Pŕıklad 26 Pekný pŕıklad funkcie, ktorá má v nejakom bode rôzne jedno-
stranné limity, je funkcia f(x) = |x|. V bode x = 0 je śıce funkcia spojitá,
ale nie je v ňom diferencovatel’ná, lebo f ′−(0) = −1, ale f ′+(0) = 1.

Už vieme, že derivácia funkcie f v bode x0 je smernica dotyčnice k funkcii
f v bode x0. Teraz si podrobneǰsie vysvetĺıme túto geometrickú interpretáciu
derivácie v bode. Ak napr. vieme, že pre funkciu f plat́ı, že f(1) = 0 a
f ′(1) = 2, tak najskôr si vyznač́ıme bod so súradnicami [1, 0], potom v tomto
bode nakresĺıme dotyčnicu so smernicou k = 2. Vieme, že smernica priamky
je tanφ, pričom φ je uhol, ktorý priamka zviera s osou x. To znamená, že
ak máme na priamke dva body A = [a1, a2], B = [b1, b2], kde a1 < b1, tak
smernica je podiel b2−a2b1−a1 . Ak má mat’ tento podiel hodnotu dva, tak potom
ak sa v x−ovom smere posunieme o jeden

”
krok“ doprava, tak v y−ovom

smere sa muśıme posunút’ o dva
”
kroky“ smerom hore. Teda v našom pŕıpade

to bude priamka (resp. jej čast’), ktorá prechádza bodom [1, 0] a bodom
[2, 2]. Situáciu máme znázornenú na obrázku vl’avo a na obrázku vpravo sú
dokreslené dve vhodné funkcie f. Funkcie kresĺıme tak, aby sa v bode [1, 0]
dotýkali dotyčnice.
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Úlohu trochu zmeńıme, budeme požadovat’, aby pre funkciu f platilo
f(1) = 0 a f ′(1) = 1

2 . Postupovat’ budeme rovnako, len si muśıme uvedomit’,
že ak je smernica k = 1

2 , tak ak sa v x−ovom smere posunieme o dva
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”
kroky“ doprava, tak v y−ovom smere muśıme urobit’ smerom hore presne
jeden

”
krok“. Alebo by sme sa v x−ovom smere mohli posunút’ len o jeden

”
krok“ doprava, ale v y−ovom smere by sme sa potom posúvali smerom hore
len o 1

2 ”
kroku“. Situáciu vid́ıme na obrázku:
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V pŕıpade, že smernica dotyčnice je záporná, postupujeme podobne,
akurát

”
kroky“ v y−ovom smere budú smerom dolu (alebo v x−ovom smere

sa posunieme o jeden
”
krok“ dol’ava a v y−ovom sa posunieme o potrebné

”
kroky“ smerom hore). Na nasledujúcich obrázkoch máme situáciu, ked’

f(1) = 0 a f ′(1) = −2 :
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Ak je derivácia v bode x0 rovná nule, tak dotyčnica v tomto bode je
rovnobežná s osou x. V pŕıpade, že f ′(x0) = ∞ alebo f ′(x0) = −∞, je
dotyčnica v tomto bode rovnobežná s osou y. Na nasledujúcich obrázkoch
máme vl’avo znázornenú situáciu, ked’ f(1) = 1, f ′(1) = 0 (na obrázku sú
dve rôzne funkcie, ktoré sṕlňajú tieto podmienky) a na obrázku vpravo sú
dve funkcie, pre ktoré plat́ı, že f(1) = 0 a prvá derivácia je v bode x = 1
nevlastná.
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V pŕıpade, že derivácia v bode x0 neexistuje a existujú jednostranné de-
rivácie, postupujeme podobne, akurát namiesto jednej dotyčnice kresĺıme
dve, tzv. polodotyčnice. Pre lepšiu predstavu uvádzame nasledujúci pŕıklad
funkcie s rôznymi deriváciami v bode x = 1:

Pŕıklad 27 Načrtnite graf funkcie, pre ktorú plat́ı:

f(1) = 0, f ′−(1) = −1, f ′+(1) = 1.

Riešenie. Najskôr si nakresĺıme funkčnú hodnotu v bode x = 1. Potom si
načrtneme polodotyčnice, teda polpriamky, ktoré prechádzajú bodom [1, 0] a
prvá z nich má smernicu k = −1 a druhá má smernicu k = 1. Funkciu
potom dokresĺıme tak, aby prechádzala bodom [1, 0] a v jeho najblǐzšom okoĺı
sa dotýkala polotečien tak, ako to vid́ıme na obrázku.
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V nasledujúcej úlohe sa vrátime k úvodnému pŕıkladu a vyriešime ho
pomocou derivácie:
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Pŕıklad 28 Vzhl’adom k tomu, že derivácia v bode je smernica dotyčnice v
danom bode, urč́ıme deriváciu funkcie f v bode x = 2 :

f ′(2) = lim
x→2

x2 − 22

x− 2
= lim

x→2

(x− 2) · (x+ 2)

x− 2
= lim

x→2
x+2 = 2+2 =⇒ f ′(2) = 4.

Pre rovnicu dotyčnice plat́ı

y − y0 = k.(x− x0)

a
x0 = 2, y0 = 4, k = f ′(x0) = 4,

preto rovnica dotyčnice je

y − 4 = 4(x− 2) ⇐⇒ y = 4x− 4.

Pŕıklad 29 Nájdite rovnicu dotyčnice k funkcii f(x) = x2 − 2x + 3, ktorá
je rovnobežná s priamkou 3x− y + 5 = 0.
Riešenie. Vieme, že rovnobežné priamky majú rovnakú smernicu, uprav́ıme
si preto rovnicu priamky na smernicový tvar:

y = 3x+ 5,

teda smernica je k = 3. Už vieme, že derivácia v bode je smernica dotyčnice
v tomto bode, preto hl’adáme na parabole bod [x0, y0], v ktorom je derivácia
f ′(x0) = 3. Zist́ıme deriváciu funkcie f v bode x0 :

lim
x→x0

(x2 − 2x+ 3)− (x20 − 2x0 + 3)

x− x0
= lim

x→x0

(x2 − x20)− (2x− 2x0)

x− x0
=

lim
x→x0

x2 − x20
x− x0

− 2x− 2x0
x− x0

= 2x0 − 2.

Muśıme vyriešit’ jednoduchú rovnicu:

2x0 − 2 = 3,

potom

x0 =
5

2
, y0 =

17

4
.

Rovnica dotyčnice je

y − 17

4
= 3(x− 5

2
).
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Situáciu vid́ıme na obrázku:
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Ked’ sa zdokonaĺıme v derivovańı, tak sa k týmto typom úloh ešte vrátime.

3.2 Derivácie na intervale

Ak je funkcia f definovaná v každom bode intervalu ⟨a, b⟩ a má v každom
bode tohto intervalu deriváciu, tak potom sa na deriváciu môžeme pozerat’

ako na funkciu, ktorá každému x ∈ ⟨a, b⟩ prirad́ı hodnotu f ′(x). Túto funkciu
nazývame deriváciou funkcie f. Podobne, ako sme v predchádzajúcej kapitole
odvodili deriváciu funkcie f(x) = x2 v bode x0, vieme odvodit’ aj derivácie
v bode pre ostatné elementárne funkcie a teda aj ich predpisy pre funkciu
f ′ na pŕıslušnom definičnom obore:

(c)′ = 0, (xn)′ = nxn−1,
(sinx)′ = cosx, (cosx)′ = − sinx,
(tanx)′ = 1

cos2 x
, (cotx)′ = − 1

sin2 x
,

(arcsinx)′ = 1√
1−x2 , (arccosx)′ = − 1√

1−x2 ,

(arctanx)′ = 1
1+x2

, (arccotan x)′ = − 1
1+x2

,

(xα)′ = αxα−1, (ex)′ = ex,
(ax)′ = ax ln a, (lnx)′ = 1

x ,
(loga x)

′ = 1
x ln a .

Na ukážku uvedieme aspoň odvodenie predpisu pre deriváciu funkcie
sinx.

(sinx)′ = lim
x→x0

sinx− sinx0
x− x0

= lim
x→x0

2 cos x+x02 sin x−x0
2

x− x0
=

= lim
x→x0

cos
x+ x0

2
·
sin x−x0

2
x−x0

2

= cos
x0 + x0

2
· 1 = cosx0.

Ostatné predpisy si môžete odvodit’ sami, ako pekný tréning poč́ıtania limı́t.
Aby sme mohli derivovat’ aj komplikovaneǰsie funkcie, je potrebné poznat’

aj pravidlá pre derivovanie súčtu, rozdielu, súčinu a podielu funkcíı:
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Veta 9 Nech funkcie f, g majú v bode x derivácie f ′(x), g′(x). Potom v
tomto bode majú derivácie aj funkcie f ± g, c · f, f · g a ak g(x) ̸= 0, tak aj
f
g a plat́ı:

� (f(x)± g(x))′ = f(x)′ ± g(x)′,

� (c · f(x))′ = c · f(x)′,

� (f(x) · g(x))′ = f(x)′ · g(x) + f(x) · g(x)′,

�

(
(f(x)
g(x)

)′
= 1

g(x)2
· (f(x)′ · g(x)− f(x) · g(x)′) .

Pŕıklad 30 Pomocou pravidla pre derivovanie podielu urč́ıme deriváciu
funkcie tanx. Zrejme tanx = sinx

cosx . Potom

(tanx)′ =

(
sinx

cosx

)′
=

1

cos2 x
·
(
(sinx)′ · cosx− sinx · (cosx)′

)
=

=
1

cos2 x
·(cosx · cosx− sinx · (− sinx)) =

1

cos2 x
·
(
cos2 x+ sin2 x

)
=

1

cos2 x
.

Pre derivovanie inverznej funkcie plat́ı nasledujúca veta:

Veta 10 Nech f a g sú navzájom inverzné funkcie. Potom

f ′(x0) =
1

g′(f(x0))
.

Pŕıklad 31 Predchádzajúca veta sa zvyčajne pri derivovańı nepouž́ıva, ale
môžeme ju použit’ pre odvodenie predpisu pre nejakú funkciu, ak poznáme
deriváciu funkcie k nej inverznej. Už sme si odvodili predpis pre funkciu
g(x) = x2, vieme, že na intervale ⟨0,∞) je f(x) =

√
x k nej inverzná

funkcia. Potom, podl’a predchádzajúcej vety, dostávame:

f ′(x0) =
1

g′(f(x0))
=

1

2.f(x0)
=

1

2
√
x
=

1

2
x−

1
2 =

1

2
√
x
.

Mimoriadne dôležité je vediet’ derivovat’ zloženú funkciu:

Veta 11 Pre zloženú funkciu f ◦ g plat́ı

(f ◦ g)′(x0) = f ′(g(x0)) · g′(x0).

Techniku derivovania zloženej funkcie si ukážeme v nasledujúcich pŕıkladoch.
Muśıme si vždy uvedomit’, že postupujeme od derivovania vonkaǰsej zložky k
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derivovaniu vnútornej zložky, dalo by sa to prirovnat’ k postupnému šúpaniu
obalov cibule.

Autor obrázku: Zuzka Hliněná

Pŕıklad 32 Zderivujte funkciu: f1(x) =
√
1− x2; |x| ≤ 1.

Riešenie. Funkcia f1 je zložená, vnútorná zložka je funkcia g(x) = 1− x2,
vonkaǰsia zložka je funkcia h(x) =

√
x, potom:

f ′1(x) =
1

2
· (1− x2)−

1
2 · (1− x2)′ =

1

2
· (1− x2)−

1
2 · (−2x) = − x√

1− x2
.

Pŕıklad 33 Zderivujte funkciu: f2(x) =
(
x−

√
1− x2

)2
; |x| ≤ 1.

Riešenie. V tejto úlohe využijeme výsledok z predchádzajúceho pŕıkladu s
tým, že máme ešete jednu

”
vrstvu“ funkcie:

f ′2(x) = 2 ·
(
x−

√
1− x2

)1
·
[
1− 1

2
· (1− x2)−

1
2 · (−2x)

]
=

= 2·
(
x−

√
1− x2

)
·
(
1 +

x√
1− x2

)
= 2·(x−

√
1− x2)(

√
1− x2 + x)√

1− x2
=

2(2x2 − 1)√
1− x2

.

Pŕıklad 34 Zderivujte funkciu: f3(x) = (1 + 2x) · (3− 4x2).
Riešenie. Funkcia f3 je súčinom funkcíı g(x) = (1 + 2x), h(x) = (3− 4x2),
teda využijeme pravidlo pre deriváciu súčinu:

f ′3(x) = 2 · (3− 4x2) + (1 + 2x) · (−8x) = −24x2 − 8x+ 6.

Pŕıklad 35 Zderivujte funkciu: f4(x) = (x− 1) · (x− 2) · (x− 3).
Riešenie. Funkcia f4 je súčinom dokonca troch funkcíı, postupovat’ budeme
podobne ako v predchádzajúcej úlohe:

f ′4(x) = 1 · (x− 2) · (x− 3) + (x− 1) · 1 · (x− 3) + (x− 1) · (x− 2) · 1 =

x2 − 5x+ 6 + x2 − 4x+ 3 + x2 − 3x+ 2 = 3x2 − 12x+ 11.
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Pŕıklad 36 Zderivujte funkciu: f5(x) =
x√
1+x2

.

Riešenie. Funkcia f5 je podiel funkcíı g(x) = x a h(x) =
√
1 + x2, navyše

funkcia h je zložená.

f ′5(x) =
x′ ·

√
1 + x2 − (

√
1 + x2)′ · x(√

1 + x2
)2 =

1 ·
√
1 + x2 − 1

2(x
2 + 1)−

1
2 · 2x · x(√

1 + x2
)2 =

=

√
1 + x2 − x2√

1+x2

1 + x2
=

1

(1 + x2)
√
1 + x2

.

Pŕıklad 37 Zderivujte funkciu: f6(x) = x
1
x .

Riešenie. Úlohu budeme riešit’ dvoma spôsobmi.

1. Uvedomı́me si, že x
1
x = elnx

1
x = e

1
x
·lnx Potom

f ′6(x) = e
1
x
·lnx·

(
1

x
· lnx

)′
= e

1
x
·lnx·

1
x · x− lnx · 1

x2
= x

1
x ·1− lnx

x2
pre x > 0

2. Ďaľsia možnost’ je pomocou tzv. logaritmického derivovania. Zrejme

f6(x) = x
1
x ⇒ ln f6(x) = lnx

1
x ⇒ ln f6(x) =

1

x
· lnx.

Po zderivovańı funkcie ln f6(x) dostaneme

f ′6(x)

f6(x)
=

1− lnx

x2
⇒ f ′6(x) = f6(x)·

1− lnx

x2
⇒ f ′6(x) = x

1
x ·1− lnx

x2
pre x > 0.

Na záver sa vrátime k úlohám o dotyčniciach.

Pŕıklad 38 Nájdite rovnicu dotyčnice a normály ku grafu funkcie f(x) =
ln(x+ 1) v jej bode A = [0, ?].
Riešenie. Vieme, že derivácia v bode je smernica dotyčnice v danom bode,
preto

f ′(x) =
1

x+ 1
=⇒ f ′(0) =

1

0 + 1
= 1

Pre rovnicu dotyčnice plat́ı

y − y0 = k.(x− x0)

a
x0 = 0, y0 = ln(0 + 1) = ln 1 = 0, k = f ′(x0) = 1,

preto rovnica dotyčnice je

y − 0 = 1(x− 0) ⇐⇒ y = x.

Potom rovnica normály je y = −x.
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Pŕıklad 39 Nájdite rovnicu dotyčnice ku grafu funkcie f(x) = ln x
x+1 rov-

nobežnú s priamkou x− 2y = 7.
Riešenie. Najskôr urč́ıme smernicu priamky

x− 2y = 7 ⇒ y =
x

2
− 7

2
⇒ k =

1

2
.

Budeme hl’adat’ bod dotyku, teda bod x0, pre ktorý plat́ı f ′(x0) =
1
2 . Funkciu

zderivujeme

f ′(x) =
1
x
x+1

·
(

x

x+ 1

)′
=
x+ 1

x
· x+ 1− x

(x+ 1)2
=

1

x(x+ 1)
.

Aby sme našli bod x0, stač́ı vyriešit’ rovnicu

1

x(x+ 1)
=

1

2
⇐⇒ x(x+1) = 2 ⇐⇒ x2+x−2 = 0 ⇐⇒ (x+2)·(x−1) = 0.

Riešeńım tejto kvadratickej rovnice sú xa = −2, xb = 1. Ak xa aj xb patria
do definičného oboru funkcie f , tak dostaneme dve dotyčnice. To zist́ıme
bud’ určeńım definičného oboru, alebo priamym dosadeńım, my si vyberieme
tú druhú možnost’. Zrejme

f(xa) = f(−2) = ln
−2

−2 + 1
= ln 2, f(xb) = f(1) = ln

1

1 + 1
= ln

1

2
.

Potom rovnice dotyčńıc sú:

ta : y − ln 2 =
1

2
(x+ 2), tb : y − ln

1

2
=

1

2
(x− 1).

Pŕıklad 40 Nájdite rovnicu dotyčnice ku grafu funkcie f(x) = 3
√
x3 − 8 v

jej bode A = [2, ?].
Riešenie. Vieme, že derivácia v bode je smernica dotyčnice v danom bode,
preto

f ′(x) =
x2

(x3 − 8)
2
3

=⇒ f ′(2) =
22

(23 − 8)
2
3

.

Vid́ıme, že menovatel’ je nulový, to znamená, že hodnotu x = 2 dosadit’

nemôžeme. Situácia však nie je neriešitelná, ani to neznamená, že v tomto
bode derivácia neexistuje, môzě byt’ nevlastná. Aby sme to zistili, vypoč́ıtame
limitu v tomto bode.

lim
x→2

x2

(x3 − 8)
2
3

= +∞.

Teda derivácia je v tomto bode nevlastná a preto rovnica dotyčnice je

x = 2.
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Potom rovnica normály je y = 0. Situáciu vid́ıme na obrázku:
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Úlohy:

1. Nájdite rovnicu dotyčnice a normály ku grafu funkcie f v
bode A

(a) f(x) = 3x−4
2x−3 , A = [2, ?]. Výsledok: y = 4 − x.

(b) f(x) = ln(x+ 1), A = [0, ?]. Výsledok: y = x.

(c) f(x) = 3
√
x3 − 1, A = [1, ?]. Výsledok: x = 1.

(d) f(x) = 3
√
x3 + x2, A = [−2

3 , ?]. Výsledok: y =
3√4
3

.

(e) f(x) = 3
√
x3 + x2, A = [−1, ?]. Výsledok: x = −1.

2. Nájdite rovnicu dotyčnice ku grafu funkcie f rovnobežnú
s priamkou p

(a) f(x) = x3 − 3x, p je ox. Výsledok: y = −2, y = 2.

(b) f(x) = lnx, p je dána rovnićı 2x− y− 3 = 0. Výsledok: y = 2x− 1− ln 2.

(c) f(x) = lnx
x , p je ox. Výsledok: y = 1

e
.

(d) f(x) = ln x2+2x+5
2x , p je ox. Výsledok: y = ln 5+

√
5√

5
.

3. Zderivujte

(a) f(x) =

√
x
√
x
√
x. Výsledok: 7

8x
1
8

.

(b) f(x) = (x3 + 8)(x− 2). Výsledok: 4x3 − 6x2 + 8.

(c) f(x) = (x3+8)
(x−2) . Výsledok: x + 1.
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(d) f(x) =
√

1−
√
x

1+
√
x
. Výsledok:− 1

2
√

x·

√
(1−

√
x)5

1+
√

x

.

(e) f(x) = ln 5+4x
3+7x .Výsledok: −23

(5+4x)·(3+7x)
.

(f) f(x) = ln
(
x+

√
1 + x2

)
. Výsledok: 1√

1+x2
.

(g) f(x) = ln
√√

3−x
√
7√

3+x
√
7
. Výsledok:−

√
21(

3−7x2
) .

(h) f(x) = e−x
2
. Výsledok: −2e−x2

· x.

(i) f(x) = xlnx. Výsledok: xln x · 2
x

· ln x.

(j) f(x) = xsinx. Výsledok: xsin x
(
cos x · ln x + sin x · 1

x

)
.
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3.3 Geometrický význam derivácíı na intervale

Už vieme, že derivácia funkcie f v bode x0 je smernica dotyčnice v tomto
bode. Vzhl’adom k tomu, že smernica priamky je tangens uhla, ktorý táto
priamka zviera s osou x, je zrejmé, že ak je smernica kladná, tak priamka
zviera s osou x uhol menš́ı ako π

2 , ak je záporná, tak je uhol väčš́ı ako π
2 .

Rovnicu dotyčnice s nenulovou smernicou môžeme chápat’ ako lineárnu funk-
ciu. A teda pre kladnú smernicu dostávame rastúcu a pre zápornú klesajúcu
lineárnu funkciu. A preto, ak má funkcia f na nejakom intervale v každom
bode dotyčnicu s kladnou (zápornou) smernicou, tak je funkcia f na tomto
intervale rastúca (klesajúca). Názornú ukážku vid́ıme na obrázku, kde sú
červenou farbou nakreslené funkcie a zelenou farbou ich derivácie.
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ff

gg
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ff
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Ked’že prvú deriváciu na intervale chápeme ako funkciu, dáva zmysel
definovat’ aj jej deriváciu:

Defińıcia 17 Ak je f ′ deriváciou funkcie f na otvorenom intervale a f ′ má
na tomto intervale deriváciu, potom túto deriváciu nazývame deriváciou
druhého rádu, alebo tiež druhou deriváciou funkcie f a zapisujeme
f ′′. Rekurźıvne definujeme deriváciu n−tého rádu, alebo tiež n−tou de-
riváciu ako

f (n) =
(
f (n−1)

)′
.

Druhá derivácia má peknú geometrickú interpretáciu. Najskôr si však
zopakujeme defińıciu konvexnosti a konkávnosti funkcie:

Defińıcia 18 Nech f je funkcia spojitá na intervale (a, b). Potom hovoŕıme,
že funkcia f je na intervale (a, b) konvexná práve vtedy, ked’ pre všetky
λ ∈ (0, 1) plat́ı

∀x, y ∈ (a, b) : x < y ⇒ f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Funkcia f je na intervale (a, b) konkávna práve vtedy, ked’ pre všetky λ ∈
(0, 1) plat́ı

∀x, y ∈ (a, b) : x < y ⇒ f(λx+ (1− λ)y) ≥ λf(x) + (1− λ)f(y).

Tieto defińıcie sa dajú zjednodušene vysvetlit’ tak, že ak spoj́ıme úsečkou
l’ubovolné dva body grafu konvexnej (konkávnej) funkcie, tak body grafu
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medzi týmito bodmi ležia vždy pod (nad) spojnicou spomı́naných bodov.
Spojitú konvexnú (konkávnu) funkciu na intervale (a, b), môžeme poṕısat’ aj
pomocou dotyčńıc a to tak, že jej graf lež́ı nad (pod) každou jej zostrojenou
dotyčnicou.

Na predchádzajúcom obrázku je vl’avo konvexná a vpravo konkávna
funkcia (obe červenou farbou). Na tomto obrázku si môžeme zároveň
všimnút’, že v pŕıpade konvexnej funkcie je jej prvá derivácia (zakreslená
zelenou farbou) rastúca funkcia a v pŕıpade konkávnej funkcie (obrázok
vpravo) je derivácia klesajúca funkcia. Toto nie je náhoda. Nasledujúci
obrázok nám detailne popisuje situáciu pre konvexnú funkciu a rastúcu ten-
denciu smerńıc dotyčńıc v jej bodoch:

To znamená, že ak je funkcia f konvexná, jej prvá derivácia je rastúca, potom
jej derivácia, teda druhá derivácia pôvodnej funkcie, je kladná. Analogicky,
ak je funkcia konkávna, tak jej druhá derivácia je záporná.

Na záver si ešte vysvetĺıme nový pojem:

Defińıcia 19 Ak funkcia f je diferencovatel’ná v bode x0, hovoŕıme, že bod
x0 je inflexný bod funkcie f ak existuje ε > 0 okolie tak, že na intervale
(x0−ε, x0) je funkcia konkávna a na intervale (x0, x0+ε) je funkcia konvexná
(alebo naopak).

Na nasledujúcich obrázkoch máme dve funkcie, ktoré majú inflexné body.
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ff
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ff

Túto defińıciu si pomocou dotyčnice môžeme vysvetlit’ aj tak, že bod x0 je
inflexným bodom funkcie, ak pre jeho dotyčnicu plat́ı, že nal’avo od neho je
funkcia pod dotyčnicou a napravo od x0 nad dotyčnicou, alebo naopak. To
znamená, že existencia inflexného bodu bude súvisiet’ s druhou deriváciou
funkcie.

Veta 12 Ak x0 je inflexný bod ⇒ f ′′(x0) = 0 alebo f ′′(x0) neexistuje.

35



3.4 Linearizácia a Taylorov polynóm

V tejto časti sa budeme venovat’ aplikácii diferenciálneho počtu pri apro-
ximácíı funkcíı. Najskôr si vysvetĺıme pojem diferenciálu:

Defińıcia 20 Nech funkcia f je diferencovatel’ná v bode x0. Potom funkciu
f ′(x0) · h premennej h ∈ R nazývame diferenciál funkcie.

Geometrický význam diferenciálu vid́ıme na nasledujúcom obrázku, jedná
sa o pŕırastok po dotyčnici. Ak budeme o dotyčnici uvažovat’ ako o lineárnej
funkcii, tak diferenciál je hodnota, o ktorú sa zmeńı funkčná hodnota tejto
lineárnej funkcie, ak sa od bodu dotyku posunieme dlžku h.

Z obrázku vid́ıme, že na istom okoĺı bodu x0 by sme pôvodnú funkciu mohli
nahradit’ dotyčnicou. Vieme, že rovnica dotyčnice ku grafu funkcie f v bode
[x0, f(x0)] má tvar

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0).

Po jednoduchej úprave dostaneme

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0),

teda na pravej strane máme polynóm prvého stupňa a tento polynóm má dve
špeciálne vlastnosti. Ak si tento polynóm označ́ıme ako p(x), teda p(x) =
f(x0) + f ′(x0)(x− x0), tak

p(x0) = f(x0) ∧ p′(x0) = f ′(x0),

dokonca sa dá ukázat’, že je to jediný polynóm, ktorý má tieto dve vlastnosti.
Vzhl’adom k tomu, že je to polynóm prvého stupňa, hovoŕıme o linearizácii,
teda o nahradeńı pôvodnej funkcie lineárnou funkciou.

Ak je funkcia f n−krát diferencovatel’ná v bode x0, potom vieme pojem
diferenciálu rozš́ırit’ a predpisom

dnf(x0) = f (n)(x0).(x− x0)
n
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je daný diferenciál n-tého rádu funkcie f v bode x0. A podobne, ako
sme pomocou diferenciálu prvého rádu mohli funkciu f linearizovat’, tak ju
vieme nahradit’ na vhodnom intervale aj polynómom vyšieho stupňa.

Defińıcia 21 Taylorovým polynómom funkcie f v bode x0 nazývame
polynóm

Tn(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n.

Pre x0 = 0 se Tn nazývá Maclaurinov polynóm.

Veta 13 Ak funkcia f je (n + 1)− krát diferencovatel’ná na nejakom okoĺı
bodu x0, potom pre body toho okolia plat́ı:

f(x) = Tn(x) +Rn+1(x);

Rn+1(x) =
f (n+1)(ϑ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1, ϑ = x0 + a(x− x0); 0 < a < 1.

Poznámka 12 Hodnota Rn+1(x) je chyba, ktorej sa dopust́ıme, ak funkciu
na danom intervale nahrad́ıme polynómom Tn.

Tieto pojmy si ozrejmı́me v nasledujúcich úlohách.

Pŕıklad 41 Naṕı̌ste Taylorov polynóm 7. stupňa pre funkciu f(x) = sinx v
bode x0 = 0.
Riešenie. Zrejme

f(x) = sinx, f ′(x) = cosx, f ′′(x) = − sinx, f ′′′(x) = − cosx, f (4)(x) = sinx, . . .

Vid́ıme, že
f (n)(x) = f (n+4)(x).

Urč́ıme hodnoty derivácíı v bode x0 = 0 :

f(0) = sin 0 = 0, f ′(0) = cos 0 = 1, f ′′(0) = − sin 0 = 0, f ′′′(0) = − cos 0 = −1, f (4)(0) = sin 0 = 0, . . .

Dosad́ıme do vzt’ahu pre Taylorov polynóm

T7(x) = f(x0)+
f ′(x0)

1!
(x−x0)+· · ·+

f (7)(x0)

7!
(x−x0)7 = 0+

1

1!
(x−0)+

0

2!
(x−0)2+· · ·+

−1

7!
(x−0)7 =

= x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
.

Aproximáciu týmto polynómom vidime na obrázku:
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Ešte urč́ıme chybu, ktorej sa pri takejto aproximácii dopust́ıme:

Rn+1(x) =
f (n+1)(ϑ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1, ϑ = x0 + a(x− x0); 0 < a < 1

V našom pŕıpade máme n = 7, x0 = 0, potom

R7+1(x) =
f (7+1)(ϑ)

(7 + 1)!
(x− x0)

7+1 =
sin(ϑ)

8!
x8.

Vzhl’adom na ohraničenost’ funkcie sinx dostávame pre R8(x) nasledujúci
vzt’ah:

|R8(x)| ≤
1

8!
.x8,

teda pokial’ budeme
”
bĺızko“ nuly, tak chyba bude pomerne

”
malá“, čo sme

mali možnost’ vidiet’ aj na obrázku.

Pŕıklad 42 Naṕı̌ste Taylorov polynóm 5. stupňa pre funkciu f(x = ex ·sinx
v bode x0 = 0.
Riešenie. Zrejme

f(x) = ex·sinx, f ′(x) = ex(sinx+cosx), f ′′(x) = 2ex cosx, f ′′′(x) = 2ex(cosx−sinx),

f (4)(x) = −4ex · sinx, f (5)(x) = −4ex(sinx+ cosx)

Urč́ıme hodnoty derivácíı v bode x0 = 0 :

f(0) = 0, f ′(0) = 1, f ′′(0) = 2, f ′′′(0) = 2, f (4)(0) = 0, f (5)(0) = −4.

Dosad́ıme do vzt’ahu pre Taylorov polynóm

T5(x) = 0+
1

1!
·x+ 2

2!
·x2+ 2

3!
·x3+ 0

4!
·x4+ −4

!
·x5 = x+x2+

1

3
x3− 1

30
x5.
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Aproximáciu týmto polynómom vidime na obrázku (zelená je ex ·sinx, modrá
je jej aproximácia):

Pŕıklad 43 Naṕı̌ste Taylorov polynóm n−tého stupňa pre funkciu
f(x) = ln(1 + 2x) v bode x0 = 0.
Riešenie. Zrejme

f(x) = ln(1 + 2x), f ′(x) = 2 · (1 + 2x)−1, f ′′(x) = −22 · (1 + 2x)−2,

f ′′′(x) = 23 · 2(1 + 2x)−3, f (4)(x) = −24 · 3 · 2 · (1 + 2x)−4,

potom
f (n)(x) = (−1)n+1 · (n− 1)!2n.(1 + 2x)−n.

Dosad́ıme do vzt’ahu pre Taylorov polynóm

Tn(x) = 0 + 2x− 4

2
· x2 + 8

3
· x3 − 16

4
· x4 + · · ·+ (−1)n+1 2

n

n
· xn.

3.5 Derivácie a výpočet limı́t

Pri poč́ıtańı limı́t sme často narazili na limity typu 0
0 a ∞

∞ . My si teraz
ukážeme efekt́ıvneǰśı spôsob výpočtu limı́t uvedených podielov. Predtým
zhrnieme niekol’ko tvrdeńı, bez dôkazu. Pre lepšie pochopenie je za väčšinou
z nich názorný obrázok.

Veta 14 (Fermatova veta) Nech f je spojitá funkcia na ⟨a, b⟩, ktorá v
bode ψ ∈ (a, b) nadobúda svoju najväčšiu (alebo najmenšiu) hodnotu. Potom,
ak existuje f ′(ψ), tak f ′(ψ) = 0.
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Veta 15 (Rolleova veta) Nech f je spojitá funkcia na ⟨a, b⟩, ktorá je f
diferencovatel’ná na (a, b) a plat́ı f(a) = f(b). Potom existuje bod ψ ∈ (a, b)
tak, že f ′(ψ) = 0.

Veta 16 (Lagrangeova veta) Nech f je spojitá funkcia na ⟨a, b⟩, ktorá je
f diferencovatel’ná na (a, b). Potom existuje bod ψ ∈ (a, b) tak, že f ′(ψ) =
f(b)−f(a)

b−a .

Veta 17 (Cauchyho veta) Nech f(x), g(x) majú nasledujúce vlastnosti:

� f, g sú spojité na ⟨a, b⟩,

� f, g sú diferencovatel’né na (a, b),
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� pro všetky x ∈ (a, b), je g′(x) ̸= 0.

Potom existuje bod ψ ∈ (a, b) tak, že f(b)−f(a)
g(b)−g(a) = f ′(ψ)

g′(ψ) .

Od Cauchyho vety je už len krôčik k zjednodušeniu výpočtu limı́t typu
0
0 a ∞

∞ .

Veta 18 (Prvé l’Hospitalovo pravidlo) Nech funkcie f(x), g(x) sú dife-
rencovatel’né na nejakom okoĺı bodu c. Nech lim

x→c
f(x) = lim

x→c
g(x) = 0. Nech

existuje lim
x→c

f ′(x)
g′(x) (vlastná alebo nevlastná.) Potom existuje aj lim

x→c

f(x)
g(x) a plat́ı

lim
x→c

f(x)

g(x)
= lim

x→c

f ′(x)

g′(x)
.

Veta 19 (Druhé l’Hospitalovo pravidlo) Nech funkcie f(x), g(x) sú di-
ferencovatel’né na nejakom okoĺı bodu c. Nech je lim

x→c
|f(x)| = lim

x→c
|g(x)| = ∞.

Nech existuje lim
x→c

f ′(x)
g′(x) (vlastná alebo nevlastná.) Potom existuje aj lim

x→c

f(x)
g(x)

a plat́ı

lim
x→c

f(x)

g(x)
= lim

x→c

f ′(x)

g′(x)
.

Poznámka 13 Podobné vety platia aj pre jednostranné limity. V pŕıpade
c = ±∞ použijeme substitúciu t = 1

x .

Aplikovanie l’Hospitalových pravidiel si ukážeme na pŕıkladoch. Prvý
pŕıklad je ukážkou toho, že vždy treba overit’, či sú splnené predpoklady pre
použitie l’Hospitalovho pravidla:

Pŕıklad 44 Vypoč́ıtajte: lim
x→1

2x−1
x+3 .

Riešenie. Po dosadeńı x = 1 vid́ıme, že sa nejedná o limitu typu 0
0 , ani

∞
∞

a preto nemôžeme použit’ ani jedno l’Hospitalovo pravidlo. Zrejme

lim
x→1

2x− 1

x+ 3
=

1

4
.

Keby sme bez tejto kontroly použili l’Hospitalovo pravidlo, tak by sme dostali
nesprávny výsledok, vyšlo by nám 2.

Pŕıklad 45 Vypoč́ıtajte: lim
x→0

sinx
x .

Riešenie. Po dosadeńı x = 0 vid́ıme, že sa jedná o limitu typu 0
0 a preto

môžeme použit’ prvé l’Hospitalovo pravidlo:

lim
x→0

sinx

x
= lim

x→0

(sinx)′

(x)′
= lim

x→0

cosx

1
= 1.
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Pŕıklad 46 Vypoč́ıtajte: lim
x→0+

lnx
1
x

.

Riešenie. Po dosadeńı x = 0+ vid́ıme, že sa jedná o limitu typu ∞
∞ a preto

môžeme použit’ druhé l’Hospitalovo pravidlo:

lim
x→0+

lnx
1
x

= lim
x→0+

(lnx)′(
1
x

)′ = lim
x→0+

1
x

− 1
x2

= lim
x→0+

−x = 0.

Pŕıklad 47 Vypoč́ıtajte: lim
x→0

x2

ex−1−x .

Riešenie. Po dosadeńı x = 0 vid́ıme, že sa jedná o limitu typu 0
0 a preto

môžeme použit’ prvé l’Hospitalovo pravidlo:

lim
x→0

x2

ex − 1− x
= lim

x→0

(
x2
)′

(ex − 1− x)′
= lim

x→0

2x

ex − 1
.

Po dosadeńı x = 0 opät’ vid́ıme, že sme dostali limitu typu 0
0 a preto môžeme

znovu použit’ prvé l’Hospitalovo pravidlo:

lim
x→0

2x

ex − 1
= lim

x→0

(2x)′

(ex − 1)′
= lim

x→0

2

ex
= 2.

Pŕıklad 48 Vypoč́ıtajte: lim
x→+∞

2x

x2
.

Riešenie. Vid́ıme, že sa jedná o limitu typu ∞
∞ a preto môžeme použit’ druhé

l’Hospitalovo pravidlo:

lim
x→+∞

2x

x2
= lim

x→+∞

(2x)′

(x2)′
= lim

x→+∞

2x ln 2

2x
.

Opät’ vid́ıme, že sme dostali limitu typu ∞
∞ a preto môžeme znovu použit’

druhéé l’Hospitalovo pravidlo:

lim
x→+∞

2x ln 2

2x
= lim

x→+∞

(2x ln 2)′

(2x)′
= lim

x→+∞

2x(ln 2)2

2
= +∞.

Úlohy:

1. Vypoč́ıtajte: lim
x→1

x2−1
x2+x−2

. Výsledok: 2
3

2. Vypoč́ıtajte: lim
x→+∞

lnx√
x
. Výsledok: 0

3. Vypoč́ıtajte: lim
x→0

x2

ex−1 . Výsledok: 0

4. Vypoč́ıtajte: lim
x→0

sin 3x
2x . Výsledok: 3

2

5. Vypoč́ıtajte: lim
x→1

x−1
lnx . Výsledok: 1
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6. Vypoč́ıtajte: lim
x→0

ex−e−x

x . Výsledok: 2

7. Vypoč́ıtajte: lim
x→0

1−cosx
tanx . Výsledok: 0

8. Vypoč́ıtajte: lim
x→2π

(x−2π)2

1−cosx . Výsledok: 2

9. Vypoč́ıtajte: lim
x→0

x3

x−sinx . Výsledok: 6

10. Vypoč́ıtajte: lim
x→0

x−sinx
x2−sinx

. Výsledok: 0

3.6 Lokálne extrémy

V tejto časti sa budeme venovat’ dôležitej aplikácii diferenciálneho počtu a
to konkrétne optimalizácii. Vysvetĺıme si napr., ako hl’adat’ najmenšie, resp.
najväčšie hodnoty funkcíı.

Najskôr si objasńıme pojmy lokálne maximum a lokálne minimum:

Defińıcia 22 Funkcia f má v bode x0 lokálne maximum (resp. mini-
mum) ak existuje okolie U(x0) ⊂ Df také, že

x ∈ U(x0) ⇒ f(x) ≤ f(x0) (resp. f(x) ≥ f(x0)).

Lokálne maximá a minimá nazývame spoločným pojmom lokálne
extrémy. Z defińıcie lokálnych extrémov vyplývá, že ak má funkcia v bode
x0 napr. lokálne maximum, tak muśı existovat’ nejaké okolie tohto bodu,
na ktorom má bod x0 zo všetkých bodov tohto okolia najväčšiu funkčnú
hodnotu. Ak je navyše funkcia na tomto okoĺı diferencovatel’ná, tak podl’a
Fermatovej vety je v bode x0 prvá derivácia rovná nule. My už vieme, že
napriek tomu, že funkcia je v bode spojitá, nemuśı byt’ v tomto bode dife-
rencovatel’ná a práve aj tieto body môžu byt’ z pohl’adu lokálnych extrémov
zauj́ımavé. Na nasledujúcich obrázkoch máme dve funkcie, obe v bode x0
nadobúdajú lokálne maximum, pričom v prvom pŕıpade je f ′(x0) = 0 a v
tom druhom pŕıpade prvá derivácia v bode x0 neexistuje.
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Teraz už asi nikoho neprekvaṕı nasledujúca veta:

Veta 20 Ak f má v x0 lokálny extrém, tak f ′(x0) = 0 alebo f ′(x0) neexis-
tuje.
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Defińıcia 23 Bod x0, v ktorom je f ′(x0) = 0 sa nazýva stacionárny bod.

Predchádzajúca veta sa však nedá otočit’, čo vid́ıme na nasledujúcich
obrázkoch, kde v bode x0 máme namiesto extrému infexný bod.
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Ak si dobre pozrieme obrázky s funkciami, kde v x0 boli extrémy a
porovnáme ich s tými, kde v x0 boli inflexné body, tak by sme si mohli
uvedomit’, že hlavný a zároveň rozhodujúci rozdiel je v tom, že ak je v bode
x0 maximum, tak funkcia nal’avo od x0 rastie a napravo od x0 klesá, ale
v pŕıpade inflexného bodu sa monotónnost’ v bode x0 nezmenila. Preto,
ak budeme hl’adat’ lokálne extrémy, tak najskôr nájdeme body, v ktorých
je prvá derivácia nulová, alebo neexistuje, tzv. body podozrivé z extrému.
Potom sa pozrieme na monotónnost’ funkcie, teda si urč́ıme znamienko pr-
vej derivácie. Lokálne extrémy bude mat’ funkcia len v tých podozrivých
bodoch, v ktorých sa zmeńı znamienko prvej derivácie. Ostatné podozrivé
body môžeme vylúčit’. Túto dôležitú problematiku si teraz ešte objasńıme
pri riešeńı pŕıkladov:

Pŕıklad 49 Nájdite lokálne extrémy funkcie f(x) = 3
√

(x2 − x)2.

Riešenie. Najskôr urč́ıme definičný obor funkcie. Vzhl’adom k tomu, že
sa jedná o tretiu odmocninu, tak Df = R. Lokálne extrémy sú v bodoch, pre
ktoré je f ′(x) = 0 alebo kde f ′(x) neexistuje. Preto urč́ıme prvú deriváciu
funkcie f.

f ′(x) =
2

3
·
(
x2 − x

)− 1
3 ·
(
x2 − x

)′
=

=
2

3
· 1

(x2 − x)
1
3

· (2x− 1) =
2

3
· 1

(x · (x− 1))
1
3

· (2x− 1) .

Zrejme f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 1
2 a f ′(x) neexistuje pre x ∈

{0, 1}. Tieto tri podozrivé body rozdelia č́ıselnú os na štyri intervaly:
(−∞, 0) ,

(
0, 12
)
,
(
1
2 , 1
)
, (1,∞) . Urč́ıme znamienko prvej derivácie na jed-

notlivých intervaloch:

� f ′(x) > 0 pre x ∈
(
0, 12
)
a pre x ∈ (1,∞) .

� f ′(x) < 0 pre x ∈ (−∞, 0) a pre x ∈
(
1
2 , 1
)
.

To znamená, že funkcia f :
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� rastie na intervale
(
0, 12
)
a (1,∞) ,

� klesá na intervale (−∞, 0) a
(
1
2 , 1
)
.

Funkcia vl’avo od bodu 0 klesá, napravo od bodu 0 rastie, preto je v bode 0
lokálne minimum, podobne zist́ıme, že v bode 1

2 je lokálne maximum a v bode
1 lokálne minimum.

Situáciu vid́ıme na obrázku. Všimnite si obe lokálne minimá a porovnajte
s lokálnym maximom. V bodoch, v ktorých má funkcia lok. minimá derivácia
neexistuje a v bode, kde je lok. maximum, je derivácia rovná nule.
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Teda lokálne minimá sú v bodoch x1 = 0 a x2 = 1, ich hodnota je f(0) =
f(1) = 0. Lokálne maximum je v bode x3 = 1

2 a jeho hodnota je f
(
1
2

)
=

3

√
1
16 =

3√4
4 .

Pozor, dosadzujeme do pôvodnej funkcie f .
Vylepšenie riešenia-niečo pre lenivých študentov:

Vzhl’adom k tomu, ze 3
√
x je rastúca funkcia, tak funkcie f(x) = 3

√
(x2 − x)2

a g(x) = (x2 − x)2 majú lokálne extrémy v tých istých bodoch. Situáciu
vid́ıme na obrázku.
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Funkcie f a g majú lokálne extrémy v tých istých bodoch, ale derivovat’ a
následne aj upravovat’ funkciu g je jednoduchšie, v tom spoč́ıva vylepšenie.
Prekonajte svoju lenivost’ a vyskúšajte si to.

Pŕıklad 50 Nájdite lokálne extrémy funkcie f(x) = 3
√

(2x+ 1) · (x− 4)2.
Riešenie.

� Najskôr urč́ıme definičný obor funkcie. Vzhl’adom k tomu, že sa jedná
o tretiu odmocninu, tak Df = R.

� Lokálne extrémy sú v bodoch, pre ktoré je f ′(x) = 0 alebo kde f ′(x)
neexistuje. Preto urč́ıme prvú deriváciu funkcie f.

f ′(x) = 1
3 ·
(
(2x+ 1) · (x− 4)2

)− 2
3 ·
(
(2x+ 1) · (x− 4)2

)′
=

= 1
3 · 1

((2x+1)·(x−4)2)
2
3
·
(
2 (x− 4)2 + (2x+ 1) · 2(x− 4)

)
=

= 2·(x−1)

(2x+1)
2
3 ·(x−4)

1
3
.

� Zrejme f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 1 a f ′(x) neexistuje pre x ∈ {−1
2 , 4}.

� Tieto tri podozrivé body rozdelia č́ıselnú os na štyri intervaly:(
−∞,−1

2

)
,
(
−1

2 , 1
)
, (1, 4) , (4,∞) .

� Urč́ıme znamienko prvej derivácie na jednotlivých intervaloch:

– f ′(x) > 0 pre x ∈
(
−∞,−1

2

)
, pre x ∈

(
−1

2 , 1
)
a pre x ∈ (4,∞) .

– f ′(x) < 0 pre x ∈ (1, 4) .

� To znamená, že funkcia f :

– rastie na intervale
(
−∞,−1

2

)
,
(
−1

2 , 1
)
a (4,∞) .

– klesá na intervale (1, 4) .

� Funkcia vl’avo od bodu 4 klesá, napravo od bodu 4 rastie, preto je v bode
4 lokálne minimum, podobne zist́ıme, že v bode 1 je lokálne maximum
a v bode −1

2 nie je ani lokálne minimum, ani lok. maximum (funkcia
vpravo, aj vl’avo od −1

2 rastie).

Situáciu vid́ıme na obrázku. Všimnite si lokálne minimum a porovnajte
s lokálnym maximom. V bode, v ktorom má funkcia lok. minimum derivácia
neexistuje a v bode, kde je lok. maximum, je derivácia rovná nule. A všimnite
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si funkciu v bode −1
2 , tam derivácia tiež neexistuje a nie je v ňom ani extrém.
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Teda lokálne minimum je v bode x1 = 4 a jeho hodnota je f(4) = 0.
Lokálne maximum je v bode x2 = 1 a jeho hodnota je f(1) = 3.
Vylepšenie riešenia, opät’ niečo pre lenivých študentov:
Vzhl’adom k tomu, ze 3

√
x je rastúca funkcia, tak funkcie

f(x) = 3
√
(2x+ 1) · (x− 4)2 a g(x) = (2x+ 1) · (x− 4)2 majú lokálne

extrémy v tých istých bodoch. Situáciu vid́ıme na obrázku.
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Fukcie f a g majú lokálne extrémy v tých istých bodoch, ale derivovat’ a
následne aj upravovat’ funkciu g je určite jednoduchšie, v tom spoč́ıva vy-
lepšenie.

Úlohy:

1. f1(x) =
3
√
(3x+ 1) · (x+ 2)2,

[lok.max. v bode −2, lok. min. v bode − 8
9
]

2. f2(x) =
√

|6x− x2|,
[lok.max. v bode 3, lok. min. v bodoch 0 a 6]
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3. f3(x) = ln x2+4x+2
x+2 ,

[bez lok. extrémov]

4. f4(x) = x3 − 2|x|.
[lok.max. v bode 0, lok. min. v bode

√
2
3
]

3.7 Globálne extrémy

V tejto časti sa budeme venovat’ hl’adaniu najväčšej a najmenšej hodnoty
funkcie na množine. Množinou bude zvyčajne uzavretý interval. Weierstras-
sova veta nám zaručuje existenciu maxima a minima spojitej funkcie f na
uzavretom intervale. Teda už vieme, že najväčšia aj najmenšia hodnota spo-
jitej funkcie f na množine existuje. Takéto hodnoty sa nazývajú globálne
extrémy funkcie.

Funkcia môže tieto extrémy nadobudnút’ bud’ v krajných bodoch in-
tervalu, alebo v nejakých vnútorných bodoch intervalu. Otázka je, v
ktorých vnútorných bodoch by tieto extrémy funkcia mohla nadobnút’. Po
skúsenostiach s lokálnymi extrémami, je zrejmé, že sa stač́ı zamerat’ len na
tie vnútorné body, v ktorých funkcia nadobúda lokálne extrémy.

Takže podobne ako pri hl’adańı lokálnych extrémov, najskôr nájdeme
tie body, v ktorých je prvá derivácia funkcie f nulová, alebo neexistuje.
Potom z nich vyberieme len tie, ktoré sú vnútornými bodmi daného intervalu
(množiny). A na záver vypoč́ıtame funkčné hodnoty v týchto bodoch a v
krajných bodoch intervalu. Tieto hodnoty porovnáme a vyberieme najväčšiu
a najmenšiu z nich.

Pŕıklad 51 Nájdite najväčšiu a najmenšiu hodnotu funkcie f(x) = |x2 −
6x+ 5| na intervale ⟨−5, 5⟩.
Riešenie. Zrejme f(x) = |x2 − 6x+ 5| = |(x− 5)(x− 1)|. Úlohu vyriešime
graficky, najskôr nakresĺıme graf funkcie g(x) = x2−6x+5 = (x−5)(x−1):
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Vrchol tejto paraboly je v bode x = 3.
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Teraz si nakresĺıme graf funkcie f(x) = |g(x)|:
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Úlohu vyriešime bez toho, aby sme museli funkciu derivovat’. Zrejme
body, v ktorých by funkcia f mohla nadobudnút’ najväčšiu a najmenšiu hod-
notu sú krajné body intervalu, teda −5 a 5 a potom body, v ktorých je de-
rivácia nulová, alebo neexistuje. Z priebehu funkcie je zrejmé, že derivácia
neexistuje v bodoch 1 a 5. Derivácia je nulová v bode 3. Teraz stač́ı porovnat’

funkčné hodnoty v týchto bodoch a vybrat’ najväčšiu a najmenšiu hodnotu.
Najmenšia hodnota je 0 a funkcia ju nadobúda v bodoch 1 a 5, najväčšiu
hodnotu nadobúda v bode −5 a je to hodnota 60.

Pŕıklad 52 Nájdite najväčšiu a najmenšiu hodnotu funkcie f(x) = x5 −
5x4 + 5x3 + 1 na intervale ⟨−2, 1⟩.
Riešenie.

Funkcia môže najväčšiu a najmenšiu hodnotu nadobudnút’ v krajných
bodoch intervalu, d’alej v bodoch, v ktorých má deriváciu rovnú nule, alebo v
nich derivácia neexistuje a zároveň o nich plat́ı, že patria do daného inter-
valu. Preto funkciu najskôr zderivujeme a dostaneme:

f ′(x) = 5x4 − 20x3 + 15x2 = 5x2(x− 3)(x− 1).

Derivácia existuje pre každé x ∈ R. Teda ”podozrivé”body sú

� krajné body intervalu: −2, 1,

� body, kde je prvá derivácia nulová: 0, 1, 3.

Zrejme 3 ̸∈ ⟨−2, 1⟩, preto sa ńım d’alej nebudeme zaoberat’ a svoju pozornost’

sústred́ıme len na body −2, 0, 1. V týchto bodoch urč́ıme funkčné hodnoty a
vyberieme najväčšiu a najmenšiu z nich.

f(−2) = −151, f(0) = 1, f(1) = 2.

Takže funkcia f nadobúda najmenšiu hodnotu v bode x = −2 a je to hodnota
−151 a najväčšiu hodnotu v bode x = 1 a je to hodnota 2. Situáciu si môžeme
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aj graficky znázornit’. Modrou farbou je vykreslená funkcia f a červenou jej
derivácia.
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Pŕıklad 53 Nájdite najväčšiu a najmenšiu hodnotu funkcie f(x) = cos 2x−
2x na intervale ⟨−π

2 ,
π
2 ⟩.

Riešenie.
Funkcia môže najväčšiu a najmenšiu hodnotu nadobudnút’ v krajných

bodoch intervalu, d’alej v bodoch, v ktorých má deriváciu rovnú nule, alebo v
nich derivácia neexistuje a zároveň o nich plat́ı, že patria do daného inter-
valu. Preto funkciu najskôr zderivujeme a dostaneme:

f ′(x) = −2 sin(2x)− 2 = −2(sin(2x) + 1).

Derivácia existuje pre každé x ∈ R. Graf prvej derivácie na danom intervale
je takýto.
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Zrejme f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = −π
4 . Bod, v ktorom je f ′(x) = 0 vieme určit’ aj

výpočtom.

f ′(x) = −2(sin(2x) + 1) a f ′(x) = 0 ⇐⇒ sin(2x) = −1.

Zrejme sin 2x = −1 ⇐⇒ 2x = 3
2π + 2kπ; k ∈ Z.

Potom x = 3
4π + kπ; k ∈ Z.

Vzhl’adom k tomu, že úlohu riešime len na intervale ⟨−π
2 ,

π
2 ⟩, máme jediné

riešenie:
f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = −π

4
.

Teda ”podozrivé”body sú:

� krajné body intervalu: −π
2 ,

π
2 ,

� bod, kde je prvá derivácia nulová: −π
4 .

V týchto bodoch urč́ıme funkčné hodnoty a vyberieme najväčšiu a
najmenšiu z nich.

f
(
−π
2

)
= π − 1, f

(
−π
4

)
=
π

2
, f
(π
2

)
= −1− π.

Takže funkcia f nadobúda najmenšiu hodnotu v bode x = π
2 a je to hodnota

−1− π a najväčšiu hodnotu v bode x = −π
2 a je to hodnota π − 1.

Situáciu si môžeme aj graficky znázornit’.
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Úlohy:
Nájdite maximum a minimum nasledujúcich funkcíı na daných intervaloch:

1. f1(x) =
3
√
(3x+ 1) · (x+ 2)2, ⟨0, 5⟩,

[ Max. v bode 5, min. v bode 0]
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2. f2(x) =
√

|6x− x2|, ⟨1, 2⟩,
[ Max. v bode 2, min. v bode 1]

3. f3(x) = ln x2+4x+2
x+2 , ⟨0, 2⟩,

[ Max. v bode 2, min. v bode 0]

4. f4(x) = x3 − 2|x|, ⟨0, 2⟩.
[ Max. v bode 2, min. v bode

√
2
3
]
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3.8 Priebeh funkcie

Už poznáme geometrický význam prvej, aj druhej derivácie a teda tieto
vedmosti teraz využijeme pri kresleńı grafov funkcíı, teda budeme vyšetrovat’

ich priebeh. Zvyčajne sa drž́ıme nasledujúceho štandardného postupu:

1. Nájdeme definičný obor funkcie.

2. Zist́ıme vlastnosti: parita, periodicita.

3. Nájdeme významné body– napr. nulové body funkcie, body nespoji-
tosti.

4. Urč́ıme rovnice asymptôt grafu funkcie.

5. Urč́ıme intervaly monotónnosti funkcie a jej lokálne extrémy.

6. Urč́ıme intervaly, kde je funkcia konvexná, konkávna a jej inflexné
body.

7. Spokojne načrtneme graf funkcie.

8. Po náročnej práci odpoč́ıvame.

Nasledujúca úloha je trochu iná, nebudeme musiet’ nič poč́ıtat, všetky
podstatné údaje máme zadané. V tejto úlohe si zopakujeme geometrickú
interpretáciu derivácíı a d’aľśıch dôležitých pojmov.

Pŕıklad 54 Načrtnite graf funkcie f , pre ktorú plat́ı:

Df = R, v x = 2 má nespojitost’ 2. druhu, pričom je tam spojitá zl’ava,
funkcia je lichá (nepárna);

f(2) = 0, f(3) = 1, f(4) = 2, lim
x→0+

f(x) = 1, f ′(4) = 0;

lim
x→0+

f ′(x) = 1, lim
x→2−

f ′(x) = −∞, lim
x→3−

f ′(x) = −1, lim
x→3+

f ′(x) = ∞;

f ′′(x) > 0 pre x ∈ (2, 3) a pre x ∈ (4,∞), f ′′(x) < 0 pre x ∈ (0, 2) a pre
x ∈ (3, 4); pre x→ ∞ má asymptotu y = x− 5.

Do obrázku zakreslite asymptoty a dotyčnice, resp. polodotyčnice v bodoch,
kde je známa derivácia.
Riešenie. Túto úlohu som postupne rozkreslila, aby bol zrejmý postup. Na
prvom obrázku vid́ıme len zaznačené funkčné hodnoty vo vybraných bodoch,
teda f(2) = 0, f(3) = 1, f(4) = 2, d’alej zvislú asymptotu v bode 2, kde má
byt’ nespojitost’ druhého typu a je tam vyznačená funkčná hodnota v bode 0,
ktorá śıce nebola zadaná, ale vzhl’adom k tomu, že f je lichá a je definovaná
aj pre x = 0, muśı byt’ f(0) = 0, toto si premyslite. Ďalej je tam prázdny
punt́ık v bode [0, 1], lebo lim

x→0+
f(x) = 1. Plný nemôže byt’, lebo plný je už v

[0, 0], kresĺıme funkciu, na to nesmieme zabudnút’.
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Na d’aľsom obrázku máme zaznačené všetky tečny a polotečny. Teda
kresĺıme úsečky, ktoré prechádzajú vybranými bodmi a majú smernicu takú,
aká je derivácia v pŕıslušnom bode. Napr. f ′(4) = 0. Vieme, že f(4) = 2,
takže bodom [4, f(4)] vedieme úsečku, ktorá má smernicu 0, teda je rov-
nobežná s osou x.

Na nasledujúcom obrázku už máme takmer výsledok. Pridali sme
asymptotu v ∞ a podl’a znamienka druhej derivácie sme kreslili bud’ kon-
vexnú alebo konkávnu čast’ funkcie. Ešte treba mysliet’ na to, že f je v bode
2 zl’ava spojitá. Tečny a polotečny z predchádzajúceho obrázku nám poslúžili
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ako ”mantinely”.

A v poslednom obrázku sme len, vzhl’adom na lichost’ funkcie, dokreslili
zvyšnú čast’ grafu:

Pŕıklad 55 Vyšetrite priebeh funkcie

f(x) =
x3√
x4 + 1

.
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Riešenie.

� Def. obor je R. V menovateli nehroźı nula a pod odmocninou tiež žiadne
záporné č́ıslo nebude, lebo x4 + 1 ≥ 1,∀x ∈ R.

� Funkcia je lichá (nepárna):

f(−x) = (−x)3√
(−x)4 + 1

=
−x3√
x4 + 1

= −f(x).

� Monotónnost’. Urč́ıme prvú deriváciu funkcie f :

f ′(x) =
3x2.

√
x4 + 1− x3 12(x

4 + 1)−
1
2 (4x3)

x4 + 1
=

=
3x2.

√
x4 + 1− 2x6√

x4+1

x4 + 1
=

3x2(x4+1)−2x6√
x4+1

x4 + 1
=

3x6 + 3x2 − 2x6

(x4 + 1)
√
x4 + 1

.

Teda po úprave

f ′(x) =
x2 · (x4 + 3)√

(x4 + 1)3
.

Zrejme
f ′(x) ≥ 0,∀x ∈ R a f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0.

Preto funkcia f je rastúca ∀x ∈ R.

� Konvexnost’ a konkávnost’. Urč́ıme druhú deriváciu funkcie f :

f
′′
(x) =

(6x5 + 6x).(x4 + 1)
3
2 − 3

2(x
4 + 1)

1
2 .4x3.(x6 + 3x2)

(x4 + 1)3
=

=
6x(x4 + 1)(x4 + 1)

3
2 − x2(x4 + 3)6x3(x4 + 1)

1
2

(x4 + 1)3
=

=
6x(x4 + 1)

1
2

[
(x4 + 1)2 − x4(x4 + 3)

]
(x4 + 1)3

=
6x(x4 + 1)

1
2

[
x8 + 2x4 + 1− x8 − 3x4

]
(x4 + 1)3

.

Posledná úprava:

f
′′
(x) =

6x(1− x4)
√
x4 + 1

(x4 + 1)3
.

Zrejme
f

′′
(x) = 0 ⇐⇒ x = −1 ∨ x = 0 ∨ x = 1.

Na znamienko druhej derivácie majú vplyv len výrazy x a 1−x4 (výraz
6
√
x4+1

(x4+1)3
je vždy kladný). Teda druhá derivácia je záporná na interva-

loch (−1, 0), (1,∞) a preto f je na týchto intervaloch konkávna. Na
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intervaloch (−∞,−1), (0, 1) je druhá derivácia kladná, teda funkcia f
je tam konvexná. Všimnite si, že zmena konvexnosti na konkávnost’ (a
naopak) nastáva v bodoch −1, 0, 1, teda sú to inflexné body.

� Asymptoty.
Funkcia nemá zvislé asymptoty, lebo nemá body nespojitosti (pozri def.
obor).
Ak existuje šikmá asymptota v nekonečne, tak plat́ı

y = ax+ b; a = lim
x→∞

f(x)

x
; b = lim

x→∞
f(x)− ax.

Podobne by sme zist’ovali asymptotu v −∞, ale funkcia f je lichá, tak
nám stač́ı informácia pre +∞. Teda

a = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

x3

x.
√
x4 + 1

= lim
x→∞

x3

x.
√
x4(1 + 1

x4
)
= lim

x→∞

1√
1 + 1

x4

= 1

b = lim
x→∞

f(x)−ax = lim
x→∞

x3√
x4 + 1

−1.x = lim
x→∞

x3 − x.
√
x4 + 1√

x4 + 1
·x

3 + x.
√
x4 + 1

x3 + x.
√
x4 + 1

=

= lim
x→∞

x6 − x2(
√
x4 + 1)2√

x4 + 1 · (x3 + x.
√
x4 + 1)

= lim
x→∞

−x2√
x4 + 1 · (x3 + x.

√
x4 + 1)

= 0

Asymptota má predpis y = x, vd’aka tomu, že f je lichá, bude spoločná
aj pre −∞ (toto si premyslite).

� Graf funkcie, aj s asymptotou je:
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� Detial inflexného bodu 1, aj s dotyčnicou je na nasledujúcom
obrázku. Všimnite si,̌ze konvexná čast’ funkcie je nad dotyčnicou a
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konkávna pod dotyčnicou.

-3-3 -2.5-2.5 -2-2 -1.5-1.5 -1-1 -0.5-0.5 0.50.5 11 1.51.5 22 2.52.5 33 3.53.5 44 4.54.5 55 5.55.5 66 6.56.5 77 7.57.5 88 8.58.5

-2.5-2.5

-2-2

-1.5-1.5

-1-1

-0.5-0.5

0.50.5

11

1.51.5

22

2.52.5

33

3.53.5

44

00

ff

gg

� Na nasledujúcom obrázku je zelenou farbou nakreslená funkcia f a
červenou farbou jej prvá derivácia:
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� Na poslednom obrázku je okrem funkcie f , jej pr-
vej derivácie aj druhá derivácia (oranžová farba):
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V nasledujúcich úlohách máte hned’ po zadańı výsledok. Doporučujem
najskôr samostatne graf nakreslit’ a potom porovnat’.

Úlohy:

1. Načtrnite graf funkcie f , pre ktorú plat́ı:
Df = R, f je lichá, v x = 0 má nespojitost’ 1. druhu, v x = 1 má
nespojitost’ 2. druhu, pričom je tam spojitá sprava.
f(1) = 0, f(2) = −1, lim

x→0+
f(x) = 1, lim

x→0+
f ′(x) = −1, lim

x→1+
f ′(x) =

−∞, f ′(2) = 0. f ′′(x) > 0 pre x ∈ (1, 2), f ′′(x) < 0 pre x ∈ (0, 1) a pre
x ∈ (2,∞), pre x→ ∞ má asymptotu y = 2− x.
Do obrázku zakreslite asymptoty a dotyčnice, resp. polodotyčnice v
bodoch, kde je známa derivácia.
Výsledok:

2. Načtrnite graf funkcie f , pre ktorú plat́ı:
Df = R, f v bode x = 1, má nespojitost’ 2. druhu, pričom je tam
spojitá zl’ava.
f(3) = 2, f(1) = −2, f(0) = f(−2) = 0, f ′(0) = −1.
lim
x→1−

f ′(x) = −∞, f ′(x) ≤ 0 pre x ∈ (1,∞).

x = −2 a x = 3 sú inflexné body, pričom f ′(−2) = 1, f ′(3) = 0.
Priamka y = −2 je jej asympota pre x→ ∞, priamka y = 1

2(1 + x) je
asympota pre x→ −∞.
Do obrázku zakreslite asymptoty a dotyčnice, resp. polodotyčnice v
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bodoch, kde je známa derivácia.
Výsledok:

3. Načtrnite graf funkcie f , pre ktorú plat́ı
Df = R, f v bode x = 1, má nespojitost’ 2. druhu, pričom je tam
spojitá zl’ava.
f(3) = −2, f(1) = 2, f(0) = f(−2) = 0, f ′(0) = 1.
lim
x→1−

f ′(x) = ∞, f ′(x) ≥ 0 pre x ∈ (1,∞).

x = −2 a x = 3 sú infl. body, pričom f ′(−2) = −1, f ′(3) = 0.
Př́ımka y = 2 je jej asympota pre x → ∞, priamka y = −1

2(1 + x) je
asympota pre x→ −∞.
Do obrázku zakreslite asymptoty a dotyčnice, resp. polodotyčnice v
bodoch, kde je známa derivácia.
Výsledok:

4. Načtrnite graf funkcie f , pre ktorú plat́ı
Funkcia f je spojitá na R− {1}.
f(0) = f(−1) = 0, lim

x→1
f(x) = ∞, lim

x→−∞
f(x) = −2.

f ′(0) = −2, lim
x→−1

f ′(x) = ∞,

f ′′(x) > 0 pre x ∈ (−∞,−1), x ∈ (0, 1) a x ∈ (1,∞), f ′′(x) < 0 pre
x ∈ (−1, 0).
Priamka y = x je jej asympota pre x→ ∞.
Do obrázku zakreslite asymptoty a dotyčnice, resp. polodotyčnice v
bodoch, kde je známa derivácia.
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Výsledok:
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