1 Postupnosti a limita postupnosti

Nekoneénd postupnost je predpis (pravidlo), ktory kazdému prirod-
zenému &islu prirad uje nejaky prvok z danej mnoziny A. (Pritom predpo-
kladame, ze mnozina A je neprazdna, inak by sa predsa ziaden taky predpis
nedal vymysliet.) Postupnost mozeme chéapat aj ako Specidlny pripad zob-
razeni mnoziny N do mnoziny R. Nekoneéné postupnosti moézu byt zadané
predpisom (vzorcom) pre vypocet n—tého ¢lena postupnosti, zapisujeme ich
v tvare (ap ), , pricom namiesto a, piSeme vztah, napr. (2n — 6),°, . Toto
treba chéapat tak, ze a1 = 2-1 -6 = —4,a0 = 2-2—-6 = —2,...,a, =
2-n—6,.... Postupnosti moézu byt zadané aj rekurentnym vztahom, ¢o zna-
mend, Ze mame zadané hodnoty pre prvych k ¢lenov a vzfah pre (k+1)—vy
¢len postupnosti pomocou predchadzajucich k—¢lenov. Napr. je znama Fi-
bonacciho postupnost, kde a; = ag = 1,ap12 = @y + api1.

N4s bude zaujimat spravanie postupnosti v nekoneéne, preto si najskor
musime objasnit niektoré dolezité pojmy.

Definicia 1 Okolim bodu a € R (resp. €- okolim) rozumieme mnoZinu
U(a,e) ={z eR;|lz —a| <e} = (a—e,a+¢),

bod a sa nazyva stred okolia a ¢islo € polomer okolia.
Mnozinu

U (a,e) =U(a,e) —{a} =(a—e,a)U(a,a+e)={z e R;0< |z —a|] <&}

budeme nazjvat redukovanym (rydzim) okolim bodu a € R. (Pre nase
potreby obvykle predpokladdme, Ze € je lubovolne malé.) Skor ako prejdete k
nasledujicemu prikladu, sami si premyslite rozdiel medzi okolim a reduko-
vanym okolim bodu.

Priklad 1 Ak ¢ = 0.1, tak e—okolim bodu a = 2 je interval (1.9,2.1),
redukovanym e—okolim tohto bodu je (1.9,2.1) \ {2}.

Definicia 2 (Hromadny bod) Bod x € R je hromadny bod mnoziny
M CR, ak v kazdom jeho redukovanom okoli lezi aspon jeden bod x; € M.

Pozndmka 1 Napriklad bod x = 0.5 je hromadnym bodom intervalu (0,1),
ale aj intervalu (0,1), dokonca je aj hromadnym bodom intervalov (0,0.5) a
(0,0.5) . Nie je hromadnym bodom intervalu (0,0.49), lebo staci vziat napr.
e = 0.05 a v e—okoli tohto bodu nie je Ziaden prvok intervalu (0,0.49) . Toto
st dobre premyslite.

Pozndmka 2 V nasledujicej definicii budeme pouzivat zdpis M < a (resp.
a < M ). Interpretdcia tohto zdpisu je takdto:

M<a < Vee M;z<a,



analogicky:
a <M << Ve M;a<uz.

Pre lepsie pochopenie si treba predstavit ako mmnoZinu M napriklad interval
(1,2). Zrejme 3 > M, lebo pre kazdy prvok mnoziny M plati, Ze je mensi
ako 3. Rovnako aj 2 > M.

Nasledujice pojmy dobre pozname z predmetu IDM:
Definicia 3 Nech M C R

o Ak plati M < a,a € R, hovorime, Ze a je horné ohranienie
mnoziny M a mnoZina M je zhora ohranicena.

e Ak plati a < M,a € R, hovorime, Ze a je dolné ohranicenie
mnoziny M a mnoZina M je zdola ohranicena.

e a € R je najvacsi prvok mnoziny M, ok platia € M a M < a.
e ¢ € R je najmensi prvok mnoziny M, ak platia € M a a < M.

Definicia 4 Nech M C R

e Najmensie horné ohranicenie mmozZiny M nazjvame suprémum
mnoziny M.
sup M = min{zx € R; M < z}.

e Najvicsie dolné ohranicenie mnoZiny M nazyvame infimum
mnoziny M.
inf M = max{x € R; M > z}.

Priklad 2 Nech M = (1,2). Potom mnoZina jej hornijch ohranicent je in-
terval (2,00) . Nagmensi prvok tejto mnoziny horngch ohrani¢end je 2 a to je
teda suprémum mmnozZiny M. Podobne zistime Ze infimum mnoZiny M je 1.
Ak M = (1,2), tak mnozina horngch ohraniceni bude znovu interval (2,00)
a preto aj suprémum intevalu (1,2) bude rovnaké ako v pripade intervalu
(1,2). A samozrejme, tieto dve mnoZiny budi mat zhodné aj infimum.

A teraz sa uz konecne dostdvame k pojmu limita:

Definicia 5 Hovorime, Ze ¢éislo a je limitou postupnosti (a,),.,, ak
plati
Ve >0 dng; n>ng = |a, —al <e.

V tomto pripade md postupnost vlastni limitu a hovorime, Ze konverguje (je
konvergentnd,).



Ako tito definiciu sprdvne pochopit? S odpovedou ndm pomoze nasledugiici
obrdzok.
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Na obrazku vidime len mald éast postupnosti, treba si predstavit, Ze
vSetky ostatné ¢leny postupnosti lezia v nekoneénom e—vysrafovanom pése.
Vidime, ze vSetky ¢leny postupnosti napravo od a3 maji hodnotu, ktord sa
od éfsla a lisi o menej ako ¢ (lezia vo vnitri pasu). Vzdialenost zvycajne
vyjadrujeme pomocou absoltitnej hodnoty. Teda k uvedenému ¢ vieme néjst
no = 3 tak, ze pre vSetky n > 3 je |a — a,| < . Ak £ zmensime, tak sa
zrejme ng posunie doprava. Ak pri lubovolnom zmenseni ¢ budeme vediet
najst ng tak, Ze vietky nasledujice ¢leny uz budd od a menej vzdialené ako
g, teda budu v prislusnom e—pése, tak postupnost konverguje k ¢islu a.

Poznamka 3 Premyslite si, v akom vztahu je limita a hromadny bod.

Definicia 6 Nech ku kazZdému ¢islu K existuje ng tak, Ze pre kazdé n > ng
je ap, > K. Potom hovorime, Ze postupnost md nevlastni limitu +oco.

lim a, = +oco.
n—oo

Tito definiciu treba chapat tak, Ze pre Iubovolne velké redlne éislo K
vieme ndjst ng tak, Ze vetky ¢leny postupnosti, ktoré si od a,, napravo, st
od ¢isla K vacsie. Podobne to funguje aj v pripade, ked’ limita postupnosti
je —oo.

Definicia 7 Nech ku kaZdému c¢islu L existuje ng tak, Ze pre kazZdé n > ng
je an < L. Potom hovorime, Ze postupnost md nevlastni limitu —oo.

lim a, = —oc.

n—oo
Ak postupnost limitu nemd, alebo mé& limitu nevlastni, hovorime, Ze
diverguje (je divergentnd).

Na jednoduchom priklade si ukazeme, ako sa dd pomocou definicie

n

dokazat, ze postupnost (n—ﬂ

oo
) konverguje.
n=1

[o.¢]
Priklad 3 Ukdzte, Ze postupnost (#) ) konverguje k ¢islu 1.
n—=

Riesenie. Mdme ukdzat, Ze k lubovolnému kladnému redlnemu éislu e vieme



ndjst také prirodzené éislo mg, Ze pre kaZdé prirodzené ¢islo n > nqg plati

nerovnost:
n

n+1

—1'<5.

Po dpravdch (iprava na spoloéného menovatela a odstrdnenie absolitnej
hodnoty, treba si uvedomit, Ze n € N) dostaneme

E.

n—n-—1 _
n+1 N

-1] 1 _
n+1| n+1

Vzhladom k tomu, Ze € aj n + 1 si kladné éisla, moZeme predchddzajicu
nerovnost upravit takto:

1
-<n+1,
e
teda
1
n>-——1.

3

Ak % — 1 > 1, tak za ng staci vziat najblizsie mensie alebo rovné pri-
rodzené cislo. Ak je % — 1< 1, tak ng = 1. Teda ak je napr. € = tak
5—1:9961\1, preto ng = 99.

Mozno si kladiete otdzku, ako sme vlastne zistili, Ze tdto postupnost kon-
verguje prdve k ¢islu 1. Skuste si vypisat aspori prvyjch desat élenov postup-
nosti a zistite, Ze s rastiucim n sa hodnoty stdle viac bliZia k ¢islu 1.

L
100°

Ijlohy:

1. Pre lepsie pochopenie doporucujem v Priklade 3 postupne za € dosad-
zovat rozne kladné redlne ¢isla.

2. Inspirujte sa Prikladom 3 a skor ako sa pustite do d'alsich prikladov,
dokdzte, Ze postupnosti (l)zozl , ( ! )Oo ( L )OO s > 0, konverguji

n n2)n=1°\n"/)n=1
k ¢islu 0.

Asi by bolo naroéné kazdu limitu urcovat tak, ako v predchadzajicom
priklade, preto si uvedieme vlastnosti limit, ktoré nam ich pocitanie zjed-
nodusSia:

Veta 1 Nech lim a, =a, lim b, =0b, potom
n—oo n—oo

1. (an +bp) =a+b,

lim
n—oo

2. lim a,-b,=a-b,
n—oo

im 9o — a
3. ak b # 0, tak nh_}ngo =7



4. lim |ay| = |al.
n—oo

Veta 2 1. Nech li_)m an, = 0, a (b,) je ohranicend postupnost. Potom
n oo
lim a, - b, = 0.
n—oo

2. lim |a,| =00 A @, #0 Yne€N= lim L =0.

n—o0 n—oo 4n

3. lim ai = 0 a takmer vsetky a, su kladné (zdporné), potom
n—oo °n

lim a, = oo (lim a, = —00).
n—o0 n—oo

4. lim (1 + %)n =e.

n—oo

Na zaver si eSte pridame jednu dolezitd vetu, ktord je znama pod
roznymi ndzvami, napr. Veta o dvoch policajtoch, Sendvicovd veta, atd.

Autor obrdzku: Zuzka Hlinénd

Veta 3 (O dvoch policajtoch) Nech lima, = limb, = a, a nech ezistuje
ny € N tak, Ze pro n > ny je a, < ¢, < b,. Potom existuje limita (c,) a
lim ¢, = a.

1.1 Riesené priklady
3—bn—2nt
3—2nb
Riesenie. V citateli, aj v menovateli mdme polynom. V takijchto pripadoch
je postup jednoduchy. Najskor v citateli, aj v menovateli vyjmeme pred

Priklad 4 Vypocitajte: lim
n—oo



zdtvorku ¥, kde k je najuyssi exponent, ktory sa v danom vijraze nachddza.
V nasom pripade je to n® :

2 4 5(3 _ 5 _ 2 3 _ 5 _2
lim 3= 5n” — 207 = lim o (”5 n’ ") = lim 1’ _n
n—00 3 — 2nd n—00 no (% — ) n—00 % -9
n n

Z predchddzajucich uloh vieme, Ze postupnosti typu (n%)zozl cr >0, kon-
verguju k ¢islu 0, z vlastnosti limit vieme, Ze ak maju postupnosti vliastné
limity, tak ich siucet (rozdiel, podiel) konverguje k suctu (rozdielu, podielu)
tychto limit a preto je

Jm 3 _9  0-2 252&

Priklad 5 Vypocitajte: lim 2254301
n

Ty oo 3n?—2n+1"
Riesenie. Postupujeme podobne ako v predchddzajicej ulohe:

onfisn-1_owl(+3-b) o 243-b 9400 2
lim 5T oy T Mmoo = lim 5 = = _,
nsoo3n? —2n+1 nocop? (=24 L) nse3-241L 3-0+0 3

Priklad 6 Vypocitajte: lim 2n 41

n—oo 3 +n’
Riesenie. Znovu postupujeme tak, ako v predchddzajucich ulohdch:

Cwde1_ L w(ad) 24
lim oo—— = lim ——— ¢ = 3, 1
nsoo 3n2 +n  nooond (E 4 ?) n—oo 3 4 L

Na zdver sme dostali vyraz, ktorého prevrdatend hodnota konverguje k ¢islu
3 1

0. Zrejme lim —1— = lim 222 = lim &0 = 0. KedZe vsetky clen
J n—00 2"';13 n—00 2+n% n—o00 210 y y
Aty

postupnosti si kladné, tak z vlastnosti limit vyplijva, Ze pévodnd postupnost
diverguje do +o0o. Preto

T
lim 3 T
nTeO Tz

= 4-00.

Poznamka 4 V predchddzajicich dlohdch sme poéitali limitu podielu dvoch
polynomov, teda zdanlivo to boli rovnaké wlohy, ale limity boli v niektorych
pripadoch vlastné a v jednom z nich bola limita nevlastnd. Zamyslite sa a
skiste sformulovat podmienky pre najvyssie exponenty premennejn v Citateli
a menovateli a limity tychto podielov.

5
Priklad 7 Vypocitajte: lim (L) .
n—yoo \n 11
Riesenie. Opdaf predpis upravime pomocou wvynimania pred zdtvorku,
zdrovern pozorne umocnujeme sucin a podiel:

5 5 5
n n-1 n\5 1 5 1
li =lm [~ | =lim (—) - =)=
i () n;n;o(n(lﬂ)) Jm () (H;) 0 (i




Priklad 8 Vypocitajte: lim (1 + %)nH’.
n—oo

Riesenie. Tdto uloha je trochu komplikovanejsia ako predchddzajica, na-
kolko je v exponente vijraz (n + 5). Predpis sa budeme snaZit upravit tak,
. [ . 1\"
aby sme mohli vyuZit, Ze lim (1 + 5) =e.
n—oo

1\" 1\" 1\°
n—o00 n n—o00 n n

Porovnajte si tento postup s postupom v predchddzajicom priklade.

Priklad 9 Vypocitajte: lim (1 + l)sn.
n—oo

n
Riesenie. V tejto tlohe budeme postupovat podobne, ako v predchddzajicej,
len si treba uvedomit, ako sa sprdvne umocriuge.

1 3n 1 n13
lim <1+> = lim [(1—1—) } .
n—00 n n—r00 n

Vnitornd zlozka nasej postupnosti konverguje k cislu e a po umocneni do-

staneme:
1 nq3
lim [(14—) ] =é3.
n—o0 n

Priklad 10 Vypocitajte: lim (1 + 5%)”
n—oo
Riesenie. Opdt budeme predpis upravovat ako v predchddzajicich tilohdch,
zaroven vyuzZijeme to, Ze li_}m (1+ 5%)571 = e a vlastnosti umocnovania.
n—oo

Preto )
1 5n| 5
1+ — = e5,
< + 5n> ] e

Riesenie. Aj v tomto priklade vyuZijeme, Ze lim (1 + %)n = e a zdroven
n—oo

S

n
Priklad 11 Vypocitajte: lim (#) .
n—

o

urobime jeden umely krok, predpis postupnosti upravime nasledovne:

) =y e ()

Potom

n " n+1\"" 1\" 1
lim = lim = lim (1+— = lim —— =
n—oo \n + 1 n—00 n n—00 n n—00 (1_+.%)

Priklad 12 Vypocitajte: lim 22tsinn
n—oo

3n—1
RieSenie. V tomto priklade budeme postupovat wvelmi podobne ako v



Priklade 4 a vyuzZijeme, Ze limita suc¢inu ohranicenej postupnosti a postup-
nosti, ktord konverguje k ¢islu 0 je 0.

. 2n+sinn . n(2+51ﬁ) Cggsiin o4
lim ———— = lim ————7-> = lim L= =
n—oo  3n — 1 n—00 n(3—%) n—00 3_% 3_0

2
-

Priklad 13 Vypoéitajte: lim (vn+2—/n).
n—oo
Riesenie. Vzhladom k tomu, Ze li_)m vn+2 = li_)m \V/n = oo, dostdvame
n oo n oo
neurcity vyraz typu oo — co. Tento problém vyriesime tak, Ze vyraz vhodne
rozgirime tak, aby sme mohli vyuzit zndmy vztah (a —b) - (a +b) = a® — b,
Toto si dobre premyslite.

1320(Wﬁ)-m+‘/ﬁ—

(Vnt2=vi) =) Vo=

lim
n—oo
I n+2—-—n I 2 0
=lm ——= lim ——— =
n—oo\/n+2+4+/n  no0o\/n+2+./n
Priklad 14 Vypocitajte: lim (% - cos (gij})) .
n—o0

RieSenie. Pri riesent tejto 1ilohy mézZeme postupovat réznymi spésobmi, my
st ukdZeme aplikdciu Vety o dvoch policajtoch. UkdzZeme, Ze:

, 1 n?+1
lim | — - cos =0
n—oo n 2n — 1

2
1
—1 < cos not <1.
2n —1

Zreyme

Tiito nerovnost mézeme vyndsobit vijrazom % s tym, Ze uwvaZujeme lenn € N.
Potom
1 1 n?+1 1
—— < — -cos < —.
n-n 2n —1 n

(%)ZOZI konverguju k 0 a z Vety o dvoch policajtoch

Postupnosti (—%)Zozl,

oo
vyplijva, Ze aj postupnost (% - COS (gZﬂ)) . konverguje k 0. Skuste tito
n=

ilohu vyriesit bez pouZitia Vety o dvoch policagtoch.

U’lohy na precvicenie:

1- VypOéftaJte llm (% + %) Vysledok: oo
n—oo

2. Vypocitajte: lim 2n7 41

. 2
5 . Vysledok: £
n—oco 3N°+n 3

2
: n“+n—1
A

3. Vypocitajte:

. Vysledok: 0



10.

Vypocitajte:
Vypocitajte:
Vypocitajte:
Vypocitajte:
Vypocitajte:
Vypocitajte:

Vypocitajte:

n®4+n3—7Tn+1

llm . Vysledok: —oco
n—00 15—n?
. 1\
11m (1 + *) . Vysledok: e?
n—00 n
. n 1
lim (14 55)". vistedok: 3
Jim (14 57)" - vistedon ¢
lim (1— 1" . Vysledok: L1
n—00 ( n) v €
. 1 n+6 .
nll{go (1 + m) . Vysledok: e2
llm (27”/) . Vysledok: co
n—oo \n—1
i Vnl4+l
nll)rglo ntl - Vysledok: 1



2 Limita funkcie

Aj pri funkcidch si budeme vsimaft ich spréavanie v nevlastnych bodoch, na
rozdiel od postupnosti, budeme mat aj nevlastny bod —oo. Ale budeme
si véfmat aj limity vo vlastnych bodoch. Situdciu vo vlastnom bode ndm
popisuje nasledujici obrazok a definicia:

Definicia 8 Hovorime, zZe ¢islo A je limitou funkcie f(x) v bode ¢ ak plati
Ve>0 30>0; 0<lzr—cl<d = |f(z)—Al<e.

Poznamka 5 Funkcia moéze mat v bode limitu vlastni, v takom pripade sa
tdto limita moéze rovnat funkénej hodnote v bode, alebo dokonca v tom bode
ani funkcia nemusi byt definovand. Takito situdciu vidime na obrazku:

Funkcia moze mat vo vlastnom bode aj nevlastni limitu, napriklad pre funk-
ciu na nasledugicom obrdzku plati lilrn1 f(z)=00:
z—

A na poslednom obrdzku vidime pripad, kedy funkcia limitu v bode x = 0

10



nemd.

Posledna funkcia z Poznamky 5 néds prirodzene privadza k novym pojmom,
k tzv. jednostrannym limitam:

Definicia 9 Hovorime, Ze ¢islo A je limitou sprava funkcie f(z) v bode c
ak plati

Ve>0 30>0; O0<zr—c<d = |f(x)—A4|<e.
Hovorime, Ze ¢islo A je limitou zlava funkcie f(x) v bode ¢ ak plati
Ve>0 30>0; O0<c—zx<d = |f(z)—A4|<e.

Poznamka 6 KazZdd funkcia md v kaZdom bode najviac jednu limitu, a tieZ
najviac jednu limitu sprava a jednu zlava.

Podobne ako pri postupnostiach, mézu nastat v nevlastnom bode funk-
cie tri moznosti, funkcia moze mat vlastni, nevlastni limitu, alebo tam
limita neexistuje. VSetky tri pripady vidime postupne na obrizkoch:

Pri pocitani limit vyuzijeme nasledujice vlastnosti limit:

Veta 4 (Veta o dvoch policajtoch) Ak lim f(z) = limh(z) = b a
r—a Tr—a

U(a); f(z) < g(z) < h(z). Potom

lim g(x) = b.

T—ra

Veta 5 Nech f,g maji vlastné limity v bode a, a lim f(z) = b, lim g(z) = c.
r—a r—a

Potom

1. lim[f(z) +g(z)] =b+c,

T—a

11



2. lim[f(z) —g(z)] =b—c,

T—ra

3. lm[f(z)-g(x)] =b-c,

T—a

C

im L) _ b
4. ak c#0, takiﬂg(:c) =2

Veta 6 1. lim f(z) =00 <= lim —f(x) = —o0,
T—a T—ra

2. lim f(z) = o0 = lim [f(z)| = oo,

3. ;E}I}Jf(x)‘ =00 — illg 7 = 0,

4. lim f(x) = 0o A g(x) je ohrani¢end = lim|[f(x)+ g(x)] = oo,

T—a T—ra

5. lim f(z) =c0Ag(z) >c>0= ilg}l[f(x)g(az)] = 00,

T—a

6. lim f(z) =0Ag(x) je ohrani¢end = lim[f(z).g(x)] =0,

Tr—a T—a
7. liglf(a;) 750/\liing(a:) =0A3>0:0< |z —al] <d=g(x)>0.
Potom
lim —f(m) = 00
T—a g(;c)

Poznamka 7 Este uwvedieme dva velmi uZitocéné vztahy:

: sinx __
Il e =1

2. lim (1—|—%)x:e.

T—00
Nasledujica veta ndm ddva navod, ako poéitat limitu zloZenej funkcie:

Veta 7 Nech a je hromadny bod mnoZiny D(f), kde f = hog a nech existuji
limaty
c=limg(x), d= %1_1)1(1: h(t),

r—ra

a na istom okoli bodu a je pre x # a aj g(x) # ¢ (pre spojité funkcie mozeme
vynechat). Potom lim f(z) = d.
r—a

12



2.1 RiesSené priklady
Priklad 15 Nacrtnite graf funkcie, o ktorej viete:

li =-2 1 = li =— li =-3, li =2.

im f(z) » Jm f(z) = oo, lim f(z) = —oo, lim f(z) = -3, lim f(z)

Riesenie. Jeden z grafov, ktoré vyhovuji podmienkam v zadant, vidime na

obrdzku. Pre splnenie toho, Ze lim f(x) = —2 je dobré nakreslit si priamku
Tr——00

y = —2 a potom staci dokreslit graf tak, aby sa k tejto priamke v —oo

priblizoval. Dalsia pomocnd priamka je y—ovd os, lebo lir% flx) = —o0,
z—

teda musi byt aj lim f(z) = lim f(z) = —oo. Pre splnenie podmienky
z—0~ z—0t

lim f(z) = oo staci, aby funkcia v oo neobmedzene rdstla. V bode x = 1
T—00

funkcia nemusi byt vobec definovand, v nasom pripade je f(1) = 0, rovnako
dobré by bolo, keby tam bola akdkolvek funkénd hodnota. Pozor na to, Ze
kreslime graf funkcie, funkénd hodnota tam méZe byt najviac jedna.

Priklad 16 Vypocitajte: lim (x2 + 1) .
z—1

RieSenie. Tdto tloha je velmi jednoduchd, staci za x dosadit hodnotu 1.

lim (22 +1) = lim (2* +1) =1+ 1=2.

=1
r—1 rz—1

r—1

Priklad 17 Vypocitajte: lirr% zd—a?ta—1
z—

RieSenie. Ked budeme postupovat rovnako ako v predchddzajicej tilohe, tak
dostaneme:

21 z—1 21 1-1 0
Toto je neurcity vyraz, preto je potrebné najskor predpis funkcie upravit:

3 g2 —1 24 ) (z—1
limx v zlim(x + 1) ):hme—l—l.
r—1 x—1 rz—1 x—1 rz—1

Posledni rovnost si lepsie predstavime, ked si nakreslime grafy funkcii
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Preto 5 )
- —1
im & T iy (a2 41) =2

r—1 r—1 r—1

V nasledujicich tlohdch budeme postupovat velmi podobne ako pri
vypocte limit postupnosti.

, U 1— 1-222
Priklad 18 Vypoéitajte: zl;n;o <Tf - 2_3;2) :
1-2x

. 2 , Ay
im 5=2% st vlastné, tak mozeme
T—>00 47 9%

Riesenie. Vzhladom k tomu, Ze lim 152,
r—oo T

limitu rozdielu pocitat ako rozdiel limit:

, l—2 1-—222 o l—z . 1-—227
lim — = lim — lim —— =
T—00 2 2 — 3z2 zo0 2 z—o00 2 — 3x2
1 1 1
= = = - —2 0—-0 0-—-2 2
BT 22 Tz 22 _ _ __*Z
= Jm JEEO%fg 1 0-3 3

Priklad 19 Vypoditajte: lim <.’E — Va2 — 1) )

T—r00
RieSenie. Pri riesent tejto tilohy budeme postupovat podobne ako v Priklade

18

VT~ 1
lim (3:— 3:2—1>:11m (:n— x2—1>-(x+—x):
T—r00 T—r00 (l‘ + 2 — 1)

o —(2? 1) ) 1
=lim ———=1lim ———=0
T=00 4 /x2 —1 w20 g4 y/ax2—1
Priklad 20 Vypocitajte: lim tzﬂ
z—0 T

RieSenie. Predpis tejto funkcie upravime tak, aby sme mohli vyuzit, Ze
lim $2z — 1
- :

x—0

. tanz sinz sinz 1 1 _osinz . 1., 1 1 1
lim = lim % = lim — = lim lim = lim =1-1=—-.
z—0 2 z—0 2z z=0 x 2 cosx x50 T 2—02 z—0cCosSxT 2 2
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i 5itaite. iy L1—cos2z+tan?
Priklad 21 Vypocitajte: ilg%) Izcosrttan-s

RieSenie. Budeme postupovat ako v predchddzajicom priklade, zdroven
vyuZijeme vztah pre cosinus dvojndsobného uhla a pre funkciu tangens.

.. 9 in2
. 1—cos2z+tan’z . 1—(cos®x —sin*z) + o7 e
lim - = lim - =
0 z-sinx 20 z-sinx
) 2 in2 . .
. 1 —cos“x +sin“x + j;r;zﬁ . 2sin? x n sin?
= lim : = lim . - =
0 x-sinz z—=0 \ z-sinx x-cos?zsinz

: . 1

:11m<2-81”+51”- . >:2-1+1-1:3.
z—0 T T  cos’zw

fJ'lohy na precvicenie:

1. Nacrtnite graf funkcie, o ktorej viete:

lim f(z)=o0, lim f(z)= -3, grglf(m) =00, lim f(z) = —o0, hrng f(z)=3.

T——00 T—00 T—s2—

v e . 2_
2. Vypocitajte: lim #&, Vysledok: 4

3. Vypoéftajte lim (% — ﬁ) , Vysledok: %

Vr+6—2 1

4. Vypocitajte: 12@2 oi2 » Vosledok: §
5. Vypocitajte: mlbngo ‘;j_;g, Vysledok: 1
6. VypOéftaJte ].lm #, Vysledok: ﬁ

x—0

7. Vypocitajte: lim 1—&%27’ Vysledok: —oo
r——1"

ST . 1 ) .
8. Vypocitajte: x_l)lglliarctgm, Vysledok: — I

2.2 Limita funkcie a spojitost
Pojem limita funkcie stvisi s dalsfm délezitym pojmom a to je spojitost

funkcie.

Definicia 10 Funkcia sa nazjva spojita v bode a, ak plati

lim f(z) = f(a).

r—a

Funkcia sa nazjva spojita sprava v bode a, ak plati

lim f(z) = f(a).

z—at
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Funkcia sa nazjva spojita zlava v bode a, ak plati

lim f(z) = f(a).
r—a
Poznamka 8 V pripade, Ze funkcia nie je v bode a spojitd, hovorime, Ze
je v tomto bode nespojitd. Treba si uvedomit, Ze limita v takomto bode sa
nerovnd funkénej hodnote v tomto bode a teda moézu nastat rézne pripady.
Preto rozlisujeme dva zdkladné druhy nespojitosti. Funkcia md v bode a ne-
spojitost prvého druhu, ek lim f(z) aj lim f(x) sd vlastné. V tomto
T—a~ z—at

pripade rozlisujeme odstrdnitelni nespojitost a skokovii mespojitost. Pri
odstrdnitelnej nespojitosti je lim f(z) = lim f(x), pri skokovej nespo-
T—a~ z—a™t
jitosti je lim f(x) # lim f(z). V nasledujicom obrdzku je zelenou farbou
T—a~ z—at

nakreslend funkcia, ktord md odstrdnitelni nespojitost v bode x = 0 (prdzdny
puntik) a modrou farbou funkcia, ktord ma skokovi nespojitost v bode x = 0
(funkénd hodnota v tomto bode moze byt lubovolnd, samozrejme mazimdlne
jedna).

Funkcia md v bode © = a nespojitost druhého druhu, ak aspori jedna z
limit lim f(z), lim f(x) neezistuje, alebo je nevlastnd. Jednu taki funkciu
T—a~ xz—at

mdme na nasledujicom obrazku:

Okrem spojitosti v bode, nds bude zaujimat aj spojitost na intervale a
to otvorenom, aj uzavretom:

Definicia 11 Funkcia sa nazjva spojita na intervale (a,b), ak je spojitd
v kaZdom jeho bode. Funkcia sa nazjva spojita na uzavretom intervale
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(a,b), ak je spojitd na otvorenom intervale (a,b) a navyse je v bode a spojitd
sprava a v bode b je spojitd zlava.

Priklad 22 Nacértnite graf funkcie, o ktorej viete:

lim f(x) =0, lim f(x) =1, £(0) = 1, /(1) = 0.

T——00

V bode x = 0 md funkcia nespojitost druhého druhu a je sprava spojitd. V
bode x = 1 md skokovi mespojitost prvého druhu a nie je ani zlava, ani
sprava spojitd.

Riesenie. Jedno z mnohych rieseni vidime na obrazku:

—

Podmienky EIEI flx) =0, li_)rn f(x) = 1,f(0) = =1, f(1) = 0 st uZ asi

po predchddzajicich riesenyjch ilohdch bezproblémové. Nespojitost druhého
druhu v bode x = 0 naznacuje, Ze aspon jedna z limit lim f(x), lim f(z)
z—0~ z—0t

bude nevlastnd, alebo nebude existovat. KedZe f(0) = —1 a funkcia je

v tomto bode sprava spojitd, tak potom lier f(z) = —1, teda nespojitost
z—0

druhého druhu sme zabezpecili tym, Ze lim f(x) = —oo, rovnako dobre by
z—0~

bolo, keby bolo li%l f(z) = oo, alebo keby tdto limita neeristovala. KedZe
z—0~

v bode = 1 md byt skokovd nespojitost prvého druhu a funkcia nemd byt
ani zlava, ani sprava spojitd, tak musi byt lim f(z) # 0, aj lim+ f(x) #0,
z—1— z—1

navyse obe limity musia byt vlastné. Na nasledujiicom obrdzku mdme dalsie
riesenie tejto dlohy, v ktorom lim f(x) neexistuje.
z—0—
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2.3 Asymptoty funkcie

S pojmom asymptota ste sa uz isto stretli na strednej skole pri hyper-
boléch. Asymptota grafu funkcie (struéne asymptota funkcie) je priamka,
ktorej vzdialenost od tejto funkcie sa limitne blizi k nule. Pozndme dva typy
asymptot:

Definicia 12 Priamka x = a sa nazjva zvislou asymptotou, alebo asympto-
tou bez smernice), ak plati:

lim f(z) =400 alebo lim f(z) = £o0.

T—a~ z—a™t

Priamka © = ax + b sa nazyva Sikmou asymptotou, alebo asymptotou so
smernicou), ak plati:

lim [f(z) — (ax +0)] =0 alebo lim [f(z)— (ax 4+ b)] = 0.

T—00 T—r—00

Zvislé asymptoty existujui len v bodoch nespojitosti a to len vtedy,
ak aspon jedna z jednostrannych limit v takomto bode je nevlastnd. Pri
ur¢ovani Sikmych asymptot ndm pomoze nasledujica veta:

Veta 8 Ak priamka y = ax + b je asymptotou funkcie f, tak plati:
f(x)

a=lim——=, b=lim[f(z) —az], kde lim je lim alebo lim
€ T—00 T——00

Priklad 23 Nacrtnite graf funkcie, o ktorej viete:
o Asymptota v +00 md predpis y = x + 2.
e Asymptota v —oo md predpis y = —2.

o Funkcia md nespojitost druhého druhu v bode x = 0 a je v tomto bode
sprava spojitd, nespojitost druhého druhu md aj v bode x = 2.

e f(0)=0, h%l, f(z) = —o0, 1i12n7 f(z) = lig1+ f(z) = occ.

Tr—r

Riesenie. Najskor si nakreslime vsetky asymptoty, na obrdzku siu ¢ervenou
farbou. Potom si vyznacime funkénid hodnotu v bode x = 0 a postupne
kreslime funkciu tak, aby sme dodrZali vietky podmienky. Jedno z mozZngch
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rieSent vidime na obrdzku:

Premyslite si, ako je to s asymptotami pri parnych (sudych) a nepdrnych

(lichych) funkeidch. Nakreslite si takéto situdcie a skuste sformulovat zdver.

Jeho pravdivost si moZete overit pri rieeni nasledujiceho prikladu.

Priklad 24 Urcte asymptoty funkcie f(x) = %

RiesSenie. Definicny obor tejto funkcie je D(f) = R\ {0}. Preto zvisld

asymptota méze byt iba v bode x = 0. Je preto potrebné vypocitat liI(I)l f(z),
rx—0~

aj lim f(x). Zrejme
z—0t

2 2 1 1
1 2 (1 + = 1+ %
fim © T~ Jim (71502): lim — 2% —
r—0~ X z—0~ 1,‘2 (E) x—0~ P
1 & 1
= lim T—i—%: lim x+—-=0—00 = —o00.
z—0~ z = z—0~ X

Podobne vypocitame aj limitu sprava:

P41 2P (4g) L 14
1 = lim T = lim )
z—0t T z—0t 2 (5) z—0t =
1
= lim —i—%zlimx—i——:O—i—oo:—i—oo
r—0+ = P z—0

Teraz sa zameriame na Stkmi asymptotu v +00.

2241 2
== 1 1
azlim@:limizlimx—k =lml1+—5=1+0=1
T—00 I T—00 I T—00 I T—00 €T
2 1 2 1— 2
b:lim[f(m)—ax]:limx a —1-leimuzlimf:0.
T—00 T—00 T T—00 T T—00 I
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Teda Sikmd asymptota v 400 md predpis y = 1-x + 0, teda y = =x.
Rovnaky predpis md aj asymptota v —oo, toto si dobre premyslite. Na
tlustrdciu wvddzame aj graf funkcie f, spolu s vyznacenymi asymptotami
(zvisld asymptota je y—ovd os).

I]'lohy na precvicenie:
1. Nacértnite graf funkcie, o ktorej viete:

e Asymptota v +oo mé predpis y = 2.

e Asymptota v —oo ma predpis y = —x.
o f(=2)=0,f(0)=2,f(2) = -1
e Funkcia mé nespojitost prvého druhu v bode z = —2 a nespoji-
tost druhého druhu v bode z = 2.
e lim f(z)=3, lim f(z)=—o0, lim f(z)=—1.
T——2" T2~ r—2+
2. Néjdite asymptoty grafu funkcie: fi(z) = -5,
Vysledok: z =1,y =1
3. Néjdite asymptoty grafu funkcie: fo(x) = %,
Vysledok: ¢ =2,z = -2,y =«
4. Najdite asymptoty grafu funkcie: f3(z) = m%rl + % + ﬁ,
Vysledok: ¢ = -1,z =0,z =1,y =0
5. N4jdite asymptoty grafu funkcie: fq(z) = x + ngl,
Vysledok: = -1,z =1,y =«
6. Najdite asymptoty grafu funkcie: fs5(x) = 2z — 2%

Vysledok: z = 0,y = 2z
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3 Diferencialny pocet

3.1 Dotycnica a derivacia v bode

S doty¢nicami ste sa stretli uz na zakladnej skole, teraz si tento pojem
zovSeobecnime. Za¢neme tlohou, ktori ste uz pravdepodobne riesili na stred-
nej skole.

Priklad 25 Ndjdite rovnicu dotycnice ku grafu funkcie f(z) = 22 v jej bode
A=12,7].
Riesenie. Najskor urcime y-ovi siradnicu bodu A, teda A = [2,2%] = [2,4].
Bod A lezi na hladanej dotycnici, ktord md rovnicu y = kx + q. Preto
4 = k -2+ q. Dalej vieme, Ze parabola md mat prdve jeden spoloény bod
s dotycénicou, preto rovnica:

P =kr+q <<= >—kr—q=0

md jediné riesenie. Vzhladom k tomu, Ze to je kvadratickd rovnica, musi byt
jej diskriminant nulovy, preto: D = k?4+4q = 0. Dostali sme sistavu rovnic:

4=2k+qANk*+4q=0.
Z prvej rovnice si vyjadrime nezndmu q a dosadime do druhej rovnice:
q=4—2k=k*>+4(4 —2k) =0,

po uprave
> —8k+16 =0 < (k—4)>=0.

Potom
k=4Nqg=4—-2-4=—4,

preto rovnica dotycnice je y = 4x — 4. Situdciu vidime na obrazku:

Keby sme takito tilohu cheeli riesif pre komplikovanejsiu funkciu, museli by
sme riesit ndro¢nejsie rovnice. UkdZeme si preto trochu Sikovnejsi sposob.
Zoznamime sa s novym pojmom derivacia funkcie.
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Definicia 13 Nech pre funkciu f, definovanid na nejakom okoli bodu xq,
existuje vlastnd limita

T—T0 T — X0
Potom tito limitu nazyvame derivaciou funkcie f v bode xq. Ak md funkcia

derivdciu v bode, hovorime, Ze je v 1iom diferencovatelna.

Pre lepsie pochopenie definicie derivicie v bode uvadzame nasledujici

obrazok:
flz+Azx )A

A A

flzas)
f(x) ftx) f(z)

v

>
T o+Az T T+as T

Poznamka 9 Je délezité si uvedomit, Ze nutnou podmienkou pre existenciu
derivdcie funkcie v bode, je spojitost funkcie v tomto bode.

Vztah medzi deriviciou a dotyénicou opisuje nasledujiica definicia:

Definicia 14 Priamka s rovnicou y— f(xo) = f'(xo)(x—x0) je dotyénica ku
grafu funkcie f v bode [xo, f(x0)]. Priamka s rovnicou y— f(xg) = —%(aj—
xg) je normdla ku grafu funkcie f v bode [zg, f(z0)].

Poznamka 10 Pozorny é&itatel si uZ isto v§imol, Ze derivdcia v bode xq je
smernica dotycnice v tomto bode.

Poznamka 11 Treba si uvedomit, Ze pre uvedené rovnice dotyénice a
normdly je potrebné, aby existovala vlastnd nenulovd derivdcia f'(xg). Ak
je f'(zo) = 0, tak dotycnica je rovnobeind s o, a jej rovnica je y = f(xo),
normdla je rovnobeind s oy a jej rovnica je x = xo. Ak je f'(xo) nevlastnd,
tak dotycnica je rovnobeind s oy a jej rovnica je v = xo, normdla je rov-
nobeznd s o, a jej rovnica je y = f(xp).

Podobne st definované aj jednostranné deriviacie v bode:

Definicia 15 Ak pre funkciu f, definovani na (xo,xo+9) resp. (xg—0,xo),
(pricom 0 je kladné redlne ¢islo) existuji jednostranné limity

zﬁxa' T — X Ty T — o
potom  f (xo) nazjvame derivaciou sprava a [’ (zg) nazgvame de-
rivaciou zlava.
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V pripade, ked st jednostranné derivécie v nejakom bode rozne, neexis-
tuje v takom bode doty¢nica, ale tzv. polodotycnice.

Definicia 16 Polpriamky s rovnicams

y— f(zo) = fi(zo)(z — m0): x> 0,

resp.
y — f(z0) = fL(x0)(x — x0): = < o,

nazgvame pravd, resp. lavd polodotycnica ku grafu funkcie f v bode

[z, f(70)]-

Priklad 26 Pekny priklad funkcie, ktord md v nejakom bode rézne jedno-
stranné limity, je funkcia f(x) = |x|. V bode x = 0 je sice funkcia spojitd,
ale nie je v riom diferencovatelnd, lebo f’ (0) = —1, ale f/ (0) = 1.

Uz vieme, ze derivacia funkcie f v bode g je smernica dotyc¢nice k funkcii
f v bode xg. Teraz si podrobnejsie vysvetlime tito geometricki interpretaciu
derivicie v bode. Ak napr. vieme, ze pre funkciu f plati, ze f(1) = 0 a
1/(1) = 2, tak najskor si vyznacime bod so siradnicami [1, 0], potom v tomto
bode nakreslime dotyc¢nicu so smernicou k = 2. Vieme, ze smernica priamky
je tan ¢, pricom ¢ je uhol, ktory priamka zviera s osou x. To znamend, ze
ak mame na priamke dva body A = [aj,a2], B = [b1,be], kde a1 < by, tak
smernica je podiel Zfiigf. Ak m4 mat tento podiel hodnotu dva, tak potom
ak sa v r—ovom smere posunieme o jeden ,krok*“ doprava, tak v y—ovom
smere sa musime posunit o dva ,kroky“ smerom hore. Teda v nasom pripade
to bude priamka (resp. jej ¢ast), ktord prechadza bodom [1,0] a bodom
[2,2]. Situdciu méme zndzornend na obrazku vlavo a na obrézku vpravo si
dokreslené dve vhodné funkcie f. Funkcie kreslime tak, aby sa v bode [1, 0]
dotykali doty¢nice.

2 kroky . 2 kroky

1 krok 1 krok

Ulohu trochu zmenime, budeme pozadovat, aby pre funkciu f platilo
f(1) =0a f/(1) = 5. Postupovat budeme rovnako, len si musime uvedomit,
ze ak je smernica k = %, tak ak sa v x—ovom smere posunieme o dva
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Lkroky“ doprava, tak v y—ovom smere musime urobit smerom hore presne
jeden ,krok“. Alebo by sme sa v x—ovom smere mohli posunit len o jeden
krok“ doprava, ale v y—ovom smere by sme sa potom postvali smerom hore
len o % wkroku“. Situdciu vidime na obrazku:

1 krok
1 krok

/ 2 kroky % 2 kroky

V pripade, Zze smernica doty¢nice je zaporna, postupujeme podobne,
akurat ,kroky* v y—ovom smere budi smerom dolu (alebo v x—ovom smere
sa posunieme o jeden ,krok“ dolava a v y—ovom sa posunieme o potrebné
,kroky“ smerom hore). Na nasledujicich obrdzkoch méme situdciu, ked

F)=0a f(1)=—2:

2 kroky P 2 kroky

1 krok 1 krok \

Ak je derivacia v bode xzg rovnd nule, tak doty¢nica v tomto bode je
rovnobeznéd s osou z. V pripade, ze f'(xzg) = oo alebo f'(zg) = —o0, je
doty¢nica v tomto bode rovnobezna s osou y. Na nasledujicich obrazkoch
méame vlavo zndzornenu situdciu, ked f(1) = 1, f’(1) = 0 (na obrézku su
dve rozne funkcie, ktoré spiﬁajﬁ tieto podmienky) a na obrazku vpravo si
dve funkcie, pre ktoré plati, ze f(1) = 0 a prva derivacia je v bode x = 1
nevlastna.
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V pripade, zZe derivacia v bode xy neexistuje a existuju jednostranné de-
rivacie, postupujeme podobne, akurat namiesto jednej dotycnice kreslime
dve, tzv. polodoty¢nice. Pre lepSiu predstavu uvddzame nasledujici priklad
funkcie s roznymi derivaciami v bode z = 1:

(1) #1.(1)

1 2 3

Priklad 27 Nacrtnite graf funkcie, pre ktord plati:

RieSenie. Najskor si nakreslime funkénid hodnotu v bode x = 1. Potom si
naértneme polodotycnice, teda polpriamky, ktoré prechddzaji bodom [1,0] a
prvd z mich md smernicu k = —1 a druhd md smernicu k = 1. Funkciu
potom dokreslime tak, aby prechddzala bodom [1,0] a v jeho najblizsom okoli
sa dotykala polotecien tak, ako to vidime na obrdzku.

s
® o ® % % F % 5 3 3 T 3 9 ¥ 3 § § § ¥ § ¥ ® ® & B ® ® &

V nasledujicej tlohe sa vratime k tvodnému prikladu a vyriesime ho
pomocou derivacie:
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Priklad 28 Vzhladom k tomu, Ze derivdcia v bode je smernica dotyénice v
danom bode, uréime derivdciu funkcie f v bode x = 2 :

222 —2)- 2
i m EZD @A) o9t s p2) = a,

z—2 T — 2 z—2 r—2 z—2

Pre rovnicu dotycnice plati

y—yo=k.(x — )

zo=2,y0 =4,k = f'(x0) = 4,

preto rovnica dotycnice je
y—4=4(xr—-2) <= y=4r—4.

Priklad 29 Ndjdite rovnicu dotyénice k funkcii f(x) = 2% — 2z + 3, ktord
je rovnobeznd s priamkou 3x —y + 5 = 0.

Riesenie. Vieme, Ze rovnobezné priamky maju rovnaki smernicu, upravime
st preto rovnicu priamky na smernicovy tvar:

y = 3x+ 5,

teda smernica je k = 3. UZ vieme, Ze derivdcia v bode je smernica dotyénice
v tomto bode, preto hladdme na parabole bod [z, yo], v ktorom je derivdcia
f(xo) = 3. Zistime derivdciu funkcie f v bode xg :

lim (22 — 22 + 3) — (23 — 230 + 3) ~ lim (22 — 22) — (22 — 2m0) _
T—T0 T — X T—=T0 T —Zo
2 _ .2
— 2 — 2
lim L %0 _ZLTAN0 o0 o
T—=To T — X r — X

i s vy ’ .
Musime vyriesit jednoduchi rovnicu:

2.’1’;0 —2= 3,
potom
5 17
Tp = = =—.
0 9’ Yo A
Rowvnica dotycénice je
17 3( 5)
—— =3x—-=).
YT 2
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Situdciu vidime na obrazku:

Ked sa zdokonalime v derivovani, tak sa k tymto typom tloh este vratime.

3.2 Derivacie na intervale

Ak je funkcia f definovand v kazdom bode intervalu (a,b) a ma v kazdom
bode tohto intervalu derivéciu, tak potom sa na deriviciu mozeme pozerat
ako na funkciu, ktord kazdému = € (a, b) priradi hodnotu f’(z). Ttto funkciu
nazyvame derivaciou funkcie f. Podobne, ako sme v predchadzajicej kapitole
odvodili derivaciu funkcie f(z) = 22 v bode xg, vieme odvodit aj derivécie
v bode pre ostatné elementarne funkcie a teda aj ich predpisy pre funkciu
/' na prislusnom defini¢cnom obore:

(C)/ =Y (xn)/ = n$n—17

(sinz)’ = cosz, (cosz) = —sin,
(tana‘c)’ = 005121"1 (cot )’ :/_Sin12m71
(arcsin z) ,: i (arccos x) :/ \/?90127
(arctanz) = 177, (arccotan z)’ = — 17,
(@) = ", () = e,

(a®) —Iam In (11, (Inz)" = %,

Na ukazku uvedieme aspon odvodenie predpisu pre derivaciu funkcie
sin z.

. , . sinz —sinzg . 2cos “% sin #50
(sinz) = lim —— = lim =
T—x0 Tr — 20 T—xQ T — X
. T+ xo sin 0 o + xo
= lim cos - — = cos -1 = cos xg.
T—x0 2 I—Zqg 2

Ostatné predpisy si mozete odvodif sami, ako pekny tréning pocitania limit.
Aby sme mohli derivovat aj komplikovanejsie funkcie, je potrebné poznat
aj pravidld pre derivovanie suc¢tu, rozdielu, suc¢inu a podielu funkcif:

27



Veta 9 Nech funkcie f,g maji v bode x derivdcie f'(x),¢'(x). Potom v
tomto bode maju derivdcie aj funkcie f £ g,c- f, f-g a ak g(x) # 0, tak aj
< a plati:

g

(f(z) £ g(@)) = f(a) £ g(a),
o (c-f@) =c ),

(f(2) - g(@)) = fla) - g(@) + [ (@) - g(x),
o (Y9) = ks (F@) - 9(@) — F(2) - gla)).

Priklad 30 Pomocou pravidla pre derivovanie podielu uréime derivdciu

funkcie tanx. Zrejme tanx = 2= Potom

. /
sin 1
t / . . ! . . . /
(tanz) = (cosx) = i ((sinz)" - cosz —sinz - (cosz)') =

1
cos? x

1
= (cosz-cosz —sinz - (—sinz)) = -(0082x+sin2x) =

cos? x cos? z

Pre derivovanie inverznej funkcie plati nasledujica veta:

Veta 10 Nech f a g si navzdjom inverzné funkcie. Potom

fl(@o) = ———-
9'(f(z0))
Priklad 31 Predchddzajica veta sa zvycajne pri derivovani nepouziva, ale
moéZeme ju pouZit pre odvodenie predpisu pre nejaki funkciu, ak pozndme
derivdciu funkcie k nej inverznej. UZ sme si odvodili predpis pre funkciu
g(z) = 22, vieme, Ze na intervale (0,00) je f(x) = /& k nej inverznd
funkcia. Potom, podla predchddzajicej vety, dostdvame:

1 1 1

f'(x0) = = = _!
VT g (fwo))  2f(wo)  2VF 2 2z

Mimoriadne dolezité je vediet derivovat zlozent funkciu:

Veta 11 Pre zloZenu funkciu f o g plati

(f ©9) (o) = f'(9(0)) - g (w0)-

Techniku derivovania zlozenej funkcie si ukazeme v nasledujtcich prikladoch.
Musime si vzdy uvedomit, Ze postupujeme od derivovania vonkajsej zlozky k
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derivovaniu vnttornej zlozky, dalo by sa to prirovnat k postupnému Stipaniu
obalov cibule.

Autor obrdzku: Zuzka Hlinénd

Priklad 32 Zderivujte funkciu: fi(x) =1 —a?;|z| < 1.
RieSenie. Funkcia fi je zloZend, vnitornd zlozka je funkcia g(x) = 1 — 22,
vonkag§ia zlozka je funkcia h(x) = /x, potom:

1 1 1 1 x
/ - — . —_— 2 ) . —_— 2 ,_ —_— —_— 2 ) . —_— -_—,—,e—,——
fl(x) — 5 (1 €T ) 2 (1 T ) = 2 (1 T ) 2 ( 2{[,‘) = m
2
Priklad 33 Zderivujte funkciu: fo(x) = (93 —V1- :E2> le) < 1.

RieSenie. V tejto dlohe vyuzijeme visledok z predchddzajiceho prikladu s
tym, Ze mdme eSete jednu ,vrstvu® funkcie:

fo(x) =2- (:U— M)l [1— L (1—2%)"2- (_235)} -

2

:2.(x_m).<1+1w_x?> :2_($—\/1—xj)£\g—x2+$) _ 2(2;2_—%21)

Priklad 34 Zderivujte funkciu: f3(x) = (1 + 2z) - (3 — 422).
Riesenie. Funkcia f3 je sicinom funkcii g(x) = (14 2x), h(x) = (3 — 42?),
teda vyuzijeme pravidlo pre derivdciu sucinu:

~—

fix) =2- (3 —42?) 4+ (1 + 2z) - (—8z) = —242? — 8z + 6.
Priklad 35 Zderivujte funkciu: fy(x) = (x —1) - (z —2) - (z — 3).

Riesenie. Funkcia fy je sicinom dokonca troch funkcii, postupovat budeme
podobne ako v predchddzajicej ulohe:

filx)y=1-(z—-2)-(z-3)+(xz—-1)-1-(x-3)+(x—1)-(z—-2)-1=

22 -5 +6+a°—4dr+3+2°—3x+2=32>— 122+ 11.
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Priklad 36 Zderivujte funkciu: f5(x) = l‘j_ —.
Riesenie. Funkcia f5 je podiel funkcii g(x) = x a h(z) = V1 + 22, navyse

funkcia h je zloZend.
Vit - (1t x 1VI+a2— @ +1)77 202
2 - 2
(viTe) (Vi)

</ 7 _ _a?
v e 1

1+ a2 (1+22)V1+ 22

Priklad 37 Zderivujte funkciu: fg(z) = 2
Riesenie. Ulohu budeme riesit dvoma spésobmi.

fa(x) =

1
x

1 1
1. Uvedomime si, Ze x elmz® — o3 potom

1 ! L.z —Inz-1 l1-Inz
fo(x) = ez (2 ng) mesmez T T a0 2T 2% pre x >0
x x? x?

2. Dalsia moznost je pomocou tzv. logaritmického derivovania. Zrejme
1 1 1
fe(z) =2 = In fs(z) =Inze = In fe(z) = — - Inz.
x

Po zderivovani funkcie In fg(x) dostaneme
Lz l—Inzx l1—Inzx 1 1—Inz
folw) _ = i) = folo) gt = file) =t prew > 0.

fo(2) x2

Na zaver sa vratime k tiloham o dotyé¢niciach.

Priklad 38 Ndjdite rovnicu dotycnice a normdly ku grafu funkcie f(zx) =
In(z + 1) v jej bode A =[0,7].
Riesenie. Vieme, Ze derivicia v bode je smernica dotycnice v danom bode,

preto ) )
f@)=—= = fO =571

Pre rovnicu dotycnice plati

y—yo=k.(xr— )

xo:0,y0:ln(O—l—l):lnl:O,k:f’(;pO):1’

preto rovnica dotycnice je

Potom rovnica normdly je y = —x.
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Priklad 39 Ndjdite rovnicu dotyénice ku grafu funkcie f(x) = In ;%5 rov-
nobezZni s priamkou x — 2y = 7.
Riesenie. Najskor uréime smernicu priamky

r—2y=T7T=y=

Budeme hladat bod dotyku, teda bod g, pre ktory plati f'(xzo) = % Funkciu
zderivujeme

iy 1 T /_a;—i—l r+1l—2 1
fo) == '(ac—i—l) oz .(:c+1)2 Cz(z 1)

Aby sme nasli bod o, staci vyriesit rovnicu

1 1
———— = = z(rt+l) =2 = ’+2-2=0 < (2+2):(z—1) = 0.
Riesenim tejto kvadratickej rovnice si xo, = —2,xp = 1. Ak x4 aj xp patria
do definicného oboru funkcie f, tak dostaneme dve dotycnice. To zistime
bud’ urcenim definicného oboru, alebo priamym dosadenim, my si vyberieme
ti druhii moznost. Zrejme

-2 1 1

=2 () = f() =l =

f(za) = f(=2) =In
Potom rovnice dotyénic su:
1 1 1
te:y—In2 = 5(.%—1—2), ty: y—ln§ = 5(30— 1).

Priklad 40 Ndjdite rovnicu dotycénice ku grafu funkcie f(x) = Va3 —8 v
jej bode A =1[2,7].
Riesenie. Vieme, Ze derivdcia v bode je smernica dotyénice v danom bode,
preto
2 2
T 2
floy=—"— = F=—"
(23 - 8)3 (23 — 8)3

Vidime, Ze menovatel je nulovy, to znamend, Ze hodnotu x = 2 dosadif
nemozeme. Situdcia vsak nie je neriesitelnd, ani to neznamend, Ze v tomto
bode derivdcia neexistuje, mozé byt nevlastnd. Aby sme to zistili, vypo&itame

limitu v tomto bode.

:L’2

T—2 ($3 _ 8)3

Teda derivdcia je v tomto bode nevlastnd a preto rovnica dotycnice je

[

Tz = 2.
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Potom rovnica normdly je y = 0. Situdciu vidime na obrdzku

fJ'lohy:

1. Najdite rovnicu dotyénice a normaly ku grafu funkcie f v
bode A

(a) f(x) gi:g,A [2,7]. Vysledok: y =4 — =
(b) f(z) =In(x 4+ 1), A =10,7]. vysledok: y = =.
(c) f(z) = Va3 —1,A =[1,7]. vystedok: 2 =1
(d) f(z) = Va3 +a2, A=] %,?]. Vysledok: y = 2.
(e) f(x) = Va3 + 22, A= [—1, 7]. vysledok: = = —1.

2. Najdite rovnicu dotyc¢nice ku grafu funkcie f rovnobezni
s priamkou p

(a) f(x) =23 —32,p je 0p. Vysledok: y= 2,y =2.
(b) f(z) =Inx,p je dana rovnici 2x —y —3 = 0. Vysledok: y = 20 — 1~ In2
(c) flx) = lr;f,p j€ Og. Vysledok: y = 1
(d) f(z)= %,p je 0z Vysiedok: y =1n L5,
3. Zderivujte

(a) f(ac) = x\/x\/i. Vysledok: —7

(b) f(x) = (& + 8)(x — 2). voue

2). Vysledok: 4z — 622 + 8.
3
(C) f($) - ((x‘,ﬂj_28)) . Vysledok: = + 1.
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_ &
(d) f(x) = m VysledoszmA
v

(e) f(x) =1In %.Vysledok: W@w

(f) f(z)=In (:L‘ +v1+ a:Q) . Vysledok:\/lirj.

_ V3—aVT . Vot
=1In Wy L Vysledok: — Ty

2
X 2
=€ . Vysledok: —2e~ %" . x.

sin x

(x)
(x)
(x) = Iz o edok: olne . 2.Ina.
(x)

. Vysledok: gSinz (cosx “lnxz 4+ sinx - %)
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3.3 Geometricky vyznam derivacii na intervale

Uz vieme, ze derivacia funkcie f v bode z( je smernica doty¢nice v tomto
bode. Vzhladom k tomu, Ze smernica priamky je tangens uhla, ktory této
priamka zviera s osou z, je zrejmé, ze ak je smernica kladna, tak priamka
zviera s osou x uhol mensi ako 7, ak je zdporna, tak je uhol vacsi ako 7.
Rovnicu dotyénice s nenulovou smernicou moézeme chépat ako linedrnu funk-
ciu. A teda pre kladni smernicu dostdvame rasticu a pre zapornu klesajicu
linedrnu funkciu. A preto, ak mé funkcia f na nejakom intervale v kazdom
bode doty¢nicu s kladnou (zépornou) smernicou, tak je funkcia f na tomto
intervale rastica (klesajuca). Nazornu ukazku vidime na obrazku, kde si
cervenou farbou nakreslené funkcie a zelenou farbou ich derivécie.

Ked'Ze prvi derivaciu na intervale chapeme ako funkciu, ddva zmysel
definovat aj jej derivéciu:

Definicia 17 Ak je f' derivdciou funkcie f na otvorenom intervale a f' md
na tomto intervale derivdciu, potom tuto derivdciu nazjvame derivaciou
druhého radu, alebo tieZ druhou derivaciou funkcie f a zapisujeme
f". Rekurzivne definujeme derivaciu n—tého radu, alebo tieZ n—tou de-

rivaciu ako ,
£ — <f(n—1)) ‘

Druh& derivicia ma peknd geometricki interpretaciu. Najskor si vSak
zopakujeme definiciu konvexnosti a konkavnosti funkcie:

Definicia 18 Nech f je funkcia spojitd na intervale (a,b). Potom hovorime,
Ze funkcia f je na intervale (a,b) konvexnd prdve vtedy, ked pre vsetky
A€ (0,1) plati

Ve,y e (a,b):x<y= fOx+ (1—Ny) < Af(x)+ (1 =N fy).

Funkcia f je na intervale (a,b) konkdvna prdve vtedy, ked pre vsetky )\ €
(0,1) plati

Ve,y € (a,b):x<y= fAz+ (1 —=Ny) > Af(x)+ (1 =N f(y).

Tieto definicie sa daji zjednodusene vysvetlitf tak, Ze ak spojime tiseckou
Tubovolné dva body grafu konvexnej (konkavnej) funkcie, tak body grafu
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medzi tymito bodmi lezia vzdy pod (nad) spojnicou spominanych bodov.
Spojitt konvexnt (konkdvnu) funkciu na intervale (a,b), moéZeme popisat aj
pomocou dotyénic a to tak, ze jej graf lezi nad (pod) kazdou jej zostrojenou
doty¢nicou.

Na predchddzajicom obrazku je vlavo konvexnd a vpravo konkdvna
funkcia (obe ¢ervenou farbou). Na tomto obrdzku si moézeme zdroven
véimnuit, ze v pripade konvexnej funkcie je jej prvéa derivdcia (zakreslend
zelenou farbou) rastica funkcia a v pripade konkévnej funkcie (obrézok
vpravo) je derivacia klesajuca funkcia. Toto nie je ndhoda. Nasledujici
obrazok nam detailne popisuje situaciu pre konvexnt funkciu a rastiicu ten-
denciu smernic doty¢nic v jej bodoch:

i/ e

e

1 2 4 X

To znamend, ze ak je funkcia f konvexnd, jej prva derivécia je rastica, potom
jej derivacia, teda druhd derivdcia povodnej funkcie, je kladna. Analogicky,
ak je funkcia konkavna, tak jej druha derivacia je zaporna.

Na zaver si este vysvetlime novy pojem:

Definicia 19 Ak funkcia f je diferencovatelnd v bode xq, hovorime, Ze bod
xo je inflexny bod funkcie f ak existuje € > 0 okolie tak, Ze na intervale
(xo—e,xg) je funkcia konkdvna a na intervale (xo, zo+¢) je funkcia konvexnd
(alebo naopak).

Na nasledujtcich obrazkoch mame dve funkcie, ktoré maji inflexné body.

Thto definiciu si pomocou dotyénice mozeme vysvetlit aj tak, ze bod zg je
inflexnym bodom funkcie, ak pre jeho dotyénicu plati, Ze nalavo od neho je
funkcia pod dotyc¢nicou a napravo od xp nad dotycnicou, alebo naopak. To
znamens, ze existencia inflexného bodu bude sivisiet s druhou derivéciou
funkcie.

Veta 12 Ak zq je inflexny bod = f"(x¢) = 0 alebo f"(xo) neexistuge.
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3.4 Linearizacia a Taylorov polyném

V tejto casti sa budeme venovat aplikécii diferencidlneho poctu pri apro-
ximacii funkcii. Najskor si vysvetlime pojem diferencialu:

Definicia 20 Nech funkcia f je diferencovatelnd v bode xo. Potom funkciu
f'(zo) - h premennej h € R nazgvame diferencidl funkcie.

Geometricky vyznam diferencialu vidime na nasledujicom obrazku, jednd
sa o prirastok po doty¢nici. Ak budeme o doty¢nici uvazovat ako o linedrnej
funkcii, tak diferencidl je hodnota, o ktord sa zmeni funkénd hodnota tejto
linedrnej funkcie, ak sa od bodu dotyku posunieme dlzku h.

yf

af

df

X4 XAAX

7 obréazku vidime, Ze na istom okoli bodu zy by sme pdvodni funkciu mohli
nahradit dotyé¢nicou. Vieme, Ze rovnica doty¢nice ku grafu funkcie f v bode
[0, f(z0)] m& tvar

y — f(z0) = f'(x0)(x — x0).

Po jednoduchej uprave dostaneme

y = f(zo) + f'(x0)(x — x0),

teda na pravej strane mame polyném prvého stupna a tento polyném mé dve
Specidlne vlastnosti. Ak si tento polyném ozna¢ime ako p(x), teda p(z) =

f(@o) + f'(wo) (x — o), tak
p(xo) = f(xo) A p'(x0) = f'(0),

dokonca sa d4 ukézat, Ze je to jediny polyném, ktory m4 tieto dve vlastnosti.
Vzhladom k tomu, Ze je to polyném prvého stupiia, hovorime o linearizécii,
teda o nahradeni povodnej funkcie linedrnou funkciou.

Ak je funkcia f n—krat diferencovatelns v bode xg, potom vieme pojem
diferencilu rozsirit a predpisom

d" f(wo) = f(x0).(x — z0)"
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je dany diferencidl n-tého radu funkcie f v bode xg. A podobne, ako
sme pomocou diferencidlu prvého rddu mohli funkciu f linearizovat, tak ju
vieme nahradit na vhodnom intervale aj polynémom vysieho stupia.

Definicia 21 Taylorovym polynémom funkcie f v bode xg nazjvame
polyndém

f'(zo)
1!

To(x) = flao) + (€ —z0) + - + ———(z — 20)"

Pre xg =0 se T}, nazgvd Maclaurinov polyném.

Veta 13 Ak funkcia f je (n+ 1)— krdt diferencovatelnd na nejakom okoli
bodu xg, potom pre body toho okolia plati:

f(l‘) = Tn(x) + RnJrl(x)?

f(n—f—l)(ﬁ)

W(x —20)"", 9 =20 + alz —w);0 <a <1

Ry (I) =

Poznamka 12 Hodnota R,t1(x) je chyba, ktorej sa dopustime, ak funkciu
na danom intervale nahradime polynomom T,,.

Tieto pojmy si ozrejmime v nasledujucich 1lohach.

Priklad 41 Napiste Taylorov polyném 7. stupria pre funkciu f(x) = sinx v
bode xo = 0.
Riesenie. Zrejme

f(z) =sinz, f'(z) = cosz, f(x) = —sinz, f(x) = —cosz, fV(z) =sinz, ...

Vidime, Ze
F (@) = O (@),

Uréime hodnoty derivdcii v bode g =0 :
f(0) =sin0 =0, f/(0) = cos0 =1, f"/(0) = —sin0 = 0, f"/(0) = —cos 0 = —1, fY)(0) = sin0 =0, ...

Dosadime do vztahu pre Taylorov polyném

/ (7 _
Tr(2) = f(wo)+1 (1”!”0) (o—a0)+-- -+ 7(!"’“"0) (w—0)7 = 0+%(z—0)+%(r—0)2+- : ~+7—!1(m—o)7 =
. iL'S .’B5 .’,13'7
BT

Aproximdciu tymto polyndmom vidime na obrdzku:
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Este urcime chybu, ktorej sa pri takejto aproximdcii dopustime:

F D)

@ w0 =0+ a(e —w0)i0 <a <1

R, (I‘) =

V nasom pripade mame n = 7,x9 = 0, potom

£ )

T = S
7+1)!

(x —xo TR

Rria(x) =

Vzhladom na ohranicenost funkcie sinz dostdvame pre Rg(x) nasledugici

vatah:

Re(a)] < ga°,
teda pokial budeme ,,blizko“ nuly, tak chyba bude pomerne ,mald“, co sme
mali moznost vidiet aj na obrdzku.

Priklad 42 Napiste Taylorov polyndm 5. stupria pre funkciu f(x = e*-sinz
v bode xg = 0.
Riesenie. Zrejme

f(z) = e"sinz, f'(z) = e*(sinz+cosz), f’(z) = 2¢” cosz, " (z) = 2e*(cos z—sin z),

FD(z) = —4¢® -sinz, fO) (z) = —4e®(sinz + cos z)

Uréime hodnoty derivdcii v bode xg =0 :
F0)=0,1(0) =1,£"(0) = 2, /(0) = 2, f¥)(0) = 0, P (0) = —4.

Dosadime do vztahu pre Taylorov polyném

1 2 2 0 —4 1 1 5
T5(x )—O—i-ﬁ ‘QH_E z? +§ z? —|—$ zt —1—— 2° = 2+ 2 +3a: 30
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Aprozimdciu tymto polynémom vidime na obrdzku (zelend je €*-sin x, modrd
je jej aproximdcia):

Tr 3\ s\ 5 %

Priklad 43 Napiste Taylorov polynom n—tého stupria pre funkciu
f(z) = In(1+2z) v bode xo = 0.
RieSenie. Zrejme

f(z) =In(1+2z), f(x) =2- (1 +22)7 %, f(z) = =22 - (1 + 22) 72,

() =23 20 +22)73, fW(x) = —2*.3.2. (1 +22)7*,

potom
FM(z) = (=)™ (0 — D127 (1 + 22) 7"

Dosadime do vztahu pre Taylorov polyném

4 8 16 2n
Tn(x):0+2:c—5-:L‘Q—i-g-xS—Z-$4+---+(—1)”+1;-x”.

3.5 Derivacie a vypocet limit

Pri pocitani limit sme casto narazili na limity typu % a 5. My si teraz

ukazeme efektivnejsi sposob vypoctu limit uvedenych podielov. Predtym
zhrnieme niekolko tvrdeni, bez dokazu. Pre lepSie pochopenie je za viésinou
z nich nazorny obrazok.

Veta 14 (Fermatova veta) Nech f je spojitd funkcia na (a,b), ktord v
bode 1) € (a,b) nadobida svoju najvicsiu (alebo najmensiu) hodnotu. Potom,

ak existuje f'(v), tak f'(1p) = 0.
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Veta 15 (Rolleova veta) Nech f je spojitd funkcia na (a,b), ktord je f
diferencovatelnd na (a,b) a plati f(a) = f(b). Potom existuje bod 1) € (a,b)
tak, Ze f'(v) = 0.

Veta 16 (Lagrangeova veta) Nech f je spojitd funkcia na (a,b), ktord je
f diferencovatelnd na (a,b). Potom existuje bod 1 € (a,b) tak, Ze f'(1) =
f(0)—f(a)

b—a :

Veta 17 (Cauchyho veta) Nech f(x),g(x) maji nasledujice vlastnosti:
e f.g si spojité na (a,b),

e f,g su diferencovatelné na (a,b),
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e pro vsetky x € (a,b), je ¢'(x) # 0.

Potom existuje bod v € (a,b) tak, Ze ggz;fg((a; gg%

Od Cauchyho vety je uz len krocik k zjednoduSeniu vypoctu limit typu
0 o)
02 -

Veta 18 (Prvé "Hospitalovo pravidlo) Nech funkcie f(x), g(x) si dife-
rencovatelné na nejakom okoli bodu c. Nech ligl flx) = liin g(z) = 0. Nech

% a plati

lim f(@) = lim ['()

Segl@) T avegla)

Veta 19 (Druhé I"Hospitalovo pravidlo) Nech funkcie f(x), g(z) su di-
ferencovatelné na nejakom okoli bodu c. Nech je lim |f(x)] = lim |g( )| =

f( )
g(z)

Nech ezistuje li
T—c g

a plati

—c g(x) z—c g’(x)'

i 7@ @)

Poznamka 13 Podobné vety platia aj pre jednostranné limity. V pripade
1

¢ = F00 pouzijeme substiticiu t = .

Aplikovanie ’'Hospitalovych pravidiel si ukdzeme na prikladoch. Prvy
priklad je ukdzkou toho, Ze vidy treba overit, ¢i st splnené predpoklady pre
pouzitie I’'Hospitalovho pravidla:

Priklad 44 Vypocitajte: hm1 . +31

RieSenie. Po dosadeni x = 1 vidime, Ze sa nejednd o limitu typu %, ani 5o
a preto nemézeme pouZit ani jedno I’'Hospitalovo pravidlo. Zrejme

20 -1 1

li =-.
Keby sme bez tejto kontroly pouzili I’Hospitalovo pravidlo, tak by sme dostali
nesprdavny vysledok, vyslo by ndm 2.

Priklad 45 Vypocitajte: lim S22,
z—0

Riesenie. Po dosadent x = 0 vidime, Ze sa jednd o limitu typu % a preto
mozeme pouzit prvé I’Hospitalovo pravidlo:

sinx .. (sinz) . cosz
lim = lim ——* = lim

=1.
z—0 X x—0 (;U)/ z—0 1
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Priklad 46 Vypocitajte: lim B2,
z—0t 2
Riesenie. Po dosadeni x = 0 vidime, Ze sa jednd o limitu typu > a preto

mézeme pouzit druhé I’Hospitalovo pravidlo:

1

o Inzx . Inz) . = .

lim —— = lim ( ,) = lim —*- = lim —x=0.
z—0t z z—0t+ (%) z—0t -2 z—0t

Priklad 47 Vypocitajte: lim L
z—0

et—1—zx°
RiesSenie. Po dosadeni x = 0 vidime, Ze sa jednd o limitu typu % a preto
mézeme pouzit prvé I’Hospitalovo pravidlo:

x? . (xz)/ . 2x

im ——— m ;= lim .
z—0er — 1 —x x%O(ex—l—x) z—0e? — 1

Po dosadeni x = 0 opdt vidime, Ze sme dostali limitu typu % a preto moZeme
znovu pouzit prvé I’Hospitalovo pravidlo:

2 2x) 2
lim —25 i Y 2 o)
z—0e’ — 1 z—0 (ea” — ]_) z—0 e®
Priklad 48 Vypocitajte: lim =;.
z—~+oo0 ¥

Riesenie. Vidime, Ze sa jednd o limitu typu 3. a preto méZeme pouzit druhé
[’Hospitalovo pravidlo:
27 (27’ 2% In 2

lim — = lim = lim
T—+00 I z—+00 (552) z—+o0  2x

Opit vidime, Ze sme dostali limitu typu > a preto mozeme znovu pouZit

druhéé I’Hospitalovo pravidlo:
2°In2 (2% 1n2)’

o T Ty T T g

2°(In2)? oo

U’lohy:
].. VypOéftaJte ii)nll % Vysledok:%
2. Vypocitajte: mEIJPoo IHT;’ Vysledok: 0

3. Vypocitajte: lim %. Vysledok: 0

4. Vypocitajte: lim . Vysledok: £

5. Vypocitajte: lim 7901 Vysledok: 1
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~ 7 . . ﬁ— -z
6. Vypocitajte: hn% € =€ — | Vysledok: 2
Tr—r
7. Vypocitajte: liII%) 71;;?;3”. Vysledok: 0
Tr—r
e . —2m)?
8. Vypocitajte: lggl (ficoz)x . Vgsledok: 2
x T
o . 3
9. Vypocitajte: hl)% T Vysledok: 6
X
10. Vypocitajte: lim S5=1E | vygiedok: o0

3o
CC—)Ox s x

3.6 Lokalne extrémy

V tejto casti sa budeme venovat dolezitej aplikacii diferencidlneho poétu a
to konkrétne optimalizdcii. Vysvetlime si napr., ako hladat najmensie, resp.
najvacsie hodnoty funkeii.

Najskor si objasnime pojmy lokdlne maximum a lokalne minimum:

Definicia 22 Funkcia f md v bode zy lokdlne maximum (resp. mini-
mum) ak ezistuje okolie U(xo) C Dy také, Ze

x € U(xo) = f(x) < f(xo) (resp. f(z) = f(zo)).

Lokalne maximd a minima nazyvame spoloénym pojmom lokdlne
extrémy. Z definicie lokdlnych extrémov vyplyva, ze ak méa funkcia v bode
xo napr. lokdlne maximum, tak musi existovat nejaké okolie tohto bodu,
na ktorom ma bod xy zo vSetkych bodov tohto okolia najvé¢siu funkénu
hodnotu. Ak je navyse funkcia na tomto okoli diferencovatelns, tak podla
Fermatovej vety je v bode x¢ prva derivacia rovna nule. My uz vieme, zZe
napriek tomu, Ze funkcia je v bode spojitd, nemusi byt v tomto bode dife-
rencovatelnd a prave aj tieto body mozu byt z pohladu lokalnych extrémov
zaujimavé. Na nasledujicich obréazkoch mame dve funkcie, obe v bode xg
nadobidaji lokdlne maximum, pricom v prvom pripade je f/'(zg) =0 a v
tom druhom pripade prva derivicia v bode xg neexistuje.

Teraz uz asi nikoho neprekvapi nasledujica veta:

Veta 20 Ak f md v xg lokdlny extrém, tak f'(xo) = 0 alebo f'(xo) neexis-
tuje.
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Definicia 23 Bod xq, v ktorom je f'(z9) = 0 sa nazjva staciondrny bod.

Predchidzajtca veta sa vSak nedé otocit, ¢o vidime na nasledujticich
obrazkoch, kde v bode g mame namiesto extrému infexny bod.

Ak si dobre pozrieme obrézky s funkciami, kde v xy boli extrémy a
porovname ich s tymi, kde v xp boli inflexné body, tak by sme si mohli
uvedomit, Ze hlavny a zdroven rozhodujtci rozdiel je v tom, Ze ak je v bode
o maximum, tak funkcia nalavo od xg rastie a napravo od zg klesd, ale
v pripade inflexného bodu sa monoténnost v bode zy nezmenila. Preto,
ak budeme hladat lokdlne extrémy, tak najskor ndjdeme body, v ktorych
je prva derivéacia nulova, alebo neexistuje, tzv. body podozrivé z extrému.
Potom sa pozrieme na monoténnost funkcie, teda si uréime znamienko pr-
vej derivicie. Lokélne extrémy bude mat funkcia len v tych podozrivych
bodoch, v ktorych sa zmeni znamienko prvej derivacie. Ostatné podozrivé
body moézeme vyliéit. Tiito doleziti problematiku si teraz este objasnime
pri rieSeni prikladov:

Priklad 49 Ndjdite lokdlne extrémy funkcie f(x) = /(% — x)2.

RieSenie. Najskor uréime definicny obor funkcie. Vzhladom k tomu, Ze
sa jednd o tretiu odmocninu, tak Dy = R. Lokdlne extrémy si v bodoch, pre
ktoré je f'(x) = 0 alebo kde f'(x) meexistuje. Preto urcéime prvi derivdciu
funkcie f.

fa) = % () () =
2 1 2 1
. _(2r—1)== (21
A T I
Zrejme f'(z) = 0 < 1z = 3 a f(z) neewistuje pre x €

{0,1}. Tieto tri podozrivé body rozdelia ¢iselni os na Styri intervaly:
(—00,0), (O, %) , (%, 1) ,(1,00). Ur¢ime znamienko prvej derivdcie na jed-
notlivijch intervaloch:

e f'(x)>0prexe (0,%) a pre x € (1,00).
e f'(z) <0 prex € (—00,0) aprex € (%,1).

To znamend, Ze funkcia f:
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e rastie na intervale (0, %) a (1,00),

e klesd na intervale (—00,0) a (5,1).

Funkcia vlavo od bodu 0 klesd, napravo od bodu 0 rastie, preto je v bode 0
lokdlne minimum, podobne zistime, Ze v bode % je lokdlne maximum a v bode
1 lokdlne minimum.

Situdciu vidime na obrdzku. Viimnite si obe lokdlne minimd a porovnajte
s lokdlnym mazimom. V bodoch, v ktorych md funkcia lok. minimd derivdcia
neexistuje a v bode, kde je lok. maximum, je derivdicia rovnd nule.

Teda lokdlne minimd si v bodoch x1 = 0 a x93 = 1, ich hodnota je f(0) =
f(1) = 0. Lokdlne maximum je v bode x3 = % a jeho hodnota je f (%)
3/1 _ ¥4

16— 4 -
Pozor, dosadzujeme do pévodnej funkcie f.

VylepSenie rieSenia-nieco pre lenivych Studentov:
Vzhladom k tomu, ze /x je rastica funkcia, tak funkcie [(r) = /(17 — 2)°
a g(x) = (2? — x)? maji lokdlne extrémy v tych istych bodoch. Situdciu
vidime na obrdzku.
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Funkcie f a g maji lokdlne extrémy v tych istijch bodoch, ale derivovat a
ndsledne aj upravovat funkciu g je jednoduchsie, v tom spociva vylepsenie.
Prekonajte svoju lenivost a vyskusajte si to.

Priklad 50 Ndjdite lokdlne extrémy funkcie f(z) = 3/(2z + 1) - (x — 4)2.
RiesSenie.

Najskér uréime definiény obor funkcie. Vzhladom k tomu, Ze sa jednd
o tretiu odmocninu, tak Dy = R.

Lokdlne extrémy si v bodoch, pre ktoré je f'(x) = 0 alebo kde f'(x)
neexistuje. Preto uréime prvd derivaciu funkcie f.

@ =4 (ea 1)) (@er 1)@ 07) =

= .M~<2(a;—4)2+(237+1)-2(a:—4)):

2-(x—1)
(20+1)3-(o—4)3

Wl
|

Zrejme f'(z) =0 <= z =1 a f'(z) neezistuje pre x € {—3,4}.

Tieto tri podozrivé body rozdelia ciselni os na Styri intervaly:
(foo, f%) , (f%, 1) ,(1,4),(4,00).

Uréime znamienko prvej derivdcie na jednotlivijch intervaloch:

— fl(x) >0 prex € (—oo,—%), pre x € (—%,1) a pre x € (4,00) .
— fl(z) <0 prex e (1,4).

To znamend, Ze funkcia f:

— rastie na intervale ( 2), (=3.1) a (4,00).

— klesd na intervale (1,4).

Funkcia vlavo od bodu 4 klesd, napravo od bodu 4 rastie, preto je v bode
4 lokdlne minimum, podobne zistime, Ze v bode 1 je lokdlne maximum
a v bode —% nie je ani lokdlne minimum, ani lok. maximum (funkcia

vpravo, aj vliavo od —% rastie).

Situdciu vidime na obrdzku. Vimnite si lokdlne minimum a porovnajte
s lokdlnym maximom. V bode, v ktorom md funkcia lok. minimum derivdcia
neexistuje a v bode, kde je lok. marimum, je derivdcia rovnd nule. A vsimnite
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st funkciu v bode —%, tam derivdcia tieZ neexistuje a nie je v 1iom ani extrém.

Teda lokdlne minimum je v bode x1 = 4 a jeho hodnota je f(4) = 0.
Lokdlne mazimum je v bode x2 =1 a jeho hodnota je f(1) = 3.
Vylepsenie riesenia, opét nie¢o pre lenivych studentov:

Vzhladom k  tomu, ze </ je rastica funkcia, tak  funkcie
flx)=Y2r+1)-(x—4)2 a g(z)=Q2x+1) - (x—4)% maji lokdlne
extrémy v tych istych bodoch. Situdciu vidime na obrdzku.

-

B

Fukcie f a g maju lokdlne extrémy v tijch istijch bodoch, ale derivovaf a
ndsledne aj upravovat funkciu g je urcite jednoduchsie, v tom spoéiva vy-
lepsenie.

f)'lohy:
L fi(z) = /Bz+1)- (z+2)2,

[lok.max. v bode —2, lok. min. v bode f%

2. fo(x) = /|62 — 22|,

[lok.max. v bode 3, lok. min. v bodoch 0 a 6]

47



3. f3(z)=In %,

[bez lok. extrémov]

4. fa(z) = 23 = 2|z|.
[lok.max. v bode 0, lok. min. v bode \/g]

3.7 Globalne extrémy

V tejto casti sa budeme venovat hladaniu najvicsej a najmensej hodnoty
funkcie na mnozine. Mnozinou bude zvyc¢ajne uzavrety interval. Weierstras-
sova veta nam zarucuje existenciu maxima a minima spojitej funkcie f na
uzavretom intervale. Teda uz vieme, ze najvacsia aj najmensia hodnota spo-
jitej funkcie f na mmnozine existuje. Takéto hodnoty sa nazyvaju globdlne
extrémy funkcie.

Funkcia moze tieto extrémy nadobudnitf bud v krajnych bodoch in-
tervalu, alebo v nejakych vnutornych bodoch intervalu. Otézka je, v
ktorych vnitornych bodoch by tieto extrémy funkcia mohla nadobnit. Po
skisenostiach s lokalnymi extrémami, je zrejmé, ze sa stac¢i zamerat len na
tie vnitorné body, v ktorych funkcia nadobtuda lokalne extrémy.

Takze podobne ako pri hladani lokdlnych extrémov, najskor néjdeme
tie body, v ktorych je prva derivacia funkcie f nulovd, alebo neexistuje.
Potom z nich vyberieme len tie, ktoré si vnitornymi bodmi daného intervalu
(mnoziny). A na zaver vypocitame funkéné hodnoty v tychto bodoch a v
krajnych bodoch intervalu. Tieto hodnoty porovndme a vyberieme najvacsiu
a najmensiu z nich.

Priklad 51 Ndjdite najuicsiu a najmensiu hodnotu funkcie f(x) = |z? —

6z + 5| na intervale (—5,5).
Riesenie. Zrejme f(z) = |22 — 62 + 5| = |(z — 5)(z — 1)|. Ulohu vyriesime
graficky, najskér nakreslime graf funkcie g(z) = ? —6x+5 = (x —5)(z—1):

Vrchol tejto paraboly je v bode x = 3.
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Teraz si nakreslime graf funkcie f(x) = |g(x)|:

Ulohu vyriesime bez toho, aby sme museli funkciu derivovat. Zrejme
body, v ktoryjch by funkcia f mohla nadobudnit najvicsiu a najmensiu hod-
notu su krajné body intervalu, teda —5 a 5 a potom body, v ktorych je de-
rivdacia nulovd, alebo neexistuje. Z priebehu funkcie je zrejmé, Ze derivdcia
neezistuje v bodoch 1 a 5. Derivdcia je nulovd v bode 3. Teraz staci porovnat
funkéné hodnoty v tijchto bodoch a vybratf najvicsiv a najmensiv hodnotu.
Najmensia hodnota je 0 a funkcia ju nadobiida v bodoch 1 a 5, najvdcsiu
hodnotu nadobida v bode —5 a je to hodnota 60.

Priklad 52 Ndjdite najvicsiv a najmensiu hodnotu funkcie f(x) = z° —

524 + 523 + 1 na intervale (—2,1).
RieSenie.

Funkcia moéze najvicésiu a najmensiu hodnotu nadobudnit v krajniych
bodoch intervalu, d’alej v bodoch, v ktorijch md derivdciu rovni nule, alebo v
nich derivdcia neexistuje a zdroven o nich plati, Ze patria do daného inter-
valu. Preto funkciu najskor zderivujeme a dostaneme:

f'(z) = 5% — 202° 4 1522 = 5% (z — 3)(z — 1).
Derwdcia existuje pre kazdé x € R. Teda ”podozrivé”body si
e krajné body intervalu: —2,1,
e body, kde je prvd derivicia nulovd: 0,1, 3.

Zrejme 3 & (—2,1), preto sa nim d'alej nebudeme zaoberat a svoju pozornost
sustredime len na body —2,0,1. V tichto bodoch uréime funkcéné hodnoty a
vyberieme najvdcsiv a najmensiu z nich.

f(=2)=-151,f(0) =1, f(1) = 2.

Takze funkcia f nadobida najmensiu hodnotu v bode x = —2 a je to hodnota
—151 a najvdcsiv hodnotu v bode x = 1 a je to hodnota 2. Situdciu si mézZeme
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aj graficky zndzornit. Modrou farbou je vykreslend funkcia f a éervenou jej
derivdcia.

Priklad 53 Ndjdite najvicsiv a nagmensiu hodnotu funkcie f(x) = cos2x—
2z na intervale (—7, 5).
Riesenie.

Funkcia moZe najvicsiu a najmensiv hodnotu nadobudnit v krajnych
bodoch intervalu, d'alej v bodoch, v ktorych md derivdciu rovni nule, alebo v
nich derivdcia neeristuje a zdroven o nich plati, Ze patria do daného inter-
valu. Preto funkciu najskor zderivujeme a dostaneme:

f'(z) = —2sin(2z) — 2 = —2(sin(2z) + 1).

Derivdcia existuje pre kaZdé x € R. Graf prvej derivdcie na danom intervale
je takyto.
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Zrejme f'(x) =0 <= z = —%. Bod, v ktorom je f'(x) = 0 vieme uréit aj
vypoctom.

f'(z) = —2(sin(2z) + 1) a f'(z) =0 < sin(2z) = —1.

Zreyme sin2x = —1 < 2x = %ﬂ + 2km; k € Z.
Potom © = %77 + km; k € Z.
Vzhladom k tomu, Ze tulohu riesime len na intervale (—5,%), mdme jediné
riesenie:
f(2)=0 < z=—

NE

Teda "podozrivé”body si:

e krajné body intervalu: —5, 3,

e bod, kde je prvd derivdcia nulovd: —7.
V' tychto bodoch wurcéime funkéné hodnoty a vyberieme najvicsiu a
najmensiu z nich.

1) =r s (5 =5 ) ==

Takze funkcia f nadobida najmensiu hodnotu v bode x = 5 a je to hodnota

—1 — 7 a najvacsiu hodnotu v bode * = —5 a je to hodnota m — 1.

Situdciu si méZeme aj graficky zndzornit.

!

K] 5 - E) 2 EY 0 \ 2 3 4 5 5 T [ 9
2
4

Ijlohy:
N3§jdite maximum a minimum nasledujicich funkcii na danych intervaloch:

L fi(z) = Bz +1)- (v +2)%(0,5),
[ Max. v bode 5, min. v bode 0]
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2. fo(x) = /|62 — 22|, (1, 2),

[ Max. v bode 2, min. v bode 1]

3. f3(x) = In T2 (0 9),

[ Max. v bode 2, min. v bode 0]

4. filx) = 23 — 2|/, (0, 2).

[ Max. v bode 2, min. v bode \/%
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3.8 Priebeh funkcie

Uz poznédme geometricky vyznam prvej, aj druhej derivicie a teda tieto
vedmosti teraz vyuzijeme pri kresleni grafov funkcif, teda budeme vysetrovat
ich priebeh. Zvycajne sa drzime nasledujiceho standardného postupu:

1. Ndjdeme defini¢ny obor funkcie.
2. Zistime vlastnosti: parita, periodicita.

3. Néjdeme vyznamné body— napr. nulové body funkcie, body nespoji-
tosti.

4. Urc¢ime rovnice asymptot grafu funkcie.
5. Uréime intervaly monoténnosti funkcie a jej lokalne extrémy.

6. Urcime intervaly, kde je funkcia konvexnd, konkdvna a jej inflexné
body.

7. Spokojne nacrtneme graf funkcie.
8. Po ndroc¢nej praci odpocivame.

Nasledujiica tiloha je trochu ind, nebudeme musief ni¢ pocitat, vsetky
podstatné tdaje mame zadané. V tejto ilohe si zopakujeme geometricki
interpretdciu derivacii a d'alsich doéleZitych pojmov.

Priklad 54 Nacrtnite graf funkcie f, pre ktoru plati:
Dy = R, v & = 2 md nespojitost 2. druhu, pricom je tam spojitd zlava,
funkcia je lichd (nepdrna);
f2)=0,f3)=1f(4) =2 lim f(z)=1,f(4) =0;
z—0t

lim f'(z) =1, lim f'(z) = —o0, lim f/(z) = —1, lim f/(z) = oc;
m—>0+f( ) x—>2*f( ) x—>3*f( ) m—>3+f( )
f"(x) >0 pre z € (2,3) a pre x € (4,00), f"(x) < 0 pre x € (0,2) a pre
x € (3,4); pre £ — 00 md asymptotu y = x — 5.
Do obrdzku zakreslite asymptoty a dotyénice, resp. polodotyénice v bodoch,
kde je zndma derivdcia.
Riesenie. Tito wlohu som postupne rozkreslila, aby bol zrejmij postup. Na
prvom obrdzku vidime len zaznacéené funkéné hodnoty vo vybranych bodoch,
teda f(2) =0, f(3) =1, f(4) = 2, dalej zvishi asymptotu v bode 2, kde md
byt nespojitost druhého typu a je tam vyznacéend funkénd hodnota v bode 0,
ktord sice nebola zadand, ale vzhladom k tomu, Ze f je lichd a je definovand
aj pre x = 0, musi byt f(0) = 0, toto si premyslite. Dalej je tam prdzdny
puntik v bode [0, 1], lebo lirn+ f(z) = 1. Plng nemaoze byt, lebo plny je uz v

z—0

[0,0], kreslime funkciu, na to nesmieme zabudnit.
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Na dalsom obrdzku mdme zaznacené vsetky teény a polotecny. Teda
kreslime usecky, ktoré prechddzaji vybranymi bodmi a maju smernicu taki,
akd je derivdcia v prislusnom bode. Napr. f'(4) = 0. Vieme, Ze f(4) = 2,
takze bodom [4, f(4)] vedieme tsecku, ktord md smernicu 0, teda je rov-
nobeind s osou x.

Jr=0
Co 4
S ’{(nd\v . .
x20" ™ }’
o °
el

Na nasledujicom obrazku uzZ mdme takmer wvysledok. Pridali sme
asymptotu v oo a podla znamienka druhej derivdcie sme kreslili bud kon-
vexni alebo konkdvnu cast funkcie. Este treba mysliet na to, Ze f je v bode
2 zava spojitd. Teény a poloteény z predchddzajiiceho obrdzku ndm poslizili

54



ako "mantinely”.

f{n >0

A v poslednom obrdzku sme len, vzhladom na lichost funkcie, dokreslili

2vysnad éast grafu:




RieSenie.

e Def. obor je R. V menovateli nehrozi nula a pod odmocninou tiez Ziadne
zdporné ¢islo nebude, lebo x* +1 > 1,Vx € R.

e Funkcia je lichd (nepdrna):
(ot _

)= == = e = @)

e Monoténnost. Uréime prui derivdciu funkcie f

322V +1— 235 (at + 1)_%(4:n3)

/ — =
Fz) = x4 +1
6 322 (z141)—22¢
B 3r2V/rt+1— \/ij"ﬂ B z (f/x4+)1 ad 305 4 327 — 2
B zt+1 a2t (@t DV T
Teda po uprave
2?2 (z* +3)

f(l“):im~

fl(z)>0,VzeR a fl(z)=0 < z=0.
Preto funkcia f je rastica Vx € R.

Zreyme

o Konveznost a konkdvnost. Uréime druhi derivdciu funkcie f :

3
2

" (62° + 6x).(z* +1)2 — 3 (2t + 1)%.4x3.(x6 + 322)

fw)= (@i +1)3 -
~ 6z(xt + 1) (at + 1)% — 2% (2 + 3)623 (2! + 1)% B
B (x4 +1)3 B
_ 6z (2t + 1)% [(z* +1)2 — 2%(2? + 3)] _ 62 (z* + 1)% [28 4 227 +1 — 2 — 3]
(z* + 1)3 - (z* + 1) :

Poslednd iprava:

" 61)(1—564) I4+1
) =
(x4 +1)3

Zrejme

"

f(z)=0 <<= z=—-1Ve=0Vz=1

Na znamienko druhej derivdcie maji vplyv len vijrazy x a 1—x* (vjraz

?xﬁ‘j); je vidy kladny). Teda druhd derivdcia je zdpornd na interva-

loch (—1,0),(1,00) a preto f je na tychto intervaloch konkdvna. Na

o6



intervaloch (—oo, —1),(0,1) je druhd derivdcia kladnd, teda funkcia f
je tam konveznd. Vimnite si, Ze zmena konveznosti na konkdvnost (a
naopak) nastdva v bodoch —1,0,1, teda si to inflexné body.

o Asymptoty.
Funkcia nemd zvislé asymptoty, lebo nemd body nespojitosti (pozri def.

obor).
Ak existuje $ikmd asymptota v nekonecne, tak plati
_ I € B
y=ax+ba= xlggo T’b = xli)rglof(x) —ax.

Podobne by sme zistovali asymptotu v —oo, ale funkcia f je lichd, tak
ndm staci informdcia pre +o00. Teda

f(x)

a= lim —= = —lm = lim ——

r—00 I x%oo xT. */.%4 x%oo 1 + T—00 1
\/ $4 :54

a3 a1 B/t 1 B

b= lim f(x)—azx = lim ———=—1.2 = lim . =
T—00 z—oo \/xd 41 T—00 xt 41 B 4+arvrt+1
) 6 — xQ( [t + 1)2 ' —r?

= lim = lim =0

=00 \/axt +1- (23 +xz Vot +1) 2ozt +1- (23 +2.v/2t + 1)

Asymptota md predpis y = x, vd aka tomu, Ze f je lichd, bude spoloc¢nd
aj pre —oo (toto si premyslite).

e Graf funkcie, aj s asymptotou je:

e Detial inflexného bodu 1, aj s doty¢nicou je na nasledujiicom
obrazku. Vsimnite si,Ze konvexnd cast funkcie je mnad dotycénicou a
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konkdvna pod dotyénicou.

Na nasledujicom obrdzku je zelenou farbou nakreslend funkcia f a
cervenou farbou jej prvd derivdcia:

Bl

Na  poslednom  obrdzku  je  okrem  funkcie f, jej pr-
vej derivdcie aj druhd derivdcia (oranzovd  farba):
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&

£

V nasledujiicich ilohdch mate hned po zadani vysledok. Doporu¢ujem
najskor samostatne graf nakreslit a potom porovnat.

leohy:

1. Nactrnite graf funkcie f, pre ktoru plati:
Dy = R, f je lichd, v x = 0 md nespojitost 1. druhu, v z = 1 ma
nespojitost 2. druhu, pricom je tam spojité sprava.
z—0t z—07F z—1+
—o0, f'(2) =0. f’(x) >0 pre z € (1,2), f"(z) < 0 pre z € (0,1) a pre
x € (2,00), pre x — 00 mé asymptotu y = 2 — z.
Do obrazku zakreslite asymptoty a doty¢nice, resp. polodotycnice v

bodoch, kde je zndma derivacia.
Vysledok:

2. Nagctrnite graf funkcie f, pre ktora plati:
Dy = R, f v bode z = 1, ma nespojitost 2. druhu, pricom je tam
spojitéa zlava.
fB)=2,f(1) =-2,f(0) = f(=2) =0, f'(0) = —L.
liI{l fi(x) = —o0, f'(z) <0 pre z € (1,00).
T— 1"
x = —2 a x = 3 su inflexné body, pricom f'(-2) =1, f/(3) = 0.
Priamka y = —2 je jej asympota pre x — oo, priamka y = %(1 +x) je
asympota pre r — —o0.
Do obrazku zakreslite asymptoty a doty¢nice, resp. polodotycnice v
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bodoch, kde je znama derivacia.
Vysledok:

3. Nactrnite graf funkcie f, pre ktoru plati
Dy =R, f v bode z = 1, md nespojitost 2. druhu, pricom je tam
spojitéa zlava.
fB3)=-2f(1)=2,f(0) = f(-2) =0, f'(0) = 1.

linlf{ f(x) =00, f'(x) >0 pre z € (1,00).

x = —2 ax =3 st infl. body, pricom f'(-2) = -1, f'(3) = 0.

Primka y = 2 je jej asympota pre x — oo, priamka y = —%(1 + ) je
asympota pre x — —0o0.

Do obrazku zakreslite asymptoty a dotyc¢nice, resp. polodotycnice v

bodoch, kde je zndma derivacia.
Vysledok:

4. Nactrnite graf funkcie f, pre ktoru plati
Funkcia f je spojitd na R — {1}.
F(0) = f(-1) =0, lim f(z) = oo, lim_f(z) = -2
71(0) = —2, Tim_f/(x) = o0,
rz——1
f"(z) > 0 pre z € (—oo,—1),z € (0,1) a z € (1,00), f"(z) < 0 pre
z € (—1,0).
Priamka y = x je jej asympota pre x — oo.
Do obrazku zakreslite asymptoty a dotyc¢nice, resp. polodotycnice v
bodoch, kde je zndma derivacia.
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Vysledok:




