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1  Mnoziny a relace

1.1 Intuitivni pojem mnoZiny
Cviceni

1.1.1. Naleznéte spor v definici souhrnu N z piedchoziho odstavce provéfenim obou

moznosti N € N1 N ¢ N.

1.1.2. Vsimnéte si paralely Russelova paradoxu s principem elektromagnetického preru-
Sovace (tzv. “zvonku”) a zamyslete se nad tim, jakym zptusobem se pfiroda vyrovnava s

timto paradoxem.

1.1.3. Nyni pfedpokladejme, zZe vSechny uvazované objekty lezi v néjaké, jiz predem
dané mnoziné X. Misto souboru A definujme M = {S|S € X, S ¢ S}. Polozte si nyni
otazku, zda M € M ¢ M ¢ M. Ktera z obou moznosti je ta spravna a pro¢ v tomto
pripadé nedochazi ke sporu? Jaky je vztah M a X7

1.1.4. Pokuste se na zakladé cviceni 3 vyvodit pravidlo, které zajisti, aby v nasich
matematickych ivahach nemohla nastat situace podobna té, ktera je popsana Russelovym

paradoxem.

1.1.5. Nasledujici tloha je spise filozofickym zamyslenim, nez rigorézni tvahou. Ackoliv
je Russelliv paradox v matematice né¢im nezadoucim, pfesto se miize stat jakousi branou
do rozsahlé tise lezici “za” svétem dvouhodnotové logiky a uvazovani v kategoriich ano-ne.
Pokuste se aplikovat konstrukci ve cviceni 3 na universum X “vSeho existujicitho”. Zejména
si povSimnéte, co se stane s objektem M. Muzete vyslovit rizné logické obmény (tj. logicky

ekvivalentni, ale jinak zformulovana tvrzeni) vaseho zjisténi.
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1.2 Velikost a porovnavani mnozin
Cviceni

1.2.1. Dokazte, ze mnozina Z vsech celych ¢isel je spocetna.
1.2.2. Dokazte, ze mnozina Q vSech racionalnich ¢isel je spocetna.
1.2.3. Dokazte, Ze ¢islo V2 je iracionalni.

1.2.4. Dokazte, ze mnozina R vSech realnych cisel je nespocetna.

1.2.5. * Nechf X je mnozina, 2¥ mnoZina vSech podmnozin mnoziny X. Dokaite, ze
| X] < [2%].

1.2.6. Povsimnéte si rozdilu mezi celymi a racionalnimi ¢isly. Obé mnoziny jsou stejné
mohutné, avsak jejich prvky jsou jinak rozloZzeny na realné ¢iselné ose. Zatimco celd ¢isla
maji své nejblizsi vétsi a mensi sousedy, mezi libovolnymi dvéma racionalnimi ¢isly lezi

nekoneéné mnoho dalgich racionélnich ¢isel (dokazte).
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1.3 Operace s mnozinami
Cviceni

1.3.1. Pro A={1,2,3,4}, B={2,4,6}, C ={1,2,4,8} a X = {1,2,...,10} vyjadrete
AUB, ANB,ANB, BN A, A+ B, (AUB)NC, AU(BNC), AU B, AU B. Vyjadiete
mnozinu véech podmnozin pro mnoziny ANC a B. Pak vyjadiete 247 N 28 4 247C 25,

Kolik prvké ma mnozina 2X?
1.3.2. Rozhodnéte, zda nasledujici tvrzeni jsou pravdiva:
(i) {z} € {z}
(i) {} € {z}
(iii) {z} € {z,{z}}
(iv) {z} € {z,{z}}
1.3.3. Dokazte Vétu 1.3.1 ze skript!

1.3.4. Dokazte nebo vyvrafte protipfikladem nésledujici tvrzeni. Pro v8echny mnoziny

X,Y,Z C U plati (doplitky mnozin uvazujeme vi¢i mnoziné U):

i) XNY=XnNY

(i) XNY C X

(i) XNY =YX

(iv) ( XNY)U(Y N X)=X

(v) XN(YUZ)=(X\Y)UZ

(vi) X\NY =Y~ X
(vil) XN (Y NZ)=(XNY)N(XNZ)
(viii) XU N Z)=(XUY)N(XUZ)

(ix) XN(YNZ)=(X\Y)nZ
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x) (XUY)N(Y ~X)=Y

1.3.5. Dény jsou mnoziny A = {1,4,5,6}, B = {3,4,6,7}, C ={2,5,6}. Urcete AU B,
ANC,C~NB,AN(C~\B),AN(B~C), A+ B, Ax B, (Ax ().

1.3.6. Dany jsou mnoziny (intervaly) A = (1,3), B = (2,5). Uréete AUB, ANB, B\ A,
AN(ANB),BN(BNA),AN(BNA),B~(ANB),(ANB)N(B\A), A+ B.

1.3.7. Ve tfidé je 22 chlapct a vsichni se vénuji néjakému sportu: 19 fotbalu, 5 karate
a 10 hokeji. Pfitom vsichni karatisté jsou i fotbalisté a 3 hokejisté jsou i karatisté. Kolik

chlapcii hraje jenom hokej, jestlize 10 chlapct hraje jenom fotbal?
1.3.8. Necht P(A) = 2% je oznaceni pro poten¢ni mnozinu mnoziny A.
(i) Vyjmenujte prvky mnozin P({1}), P({1,2}), P({1,2,3}).

(ii) Necht A, B jsou konefné mnoziny, nechf A ma n prvkia a B méa m prvki. Kolik
prvki maji mnoziny P(A) x P(B) a P(A x B)?

(iii) Kolik prvkt mé mnozina P(P(P(0)))?
(iv) Uvedte ptiklad mnozin A, B, pro které plati A € B a zaroveni A C B.
1.3.9. Zjistéte, zda pro libovolné mnoziny A, B plati
(i) AN(AUB) = A,
(ii) AU(ANB) = A,
(ii) ANB=(AUB)NB,
(iv) AN(ANB)=AUB,
(v) AN(ANB)=B~(BNA)=ANB,
(vi) AN(BNA)=ANB,
(vii) (AN B)N (BN A)=0.
1.3.10. Zjistéte, zda pro libovolné mnoziny A, B, C, D plati
(i) (AUB)NC=(ANC)U(B\NCO)

(ii)) ( ANB)NC=AN(B~NC)=(ANC)N(B\C)
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(ili) AN (BUC)=(A~B)N(A~C)=(A~B)~C
(iv) AN (BNC)= (A~ B)U(A~C)
(v) (ANB)NC =(ANC)~ (BNC)=(ANC)~ B
(vi) AN(BNC)=(ANB)U(ANCQC)
(vil) AN(B+C)=(ANB)+(ANC)
(viii) Ax (BUC) =(Ax B)U(AxC)
(ix) (ANB)x C = (AxC)~ (B xC)
(x) Ax (B+C)=(Ax B)+(AxC)
(xi) (Ax B)~ (C'x D) =(A~C) x (B~ D)
(xii) (Ax B)U(C x D)= (AxC)U (B x D)
(xiii) P(ANB) = P(A)N P(B)
(xiv) P(AUB) = P(A)U P(B)

1.3.11. Urcete |J A; a [ Ay, jestlize

teT teT
(1) T = (O? OO): At = <_tat>a
(iii) T =R", A, =(1-131,2+3),

t?

(iv) T=1(0,2), A, =(1—1,2+32).

t?
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1.4 Binarni relace

Cviceni

1.4.1. Na mnoziné X = {1,2,3,4,5,6,7} je déna relace R = {(x,y)|z,y € X,3 d&li
x —y}. Zapiste relaci R vy¢tem prvka. Urcete jeji defini¢ni obor a obor hodnot. Naleznéte

relaci R71.
1.4.2. Zopakujte cvifeni 1 pro relaci R = {(z,y)|z,y € X,z déli y}.

1.4.3. Necht R; = {(1,2),(1,6),(2,4), (3,4), (3,6), (3,8)}, R2 = {(2,u), (4,5), (4,1), (6,t), (8, u)}.
Zapiste vyctem prvki relace Ry, Ry', Ryo Ry, (Ryo Ry)™Y, Ri' o Ry*.

1.4.4. Dokazte, Ze pro libovolné dvé binarni relace R, S plati (So R)™* = R71 o S7L.
1.4.5. Dokazte, ze pro libovolné ti binarni relace R, S, T plati (T'oS)o R =T o (SoR).

1.4.6. Necht f(z) =sinz, g(x) = lnz, h(x) = 2z. Stanovte Dom (go foh) aIm (go foh).
Urcete (g o f o h)(m/4).

1.4.7. Necht A = {1,2,3}, B = {a,b,c}, R= A x B, S = B x A. Zapiste relace R, S
vyc¢tem prvki. Sestrojte grafy relaci R, S. Urcete relace Ro R, SoS, Ro S, SoR.

1.4.8. Necht A = {njn € Nyn < 10}, B = {m|/m € Nm < 12}, R =
= {(m,n)|(m,n) € Ax Bm+1 = n}, S = {(mn)(mn) € Ax Bm?> = n}.
Zapiste relace R, S vyc¢tem prvki. Sestrojte grafy relaci R, S. Urcete relace Ro R, So S,
RoS, SoR.

1.4.9. Necht R = {(z,y)|(z,y) € R%y = 2z}, S = {(z,y)|(z,y) € R*2? = y},
T = {(x,y)| (z,y) € R* y = \/z}. Sestrojte kartézské grafy relaci R, S,T. Urcete relace
RoS, SoR,SoT, RoT, ToR,ToS. Sestrojte kartézské grafy relaci Ro S, S o R,
SoT, RoT, ToR,TolS.

1.4.10. Na mnozine M = {1,2,3} urdete vycétem prvkl relaci, kterd je reflexivni a

tranzitivni, ale neni symetricka.
1.4.11. Zjistéte, zda pro libovolné relace plati:

(1) RO(81USQ):R081UROSQ)
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(i) (RoS) =S 1oR™

(iii) (RN S)t=R1\ S5

(v) (R =R

(vi) Ro (Uier Si) =Uier R0 5

(418) (Uier B) ™ = Uyey B
(viii) Ro(S1NS2) CRoSINRo S,y

(ix) (S1NS)oRCS;oRNS;0R

(x) RoS1~RoS; C Ro(S1~\S5s)

1.4.12. Urcete defini¢ni obor a obor hodnot relace:

R ={(a,1),(a,3),(b,4), (b, %), (¢, ), (¢, 1), (¢, 2)}-

Zjistéte, zda se jednéa o zobrazeni.
1.4.13. Nacrtnéte grafy relaci:

(i) R=A{(z.y)|(z,y) eR* 1 <z +y <5}

(i) §={(z,y)l(x,y) € R* 4 <2? +y* < 16}
(i) 7= {(z,y)| (v,y) € R? |z +y| < 3}

1.4.14. Urcete vyctem prvki relaci:
R={(z,y)| (x,y) € 2 |z — 2| + |y + 1| = 5}

1.4.15. * Urcete defini¢ni obor a obor hodnot relace:

(i) R={(x,y)|(z,y) € R? 2% — 2z + y* + 2y = 20}
(i) S={(z,y)|(z,y) € Z* vy + 3z + y* + 6y + 9 =5}
(iii) T = {(x,9)| (z,y) € Z*>, 2+ 1>y > 2* + 2z — 1}

1.4.16. Rozhodnéte, které z nasledujicich relaci jsou zobrazeni, svoje tvrzeni zdivodnéte.

R ={(a,1),(a,3),(b,4), (b,%), (¢, ), (¢, 1), (¢,2)}, 5 = {(a, 1), (3,3), (b, 4), (2,%), (¢, [), (4, 1), (d, 2)}
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1.4.17. Rozhodnéte, které z nasledujicich relaci jsou zobrazeni:
(i) BR={(z.y)l(z,y) € R |2| + |y| = 1}
(i) S={(z.9)|(z,y) e R% z +[y| =1}
(iif) R ={(z.9)l(z,y) € Z° |x| +y = 1}
1.4.18. Nechf f je zobrazeni dané piedpisem y = z? — 1. Urcete f({—1,2)), f((—
—1,1)), f(R), f7H((=1,1)), f71(0,2))
1.4.19. Necht f je zobrazeni A do B a Ay, Ay C A, By, By C B. Zjistéte, zda plati
(i) f(A1UAz) = f(A1) U f(A2)

(ii) fTHBLUBs) = fH(B1) U fH(Bs)
(i) f7H(B1NB,) = _1(31) N _l(B )
(iv) fHBLN Bo) = [7H(B1) \ f7H(B2)
(v) f(AlﬂA2)Cf(A1)mf( )

(vi) f(A1) N f(A2) C (AL — As)

(vii) A1 C f7H(f(A1)

1.4.20. Urcete vSechny bijekce mnoziny A = {1, 2,3} na mnozinu {a, b, c}.

1.4.21. * Nechf f: A — B,g: B — C jsou zobrazeni. Dokazte, Ze:
(i) jestlize g o f je injekce, tak i f je injekce,
(ii) jestlize g o f je surjekce na C, tak i g je surjekce na C,
(iii) jestlize g, f jsou injekce, tak i g o f je injekce,
(iv) jestlize g, f jsou surjekce (na B, resp. na C), tak i go f je surjekce (na B, resp. na C).
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1.5 Topologie a spojitost zobrazeni
Cviceni
1.5.1. V prikladech 1.5.1 az 1.5.7 ve skriptech provérte axiomy topologie, uvedené v

definici 1.5.1.

1.5.2. V prikladech 1.5.8 az 1.5.15 ve skriptech provétte axiémy béze topologie, uvedené

ve veté 1.5.1.
1.5.3. Dokazte, ze Eukleidova metrika na R? indukuje Eukleidovu topologii.

1.5.4. Najdéte vSechna spojitd zobrazeni a vSechny homeomorfismy mezi dvéma

Serpinského topologickymi prostory.

1.5.5. Najdéte vsechny topologie na dvouprvkové a t¥iprvkové mnoziné. Urcete, které z

nich jsou navzajem homeomorfni.

1.5.6. Dokazte, Ze redlna funkce f : R — R dand predpisem f(z) = 2z je spojité.

(Y,o)

Obr. 1.5.8 Spojitost zobrazeni v bodé

1.5.7.* Budte (X, 7), (Y, 0) topologické prostory. Zobrazeni f : X — Y se nazyva spojité
v bodé x € X, jestlize ke kazdému okoli V' € o bodu f(z) existuje okoli U € 7 bodu z
takové, ze f(U) C V (viz. Obr. 1.5.8). Dokazte, ze zobrazeni f je spojité, pravé kdyz je

spojité v kazdém bodé prostoru X.
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Obr. 1.5.9 Stereograficka projekce

1.5.8.* Dokazte tvrzeni prikladu 1.5.21 ve skriptech. Navod: Pozadovany homeomorfismus
naleznete, kdyz sestrojite sféru, dotykajici se roviny. Protéjsim bodem na sfére k bodu
dotyku vedte polopiimku, ktera je riznob&zné s rovinou. Polopfimka protne sféru i rovinu
v sobé si odpovidajicich bodech (viz. Obr. 1.5.9). Zbyva provéfit, ze vznikajici zobrazeni

(tzv. stereografickd projekce) je homeomorfismus.

1.5.9. Provétte, Ze topologicky prostor z piikladu 1.5.6 ve skriptech je kompaktni.
1.5.10. Dokazte, ze nekonec¢ny diskrétni prostor neni kompaktni.

1.5.11. Dokazte, ze mnozina R s Eukleidovou topologii neni kompaktni.

1.5.12. Dokazte, ze uzavieny interval a redlna pfimka nejsou homeomorfni.
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1.6 Relace na mnoziné

Cviceni

1.6.1. Na mnoziné X = {1,2,3,4,5} jsou dany relace
P ={(1,1),(2,2),(3,3),(44),(5,5),(1,3),(3,1)},

Q ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,3),(3,1), (3,4), (4,3)},
R={(1,1),(2,2),(3,3), (4, 4)},

S =A{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,5),(5,1),(3,5), (5,3), (1,3), (3, )},
T = X2

Urcete, které z nich jsou relacemi ekvivalence na X a v kladnych pripadech sestrojte

prislusné rozklady mnoziny X.

1.6.2. K rozkladiim mnoziny X = {1,2, 3,4} najdéte odpovidajici ekvivalence na X:
P ={{1,2},{3,4}},
Q= {{1},{2},{3,4}},
R ={{1,2,3},{4}},
S ={{1}, {2}, {3}, {4}},
7 =1{{1,2,3,4}}.

1.6.3. Najdéte vsechny ekvivalence na mnoziné o 2, 3 a 4 prvcich.

1.6.4. Necht X = {(a,b)|a,b € Z,b # 0}. Definujeme (a,b)R(c,d) pravé kdyz ad =
= bc. Dokazte, ze R je ekvivalence na mnoziné X. Jakou zndmou mnozinu tvori tiidy

ekvivalence?

1.6.5.* Naleznéte obecné vztahy pro nejmensi reflexivni relaci p(Q), nejmensi symetrickou
relaci 0(Q)), nejmensi tranzitivni relaci 7(Q) a nejmensi ekvivalenci €(Q)) obsahujici danou
relaci ). Tyto vztahy dokazte. Relacim p(Q), o(Q), 7(Q) se ¥k po tadé reflexivni,

symetricky a tranzitivni uzdver relace Q).

1.6.6. Reste tlohu 5 pro konkrétni relaci Q = {(1,2),(2,1),(3,1),(4,5),(5,5)} na X =
={1,2,3,4,5}.
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1.6.7. Necht E;, E5 jsou ekvivalence na X. Dokazte, ze E1 N Ey je ekvivalence na X.

1.6.8. Nechf R je reflexivni a tranzitivni relace na X . Dokaite, e RN R™! je ekvivalence
na X.

1.6.9. Dokazte nebo vyvratte protiptikladem pro libovolné dveé relace R;, R, na mnoziné
X:

p(R1 U Ry) = p(Ry) U p(Ry),
o(R1 N Ry) = o(Ry) No(Ry),
7(R1 U Ry) = 7(Ry) UT(Ry),
7(R1 N Ry) = 7(Ry) N 7(Ry),
o(7(R1)) = 7(0(11)),
o(p(l1)) = p(o(R1)),
p(1(R1)) = 7(p(R1))-

1.6.10. Na mnoziné X = {1,2,3,4,5,6} jsou dany relace
P={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,2),(2,4),(2,5),(2,6), (3,3), (3,5), (3,6), (4,4),

(4,5),(5,5),(6,5), (6,6)},

Q= {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4), (1,5), (1,6),(2,2),(2,5), (3,3), (3,5), (3,6), (4,4), (4,5), (5, 5),
(6,5),(6,6)},
R={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5), (1,6),(2,2), (2,4), (2,6), (3,3), (3,5), (3,6), (4,4), (4,5)
(5,5),(6,5), (6,6)},

S ={(1,1),(1,2),(1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,2), (2,4), (2,5), (3,3), (3,5), (3,6), (4,4), (4, 5)
(5,5),(6,5), (6,6)},

T:{<171)7(172)7(173>7(174)7(1757 176)7(272)7( ) ) 76 7( ) )7( ) )7( ) )7( ) ) ? )}7
U ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4), (1,5). (1,6),(2,2), (2,4), (2.5), (2,6), (3,3), (3,4), (3,5), (3,
(4,4),(4,5),(5,5), (6,5), (6,6)},

Rozhodnéte, které z nich jsou usporadani na X. V kladném ptipadé nakreslete Hassetv
diagram.

Ktera z téchto usporadani jsou svazova?

1.6.11. * Bud (X, 7) topologicky prostor. Pro libovolné z,y € X klademe z < y, pravé
kdyz kazdé oteviené okoli bodu x obsahuje bod y. Dokazte, Ze relace < je kvaziusporadani.
Toto kvaziusporadani se nazyva specializace prostoru (X, 7). Zformulujte ekvivalentni
podminku, kterou musi spliiovat prostor (X, 7), aby jeho specializace byla usporddanim.

Tato podminka se nazyva Ty-axiom a prostor, ktery ji spliiuje, se nazyva Ty-prostor.
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1.6.12. Necht X = {1,2,3,4,5} a 7 bud topologie na X indukovand z Khalimského
ptimky. Ovéite, zda je prostor (X, 7) To-prostorem. Pokud ano, nakreslete Hassetiv dia-

gram jeho specializace.

1.6.13. Uvazujte mnozinu &, vsech ekvivalenci na mnoziné o n = 3 prvcich s uspo-
raddnim inkluzi. Nakreslete jeji Hassetiv diagram a rozhodnéte, zda je (&3, C) svazové

usporadana.
1.6.14. * Opakujte pfedchozi cvic¢eni pro n = 4.

1.6.15. Uvazujte mnozinu 7, vSech topologii na mnoziné o n = 2 prvcich s usporadanim

inkluzi. Nakreslete jeji Hasseiv diagram a rozhodnéte, zda je (72, C) svazové usporadana.
1.6.16. * Opakujte pfedchozi cvic¢eni pro n = 3.
1.6.17. Na mnoziné M = {a, b, c,d} jsou dany relace
R = {(a,a), (a,), (b,a), (b,d), (c,0), (¢, ), (d, @), (d, )},
S ={(a,b),(a,c), (a,d), (b, d), (c,a),(c,c), (¢, d), (d, a), (d, c), (d, d)}.
Urcete reflexivni, symetricky, tranzitivni uzaveér relaci R, S.

1.6.18. Urcete vyctem prvki vSechny rozklady mnoziny M, jestlize:
(i) M ={1,2}
(i) M ={1,2,3}
(i) M ={1,2,3,4}
1.6.19. Je dana relace R = {(1,1),(2,2),(3,3),(1,3),(3,1),(3,2),(2,3)} na mnoziné

A ={1,2,3}. Zjistéte, zda R je ekvivalence na A, v ptipadé kladné odpovédi najdéte jeji
rozklad.

1.6.20. Zjistéte, které z nasledujicich relaci jsou ekvivalence na mnoziné R.

(1) Ry ={(z,y)l(z,y) eR* 2 =1}

(i) B2 ={(z,y)l(z,y) € R* |z —y[ <1}
(i) Ry ={(z,y)| (z,y) € R |2 = |y|}
(iv) Ry = {(z,y)|(z,y) € R 2® = ¢’}

1.6.21. Na mnozin€ N definujeme relace:
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i) mRin <= dekadicky zapis ¢isla m kondéi stejnou cifrou jako dekadicky zapis ¢isla
(i) y ] j y
n.
iil) mRon <= dekadicky zapis ¢isla m ma stejny pocet platnych cifer jako dekadicksy
y JIy Yy J Yy
zapis cisla n.
(iii) mRsn <= ¢islo m ma stejny ciferny soucet jako ¢islo n.

Dokazte, ze Ry, Ry, R3 jsou relace ekvivalence a najdéte t¥idy rozkladt danych ekvivalen-
cemi Rl, RQ, R3.

1.6.22. Necht v dané roviné « je déna pfimka p. Na mnoziné o definujeme relaci ~
nasledovné:

A~B <= A=BV(A#BANAB|p).

Dokazte, ze ~ je relace ekvivalence a najdéte tiidy rozkladu daného touto ekvivalenci.

1.6.23. Na mnoziné zlomkd {™|m € Z,n € N} je dana relace nasledovné:

/
DT = m.n' =m'.n.

(i) Dokazte, ze ~ je relace ekvivalence.

(ii) Kdy dva zlomky patii do stejné tf¥idy rozkladu daného relaci ~?
1.6.24. Na mnoziné N x N je dana relace ~ nésledovné:
(a,b) ~ (¢,d) <= a+d=b+c.

(i) Dokazte, ze ~ je na N x N relace ekvivalence.

(ii) Kdy dvé usporadané dvojice patii do stejné tiidy rozkladu daného relaci ~ ?
1.6.25. Na mnoziné Z je dana relace = nasledovné:

a=b < 6[(a—0).
Je = relace ekvivalence na Z7? Dokazte.

1.6.26. Necht A ={-5,—-4,--- 4,5}, B=1{1,2,3,4,5} a necht zobrazeni f : A — B je

dané predpisem f(z) = |z|. Relaci ~ definujeme podminkou:
a~b <= f(a)= f(b).
Urcete faktorovou mnozinu A/ ~ .

1.6.27. Najdéte aspon tri rtizné rozklady mnoziny Z.
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1.6.28. Na mnoziné vSech trojahelniki lezicich v dané roviné « definujeme relace:
(i) TRyT" <= T,T’ maji spole¢ny vrchol,
(iii) TR3T' <= T,T'" maji shodnou asponl jednu stranu.

Zjistéte a zduvodnéte, které z relaci Ry, Ry, R3 jsou ekvivalence.
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2  Struktury s operacemi na mno-

Ziné

2.1 Kategorie
Cviceni

2.1.1. V prikladé 2.1.1 ze skript jsme uvedli, Ze tiida vSech mnozin spolu se zobrazenimi
tvori kategorii. Jmenujte jesté alesporn dveé dalsi kategorie. Co tvori v téchto kategoriich

tfidu objektt a co jsou v nich morfismy?

2.2 Algebry
Cviceni

2.2.1. Najdéte v8echny algebry s jednou operaci na mnoziné {0, 1}.
2.2.2. Necht A = {1,2} a X = 24. Najdéte vSechny podalgebry algebry (X,U,N).

2.2.3. * Bud X = N U{0} a necht aob = b+ 1 pro vSechna a,b € X. Urcete vSechny
neprazdné podalgebry algebry (X, ¢). Jaky je jejich spolecny prinik?

2.2.4. Dokazte, ze prunik libovolného souboru podalgeber algebry A je bud préazdny,
nebo opét podalgebra algebry A.
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2.3 Faktorové algebry
Cviceni

2.3.1. Necht A = {a,b} aava =0b,aob=0boa =bob= a. Najdéte vSechny kongruence

na A. K nim sestrojte prislusné faktorové algebry.

2.3.2. Necht A =Z, R = {(z,y)|z,y € Z, 5|z — y}. Dokazte, ze R je kongruenci na
(A, +,°). (Navod: kdyz z1 Ry1 AwoRy2, pak 1 = Bp1 +71, T2 = pa+72,y1 = 5q1 +71,Y2 =
= 5(]2 + 7“2.)

2.3.3. Sestrojte faktorovou algebru A/R z ptedchozi tlohy.

2.3.4. Polozme X = {0,1,2,3,4,5} a Y = {0,1,2}. Déle klademe z1 & x5 = (21 + z3)
mod 6, 71 ® x2 = (21 -x2) mod 6, y; Bys = (y1+y2) mod 3ay; Dys = (y1-y2) mod 3
pro vSechna 1,72 € X a y1,y2 € Y. Dokazte, ze f : X — Y, kde f(z) = x mod 3 je
morfismus algeber (X, ®,®) a (Y, H, ).

2.3.5. V predchozim piikladé naleznéte Ker f a sestrojte faktorovou algebru X/Ker f.

Faktorizujte zobrazeni f pres faktorovou algebru.

2.3.6. Opakujte cviceni 4 a5proY = {0,1}, y1Bys = (y1+y2) mod 2, y1 Hys = (y1-y2)
mod 2 a f(z) =2 mod 2.
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2.4 Algebry s jednou a dvéma binarnimi operacemi
Cviceni
2.4.1. Dokazte, ze (A,0), kde A={0,1,...,n—1} aaob= (a+b) mod n pro vSechna

a,b € A je komutativni grupa. Zapiste jeji tabulku pron =1,2,3,4,5,6.

2.4.2. Dokazte, 7e (A,e), kde A={0,1,....,n—1} aaeb=(a-b) mod n pro vSechna
a,b € A je komutativni monoid. Zapiste jeho tabulku pro n = 1,2, 3,4, 5, 6.

2.4.3.* Necht (A, e) je algebra z predchozi tlohy. Dokazte, zZe jeji podmnozina A \ {0} s

operaci e je komutativni grupa, pravé kdyz n je prvocislo.

2.4.4. Necht M = {1,2,3} a S5 = {(1,2,3),(3,1,2),(2,3,1),(3,2,1),(1,3,2), (2, 1,3)}
mnozina véech permutaci mnoziny M (tj. bijekci M — M). Zapiste tabulku algebry
(S3,0). Dokazte, ze (S3,0) je nekomutativni grupa. Ukazte také, ze kazdou permutaci
mnoziny M lze reprezentovat jako symetrii (tj. zobrazeni na sebe, zachovavajici geomet-

ricky tvar) rovnostranného trojtihelnika (viz Obr. 2.4.1).
3 2 1
1 2 3 1 2 3
3 2 1
2 1 1 3 3 2
Obr. 2.4.1. Symetrie rovnostranného trojuhelnika

2.4.5. Najdéte v8echny podgrupy grupy (Z4, ®). Které z nich jsou normalni?
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2.4.6. Najdéte vSechny podgrupy grupy (Zg, ®). Které z nich jsou normalni?

2.4.7. Je déna algebra (K4,©), kde K, = {a,b,c,d} a operace ¢ je ddna tabulkou:

ol al| b| c| d
al|l a| b| c| d
b b | al| d]| c

c| d| al| b
d| d| c¢c| b| a

Dokazte, ze (Ky,<) je grupa (tzv. Kleinova grupa). Ukazte, Ze jeji prvky lze reprezentovat

jako symetrie obdélnika (s nestejnymi stranami, viz. Obr. 2.4.2).
D C B A
a e
A B C D
C D A B
B
B A D C

Obr. 2.4.2. Symetrie obdélnika

2.4.8. Najdéte vSsechny podgrupy Kleinovy grupy (K4, ). Které z nich jsou normalni?
2.4.9. Najdéte vSechny normélni podgrupy grupy (Ss, o).
2.4.10. K normalnim podgrupam v prikladech 5 az 9 sestrojte prislusné faktorové grupy.

2.4.11. Rozhodnéte a dokazte, zda existuje epimorfismus algeber:
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(v) (Zg,®) na (Zs,®)
(vi) (Zs,®) na (K4,0)
(vii) (Ky,0) na (Zg, @)
(viil) (K4,0) na (Zs, @)
(ix) (K4,0) na (Zy, ®)
(x) (S3,0) na (Zg, ®)
(xi) (S3,0) na (Zs3, ®)
(xii) (S3,0) na (Zy4,®)
(xiii) (Ss,0) na (Zg, @)
(xiv) (S3,0) na (Ky,0)

2.4.12. Ve kterych z nasledujicich pfipadi je skladani funkci operaci na F'7
(i) F je mnoZina vSech konstantnich funkci
(ii) F je mnoZina vSech linearnich funkei

(iii) F' je mnozina vSech kvadratickych funkci

2.4.13. Na mnoziné A = {0,1} definujte (tabulkou) vSechny unarni a binarni operace,

urcete jejich vlastnosti.

2.4.14. Na mnoziné A = {a, b, ¢} definujte (tabulkou) operaci, ktera je
(i) komutativni a asociativni

(ii) komutativni, ale neni asociativni

(iii) asociativni, ale neni komutativni

)

(iv) neni komutativni, ani asociativni

2.4.15. Na mnoziné Z jsou definovany operace
(i) aob=a+b+1,
(ii) axb=2a+b,
(iii) aAb = a® + b,
Urcete jejich vlastnosti.
2.4.16. Na mnoziné A = {1,2,3,4,5,6} je ddna operace x nasledovné: a x b je pocet

prvocinitelt v iplném rozkladu éisla 10a + b (napr. 1 x2 = 3, nebot 12 = 2.2.3). Napiste

operacni tabulku pro operaci x a urcete jeji vlastnosti.
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Na mnoziné A = {a,b,c} definujte operaci * tak, aby (A,x) byl grupoid s jedingm pod-
grupoidem.

2.4.17. Na mnoziné A = {a, b, c,d} definujte operaci  tak, aby grupoid (A, x) mél
(i) pravé dva podgrupoidy,

(ii) pravé tii podgrupoidy,

(iii) praveé pét podgrupoidi,

2.4.18. Na mnoziné A = {a, b, c,d} definujte operaci x tak, aby (A, *)
(i) byl grupoid, ale nebyl asociativni

(ii) byl asociativni grupoid bez neutralniho prvku

(iii) byl asociativni grupoid s neutralnim prvkem

)

(iv) byla grupa

2.4.19.* Necht p # 0, g # 0, r jsou pevné zvolen reélna ¢isla. Na mnoziné R je definovana

relace o nasledovné:
aob=pa+qgb+r.
Jaka musi byt ¢isla p, g, r, aby
(i) operace o byla asociativni
(ii) operace o byla komutativni
(iii) operace o méla neutralni prvek
)

(iv) ke kazdému prvku z R existoval inverzni prvek

2.4.20. Necht M je mnozina vSech symetrii
(i) rovnostranného trojuhelnika ABC'

(i) ¢tverce ABCD

(iii) obdélnika ABCD

(iv) kosoctverce ABC'D

Sestrojte opera¢ni tabulku pro operaci skladani zobrazeni na M a ukaZte, ze (M, o) je

grupa.

2.4.21. Necht ay,a9,---,a, jsou prvky grupy. Zapiste inverzni prvek k prvku
a1.Qs.- -+ .a,. a matematickou indukci vzhledem k n dokazte, Zze dany prvek méa po-

zadovanou vlastnost.
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2.4.22. * Dokazte, ze pokud v grupé (G, .) plati a.b = a, tak b = e.

2.4.23. * Dokazte, ze v kone¢né grupé se sudym poctem prvki existuje prvek a, pro ktery

plati: a # e, a.a = e.

2.4.24. * Dokaite, ze pokud je z o x = e pro kazdy prvek = grupy (G, o), tak (G,o) je

komutativni grupa.
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2.5 Svazy

Cviceni

2.5.1. Bud X mnozina, na niz je definovano svazové usporadani <. Klademe pro z,y € X
zVy =sup{z,y}, x Ay = inf{z,y}. Provéite, Ze (X,V,A) je algebraicky definovany

svaz.

2.5.2.  Méjme (X,V,A) algebraicky definovany svaz. Klademe pro z,y € X
r <y <= xVy =y. Provéite, ze (X, <) je svazové usporadand mnozina. Dokazte, ze

relace v < y <= = A y = x definuje na X stejné usporadani.

2.5.3. V prikladé 10 ze cviceni 1.6 svazova usporadani vyjadiete jako algebraicky defi-

nované svazy. Vyjadrete operace spojeni a pruseku.

2.5.4. V prikladech 13 az 16 ze cviceni 1.6 svazova usporadani vyjadiete jako algebraicky

definované svazy. Vyjadrete operace spojeni a priiseku.
2.5.5. Sestrojte svaz vSech podgrup grupy (Z,,®) pro n=1,2,3,4,5,6.
2.5.6. Sestrojte svaz vSech podgrup grupy (Kj,<) z piikladu 7 ve cviceni 2.4.

2.5.7. Sestrojte svazy vSech podgrup a normdlnich podgrup grupy (Ss,0) z piikladu 4

ve cviceni 2.4.
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2.6 Podsvazy a izomorfismy svazu
Cviceni

2.6.1. Najdéte vSsechny neizomorfni svazy o n prvcich pron =1,2,3,4,5.

2.6.2. Najdéte vSechny podsvazy svazu M5 s Hasseovym diagramem

N,
N

e

[

a

Které z nich jsou neizomorfni?

2.6.3. Najdéte vsechny podsvazy svazu N; s Hasseovym diagramem
’ \
b\ / )

2.6.4. Najdéte vSechny neizomorfni podsvazy svazu z prikladu 2.6.2 ve skriptech.

Které z nich jsou neizomorfni?
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2.7 Klasifikace svazu

Cviceni

2.7.1. Najdéte vsechny modularni svazy o 5 prvcich.

2.7.2. Najdéte vSechny distributivni svazy o 5 prvcich.

2.7.3. * Najdéte vsechny nemodularni svazy o 6 prvcich.

2.7.4. Zjistéte typy svazu z priklada 10, 13,14,15,16 ve cviceni 1.6.
2.7.5. Zjistéte typy svazu z prikladt 5,6,7 ve cviceni 2.5.

2.7.6. Urcete typy svazu z prikladu 4 ve cviceni 2.6.
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2.8 Booleovské svazy a algebry
Cviceni

2.8.1. Bud (X,®,®,,0,1) Booleova algebra. Dokazte, Ze pro libovolné = € X plati
r®1=1,200=0.

2.8.2. Bud (X,®,®,,0,1) Booleova algebra. Dokazte, Ze pro libovolné = € X plati

(') = x.
2.8.3. Bud (X,®,®,,0,1) Booleova algebra. Dokazte, ze 0' =1, 1’ = 0.

2.8.4. Bud (X,®,®,,0,1) Booleova algebra. Dokazte, ze pro libovolné x,y € X plati
(roy) =20y, oy =1y,

2.8.5. V Booleové algebie (X, ®,®,,0,1) zjednoduste vyrazy:
(i) @ oY)

(i) (adb)®(cda)d(bdc)

(i) zoy) @ (z20z)® (@ OY)

2.8.6. * Dokazte tzv. Poretzkyho zdkon: Necht (X, ®,®,",0,1) je Booleova algebra. Bud
z,t € X. Pak x =0, pravé kdyz t = (z © ') & (2/ O t).

2.8.7. V Booleové algebie (X, ®,®,",0,1) dokazte:
(i) y<a' prave kdyz z ©y =0
(i) y > o' pravé kdyz z dy =1

2.8.8. V Booleové algebte (X, ®,®, ,0,1) naleznéte komplementy nésledujicich vyrazi:
(i) 2@y

i) @y @)oo (zdyd )

(i) (zOy) @ (z0z)® (' OY)

(iv) (@ 8y) o @@ay)
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2.8.9. * V Booleové algebte (X, ®,®,,0,1) dokazte:
(roy)o@az) =0y &@or)

2.8.10. Necht X = {1,2,5,7,10,14,35,70}. PoloZzme x®y = nsn (x,y), 2Oy = nsd (z,y),
= 71—0 pro véechna z,y € X. Dokazte, ze (X, ®,®,’, 1,70) je Booleova algebra. Nakreslete

jeji Hasseuv diagram.

2.8.11. Dokazte, ze mnozina vsech délitelt ¢isla 210 s vhodnymi operacemi tvori Boole-

ovu algebru. Popiste tyto operace a nakreslete jeji Hassetiv diagram.

2.8.12. Bud X mnoZina n-bitovych fetézct. Definujeme (x @ y); = sup{wz;, v},
(x ©y); = inf{z;,y;}, (¢'); = (x; +1) mod 2 pro x,y € X a i = 1,2,...n. Dokazte, Ze
(X,®,®,,0,1) je Booleova algebra.

2.8.13. Pron =7, a = 1101010 a b = 1011011 v predchozim ptikladé spocitejte a & b,
a®bad.

2.8.14. Najdéte vsechny Booleovy podalgebry Booleovy algebry z prikladu 10.

2.8.15. Urcete, kolik Booleovych podalgeber ma Booleova algebra z prikladu 11.



30

STRUKTURY S OPERACEMI NA MNOZINE




31

3 Vyrokovy a predikatovy pocet

3.1 Zakladni pojmy
Cviceni

3.1.1. Je dana formule predikatového poc¢tu druhého radu
(VP{[P(a) A (Vo)[[=(2z = a) A P(f(2))] = P(x)]] = (Vo) P(x)}.
Vypiste vSechny jeji atomické podformule a podformule.
3.1.2. Uvazujme formuli
Vzdudv[(z =uV 2z =v) Au # v]| AVaVyVP[z # y V (P(z,z) V = P(y,y))].

Dokazte, ze tato formule nabyva hodnoty nepravda v kazdé interpretaci Z s jednoprvkovym

oborem M.

3.1.3. * Dokazte, ze formule z predchoziho ptikladu nabyva hodnoty pravda v kazdé

interpretaci Z s dvouprvkovym oborem M.
3.1.4. Ukazte, ze formule
VaVyVPx #y V (P(x,z) V = P(y,y)]
je logicky pravdiva.
3.1.5. Dokazte, ze formule
AP3a3y[(P(z,z) A =P(z,y)) Nz =y]

je nesplnitelna.
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3.1.6. Dokazte logickou pravdivost formuli vyrokového poctu:
Di: ((p=p)=0p)=p,

Dy: [(pAg)=1)AN(p=q]= (p=T1).

3.1.7. Rozhodnéte o logické pravdivosti, resp. splnitelnosti formuli predikatového poctu
prvniho radu:
Ay Vpi(z) = Japi(x),

Ay o Japi(z) = Yapi(z),
Az Veq(z) = q(a),
Ass qa) = Vaq (o),
As i FyVapa(z,y) = YaIypa(z,y),
Ag: Vadypa(z,y) = FyVaps(z,y),
Az Va(pi(z) = pi(x)) = Bapi(z) = Yap (o)),
Ag s [Fepi(x) = Voq ()] = Ve(pi(r) = @),
3.1.8. Dokazte logickou ekvivalenci formuli:
A VaaP{3ylx #y A P(y)]| A IzVulz # 2 A (2 #uV —P(u))]}
B :VaxJyIzlz FyNa# 2Ny # zl.

3.1.9. Najdéte prenexni disjunktivni normalni formu formule D z ptikladu 3.1.14 ve

skriptech.
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3.2 Prirozena dedukce

Cviceni

3.2.1. Odvodte formuli (p A —p) < false.

3.2.2. Dokazte vétu 3.2.2 ze skript odvozenim uvedenych pomocnych odvozovacich pra-

videl.

3.2.3. Odvodte formuli [(p A ¢ = r) A(p = q)] = (p = r). Navod: odvodte
(pANqg=r1),(p= q),p = r apak pouzijte pravidla zavedeni = a zobecnéného pravidla

zavedeni =.

3.2.4. Odvodte formuli VzA(z) = JzA(z).

3.2.5. Odvodte formuli JzVyA(z,y) = YyIzA(x,y).

3.2.6. Odvodte formuli (VxA(x) VVzB(x)) = Ve(A(z) V B(x)).

3.2.7. Odvodte formuli Vz(A = B(x)) < (A = VaB(x)), kde x neni volna v A.
3.2.8. Odvodte formuli -3rA(x) < Va-A(z).

3.2.9. Odvodte formuli Jz(A(x) A B(x)) = (FzA(z) A JzB(x)).

3.2.10. Odvodte formuli Vz(A(z) < B(z)) = (VzA(z) & VaB(x)).

3.2.11. Odvodte formuli A(t) < V(z =t = A(x)), kde term ¢ je volny vzhledem k

proménné z ve formuli A(z) a proménnd x neni volna ve formuli A(t).

3.2.12. Odvodte formuli A(t) & Jx(z = t A A(z)), kde term ¢ je volny vzhledem k

proménné z ve formuli A(z).

3.2.13. Dokazte odvozovaci pravidlo:

F9t1:t2
F3t2:t1
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3.2.14. Dokazte odvozovaci pravidlo:

FétlztgaFEtQZtg
L=t =t3

3.2.15. Dokazte odvozovaci pravidlo:

I'=>t =1,
T 3 T(tl) = T(tz)
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4  Grafy

4.1 Zakladni pojmy
Cviceni

4.1.1. Graf G = (V, H) bez smy¢ek a nasobnych hran se nazyva upiny, jestlize jsou
kazdé jeho dva vrcholy spojeny hranou. Urcete, kolik hran ma koneény uplny graf o |V/|
vrcholech.

4.1.2. Necht G, = (V, Hy) a Gy = (V, Hy). Rikdme, Ze G, a G5 jsou vzajemné komple-
mentdrni, jestlize Hy N Hy = @ a G = (V, H; U Hy) je tplny graf. Dokazte, ze je-li G4
nesouvisly, je Gy souvisly.

4.1.3. Bud G uplny graf o n vrcholech. Urcete pocet cest délky 2, které zac¢inaji v pevné
zvoleném vrcholu a a koné¢i v jiném pevné zvoleném vrcholu b. Kolik existuje takovych

cest délky 37 Zobecnéte tento vysledek pro libovolné k, kde 1 < k < n.

4.2 Problém nalezeni minimalni cesty v ohodnoce-

ném grafu
Cviceni

4.2.1. Necht G = (V, H) je souvisly graf, jehoz vSechny hrany jsou ohodnoceny ¢islem 1.

Ozna¢me d(z,y) délku nejkratsi cesty mezi dvéma vrcholy x,y € V. Dokazte, ze d : V' X
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x V' — R je metrika na V.

4.2.2. V daném grafu najdéte nejkratsi cestu z a do z:

b 3 c7d e

4 2 ! 1
) l
2
. 3
J
10
1
7N M 3
7

f = 9——nh i

4.2.3. V daném grafu najdéte nejkratsi cestu z a do z:

<ﬁ/ C><ﬁ>

4.2.4. V daném grafu najdéte nejkratsi cestu z a do z:

/\
/\ /N
~\
/

N,
i
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4.3 Dalsi grafové pojmy
Cviceni

4.3.1. Dokazte, ze v neorientovaném grafu G = (V, H) plati ), st (v) = 2|H].
4.3.2. Najdéte vSechny podgrafy grafu z prikladu 4.3.1 ve skriptech.
4.3.3. Najdéte vSechny faktory grafu z prikladu 4.3.1 ve skriptech.

4.3.4. Najdéte vSechny indukované podgrafy grafu z piikladu 4.3.1 ve skriptech.

PAYAN
AV

4.3.5. Dokazte, ze graf

je izomorfni s K3 3.

4.3.6. Jsou dany grafy:

/ \

:/. .\./.
N,

e e
| NS SN S

Zjistéte, které z nich jsou navzajem izomorfni. Rozdélte je do skupin tak, ze v kazdé

skupiné budou grafy navzajem izomorfni. Kolik bude skupin?

4.3.7. Uvazujte graf z prikladu 2 ve cviceni 4.2. Rozhodnéte a dokazte, zda je ¢i neni

rovinny.
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4.3.8. Uvazujte graf z prikladu 3 ve cviceni 4.2. Rozhodnéte a dokazte, zda je ¢i neni

rovinny.

4.3.9. Uvazujte graf z prikladu 4 ve cviceni 4.2. Rozhodnéte a dokazte, zda je ¢i neni

rovinny.

4.3.10. V grafu G (tzv. eneagram)

AN
N

najdéte podgraf homeomorfni s K3 3. Je grat G rovinny?
4.3.11. * V grafu G z predchoziho prikladu naleznéte podgraf homeomorfni s K.

4.3.12. Dokazte, ze neexistuje neorientovany graf bez smycek a nasobnych hran o 5

vrcholech, jehoz vrcholy maji navzajem rtizné stupné.
4.3.13. * Reste predchozi tlohu pro libovolné n.
4.3.14. Zjistéte, kolik riznych kruznic existuje v grafu K.

4.3.15. * Zjistéte, kolik ruznych kruznic délky k existuje v uplném grafu K,, o n vrcholech
(n>k>3).

4.3.16. Nakreslete graf K5 jednim uzavienym tahem.
4.3.17. Nakreslete graf K7 jednim uzavienym tahem.

4.3.18. Urcete nutnou a postacujici podminku pro to, aby bylo mozno nakreslit Gplny

graf K, o n vrcholech jednim tahem.

4.3.19. Dokazte dusledek 4.3.4 ze skript. Navod: rozsirte vhodné graf G o novy vrchol

a pouzijte vétu 4.3.3.
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. : .B.
D
Obr. 4.3.1 Mosty v mésté Kralovci

4.3.20. Ve mésté Krélovei (Konigsberg, Kaliningrad) na fece Pregel jsou dva ostrovy A
a B, spojené mostem. Ostrov A je spojen s kazdym z bieht C', D dvéma rovnobéznymi
mosty, ostrov B je s kazdym z obou bfehi spojen pouze jednim mostem. Rozhodnéte, je-li
mozné projit méstem tak, abychom po kazdém z most presli pravé jednou a skoncili na

puvodnim misté. (Hlavolam Fesil a vyfesil §vycarsky matematik L. Euler (1707-1783).)

4.3.21. Nakreslete graf se Sesti vrcholy, v némz existuje hamiltonovska kruznice, ale

ktery nelze nakreslit jednim uzavienym tahem.

4.3.22. Nakreslete graf se Sesti vrcholy, ktery lze nakreslit jednim uzavienym tahem, ale

v némz neexistuje hamiltonovska kruznice.
4.3.23. Nakreslete graf z piikladu 10 jednim uzavienym tahem.

4.3.24. V prikladech 2,3 a 4 ve cviceni 4.2 urcete, ktery z grafti lze nakreslit jednim

uzavienym tahem. Ktery z nich lze nakreslit jednim otevienym tahem?

4.3.25. * Necht G; a G5 jsou komplementarni grafy. Dokazte, Zze ma-li G; aspon 11

vrcholi, pak aspon jeden z grafi GGy, G5 neni rovinny.
4.3.26. Urcete chromaticka cisla grafit K33 a Ks.
4.3.27. Urcete chromatické ¢islo grafu K, kde n € N.

4.3.28. Urcete chromatické cislo grafu z prikladu 4.3.1 ze skript.
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4.3.29. Urcete chromatické ¢islo grafu z prikladu 4.3.7 ve skriptech.

4.3.30. Urcete chromatické ¢islo grafu na obrazku z dusledku 4.3.1 ve skriptech.
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4.4 Stromy a kostry. Nalezeni minimalni kostry grafu
Cviceni

4.4.1. Urcete pocet koster iplného grafu K, o n vrcholech pron =1,2, 3, 4.
4.4.2. * Pokuste se zobecnit vysledek predchoziho cviceni a dokdzat pro libovolné n € N.
4.4.3. Dokazte, ze strukturni vzorec uhlovodiku C,Hs, 2 je strom.

4.4.4. V Huffmanové kédu s korenovym binadrnim stromem

dekédujte fetézce 011000010, 01110100110 a 01111001001110.

4.4.5. V Huffmanové kédu z predchoziho prikladu zakdédujte fetézce “DEN”, “NEED”
a “LEADEN”.

4.4.6. Vyuzijte text aktuédlniho pfikladu k definici Huffmanova kédu, ve kterém tento
text zakodujte.

4.4.7. V grafech z piikladt 2,3,4 ze cviceni 4.2 najdéte kostru s minimalnim celkovym

ohodnocenim.

4.4.8. Najdéte vSechny binarni stromy s 2,3 a 4 vrcholy.
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4.4.9. Najdéte vSsechny plné binarni stromy se 7, 8 a 9 vrcholy.

4.4.10. Najdéte (pokud existuje) plny binarni strom se 4 vnitinimi a 5 koncovymi vr-

choly.
4.4.11. Najdéte (pokud existuje) plny binarni strom vysky 3 s 9 koncovymi vrcholy.

4.4.12. Aplikujte algoritmus 4.4.3 na binarni vyhledavaci strom

B/ \L
VA VAN
H/ \K
F/ \I
E/ \G

a simulujte vyhledani vrcholu se znakem “I”, jsou-li data v binarnim stromu fazena abe-

cedné.
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4.5 Tok v orientovaném grafu
Cviceni

4.5.1. Aplikujte algoritmus 4.5.1 ze skript na ptiklad 4.5.1 ve skriptech tak, ze vyjdete

z jiného zakladniho toku F{ nez ve vyse uvedeném feseni prikladu.

4.5.2. Najdéte maximalni tok mezi vrcholy x a y v grafu

a urcete jeho propustnost.
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