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Uvod

Tento webni text je ufen pro volitelny pednet Matematicky semirfazaazeny ve
studijnim programu na zakladkusenosti s hlubokymi neznalostmi Zedbskolské
matematiky, které v posledni dbpozorujeme, a které brani @Spému zvladnuti latky
v povinnych pedmétech na FIT.

V semindi se budeme snazit zopakovat a prohloubit znatessitedni Skoly,
potrebné pro dalsi studium na FIT. Je volitelny, teéliezi jen na vlastnim zvazeni kazdého
studenta, zda si jej zapiSe. V prvnim tydnu vyuky gifednttu IDA bude psat vstupni
pisemka (na 5 ba, jejiz vysledek by mohl v tomto rozhodovani pomaoai zisku mér
nez 3 bod je nav&tvovani seminég nanejvys vhodné.

Prace v semirfébude probihat podle jednotlivych témaitiktady kieSeni v kazdé
hodiré budou dopedu zvéejrény, coz by mohlo usnadnit zisk hioda aktivitu ve vyuce.
Matematiku jste na sdni Skole réli (obvykle) étyfi roky, probiralo se toho mnoho. My se
budeme snazit vybrat kapitoly hlavae ohledem na piby Matematické analyzy, povinného
piedmetu v letnim semestru 1. ¢oiku.

V prvni ¢asti tohoto tebniho textu (kapitola 1) je uvederepled zakladnich pojina
vzorai, které je vhodné mitippocitani k dispozici — jsou zvlé$a webové strance pod
odkazem ,Shrnuti®, iZete si je samostatvytisknout. Ve druhé — hlaviasti jsou pak
reSené, komentovanéiklady; komentée se snazi Zdaznit, kéemu budou jednotlivé partie
dale slouzit, a na co je dobré se 28
Hlavni mySlenkanejdrive se zamysli, pré to délas, zvol vhodny postup a potom az Zai
mechanicky pditat!

MATEMATIKA pochéazi #eckého slova MATHEMA, coZ zname#deni a poznani.
Matematika nejsou @ity — ty jsou jen jednim z nastiigkteré navic m¢e za nas vykonat
pocitac. Je prostedkem k popisu a formalizaci jev okolnim s#té, umozuje odhadnout
diisledky &chto jewvi a najit souvislosti mezi nimi.

Arthur Shopenhauer napsal: ,Zadat, abgkdo viechno, co kdtl, podrzel v
pamti, je jako Zadat, aby v semosil vdechno, co kdy &li. Zil z toho #lesr¥, z onoho
duSevd, a stal se timgim je. Tak jakodo kazdého fijima pouze to, co snasi, kazdy si
zapamatuje jen to, co ho zajima, co se hodi dojeyglenkové soustavy nebo k jeho
Ucelum.” Verim, Ze dco z tohoto textu budgenai k uzitku. Snadjesto, Ze mnohé
zapomene, zapamatuje si, kdeat a aby se k textu-padre pozd;ji vratil.

Uvaime je& mysSlenku Démokrita z Abdér: ,Vddni ma hakeé kaeny, ale sladké
ovoce."
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Prehled uzitych symboii

N={1,2,3,.} mnoZzina v3echripozenychsisel
N, =N0O{0}
2={0,1-1,2-2.} mnozina viech celytisel

Q ={g‘ p, qIZIZ} mnozina vSech racionalnicisel

R mnozina vSech realnydiisel

R* mnozina vSech kladnych redlnyétsel

C={x+i3|x yOR} mnozina $ech komplexnictiisel

{ },0 prazdna mnozina

xOM  xje prvek mnozinyM

xOM  xneni prvek mnoziny

{xOM|v(®} mnozina viech prikz mnozinyM s viastnosti X )
pqg konjunkce vyrok p g

pqg disjunkce vyrok p g

p=q pimplikuje q

p = q ekvivalence vyrok p, q

O obecny kvantifikatof pro kazdy..)

O existergni kvantifikator(existuje..)

MON M jepodmnozinaN

M=N < (MON)O(NOM) M serovnaN
MON={¥xOMOxO N sjednoceni mnozirM N
MnN={¥xOMOxJ N prinik mnozin M, N
M-N={{xOMOxON rozdilmnozinM N

A=[a,a](resp A[ a a g) bodosotadnicich a A resp,a,a
u=(u,u,)(respu=(y y, y)) vektoroslozkachy y( resp.u u J
al,|Z absolutni hodnota reainého resp. komplexaiia
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1 Zakladni pojmy - shrnuti

1.1 Upravy algebraickych vyrazi
Mocniny a odmocniny

Pro kazdé redlné, S a kazdéa >0,b> O (resp. pro kazdé celg S a kazdéa # 0, b# 0) plati:

a’=la=a (a{)s=
a’=— (ab)’ = d
ar mS:af“‘S (Ej :i
b o]
. S — r-s (aj _b
a:a=4d —| ==
b a

Dale plati
1"=1, 1"=1, €1f™'=

Je-linON, a= 0, existuje praw jednocislo x= 0tak, zex" = a. Toto&islo se nazyva-ta
odmocninaz ¢islaa a zn&i se {‘/5 .

Je-li¢islo a <0, n> Oliché, ma rovnicex" = a praw jedno reélnéeseni, totizislo -V -a <0.
Misto —{‘/;1 piéeme{‘/a. Neni-lin liché, symbol{‘/a pro a < 0nedefinujeme.

POZOR: sudé odmocniny jsou definovany pouze pro nezapafiséa, liché odmocniny jsou
definovany pro vSechna realnésla (tedy i pro zaporna)!

Plati
Yo=o041=1, -1=-1,
) . Ya_ [a
Yaryb=4amh %_ﬁ,
@:(%)m, Yam ="Ya™,
Wv/a ="Ya, alb=Yd b

Proa>0,nON,r00%Z definujemeaH = {‘/; . Potom plati:

ar=a"=—a"=—=y4qa" = 1 .
r

a
an
Pro vSechna >0, b> 0a pro vSechnai 1 Q, sOQ plati:

n

a @=d"®, (d)°=4d® (dh) = aob, [%) =2 %: as.

POZOR! (Va) =a, ale +a =[]
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Umoadiovani a rozklad dvogleni
(atb)’ =& +2ab+ B,

(atb)’ = &+3a&b+3a+ B,

(atb)' =& +4dbr6d B+ 4ab+ B,
obecrt (Newtonova binomicka é&ta):

n

(axb) =Y (1) () o
nl

Cisla (E) jsou tzv.binomické koeficientykombinaéni ¢isla), (E) =
(n-Kk)'kK

Jejich hodnoty Ize snadno najit pomPeiscalova trojuhelniku

n— mocnitel dvaflenu  binomické koeficienty

n=0 1

n=1 11

n=2 1 21
n=3 13 31
n=4 146 41
n=5 1510 10 5 1
n==6 1 6 15 20 15 6

fadek vys).
Pro rozklad dvdjlena plati:
a’*-b*=(a+bh(a b
a’+b’=(ax h(aF ab+ B)
a*-b*=(a+bh(a P( &+ B)
a* +b*™ nelze rozlozit
a’-p"=(a+t (& - & br & PF-+(-) T B+ A= )
™ -b2 = (a+ B - @ bk @ 2+ (1) & B+ ab? - )

Rozklad polynomu P,(x) = g X + g, X' +---+ ax g na korenovédinitele:

Plati-li P,(x,) =0, nazyva seislo x,koren polynomuP,(X), vyraz X — %, kofenovycinitel a
plati P,(x) = (x- %) Q.( 3.

Polynom n-tého stugnma (v oboru komplexnictisel) pra¢ n koreni. Jsou-lix, X,,..., X,
(ne nutr razné) kaeny (realné nebo komplexni) polynoni(X), plati

P(X)=a(x- X)( % X%)---( x ¥ -rozklad na kéenovécinitele

a dalea, =(-1)"a, x% - X .
2
Pro kdeny polynomudruhého stupi# P,(x) = aX + bx+ c plati znamy vzoreg,, _ “b+VJb' —4ac.

2a
-k+vk*-ac

je-li koeficientb sudy,b = 2k, miZeme pouzit vzoreg, , =
' a
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Ziejme plati P,(x) = aX + bx+ = & x J( x X, tedyproa=1lje
(X=x)(x= %)= X=(x+ %) ¥ x3=> B~ # 3} & X;

jinak plati a(x— X)(x= %)= aX— § x+ ¥ * axyx> b- @{ x X = [

a obecy pro polynomP,(X) = g, X + g, X" +---+ ax g plati a, = (-1)" [&, X %+ X .

1.2 Funkce

IDA:
Funkce (zobrazenif : A - B, X Yy je podmnoZina kartézského sow Ax B (relace zZA

doB),
pro kterou plati:
OxOAOyOB: (xyO f
Jsou-li mnozinyA, B kongné, mizeme pisluSné mnoziny, B, jejich kartézsky satin
Ax B ifunkci f O Ax B zadat v¢tem prvki;
jsou-li tyto mnoziny nekormé, popisSemeifslusné pirazeni pomociigdpisu (vyrokovou
funkci), nap.

f={eey]y= %}
Obvykle rozumime funkci préwento fifazovaci pedpis tak, jak se funkce definovala na
stredni Skole:
Stredni Skola:
Funkce je pedpisf, ktery gitazuje kazdému prvkugjaké mnoziny (defininiho oboru®;, )
prvek jiné mnoziny (oboru hodnd¥, ).
Timto zpisobem budeme chapat pojem funkceedpttu IMA a tedy i v tomto semirfa

Funkci (jedné progmné) obvykle rozumime takové zobrazeni, kdy d&finobor i obor
hodnot jsowiselné mnoziny. Budeme sénovat ffevazrt redlnym funkcim jedné realné
proménné, tedy zobrazenimh @, - ¥, D, DR H, OR.

Je-li funkcef zadana &akym predpisem, ficemZ neni explicitt zadan jeji defirini obor,
rozumime jim mnozinu vSeckO R, pro ktera maipslusny gedpis smysl. Tuto mnozinu
nazyvamepiirozenym definénim oboremfunkcef.

Graf funkce jedné prosmné je mnozina bddv roviné dana vztahem
r={(xy| x0o, Dy= (3
tedy pra¥ ta mnozina, pomoci niz se definuje funkcaedmstu IDA.
Rovnost funkci
Primo z definice pojmu funkce plyne, Ze pldti= g, jestlize D, =D, a Ox: f(x) = g(X.
Zuzeni funkce
Zuzeni funkcd na mnozinuM (nebo tézparcialni funkce) je funkce f M S definEnim

oborem®d, n M dané pedpisem
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f‘M : f‘M ()= f(x) OxOD, n M.

Nékteré typy funkci:

Funkcef je rostouciresp klesajicina mnozig M, plati-li Ux;, x, 00 M
X <%= f(x)< f(x) resp x< x= €3> €3
aneklesajiciresp.nerostoucina mnozig M, plati-li Ux,, x, 0 M
<%= f(x)s f(x) resp x< x= (32 €.
Funkcef je prostg plati-li Ox, %, 0D, 1 % # x,= f(x)# f( %)
Funkcef je sudaresp.licha, plati-li
f(-x)=f(x) resp f(-X%=- f(3 0O XD,
aperiodicka jestlize [p # Otak, Ze plati
f(x+p)=f(x OxOo,.
Funkcef je ohrani¢ena (shora resp. zdola), je-li jeji obor hodnot ohéaniy (shora resp.

zdola), tedy plati-li
kOR OyOs, :(ys k resp ks Y.

Vytvafeni novych funkci
z danych funkcif, g, ¢ (vztahy plati pro vSechnaz defininich oboti vzniklych funkci)

slozené&funkce f o @ (¢ti f po @) je dana vztahem

(fog)d=1(4(x),

inverznifunkce f ™ je funkce s defiinim oborem rovnym oboru hodnot funkice
s vlastnosti

fr)=y = f(y)=x
f mainverzni funkci f* < f je prosté

Grafy funkci f a f ™ jsou navzajem sowrmé podle pimky y = X(osy 1. a 3. kvadrantu)
souw’et, rozdil, sodin apodil funkci — funkcef + g, f Eg,i s vlastnostmi
g
(fxg)(® =)+ o,
(f o)) =09 0A 3,

fa-fX
g(x) a(x

1.3 Elementarni funkce

Polynomy
jsou funkce zadané pomodiegdpisu tvaru

P(X=gX+g, X"+ -+ ax g
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piicemz
n je stupei polynomu
a,i=0...n jekoeficientui-té mocniny
a, je absolutniclen.
Cislo x,, pro které platiP,(x,) =0, je koi'en polynomu. Je-lix, koren polynomuP,(x,),
nazyva se vyraz
X =%, korfenovyéinitel, pricemz platiP, (X) = (Xx— %) 0Q_,( }.

Vlastnosti polynon
- polynomn-tého stup& ma v oboru komplexnictisel pra¥ n koieni

- jsou-li X, %,,..., % (ne nut& rizné) kdeny polynomu
P(X=gX+3a,X"+---+ ax g (redlné nebo komplexni), plati
P(X)=a(x=x)(x %)---( » X -rozklad na k@enovécinitele a dale

- 8 =(D)"g X% X

Funkeni hodnoty polynomu dujeme pomocHornerova schématu

Urgeni P(@) proP () =a X + g, X"+ + ak++ ax @

& | a7 a7 a | a

bn—1=an‘ bn-z=amn-1+%‘ ‘ b,=al+a| ‘ bo=aﬂbl+a‘< P(a)=alh +a,

Pritom platiﬁ(x):(x—a)(q_1%‘1+ b, X2+ + bX+---+ px @+ /).

Je-li a koren polynomuP,, tedy platiP,(a) =0, dostavame v dolnifadku tabulky

koeficienty polynomu, ktery vznikne po vytknutifemovéhciinitele x-a .
Specialni gipady:

Linearni funkceje funkce tvaruf X Fkx+q, ©, =R, #, =R (prok #0. Grafem je
primka:

=

f(0)=k[D+qg= q- Usek na ose 4
y

k :%z tgg - smernice

O=kx+q = x=-4 /

q Heee k
! priseik s osoux
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Kvadraticka funkcge funkce tvaruf (x) = ax + bx+ ¢, ®, =R, grafem je parabola:
_B e B ) (axl)
4a° y 4a° 2a

- rovnice tvaruy -b = k(x-a)’; V =[a,b] je vrchol paraboly.

y=aX+bxtc « y & %%—2}

% b
= % _—
2a

i

Jeli k>0, je parabola ,otefena nahoru®, v interval{i-«, a) funkce klesa, v interval(ia, )

roste;

je-li k<0, je parabola ,otefena dob“, v intervalu (-«,a) funkce roste, v interval(ia, «)

klesa

5
-34

Racionalni lomené funkce

jsou funkce tvarur(x) =

Pn(X)) kde P (X) resp.Q_(X) jsou polynomy stuphn resp.m.
X

m

y=%X < y-0=10Ox- 0y vrcholV =[0,0],
k =1> 0. otewena nahoru

y=xX -4x+4 - y-0=1J(x- 2¥,
vrchol V =[2,0],k =1> 0,otewena nahoru

y=xX +2X < y+1=10x+ 1f,
vrchol V =[-1,-1],k =1> 0,otewena nahoru

y=2-x = y-2=-11x- 0f,
vrchol V =[0, 2],k = —1< O,otevfena doi.

Racionalni funkce jeyze lomengpron<m
neryze lomengro n= m.

Specidlni gfipad:

Linearni lomené funkcge funkce tvaruf (x) =

el ax+b
pricemz y =
CX+
b __d
_a_aj c:(
d
c cx+4¢
1
y-b=kE—;
X—a

b_ad
c ¢

J

ax+b
cx+d

q muzeme upravit na tvar

E—IL neboli

x= (-

d

C

)

a,bcdiR, x;t——ccj

, £ C
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grafem je hyperbola s vrcholevh= [a, b] a asymptotamk=a, y=Db.

2x+3_2(x-1)+5
1-x -(x-1)
kterd ma vrchoV =[1,-2], asymptotyx =1,y =-2,

je rostoucha intervalech{—,1) a (1,0)a prosta na celém defémim oboru.

Napriklad proy =

=-2- 5[—|i1 je grafem hyperbola/ +2 = —5[—!%,
X— X =

Mocninné funkce
jsou funkce tvaruf (x) = x*, kde aldR. Pfitom mohou nastat tyto moznosti:
a) a=0 - jedna se o konstantu
b) aje prirozenécislo, al1N. Potom se jedna o specialitigad polynomu.
. L ] L1
c) aje celé zapornéisio, a=-r,r ON. Potomf(x)=x" =—, o, =R-{0}.
X
1 1
d) aje prevracend hodnotaippzenéhaiisla, a=—. Potom f (x) = x" =¥ x,
n
®, =(0,00) pron sudé,®, =R pron liché.
P L
e) aje racionalntislo, a=P . Potom jex? slozena funkcef (x) = x* =/ x° .
q

f) aje iracionalniislo. Potom®d, =(0,0) proa>0 a ®, =(0,») pro a<Oo.

Grafy mocninnych funkci f (x) = x®:

/ a=1/2
/ a=1/3

Exponenciélni funkce
jsou funkce tvaruf (x) = a*, kde a>0; @, =R, #, = (0,0).
Funkce je rostouci pra >1, klesajici pro0 <a<1; pro a=1 se jedna o konstantfi(x) =1.
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Grafy vSech exponencialnich funkci prochazeji bofled] .

Logaritmické funkce

pti z&kladua, kde 0<a <1 neboa>1, jsou funkce tvaruf (x) =log, X; @, =(0,«). Jsou
inverzni k funkcimf (x) = a*, tedy plati x = d*** a #, =R.

jinak fecenolog, X je ¢islo, na Kz je teba zaklach umocnit, abychom dostalislo x.

Logaritmicka funkce  zakladue = 2,718281828. se stridné¢ nazyva logaritmicka funkce
(ptirozeny logaritmus) a zgase In x:=log, x.
Logaritmickou funkci pi zékladu 10 (dekadicky logaritmus) zif@e log x := log,, X.

i : 5 . log, x »
Je-lia>0,b>0, pricemza#1 b#1, plati log,x = Iogb speciali log, x = :n_x
na

b
VSechny logaritmické funkce prochazeji bodgnd].

Grafy exponencialnich funkci Grafy logaritrokych funkci

log, (x)

-2 .1 U L 1 3 =F :

Goniometrické funkce

nebo takérigonometrické funkcerealného argumentu (Ghlu v obloukové&enisou funkce
f(x)=sinx, f(x)=-cosx, f Xy tgx, f (X} cotgx

Lze je zavést pomoci jednotkové kruznice takto:
je-li x délka oblouku na jednotkové kruznici mezi bod@f] a piisetikem této kruznice
s pologimkou, ktera vychazi z géatku sodgadnic, je

sinxroven druhé saadnici tohoto pisetiku,
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cosx jeho prvni sotadnici.
Ztejme plati zékladni trigonometricka identitasin®x + co$x =

1 1

\

. (z Pythagorovy éty)

/ N\~ ? N x
\ 1 cos x 1 1
Dale definujeme
sinx 1 _ cosx
tgx=——, cotgx=—=——
COSX tgx  sinx
Dy = Dope =R, D, ={XOR|x# (2k+1)F ,kOZ} , D, ={ xIR|x* kr, KIZ} .
Funkcesinx a cosxjsou periodické s periodop = 277, sinxje licha, cosx suda, funkce
tg xa cotgx jsou liché funkce periodické s periodguF 77.
Grafy funkci A e
f (x)=sinx x - n 3m x
f (x) = cosx g =2 5
S :
y .3 \
f(x)=tgx
f (x)=cotgx "
X
Al —qi 0 3 1 an An
24

Hodnoty goniometrickych funkci pro ékteré argumenty:

0 7Tl 2 I 3/ 2 21T 77/ 6 77l 4 7Tl 3
sin 0 1 0 -1 0 U2 | J212 | \3i2
cos 1 0 -1 0 1 V312 | 212 | 12
tg 0 neni def. 0 neni def. 0 J3/3 1 J3
cotg | nenidef. 0 neni def. 0 neni def. J3 1 J31/3

UZitedné vztahy:
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Ox 0O (0727) plati ;

sinx = sin@r— x)= - sinfr+ X )= - sin(Zr— x ),

COX=— CO9f{— X ¥— co&+ X 3 cCOSfZ X

tgx = —tg(7r— x),

cotgx=— cotgfr— x).

Vyjadieni goniometrické funkce daného argumentu pomocigi goniometrické funkce

téhoz argumentu:

sinx coSX g x cotgx
. | +tgX +1
sinx sinx +,/1- cosX i+ tg?x J1+ cotgfx
+1 + cotgx
cosx +,/1- sin’x cosx /1+ tgPx 1+ cotgfx
x £sinx +,/1- cogx tgx 1
J1-sir’x COSX cotgx
cotgx +./1- sin’x _Feosx 1 cotgx
T sinx \1- cogx tgx

Néasledujici identity pro goniometrické funkce plati vzdy pro ty argumenty, pro které

maji obé strany smysl:
Soutoveé vzorce:

sin(X+ y)= sinx cosyx cox siry

cos(xt y)= CcOX COS/F Six sity

Pro sowin goniometrickych funkci plati:
sinx siny=1( cosf- y ) cosk+ y))

tgxxt
ok y=)—1? )
Figxtgy

_\cotgx cotgy ¥ 1

cot
9 ¥ cotgx + cotgy

sik cog=1( sing¢ y+) sinK Y

cosx cosy=1( cosX-yJ cos¢ y)) cos sigEi( sim y-) sin( Y
Goniometrické funkce nadsobkargumenti:
_ 2

Sin 2x = 2sinX CoX= 2th< cos®= cos— §i|>t:1 thX

1+tg°x 1+tg'x
sin3x = 3sinx— 4siAx cos8= 4cds- 3cos
tg 2x = 2tg;< = 2 cotg X = cotg - 1:%(cotgx— tox)

1-tg°x cotgx— tgx 2 cotgk

Goniometrické funkce polo¢hich argument:
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4 [1-cosx _ | — _| sinx | _|1-cos{ _ /1— cos
sin|= 2 _2(\/1+ sinx =2 smx) |t§|_|1+cosx|_| sik |V # cox
_ [l+cosx _, . . _| sinx |_|1+cosx|_ | ¥ cox
X = =2V 1 = tg = = =

|cos| > 2(x/ + SinK ++/ S|n<) | coty T cosd | simx | | T cox
Mocniny funkci sin x a cos X:

sin’x=4(1- cos X) sifix=1( 3six- sing

cosx=4( 1+ cosg) cdx=1( 3cos cosf

1.4 Analytickd geometrie

Vektorem v rovid (resp. v prostor) rozumime mnozinu vSech rovnimych
souhlasy orientovanych a stejndlouhych Usé&ek. Zvolime-li jednu konkrétni zZ¢hto

isesek, nap. u = AB, mluvime oumis@ni vektoru do poatesniho boduA. Jestlize vektor
umistime do p#atku sotadné soustavy0,0] (resp.[0,0,0]), potom sotadnice koncového
bodu jsousoufadnice vektoruu.

Je-li vektor umisin v bod A u = AB, A=[a,a], B=[h b
(resp. A=[a, &, &, B=[h b Q)
potom pro sotadnice vektorw plati u=B- A= (q -a,b- az)

(resp.u=(b -a,b-a, b~ a))
Ze vztahuu=B- A plyne B= A+u.

Operace s vektoryu = (u,,u,), v =(v, V) (resp.u =(u,u,, ), v=_\, %, ) ):

Velikost vektoru|u| = /uZ + 12 (resp. [u|=uf +u + 1)
Opany vektor —u = (-u,,-u,) (resp.-u =(-u,-u,,~u,) )
k-nasobek vektorku = (ku, ku) (resp.ku = (ku, ku, ky) ), KOR
O vektorechu a ku tikame, Ze jsokolinearni
Rovnostvektat u=v = (u =v,0u,=v,) (resp.
u=v < (y=vOu=vwOu=y))
Sowret vektoli u+v =(u +Vv,, U, + V) (resp. u+v=_(u+v,, U+ V,, U+ \))
Rozdil vektol u-v =(u, -V, u,~ v,) (resp. u-v=_u -V, U, = \,, U= \))
Line&rni kombinace vektai ku + kv =(ku+ kv, ku+ kv
(respku+ kv =(ku+ kv ku+ ky kur ky) k,kOR
Skalarni souin vektoni ulV =uy, + u,v, (OR) (resp.
ulV =uyv, + u,v + uy (OR)),
ulV =|u||v| cosg, kde g =« (u,v), #0(0,2r)
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Vektorovy sodin vektoni u =(u,,u,,u,),v=(\,\%, )
(pouze v prostoru!) je vektor

uxv = ((upv = ww), (wy= ), (uy- yy)=

i ] ok
= ul u2 uS 1
Vl V2 V3

ktery je kolmy na rovinu, v niz lezi vektory v

a pro jeho velikost platii x v| = |u| |v| sing
(ploSny obsah kosodélnika temého vektoryu, v)
piicemz trojice vektar U, v,ux Vvtvoii pravot@ivy systém (viz obrazek).

Pifimka v rovirg

Prochazi-li pimkap body A B, potom pro bodX [ p je vektor X — A kolinearni
s vektoremB — A,
tedy pro rkterét OR plati X = A=t( B~ A), neboli

X =A+t(B- A, tOR - parametricka rovnicepiimky p zadané déma bodyA, B
x=a+t(h-a)
y=a+i(b-a)

Pro jednotlivé slozkypro A=[a, a], B=[h b]: tOR

Prochazi-li pimkap bodemA=[a, a] rovnol®zr¢ s vektorems= (s, S ), ktery se nazyva
smérovy vektorpiimky p, potom pro bodX [ p je vektor X — A kolinearni s vektorers,
tedy pro gkterét IR plati
X = A=1[3, neboli

X = A+1t[s tOR - parametrick& rovniceprimky p zadané boderA a snérovym
vektorems.

X=a+tg

JtOR
y=a +ts

Pro jednotlivé slozkye-li A=[a, &] s=(s.,S):

Obecna rovniceiimky p: ax+ by+ c=0 se odvodi z parametrickych rovnic eliminaci
parametru:

Xx-ag =tg Es} s,(x-a)=tss
y-a=ts|s) T s(y-a)=tgg 20TV
- S$X-§yr$a- sa0 = & § b- |

a dale
(=) x-a y-3)=0 - (s~ 30 X F0
tedy pro libovolny boK na gimce ax+ by+ c=0je polohovy vektorX — A kolmy na
vektor  n=(s,-5)=(aBb.
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Normalovy vektompiimky o rovniciax+ by+ c=0 je vektorn = (a, b) (a libovolny
jeho nasobek)
Prob 7: 0 mﬁieme obecnou rovnicifnky prevést namérnicovy tvar
y= -b XT .= = kx+ q - ptimka je grafem linearni funkce (viz kapitola funkce
Vzdalenosbodu A=[xY,] od pfimky p: ax+ by+ c=0:
|ax + by + d
d(p A ="————
vai +b°
Odchylka gimek p:ax+ Qy+ ¢=0, o g % by ¢=0 jerovna uhlu jejich
normalovych vektat, plati tedy
+
cosp=(@B) (@ b) _ |2z +hb) - eafor).
(@b) @b+t Ja e g

Piimka a rovina v prostoru

Analogickou Gvahou, pomoci které jsme odvodili paeg&rickou rovnici pimky v rovirg,
odvodime

Parametrické rovnicerimky p zadané déma bodyA=[a, &, a], B=[Q b, :
x=a+t(h-a), y=a+(h-3a), = g+ (b g DR
a zadané bodeA=[a, &, a] a snérovym vektorems=(s,s,, S):
X=a+tg, y= a+ts, = a+ 15 MR
Ptimku v prostoru Ize zadat jakoggesnici dvou rovin;obecna rovnice fimky v prostoru
neexistuje

Jestlize z parametrickych rovnic vyjaaie parametr a vzniklé vztahy porovname,
dostaneme tak zvané

-3 _y-a_z-a
S S S

kanonické rovnice pimky

Tremi body A B, C, které neleZi vipmce, je zadana rovina, pro jejiz libovolny bo je
vektor X — A nékterou linearni kombinaci vektorB— A a C — A, plati tedy
X-A=t(B-A+t(C- A t tOR neboliX = A+t(B-A+t(C- A
parametricka rovniceoviny p zadanéiemi body A B, C

ve slozkach pro

x=a+t(h-a)+4(q- g
A=la,a.al Bs[h b B CGle¢g ¢ ¥ & fb 3+ ¢ & p LR
z=a+t(h-a)+i(g- &
Prochazi-li rovingo bodemA=[a, &, &] rovnol®zrn¢ se d¥éma nekolinearnimi vektory
u=(u,u,u), v=(v,v,,V,), potom pro bodX 00 p je vektor X — A n¢kterou linearni
kombinaci vektar u, v, tedy pro gkterat,,t, OR plati X - A=t U+ t, [V, neboli
X =A+t i+t ¥ - parametricka rovniceaoviny pzadané boderA
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a d¢ma nekolinearnimi vektory, v ve slozkach pro

Xx=a+ttu+ty
A=[a, &, a], u=(u,u,u),v=_y, %, \¥: y=a+ttu+ty, tt0R
z=a tiu+ty

Obecna rovniceoviny p: ax+ by+ cz+ d=0 se odvodi z parametrickych rovnic
eliminaci parametr.

X-a=tu+ty |, RV

yoa =ty | }3w0<%)\dy a)=t(uy- uy iqg—QQ_ )
y-a, =t + 4V, Ny o\ A = :

7-8 = Lot by yjkbww'%)\dz a)=1(uy-uy Quy uy

= (x-a)(ww-uwyw)+(y a)(yy- yy+( z g( uy wy=0

Plati tedy(a,b,¢) = k((uy-uy),(uy- yy.( uy uY) = (axv);
tento vektor je kolmy na smové vektory rovinyp, tedy(a,b, c) =n - normélovy

vektorroviny 0.

Vzdéalenosbodu A=[x,Y,, z] od roviny p: ax+ by+ cz+ d=0:

|ax, + by, + cz|
d(p, A =
p Jai+b*+¢?
KuZeloseéky

jsou rovinné kivky, které dostaly spotay nazev proto, Ze vzniknou jakez kuzele rovinou
— podle toho, jaky ma tato rovina sklon vzhledeos& resp. povrchové&imce kuzelu,
dostaneme

a) parabolu — rovina je rovn&na s povrchovouipmkou (ktera prochazi vrcholem
kuzelu),

b) elipsu — rovina svird s osou kuzelu Ufel (O,LZT),
b) kruznici — rovina je kolma na osu kuieéw = g)

d) hyperbolu — rovina je rovnebna s osou kuzel(y = 0)
viz obrazek (ktery pochazi z Wikipedie)
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Elipsaje kiivka, jejiz kazdy bod ma od danych dvou kodroviné stejny souet vzdalenost

Elipsa ma d¥ ohniska, ozname j¢E aF.

Elipsa obsahuje duaavni vrcholy AaBa dvavedlejsi
vrcholy C aD. Stred elipsy, na obrazku vrch S lezi ve
stredu Useky EF, tedy mezi ohnisk

Ptimka, kterd prochazi hlavnimi vrcholy (a také okpjsse
nazyvahlavni osaelipsy, gimka kter4 prochazi vedlejsii
vrcholy, se nazyvaedlejSi osaelipsy

Useika, ktera spjuje libovolny hlavnivrchol a sted elipsy,
se nazyva hlavni poloosa Na obrazku se jedna

useky AS a BS. ¢
Usetka, ktera spojuje libovolny vedlejvrchol a sted elipsy, se nazywéedlejsi poloosa Na
obrazku se jedna o tde/ CS aDS.

Rovnice elipsyse stedem vpocatku sodadnic a osami v satadnych osacma tvar
2 2

Xy _
P

je-li stied elipsy v bod S:[ m d a 0sy jsou rovnaizné se sat@dnymi osami, ma rovnic
(=), (- _,

a’ B
V piipadt a=b=r dostavaméruznici s rovnicix? + y* = rresp.(x-m)° +(y- 0’ = P.

tvar

Hyperbolaje kuZeloséka, pro jejiz kazdy bod plati, Ze absolutni hodmotmlilu vzdalenos
od dvoupevre danych bod je vzdy stejn:
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Bodim F; aF, setika ohniska

Bod S se nazyv&tied hyperboly a nachazi se veéestu Useky FiF.
PrimkaF1F, se nazyvélavni osa hyperbolyKolmice k této ose v b@dS se nazyvaedlejsi
osa hyperboly

Priseiky hyperboly s hlavni osou se nazywajholy hyperboly na obrazku vpravo to jsou
bodyA aB.

Usetky AS a BS se nazyvajilavni poloosy hyperbolydejich délku znimea.

Délku vedlejSi poloosy hyperbonaimeb.

Vzdalenost ohniska odistlu se nazyvéxcentricita znaime jie. Plati vztahe=+ & + Ir .
Primky & &, prochézejici sedem hyperboly — prodlouzené Ghiiggy obdélniku vytvéeného
pomoci poloos — viz obrazek — jsasymptotyhyperboly.
Rovnice hyperbolyge stedem v péatku sowadnic a hlavni osou v osg resp. v 0sey ma
tvar
X _ Y y' X _
g‘ﬁ‘l resp. ?_F_
je-li stred hyperboly v ba#l S :[ m r] a hlavni osa je rovnébna s osow, resp. S 0S0Qy
2 2 2 2
O-m)” _(y=1" _, (yn (e _
2

2 2 resp. b 2

ma rovnice tvar

Parabolaje kiivka, kterd ma od dan&imky a od daného bodu, ktery na ténce nelezi,
konstantni vzdalenost.

BodF se nazyva@hnisko paraboly.
Rimkad se nazyvé#&idici pimka paraboly.

Rimka FD se nazyvasaparaboly, je kolma
ktidici pimce a prochazi ohniskem.

BodV se nazyva vrchol paraboly a nachazi se ve
stredu useky FD.

Délku Uus€ky FD nazyvamearametremparaboly.
Jedna se o vzdalenost ohniskarialiici griimky.

Rovnice paraboly

U paraboly rozliSujeme celkedtyii raizné gipady. Jak je orientovana osa paraboly, tj. jestli
je osa svisla (rovna@ina s osou y), jako na obrazku, nebo jestli jevostrovna (rovnoézna
S 0sowy). Dale pak rozliSujemeffpad, kdy je parabola ot&ana nahoru nebo doh nalevo

nebo napravo. Ne¢hima parabola vrchol =[m,n .
1) Parabola ma osu rovré@inou s osowy a je otevena nahoru. Potom ma rovnici:

(o =2y =y F

a ohnisko ma seadniceF = [m, n+§} .
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2) Parabola méa osu rovridinou s osowy a je otevena doi.
Potom ma& rovnici:

(x-mP=-2py-1) < y mE-—(x F

2p
a ohnisko méa seadniceF = [m, n+ g} :
d ~
# . . . L
ra 3) Parabola mé& osu rovridinou s osowy a je otevena doprava.
/ Potom ma rovnici:

[ (y=n)"=2p(x- )
a ohnisko ma seadniceF = [m+g, n]

4) Parabola m& osu rovngimou s osowy a je
otevena doleva.

Potom ma rovnic
(y-n)=-2p(x-n

a ohnisko ma siadniceF = [m—g, n]

V piipadech 1) a 2) je parabola grafem kvadratickédan gipadech 3) a 4) seejedna o
grafy funkci.

1.5 Komplexni ¢isla

Definujemeimaginarni jednotku j jakaislo, jehoz druhou mocninoe 1,
j?=-1

Komplexniméislemse nazyva vyraz
z= x+ ylj

kde x,y[OR.Ritom xse nazyvdedlna sloZka y imaginarni slozkdisla z piSem
Xx=Rez, y=Imz

Komplexnigisla, jejichz imaginarni sloZzka je nulova, ztotoZnime $mgai Cisly.

Komplexnicisla, jejichZ realna slozka je nulova, se maajyryze imaginarni.
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Pro paitani s komplexniméisly plati nasledjici pravidla :
Rovnostkomplexnichéisel

X1+y1j: X+ yzj e X=X U Yi= Y
S¢itani (odeitant)

(% + v i) 200+ i) = (3 %) +( %t ) |
Nasobeni

(% *+ W) dx+ 2 1) = (3%~ ¥y +( ux+ %Y
Déleni

NtV _xx%t Yi¥o, WX~ XY

2 2 2
X+, X%t Xt Y,

Absolutni hodnotukomplexnihatisla z definujeme fedpisen

=[x yi={%+ ¥

Komplexré sdruzenéfislok ¢islu z jecislo

j

Z=X-Y]
Plati:
z+2=(x+ y)+(x y)=2x Oz(x Yy x Y= % 3= [7
2+2=2+73 z="4T7
~ z|_|z
+z|<|z/+| z, Uz= 1714
oalslide oal g [

Znézorréni komplexnichéisel

Komplexnicisla znazatujeme jako body v rovi& které
fikdmeGaussova rovinanebo rovina komplexnic#isel
Vodorovna osa sdadnic se nazyvéealna osa
svislaimaginarni osa.

Komplexni¢islo z= x+ y j znazotiujeme jako bod x ]

Ptitom zejme (podle Pythagorovyaty) je|Z rovna
vzdalenosti bod{ix y| od gatku sotadnic. ars(2)

X,
Uhelg (v oboukové nie), ktery svira pivodic obrazugisla z s kiaunyin serern reaiie us)
se nazyvargument komplexnihtisla z a znai se argz
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arctgz x>0
X

arcthHT x<0y> 0
X

argz=
arctgz—n x<0y< 0
X

>0
:O,y
y<0

+ X

Ny

Nectt z= x+ vy j ¢ =argz Vyraz

z=|2(cosp + isinp)
se nazyvagoniometricky tvar komplexnihtisla z. Je vhodny pro nasobeni a urozani
komplexnichkeisel:

2,2,=( 7(cosp,+ jsing.))(| Zl( cop,+ jsig,))=
=|z/|z|(cos@, + 4, )+ ising,+¢,)

|Zl|(COS¢l+ J Sir¢1) =|—(COS@1 —¢2 )+ J Sin¢1_¢2 )

4
z, |z|(cosg,+ jsing,) |z

2" =(|4(cosp + ising))" =| 4" ( cosp + i simp) , kde MZ

Predchozi vztah se nazy\Woivreova vta

Reseni rovnice a" = z , kde je komplex¢ilo a n celé, je dano prédwsemicisly
+ +
m(sfﬁ_zm j ij k=01 0- 1

Souhrn &chton ¢isel nazyvame-tou odmocninou #isla z.
Jestlize polozime

e =cosp+ jsinp Euleriav vzorec),
dostanemexponencialni tvar komplexnikidgsla

z2=|4 ¢,
Vztahy pro ndsobeni a umgavani komplexnicltisel v exponencialnim tvai
Vypyvaji z vlastnosti exponencialni funkce.
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2 Resené piklady a cviéeni

2.1 Uprava algebraickych vyrazi

je zakladni nezbytna dovednost pro vSechny partieematiky, hlavé pro matematickou
analyzu. Upravu ale nesmime pro#tachechanicky podle toho, co nas rigjchapadne —
vzdy je teba myslet na t@roé Upravu provadime, tedy ilapravovany vyraz pétbujeme —
co s nim dale budemeldt. Uprava neni cil, ale prostedek

2.1.1. Odmocnina ve jmenovateli — ugméni zlomki

(De¢leni zaokrouhlenyndislem zatZuje vysledek chybou; proto jégsrEjSi co nejdéle
pocitat s odmocninami a zaokrouhlit az vysledek).

2 3 _2/3 3/_6 2~ 1 J3
2.2 25- @(__(4 3&)]

Vypocitame medch02| vyraz tak, Ze odmocniny zaokrouhlime nasetinnych mist a
vysledek také;
potom vyp@itame s pesnosti na 5 desetinnych mist upraveny vyraz:

J3=1.73205 6= 2.44949

2 =1.15470107& 1.15470i: 1,224744 A3 1.22
1.73205 2.44949

2 3 =1.15470- 1.22474 - 0.06904
1 73205 2,44949

%Jé —_;JE = -0.070044333 - 0.07004

Vysledky se liSi jiz na druhém desetinnéméinist

Cviceni: Upravte nasledujici vyrazy — odstii® odmocniny ze jmenovatele:

2G5 (8 JE= )
(] (e a5

5) Owsite, Ze plativ20 =15+ 16/ 2= 15 10

2.1.2. Vyrazy s racionalnimi exponenty

Mame zjednodusit nasledujici vyrazy; takto formalo& zadani neni jednozing — co
myslime jednodussim, resp. nejjednodussim tvareystetlek utite nebude vzdy jen jediny.
NaSim cilem bude, aby ve vysledku bylo co nejgn@ésimocnin, resp. racionalnich exponent

1 g 1 Lo 11 1
593 [6/5_58° 3 _ 30305 _ 3_4 3 V2143
2

6 V33 szt s 2 V2

1
KE

1
nebo?2 2

1) s
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Ve vysledku je uvedena podminkaz 0, a= 0 psat nemusime — tato podminkaijejma

z vysledku; zadany i vysledny vyraz nejsou pro za@oislaa definovany. Podminka 0
je nutna, protoze do vysledku se @& 0 dosadit, do zadaného vyrazu ne. Musime évad
podminky, za kterych rovnost zadaného vyrazu aedsl plati.

Cviceni: Zjednoduste néasledujici vyrazy tak, aby ve vysledilo co nejmé# raciondélnich
exponent (tj. odmocnin). Uvd’te podminky, za kterych je vysledek roven zadanému
vyrazu.

1) (%%}é ;: (%[32); 2 {ﬁj 2) M (ﬁ,aio,b> o)

S a_g%@/?
Jaa 1 Javb¥/@ o
3) ﬁ (;,a>0] 4) e (Ja_E%’B a> 0, bz o)

5) 3

$/ab, az 0, bz 0)

X2/ X7 ix>0 6) @. #ab (

7 [ Loh zlsJ ((Faz0) o FHEH (%)

2.1.3. Upravy vyraz za pouziti znamych pravidel

Pozn: Pri apravach nejilve rozkladame na som a az v pipact nezbytnosti nakonec
roznasobujeme éasto fijde kratit. (Podle postupu Upravy se pozna, jestlifedem

zamyslime, nebo jestli mechanicky pouzijeme pryrauu, kterd nas napadneilBzitéjSi
nez vysledek je postup vygto.)

pal a 1 _(a-)'-a-1_ F-za+y-a-1_ 24 _ -2
a a-1 a&-a d a1 a(a-1) A(a-1) a-1’
Pozn: Pro a=1neni definovan ani vysledek — podmin&e 1 nemusime uvaid.

az0
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2 2 2
2) Urcete hodnotu vyrazm—+b—2 (_a+_bﬂ ; Hl ——1j [E—? b+1H v boct a) a=2,
a

b a a b a

1
byb=-=.
) 2

1. Nejdive vyraz zjednoduSime, potom dosadime:

a_2+b_2 (3 bj (l_gjztﬁ_a_b J 4+ B- db ab ( b ZD%& b ab
b> a> \b a a b b a ab ' ab ab

:a4+b4—a3b—ath & . ab _ 4+ B &b a ab _
a’b’ (b-a)" &+b*+ab 1 b? 2ab+a?)[@a?+ 7+ al)
(a +b*- a’b- aH)Dab (a +b*-a’b- aH)Dab_ 5
}3%55+b4+ab3 28b-2abi- 246 +a +j\;6f+a3b a‘+b'-ah-af =
2b, b ——.
a) ) >
2. Dosadime iimo do zadani a upravime ziskany vyraz:
a)
a2 bz(abj (11j2[€abj _462b(11&2[€2bJ_
| Z+= =-= +—+1 = — =" - “+—+1]|=
b> a (b a a b baa:264b22 b 2
_16+b*-gh- A b—2j2D4rl-bz+ZJ 1o 6-& B a4 _ 2
47 10 2b 2b yr b?—4b+4 7+ 2b+ 4
b* —2b*-8b+ 16 *—2b°-8b+16 _
=2b3 =2b =2b
b* +20° + A7 - 40° - 8 160+ AF +80+16  b'-2b°-8b+16 =
b)
2 2 2
R e WG et
b> a* (b a a b bab:; 43
2
_lea'+1+ &'+ 2 ) 2a  __a, 164+8d+ 2 1 _
4a® 1+2a) -4&-12a 2 (b &+ 4°)(1-2a+4a)

16a* +8a’+ 2a+ 1 _

a a
2 2a+ 4 +4a- 8 +162° + Ad -8a° +16a" T2

Méme Ii paitat hodnotu upravovaného vyrazu pr(é dizné konkrétni hodnoty pramnych,

T

Jestlize mame vypittat hodnotu vyrazu pro konkrétni hodnoty vSeckm rmbsazenych
proménnych (a jen jeden takovyipad), je vhodné dosaditimo do neupraveného vyrazu a
pocitat scisly.
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Pro zopakovani latky ze zakladni Skoly najdeme badmyrazu proa=2 a sodasré

b= 1 (bez pouziti kalkuléky!)

Fr I
Lt e IS S [ CEaY

= (zo+ij Pl [é__“j __(1620+ 9016 _ g6+ 64+1_
16) 251 13 1625013 B B3 65  —

1
2
rovna —1.

3) Zjistéte, pro kteréa je hodnota vyraz'i (1+\/_{)J‘( ) D( 35)2

Nejdrive zjistime, pro kteraje vyraz definovan:
1

1 . . . . .
Vystupuje zdea 2 =——, a dale ve jmenovateh—\/a; tedy musi platia >0 a# 1.

7
a% = a_ _ 4a_%+1 _ 4/a _
1—(1+J_) (1- a) (1—\/51)2 . (1+J_) (1—\/3)2—(3\/3)2

e f1-a)
_ 4Ja _|nebo jako | _ NE _ 4 a _
1-2Ja+ a—(1+ 2/a+ a) rozdil ctverai (1_\@— 1-[%( + at }f% -4J/a

-1
pro vSechnaa >0, a# 1.

Cvic¢eni: Zjednoduste nasledujici vyrazy (tak, aby vySelderey vysledek). Udejte
podminky, za kterych se vysledny vyraz rovna zadané

x-1 x+1 x—1 x+1 3x-12 3

2 2 2 _ —
XX 1L (5 xp1xz-qg X8XHO (X 4,x¢4j

24a°h° - 12a°0° ¥

3) (x+y) ‘; [x+y— z y#—(x+ z)} 4) 96’ - 24a’ [Z(Z:ra), b#0,a% 2b}

s oo )

[
( v M i~ uj (1, uzzv, uz 00wz
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2.1.4. Uprava na safin (resp. podil) jednoduchych — obvykle linearnigkirazi (dilezité
pro uréovani znaménka vyrazu).

Pti rozkladu kvadratickych vyrdiz(levych stran kvadratickych rovnic) vyuzivame veta
mezi kdeny rovnice a jejimi koeficienty — ma-li rovnioé + bx+ c=(x- x)( x X =0
koteny x;, x,, plati x + %, = b x [, = ¢; nebo kaeny rovniceax’ + bx+ c=0 vypasitame
pomoci znamého vzorce.

1) RozloZte na safin:

s i men_ oo ny_|56=-801_
x> — X 56)(3—x3(><2 x56) ‘—8+7:—DJ (% 9( x 9

2) Citatele i jmenovatele rozloZte na séin:
a'-a’b+ b'- abf _a"’(a—b)—b” a- B (a b)ﬁ/ﬂ e ar
(b-a)(&+ 1+ af b*-a Vﬁj =2

3) Upravte na jeden zlomek &tatele | jmenovatele rozlozte na séin:

7. NG " _(x +1+x)(2x —])—4)(2(x2+])_
(\/x—l \/xz—ﬂj(zx ]) 4X\/X2— m =

(x+1)(2x—:l) R O I g
Jx+1 Jx+1 \/x—+1

Cviceni: Provel’te Gpravy s vyuZzitim postupv predchozich pikladech:
1) x*+2x°-3 ((x2+3)(x—1)(x+l)j

2) x*-13x’ + 40 [(x+2\/§)(x 2\/_2)(x+f5)(x—\/_5)j

3) 3x° - 2x* - 5x ( X(3x~5)( x+ ]))
1

3 _ 2 _

g) X3~ x+3 X2 x#3x2-1
X*—2X"—3X X

5) Y(x-1)?° \3/2x+1 3x
3ox+1y 1 J(x-1)(@2x+ 1y

2.1.5. Rozklad polynomu v realném oboru pomoci Herova schématu

Priklad: Je dan polynonP(t) =t° -22t* + 175° - 652°+ 1408- 17 jehoz realné kieny
jsou cel@iselné. Najdte jeho rozklad v realném oboru.

Polynom je patého stupma tedy v oboru komplexniatisel bude mit celkemépkoreni.
Pokud méa polynom komplexni t&n, pak je vzdy jeho kenem také&islo komplexi
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sdruzeng; slangéwseiika, Ze komplexni keny ,chodi v parech® a polynom lichého stepn
musi mit alesppjeden kden realny, ktery se pokusime nalézt jako prvni.

Zadani je zvoleno tak, aby realné&doy polynomu byla celéisla, a proto hledame realné
celécislo. Vime, Ze kien polynomu musidit absolutniclen, coz je v tomtoifjpack ¢islo

—1 792 Rozklad absolutni hodnoty tohattsla na prvéisla je1792= 2 [07, takze je
vyhodné zkousSet mocnirgacislo7, tj. ¢islal,-1, 7, -7, 2, -2, 4, -4, 8, -8, 16, -16, 32, 6B~
64, 128,

—128, 256, —256.

Postupnym pouzitim Hornerova schématu dostavame
1 -22 175 -625 1408 - 17¢

714 =15 40 =162 24+ 126
1 =29 38 =324 24305 1A92/
2|4 =20 135 =382 644 =504
1
1

=24 223 -=1098 3604 =000
-18 103 - 240 448

Jeden reéiny ken je4 a plati P(t) = (t—4)(t* -18° + 103° - 240+ 44¢

Postup opakujeme.

Rozklad absolutnihdlenu na prveéisla je 448= 2 [07. Budeme tedy zkou3éfsla4, —4, 8, -8,
-16, 32, -32, 64, —-64&isla7, -7, 2, 2 jiz nezkouSime, protoze vime, Ze nejsoteky
pavodniho polynomu a nemohou tedy bytdwy ani tohoto.

1 -18 103 -240 44
4|14 =14 47 =52 240
-4 11 =22 191 -=1004 4464
8/ 1 -10 23 - 56 (
8| 1 -2 7 0
Cislo8je dvojnasobnym k@nem a platiP(t) = (t—4)(t— 8y (t* — 2t + 7).
Kofeny polynomut® — 2t + 7 mizeme najit pomoci vzordg, =1+ JlT7, koreny jsou
komplexni.
Rozklad polynomu v realném oboru ma ti{t) = (t—4)(t— 8y (t* — 2+ 7)

Rozlozime v realném oboru nasledujici polynomy:

a) P() =X -7X+14xX-8x= f - 7%+ 14x §
|1 -7 14 -8 moznékeeny * 1t 2 4

11 -6 8 0 P&)=x(x 1)(X- 6x 8)

2|1 -4 O P X)=x(x—D(x- 2)(x 4)
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8=204
Polynom druhého stupnx® —6x+ 8 jsme mohli rozlozit bez Hornerova schéma~|é1_ 24 J
b) P(X)=2X +9¥X + 16X+ 14X+ 6x+ :

Polynom ma pouze kladné koeficienty, realnéeky musi byt zaporné; v Gvaptichazi
X=—-1:

2 9 16 14 6 1
112 7 9 5 1 0 PX=(x+D@2X+7X+9xX+ 5x 1)
“1(2 5 4 1.0  P(X)=(x+12(2X+5%+ 4x+ 1)
-1l2 3 1 0 P(X) = (x+1)° (2 + 3x+ 1)

“1l2 1 0 P(X) = (x+1)* (2x+ 1)

c) P(X)=4X - X +8xX—-38X+ 33x ¢

4 -1 0 8 -38 33-6moznékeeny +1,+2,+3+ 6
114 3 3 11 -27 6 _0P(X=(x-1)(4xX+3xX+3%+11X- 27% 6)
114 7 10 21 -6 0 P(X) = (x-1)?(4X + 7X + 10X+ 21x 6)
1|4 41 23 42 36
-1|4 3 —# 28 34
-2 4 -1 12 -3 0 P(X) = (x=-1)?(x+2)(4X - X+ 12x 3)

Pti hledani k#eni polynomu pomoci Hornerova schématu se nemusimeibjae na
celatiselné koeficienty; protoze pro polynom 3. stéiptati a, = —a,X X, X, C0Z v nasem
piipadt znamena
—3=-4x,X, %, ptichazi v tvahu keen x, =1/4-:

|4 -1 12 -3
/4[4 0 12 0 PM=(x-1(x+2)(x4)(4%+12= (¢ 1} ¢ 2f 4x ) %+ }

d P(X)=x+xX-xX-X
Opét nemusime pouzit Hornerovo schéma — rozloZzime powybykani:

XX === KR+ X= k)= A A *D-( %)= A xD( F D= X wD*(x1

Cviceni: Nasledujici polynomy rozloZte v realném oboru:

a) X' —2X+2x°-2x+1, b) x* —6X° +11x° — 6X,

c) x> +5%* +8x+ 4, d) x> —5X +4x,

e) X' -5 +9x - 7x+ 2, f) X" —6X +9x - 4x,

g) XX+ X+ x+1, h) x>+ X -2x° -12x- 8§,

) x*+1, ) x®—4x + X' +6X+ 20X - 56x+ 3,

k) x° —64, ) x°+xXC—4xX + 4% -5X+ 3x,
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(@) (% +1) (x-17, b) x(x-1)(x-2)(x~3), ¢) (x+1) (x+2,

d) X(Xx—1)(x+1)(x= 2)(x+ 2), €) (x—1*(x—2), f) x(x=1)*(x+1)*(x- 2)(x+ 2),
9) (x+DOE+1), h) (x+1?(x=2)(¢+ 4), i) (xz—ﬁD<+1)(>8+J_2D><+J),
) (X=1)(x=2) 0@+ 3x+ 4), K) (Xx=2)(X +2x+ 4)(x+ 2)(% - 2x+ 4,

) X(x=1)(x+3)(X +1).)

2.2 Rovnice

Reseni rovnic je prvni situace, ve které pouZijemeavy zadanych vyrdiz— zde je gel
ziejmy, pomoci uprav chceme najit vyraz, ze kteréinm@ poznameéeSeni. Bhem Uprav
musime sledovat, zda se jedna o ekvivalentni ap(jasli jsme &jakéieSeni ,neztratili“,
nebo ,nepidali“). Obvykle se nejjednoduseji@swdéime zkouskou.

Pozn:Ekvivalentnimi Gpravamirovnic rozumime: zasmu stran rovnice, ifteni téhoZisla
nebo vyrazu k ahma stranam rovnice, nasobeni obou stran rovnicé tygnulovyntislem
nebo vyrazem; tedy takovou Upravu, po kteréipopni vyraz (rovnicegkvivalentnis tim,
ktery po Upra¥ dostaneme;

Duasledkovgimplikacni) Gpravy jsou takoveé Upravy, po kterych zadany vyraz
implikuje vysledny, tedy zejména ty, které jsou popsanésiedajici ¥té¢ (umocréni obou
stran rovnice, nasobeni obou stran rovnice vyrazem)

Jsou-liL(x), P(X) vyrazy, potomxUD, n Dy plati:
L() =P =(L®) =(RY)" OMON
LX) =P(X = (XM 3= R XOVY X jestlizeD, 0D, n Dy
tedy je-li vyrazV definovan vSude v defiginmim oboru rovnice.

Pfipomaime si, Ze implikace je nepravdiva pouzej@dné kombinaci pravdivostnich hodnot
jednotlivych vyroki — z jedné neriize plynout nula; z nuly plyne cokoliv:

1=2 jenepravda 1=2 jenepravda
U U
1[2= 2[R jenepravde 1[0=2[D je pravda

2.2.1.Re3eni rovnic a diskuse vzhledem k ekvivalengsjusnych Gprav

1) 5x+[4x-8(x+ 6] =3+ x = bx+ 4x- 8% 4& 3 )

X —-48=3+ X rovnice neméaredeni
VSechny Upravy jsou ekvivalentni — pouze jsme pdbveazn&ené aritmetické operace.
2(X - 1) _x-3

_ o 5(x+]
2) 11 2_9 8 ‘E88
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16(x—1) - 44 x- 3= 9188 5px+ 1
16x— 44x+ 55«= 16- 3144 9188 E
27x=621 = x= 23.
V tomto grikladu jsou vSechny Upravy ekvivalentni — nasgbitiecislem.

3) 3+2X—(—7—12x—_1j=5x‘ o O+ b6x— T+ 24— 2= 3K
2 6 3 6
0=0 [OxOR

Ekvivalentnimi Upravami jsme dostali tautologiiynice se zréni v identitu dosazenim
libovolného realnéhgisla.

g 2+ 3 -x+10 »

X+7 X+7 [GX+ 7)
2x+7)+3=x+10 = x=-7  Spor s podminkou#— 7-rovnice nema‘eSeni
Nasobeni jmenovatelem+ 7 neni ekvivalentni Upravajpodni a vznikla rovnice majiizny
obor pravdivosti. Kdybychom c#it provést zkouSkux = =7 nemiZzeme dosadit.

#-7

Cviteni: Rete zadané rovnice a praee diskusi vzhledem k ekvivalendiplusnych
aprav.

1) (x+1)° =(x-3)(x+ 2+ 3x ( nemé“eé,ena

2) 3+2X—(—7—12’(—_1j=5x (UxOR)
2 6 3
X—2
2 X—2 NG 2 5 8
3 + = Xx=-2 4 +-—=0 (x=2
) 22 2(x+ 2 ( 3} ) 3_ 3 (x=2)
2
5) x-1_x-2_x-3_x-4 (x=ODx:—5j
X+l x+2 x+3 x+4 (2

3 4 7 17
6 = ==
) x5 (e ) 4x2+12x+5(x_2j

2.2.2. Kvadratické rovnice

se dajieSit pomoci vzorce pro vyget jejich kaeni; zajimawjsi (a wtSinou i rychlejsi) postup
je pouziti vztali mezi kaeny a koeficienty rovnice (ziskanych rozkadem natgolorenovychiniteld) :
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axX +bx+c=dx P(x Y= a @ X X ax
=
b=-a(x+x), c=axx
proa=1:
b=-(x+x), c=x%

Uvedeme #kolik piikladiz; na FeSeni kvadratickych rovnic povedou mnohé ulohy v dalSich
kapitolach.

1) (2x- 10)( x+%) =0 Rovnice jeffimo ve tvaru so&inu korenovychciniteli, odtud
Zbeostedre plyne

2x-10=010 x+% =0 (Sodin je roven nule, je-li alespojedencinitel nulovy)

2) 3x*+5x=0 vytknemex a timi@vedeme na s&in korenovychginiteli :
X(8x+5)=0 x=0, xzz—g

3) 3x*-27= q/3 - X-9=0 - rozdiktveroi:
(x=3)(x+3)=0 X=3 %=-3

4) x> +14x+24=0 vyuzijeme vztahu mezi keny a koeficiety: 14=12+ 2,24= 127.
X2 +14x+ 24= (x+ 12)(x+ 2= 0 x=-2x=- 12

5) x*+8x+9=0 pouzijeme vzorec pro keny kvadratické renice se sudym koeficientemxi

:_4%16_9:—41\/7

2

6) (4x+5)(x-2)=10- (X- 5)k- 4) Zde neni jina mozZnost nez roznasobit :
4x% - 8x+5x—10= 10- (3¢ - 1X 5¢ 20) = 4&- F 16810-3x*+17x-,20 -

7x*-20x=0 vytknemex : xO(&% 20F 0 x= 0,4:2—70

7) 1+ X, > CU \2x2+7x— 4= x+ 49(2x—){ x¢—4,x¢1
X+4 2x°+7x-4 2x-1 2
2X 27 6
1+

x+4 2 +Tx-4 2x-1|x+4)(2x-1)
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2 +Tx—4+ 2X( 2x= 3+ 27= §x+ ¥ = K+ B 4 K- % 27 & 24-
- BX*-x-1=0

1
1+ 2 . . : _
) J1xVIr24_) 2 =1 nevyhovuje podmince x# L jedrfeSeni x= -1
' 12 1 2 2 3
3
x-1Y’ x-1
8 -3 =4 x#-1, Jemozné umocnit a nasobit 'raz@m 2 1
) (x+1j X+1 W )
vyhodrgjSi je poloZit t .=—+1 , dostaneme kvadratickou rovnici pro
X

t?-3%-4=0 (t-4(t+)J=0 = t= Ot=-

Xl o1z ax+ 4 x=-5 x=-2
x+1 3
Xl yo1=-x-1  x=0
x+1 —

2.2.3. Rovnice s odmocninami — iracionalni rovnice

Pti feSeni iracionalnich rovnic obvykle nevydtae s ekvivalentnimi Upravami — byva nutné
ob¢ strany rovnice umamvat, tedy provéstigledkovou Upravu; fZe se stat, Ze tim
.piidame“ieSeni. Je vhodné nejde vySetit defini¢ni obory vyraa na obou stranach
rovnice, ovSem neni to nutné — pisskbdkové (tedy neekvivalentni) Upgamusime zarem
vzdy proveést zkousku.

N 5-3Jx _ 6/x-11
Wx-7 15-8/x
x>0, ﬁ#%,\/}#%; polozime t=+/x (x= f)

Nejdrive zjistime, kde jsou vyrazy na obou stranach rovnice deéiny :

5—3_&—11‘

4-7 15- g|(A-7)(15-8)

(5-3)(15- 8)=(6- 1) 8- J - _2& —(45+40)+ 75= 2 —(42+ 44X+ 77 - t= 2
85 86

t=2(=Vx)= x=4

2) x+VxX-9=21 podminkaX > !
\/x2—9:21—x2

v . , . Py 2
umocréni obou stran rovnice neni ekvivalentigrava : x> — 9:( 2t x) o X - &F 2%X
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2

VX-9=21-x| = X-9=(2FX° < #- 9= - 42¢ 441 -

o 42x=450 - x:%):§3 musime ugiat zkousku- zjistit,

feSeni které ze dvou rovnic jsme nasli:

zkouSka

7—75+ Z—i _15+—\/5625—4 4= ;(75\/ 518p= > 72_—174Z 2L wyhovje x=—

3) Vx2+6x+9= x-5/’

‘xz +6X+9=(x+3F 2 O‘

S +6x+9=25- 1k+ €~ 16x=16 x=1
zkouska:
V1+6+9=1-5- /16=-4 nevyhovuje;x= 1 nefdSeni= rovnice nema‘eseni

4) x2+6x+9="5- x|’

X +6x+9=25- 1k+ & o~ 16x=16 x=1

zkousSka:
J1+6+9=5-1 = /16= 4 vyhovuje; x= 1 je FeSeni

5) V3x-3-vx-Vx-3=0 x=10x= 00 x= 3= x= :
Jax=3=vx+Vx-3| =
X=3=x+2/X(x=3)+ x-3 = x= 2/ X(x 3)‘2

xX*=4x(x-3) x=0 O x=4x 12 x 0 nevyhovuje podmincg
X=4x-12= 3X=12 = Xx=4
zkouSka

V12-3-V4-J4-3= 3 2 £ 0 x= 4 jeeSeni

6) 3+ x-4/1- x —/x= 0

podminky x= 0,x< 1, 3 x= 4 % x posledni podminku petimmedosazenir

3+ x— 41 x =\/7<‘2 N
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3+X—-4J1I- X=X = 3:4\/1—x‘2

77
9=16(l-x) x=ro 1—6D<O:)L

dosadime dareti podminky : 3~—> }1— 8+ 7 ‘/ 16_ 16 plati

zkouska:

\/3 7 /1_ / \/48+ 7 (167 [7_ |5 55 o 7. [55, /
16 V16 \ 16 16 AT T
/55— 48
= - —:O x=—_jeieSeni
16 V16 16

Cviteni: Reste zadané rovnice

1) JX2+7=2x+2 (x=;j 2) \31+x-X = 5-Xx (x=—§}
3) 2x-6=v6x-%¥-5 (x:;(l& z/_e)j 4) Jg 1 (x=2)
5) \/_X+\/ﬂ+3 2 (x=1 6) Vx+9+/x= (XDD)

2.2.4. Rovnice s absolutni hodnotou
Pri feSeni &chto rovnic pouzivameipdpis pro definici absolutni hodnoty
x x=20
=
-X x<0
a readlnou osu rozdime na intervaly, ve kterych Zadny vyraz uxrabsolutni hodnoty neéni znaménk

1) [x=2/+|x+ 2= 2x+ 2

X—-2 XxX=22 X+2 XxX=2-2
k-2 RN
2—-X X<2 -X—2 X<-=-2

Dostavameit intervaly : (- ,-2), (=2,2), { 20

1) x=22: X=-2+x+2=2x+ 2 < 0= 2 nemaeSeni
2) —2SX<2:2-X+X+ 2= X+ 2 = X= 2 x=1 M{(- 2,2) vyhovuje

3) X<-2:=-X+2-X-2=2X+ 2 = Ix=-2 x= —% nevyhovuje podmincex .

ReSeni: x =

HH

2) [x=3+3[x=1=2x+1



36 FEKT VUT v Brre¢

1) X=23:X=-3H+X-"FX+1 « X=7 ng
2) 1sx<3: 3Fx+X-F X+ 1 = &G 1 nemaeSen

)IxX<L:3-X-HX+3F=X+1 -« &=5 x:g

Reseni: x=— 0O x=

NI~
olo

3) [x-3=1-x
Dx=23: x-3=1-X = 2x= 4 x= 2 nevyhovuje podmincex
2)x<3: 3-x=1-x 3= 1nem&eSeni
Rovnice nem&eseni

Jinak:
[x-3=1-x ‘2 =
(x—3)2 =(1- x)2 o X-6Xx+9=1-2x+ X < 8x 8 x
Zkouska: |-2/=0 nevyhovuje
Rovnice nem&eseni

4) [x*+34-4=0 « [x(x+3 -4 0 « [fx B & (
HDx=0: X(x+3)-4=0 « X+ &0 (x I x)=0
x=1 0 x=-4 x=-4nevyhovuje podmincex0
2)-3<x<0:-x(x+3J=4 = X+ 3x+ & 0- nemdeseni
Yx<-3: X(x+3Y-4=0 = X+H 40 (x I x)=0
x=1 [0 x=-4 x=1nevyhovuje podmincex 3
ReSeni: x=10 x=-4

5) Hx|—j= 2x+ 12
1) Prox= 0 marovnice tvar|x— |2 2+ 12
2) Prox< 0 marovnice tvar|-x- |2 2 12= |x+ |2 »

X—2 X=22
szojx—q={2_x <2

a) X=2: Xx—2=2x+12 x=-14 nevyhovuje podmincex2
b)0< x<2: 2—x= 2x+ 12 X=- 10 nevyhovuje podminc& <x

X+2 x=-2
2) x<0:|—x—q=|x+2:{_x_2 <o
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a) —2< x<0: x+ 2= 2x+ 12 x==10 nevyhovuje podmingeX <xl

b) Xx<-2:-x-2=2x+12 Xx=-14 x:—%4

X
I
|
|

Resent:

Cviceni: Reste zadané rovnice s absolutni hodnotou:

1) x*+6|4=7 (x:i]) 2) ||j|t§:3 (x:iG)
3) |2x-4-|4x+ 7= 0 (xz—; 0 x:—% 4) [3-]2-x|- %= 0 (x=1

2.3 Nerovnice

ieSime analogicky jako rovnice pomoci ekvivalentnigbo dsledkovych UGprav; ifitom
vyuzivame pravidla, ktera plati pro nerovnosti nrealnymicisly:
tranzitivita: a>blb>c= a c

pripocteni (odéteni) ¢isla: a>b= atc bt d a & b ¢

nasoben( deni) ¢islem: a> bl o 0= ac ba%>%

a>blc< =Pac< bcD%<%

souwet (rozdi) nerovnosti 2 e & & Hbld-axd-b

souwin ( podil) nerovnosti & b00 & ¢ 0= ae bﬂg>£c’

prevracena hodnota a b0 % <%

mocniny. ab>00r>0=a >4
a>b> 00< =0a <
a>bdc> =1é¢> ¢
a>bd <@< =1é<c’

2.3.1. UkazkaesSeni jednoduchych nerovnic:

1) (x—3)° <x(x+2)+3
(x-32 <X(x+2)+3 o K -6x+9< € +2x+3 o 6< &

2) 2X-1_ 37 X <3- x1 20> 0, znaménko nerovnosti se n&m
5 4 2 |20
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4(2x-1)-5(3- X)X 60- 10k- 1)~ 8 4 15 1 60 28 10
- 18x-19< 70- 1X ~ 28&< 89

1) X8 3, 5T X (x=16) ) X222 XL X o [ x> A
4 3 5 87
5 X3 Ho4_ 25 (g

5 2 3

2.3.2. Nerovnice v saiinovém nebo podilovém tvaru

PrincipteSeni &chto nerovnic spfiva v nasledujicim:
flg=0- (f=00g=0)I(f<00g< 0),

ézo ~ (f 2009 > 0)0 (f < 00g< 0)

Redélnou osu tedy rozlime na intervaly pomoci bddve kterych zkoumany vyraz nabyva
hodnotu 0, a wthto intervalech wime jeho znaménko (iieme dosaditdkteré body
z jednotlivych interval).

1) (x=-3)(x+4)>0
Vyraz na levé strannabyva hodnot® pro x =3 [ x=-4, v téchto hodnotach sedni jeho

znaménko, cemz nule roven neni.
Redlnou osu rozdime na fi intervaly a v nich vySéfime znaménko s@inu (mizeme dosadit
postupr vybrané vhodné hodnoty, nap-5, 0, 5).

znamenko 0 3 = Refeni. =xe< {—eo,—4) (3,000
+ ~ +
2(3x -
g 230
X+4

- . 1. , .
Citatel je roven nule prx = 3 jmenovatel prox =-4 -v téchto hodnotach se &ni

) e 1. e
znaménko zlomku,itemz prox = 3 je zlomek roven nule, pra = -4 neni definovan.

Reélnou osu rozdime na fi intervaly a v nich vySéime znaménko. (Koeficient 2ditatel
nema naeseni nerovnice vliv):

Sitatal - - + 3

o 1 -
3 -— = Refeni 1e (—4,l>

manovatel — e +

zlomelk + - +
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2-X

X+5
Budeme-li postupovat tak, Ze nerovnici vynasobimerjovatelem levé strany, musime
rozliSit dva gipady:
1. x+5>0e x>-5

3y = xU —5,—§>
2-X=2X+5o 2x<-3 - XS_E 2

2. Xx<-5

3) >1

3+ nelze Re3eni xO —5,—§
2—-X<X+5 = 2Xx=2-3= XZ_E 2

Jiny postup — pouzitelny i ve sleftich pipadech:

27X51 o 22X 450 x#-5 5 =
X+5 X+5 Giael ¥+ ¥ -
2-x-x-5 —(3+ 2x) _
——20 « ———20  jmenovatel - o+ +

X+5 X+5
5 3 Zlamek - + 1
ReéenixD(—&——>

2

g X -3

X-2 x+1

Kdybychom nésobili spotmym jmenovatelem, museli bychom vy@&sat jeho znaménko, tj.
feSit dalSi nerovnost; r&ivSechny vyrazy fevedeme na jednu stranu nerovnice a na
spol&ného jmenovatele:

X 3 X 3

——=-—<1 o ——-——-1<0 x#-1x#% Z
X=-2 x+1 Xx—2 x+1
X(x+1) = 3(x= 2)= (x= 2)(x+ 1)_

(x—2)(x+1) -

Citatele roznasobime a&eme;jmenovatele neroznasobujemepro uteni jeho znaménka
ho potebujeme mit ve tvaru sénu!

)<[+x—3x+6—()(—2x+x—2)so _ -X+ 8 <0 - -(x-8) <0
(x=2)(x+1) (x=2)(x+ 1) (x= 2)(x+ 1)
znaménko-_ 1 2 " 8 Redeni: xO(-1,2)0(8w)

Cvi¢eni: Reste nasledujici nerovnice:

2x-1 x+3 ( ) x+1 x+5( )
1 X551 (xO(c00,-2)0 (-2 .1 2y XL X0 () (=00, —0) 0 (-6,-3
) 2051 (020 611) 2 X052 (x0(w,-9)0 (-6-3)
X 2 8 x2+3x-4
3) X 2 __ S <o (XD —2-1)0 1,3) g) X341 (xo(=3.1)0 (1,
) 31 a1 21 (290 ) o3 (X 3D (°°))
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2.3.3. Nerovnice s absolutni hodnotou

Absolutni hodnotareéalnéhocisla - | x| je vzdalenost bodu x od ¢a@iku
X x=20
= - =
-X Xx<O0 _

=a - x=alx=-a (a0
mizeme napsat X+ a
I<a < -a<x<a nemizeme napsat x<zal

X>a < x<-aOx>a

Analogicky [x-x|<a = -a<x-%(<a - ¥- & X x+
[x= x| je vzdalenost bodu x od body!

1) |x-4/<10 - -10sx-4<10 - - &xs L
ReSeni: x0(-6,14)

2) X?‘?’—J‘>1 - X__3—1<—1D X;3—1>J
X - X—3 .
a) T—1<—1«=> —<0 « X-3<0 - x<¢
b)XT_3—1>1 e X350 L o x-324 o x> 1

3) |x+3| > |x— q Reélnou osu rozdime na fi intervaly, ve kterych vyrazy v absolutnich

hodnotach nesmi znaménko
1. x<-3: |x+E}:—x— 3,|x— Z[Z: 2 X

x+3d>[x-2 = -x-3>2-x = =-3>2 spor
2. -3<Xx<2: |x+3=x+ 3| x- 2= 2 x

|X+?’|>|X_q e Xt3>2-X « 2x-1 - x>—%

3. x=2: X+ 3= x+ 3] x= 2= x- 2
x+3>[x-4 = x+3>x-2 = 3>-2 plati

{(—35 x<2) D(x>—%DD(xz 2) = x> —_;

Reseni: xD(—%,ooJ
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4 -2~ ¥ < 2x

1x<0: [x=4= 2-x|{=- x| x- 2| §=| 2 b b= 2
Hx—2|—|xﬂ52x - 2<2x < x=1 spor

2(1-x) 0sx<1
2.0sx< 2: |x—2= 2—XH: X“ x= ?_| #:| 2 2*(: PJ" FF{z(x—)i) 1< )1(<2
1

0<x<1: Hx—q—M‘st@ 2B XE X EFX X o 22 1e )22

1<x<2: Hx—2|—|)ﬂs 2X = 2(x1 2Xe x> kK X = -k 0 plati
3.x22: |x-3=x-2)%= x“x— 2-| #:| 2 k= 2

[x=2-|{|s2x < 2<2x - x10>x Jplati;  Re3eni: >G<% 90]

Cviteni: Reste nasledujici nerovnice:

1)

§+7
2

<7 (xD(—24,Q) 2)3)x-1+|3x- 1< x-1 (x10)

3) ‘|x—]4—|x+]”s 2x (XZO) 4) Hx|—|x—2”s 2X (xzzj

2.3.4. Iracionalni nerovnice

Pti feSeni nerovnic s odmocninami je vhodné feglvysSetit definicni obory vyras, které
Vv nich vystupuji

1) Jx < x Definigni obor odmocniny X = 0; ob¢ strany nerovnice jsou nezaporné —
muzeme umocnit
X<x o x<®Ox20 « %-00%20 « Xx1D>00 20 « %
Redeni: x0O(1)

2) Yx+3<9 Dp:xz-3
VX+3<9 e x+3<8I0x>2-3 = x< 78Ix=-:
Reseni: x0(-3,79)

3) VX¥*+4<x+2 D, =R

VXP+HA<X+2 o X+4<s R+4x+4 = K AX = x (
Resent: xD<O,oo)
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4) X+ o pixs00x#1
Jx-1
x4
1)x>1(:>\/7<—1>0) : >2 o Jx+B 2/x-2 = Jx< 3o x< !
Jx-1
 x+l
2)05x<1(:>\/7<—1<(). N 1>2 o Jx+k 2Ax-2 < Jx>3 <= x> 9 spo
X_

Reseni: x0(1,9)

Cviceni: ReSte nasledujici nerovnice:

1) V2x-8<+/x+ 2 (xm<4,1o) 2) VX2 +x-6<4- X (xm<2,292>)
x—2Jx-3

x+\/;(—2

4y (x+1)3 (2x- 15 + (2x- 1 (x+ 133 0 (xm(—oo . ;tD< lalE oo)]

3) <0 (xD(1,9))

2.4 Funkce

jsou zakladnim f@dmetem studia v matematické analyze — zkoumame ja@avani,
rychlost znény (tedy derivaci), vysétjeme jejich nej#tsi a nejmensi hodnoty, obsahy ploch
pod jejich grafy a podokin Toto vSechno ovSem provadime proto, Zze pomockchin
zavislosti nizeme popsat fibéh niznych d&ja, které potebujeme vySédvat — tedy
predevsim musime whtakovou funkni zavislost ve zkoumaném problému &jdpomoci
funkce jej formulovat. VSimneme si tedy ngjee nékolika takovych jednoduchych situaci:

2.4.1. Funkéni predpis

1) Ur¢ime zavislost povrchu krychle na délce jeho strany.
Reseni:
Délka strany krychle je proinna velEina, tedy nezavisle prainnax,
hledany povrch jegme S= f(=6X, D, =(0,0)(délka strany je kladn&slo).



Matematicky semingopro FIT 43

2) Urcime zavislost objemu kvadru &wercovou podstavou a povrchem rovnym 2 na délce
strany podstavy.
ReZeni:

Délku strany podstavy oz#imex, pro objem platV = f(x) = ¥ Oy, vy3ku ugime

pomoci zadaného povrchu
2

2=S=2X +4xv = 2x¥E - x= v=1 Odtud dostaneme

2X

V(X = f(X)= xzal;—f:% X1- %), @, =(0,1) (objem musi byt Kladny!)

3) Vyjadiime zavislost p&tu aritmetickych operaci (Sani a nasobeni) petnych
k vypcctu funkéni hodnoty polynomuippdosazeni danéhtisla na stupni tohoto polynomu.

Reseni:
POG)=a+ax+aX+-+ aj
ax, jeden sodn

a,x =aDgx0.0% =1+( n-1)= nsadini
nx

celkem 1+ 2+..-+ n sofing

Jrax+t Xt o+ agx nsot
celkem f(l)l=(1+2+ 3+ + |)+ r:z% A 1)+ n% 6 A 3) aritmetickych oper.

Cviceni:

1) Mezi Fahrenheitovou (F) a Celsiovou (C) stupnicim@eni teploty je linearni vztah,
takZe teplotu ve stupnich F |ze vyjat z teploty utené ve stupnich C pomoci
linearni rovnice.

a) Najckte tento vztah, jestlize teptod’C odpovida 3%F a teplot 100°C
odpovida 21%F.

b) Kolika stupiim F odpovida 3TC?

c) Nanmeieno bylo 108F. Kolik je to ve stupnich C?

d) Najdkte vztah pro vypéet teploty ve stupnich C, jestlize znate teplotu ve
stupnich F.

e) Na pozorovaci stanici v Antarktideplota v piibehu 24 hodin kolisala mezi -
49 a 14F. Urete toto rozmezi kolisani ve stupnich C.

2) Tlak p pod vodou podle zkuSenosti patéip zavisi na hloubce v metrech, ve které je
potagEe, linearré podle zavislostip = kd+1, kdek je néjaka konstanta. Na hladin

(d =0m) je tlak 1atm, tlak v hloubcelO0Omje priblizné 10, 94atm.
Urcete tlak v hloubcésOmpod hladinou.
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3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Vodni nadrz se Yijnu a listopadu vypousti. V fb¢hu celéhaijna @i rovnomerném
ubyvani vody bylo 11fijna v nadrzi 200 milio@ litra vody, 20.fijna 164 miliori
litra. Vypocitejte

a) kolik vody bylo v nadrzi 7tijna,

b) kolik vody bylo v nadrzi 17kijna.
V pribéhu celého listopadu voda ubyvala rovrisnd mirou 2 miliony liti za den.
Znazorrgte mnozstvi vody v nadrzi od &tkufijna a vypdaitejte

c) kolik vody bylo v nadrzi 17. listopadu,

d) kolik vody bylo v nadrzi 30. listopadu.

Vyrobek se prodava za cenu 1@0Ka kus. Vyrobni néklady se skladaji z pevné
sloZzky 800K a z naklad na material 60K za kus.
a)Najctte funkci R(x) popisujici pijem z prodeje v zavislosti na §a kugi x.
b)Najdite funkci C(x) popisujici vyrobni naklady v zavislosti naghokusi x .
c)Kolik vyrobka je treba prodat, abyifjem vyrovnal naklady?
d)Najctte funkci P(x), kter& popisuje zisk z prodeje v zavislosti natpdusdi x.
e) Jaky je ziski prodeji 10, 20, 30 kusvyrobku?

Clenstvi v soukromém tenisovém klubu stoji 3 000 rkne a poplatek za kazdou
hodinu hry je 50 K. Ve druhém tenisovém klubu jec¢rd poplatek 1 500 korun a za
hodinu hry se plati 60K Jestlize uvaZzuje tenisovy Krgen o finani vyhodnosti,
podle ¢eho se rozhodnefipvybéru jednoho z Kklub? Prove'te analyzu ulohy a
znazorgite graficky.

Pdjcovna automobil Uétuje zékladni poplatek 420 ¢Ka pak 4,50 K za kazdy
kilometr jizdy. Jind agentura ma zakladni poplaflo K& a za kilometr jizdy
poZaduje 3,50 K Kterou agenturu si zakaznik vybere?

Predpokladejme, Ze automobil ma sediu 6,4 | benzinu na 100 km.
a) Jaka je spdeba na 250 km? Nakm?
b) Kolik km ujede auto na 1 litr, resp. ®ditru benzinu?

Auto ma spakebu 5,5 /100 km; jiné auto najede na 1 | benzé&hoZ druhu 18 km.

Jestlize vezmeme v Gvahu pouze sgloti benzinu, jizda kterym autem je drazsi?
Znazorrete grafy spaeby pro ok auta.

Z obdélniku ABCD se stranami AB=2, BC=1 je

D C
vynechany obdélnik EFGH se stranami . .
EF =1, FG=0.5. Fimka rovnolZna se stranoBC
protina stranAB v bo M. Vyjadiete obsah Sed#sti
jako funkci délky Usgky AM, p(AM) = x. - | i I

Nakreslete graf této funkce.

10)Je dana koule o polafrur. Vyjadiete

a) objemV rotainiho valce vepsaného do této koule jako funkci yysk

b) pla¥ S rotainiho kuzele vepsaného do této koule jako funka jghanys,

c) objemV rotainiho kuzZele opsaného této kouli jako funkci jeh&kygwv.
Najdkéte defintni obory a obory hodno¥thto funkci a nakreslete jejich grafy.
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11)Danym bodemA=[a, b] v prvnim kvadrantu vedeme&imku p tak, aby protla ob

kladné poloosy; jeji fisetik s osoux ozn&me X, priseik s osouy ozna&me'Y.
Vyjadiete obsah trojuhelnik®XY, kde O je paiatek sowéadnic, jako funkci prvni
souadnice bodX a ukete jeji definkni obor.

12)Je dana kruznicex’+y’=a’ a na ni bod A=[a?. Sestrojime Hmku p

rovnokEznou s ténou ke kruznici v bo# A. Prisetiky piimky p a dané kruznice
ozna&me B a C. Vyjadrete obvodO trojuhelniku ABC jako funkci vzdalenostk
piimky p od pa&atku soiiadné soustavy a date jeji definkni obor.

13)Prifez tunelu ma tvar obdélniku &lphlym pilkruhem, gicemz obvod tohoto
prifezu je 20m. Vyjatkte plosny obsal$ prafezu tunelu jako funkci polo#&nu r
pulkruhu a utete jeji definkni obor.

14)Rovinny obrazec je sloZzen z obdélniku o podstdelky x, na kterém je umist
rovnostranny trojuhelnilse stranou délky, pricemz obvod obrazce je roven 10.
Vyjadiete
a) ploSny obsals obrazce jako funkci délky jeho podstavy &ete definéni
obor této funkce,
b) objemdlesa, které vznikne rotaci kolem jeho svislé osyetyie jako
funkci délky podstavy obrazce &ate definéni obor této funkce.

15)Useku délky 10 rozdlime na d¥ ¢asti ve vzdalenost od jednoho jejiho konce;
a) z jednétasti vyrobime rovnostranny trojuhelnik a z druhézkici,
b) z jednéasti vyrobimestverec a z druhé kruznici,
c) z jednétasti vyrobime rovnostranny trojuhelnik a z drdhéerec.
Vyjadiete souet plosnych obsahtakto vzniklych obrazc jako funkci délkyx a
uréete jeji definkni obor. Pozn.: UvazZujte i moznost, Zédec nerozéujeme.

16) Hustym lesem vedeijma cesta. Jizhod cesty se ve vzdalenosti 3km nachazi
hajovna. U cesty stoji 5km od bodu P nejblize lowdj hospoda, do které hajny rad
chodi. Lesem riwze jit rychlosti 3km/h a po céstychlosti 5km/h. Vyjatkete dobu, za
kterou se hajny e dostat §ky z hajovny do hospody, jako funkci vzdalenosti
mista, kde by & vyjit z lesa na cestu, od bodu na ¢astjblize hjova.

17)Mésto Bory B) lezi 10km vychod&iod mesta Akaty A) a nesto Cedry C) lezi 3km
jizné od Boii. ZA do C se ma postavit dopravni spojeni a to tak, Zze s&ijey
probihajici stavba dalnice/A& do B a z ni se vybuduje odblka obyejnou silnici
v néjakém mist P na traseAB. Frispivek na naklady na stavbu dalnice je 4 miliony
K¢ na 1km, zatimco cena stavby silnice je 5 milisdt na 1km. Vyjadete naklady
na stavbu silnice jako funkci vzdalenastneziP aB (véetré def. oboru).

18)Muz v lodce (v bod A) je vzdaleny 9,5 km od bodBina poliezi. Chce se dostat do
mistaC na pobezi, které je od& vzdalené 16 km. Umi veslovat rychlosti 3,2 km/h a
jit rychlosti 6,4 km/h. Vyjatkte ¢as, za ktery se dostane do badyako funkci
vzdalenosti bodu, ve kterém se vylodi di@hu, od cile.
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19) Dva kanaly, kterymi se splavuji klady, jsou naes&blmé a
maji Stku 4m a 6m. Vyjatkete délkul klady, kterd se ip
pohybu z jednoho kanélu do druhého dotyka obéu lsinaii,
jako funkci uhlug, ktery svira s jednou stranou (viz obrazek

20)Otewena krabice vznikla z obdélnikového kartosx 28cm

4

tak, Ze se v rozich vigly ¢tverce o strafix a vzniklé obdélniky po stranach se
ohnuly nahoru. Vyjétkte objem této krabice v zavislosti na délce stragtiznutého

ctverce.

(Pozn: v tomto c¥eni nejsou uvedeny vysledky — ty by byly navodemditim a
tlohy by ztratily gvodni smysl

2.4.2. Zakladni vlastnosti, rovnost funkci, zuzdahkce

Kazda Kivka v rovirg, jako mnozina bdld[x, y] , ktera je podmnoiinoRz, je relace ZR

do IR ; takova relace je (ve smyslu definice v IDA) funkefktlize kazdému odpovida
nejvys jednoy — tedy v tom fipact, jestlize kazda svislamka protina tuto #vku nejvys
v jednom bod; pomoci této vlastnosti vgSime nasledujicitfklad:

1) V nasledujicim obrazku jsou nakresleriiwky. Ve kterém pipact se niize jednat o graf
n¢jaké funkce a ve kterém ne?

M

b

AN

Reseni:

&
ey
&l

Grafy funkci mohou byt pouzeikky v obrazcich b) a c).

Velmi dilezity je pojem rovnosti funkci — zde naniibe velmi dobe pomoci pojeti pojmu

funkce v IDA: rovnost funkci jako rovnostiplusnych podmnoiinRz, tedy identické grafy
funkci. To znamena, Ze nestakoumat, zda jsou stejnéfazovaci pedpisy, ale musi byt
stejné i definini obory (stejné obory hodnot pak vyjdou automafick
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2) Zjistéte, které z nasledujicich funkicig (s grirozenym defininim oborem) se sélrovnaiji:

x* -1 X Jx
a) f(x)=x-1, = : b) f(x)=,—, 9(x= :
) f(X)=x g(x) 1 ) £(X) ] 9(X%) NS
ReZeni:

-1 x#-1

a) f(X)=x-10OxOR; g(X= X X = O,zD, = f#g
nedef x=-1 9 —

D,: 220« x<-10x20; D, = (o~ 1)I( Ogo
b) X+1 =D, #D, = f#g

D,: x200x>-1= x20; D, =(0c)

3) Najdkte zuzeni funkci ziipdchoziho fikladu tak, aby se takto vzniklé funkce 8ob
rovnaly.

Regeni
a) f‘M = g‘M plati proM =R ~{-1} = (~00,-1)0 (- 10).

C) f‘M = g‘M plati proM =(0,).

Cviéeni:

1) Najckéte alespd jednu funkci s defirinim oboremd® a oborem hodnof{ tak, aby
platilo:

a)D=R ai ={3,3,
b) =N a A je mnozina vSech kladnych cely&isel,
c) ®=R\{1,-2,3 aH je libovolny.

[m f@p{:iig;fup{gigg .b) ()= 2n- 1IN

c) f(x)= ! + 1 + 1 , H,=R
Xx-1 x+2 x-3

2) Zjistéte, které z nasledujicich funkcig, resp.h (s girozenym defintnim oborem) se séb
rovnaji:
X

a)Hx:§,gu:;5(f:® b) f(X) =In %, m@=2mX(iij

0 f=x g¥=vVx, H3=(V} (= o#beg}

3) Najckte zuzeni funkci zipdchoziho cwieni tak, aby se takto vzniklé funkce gabvnaly.
(b) f‘M :g‘M plati pro M=(0,0) © f‘M = qM: ﬁu plati pro M:<O,oo)).
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4) Nech funkcef je definovanaigdpisemf (x -1 -1. Owite, zda plati
X

a) f(x)+ f(-X) =-2, b) f(2x):%(f(x)—1), 0) f(l-x)=

f(x)’
1 1 (1
d) —f(x+1)-f(x)+2 e) f(x)+1_f(xj+1'

Maji-li funkce stejny defirini predpis a liSi se pouze v definim oboru, najéte mnoZiny, na
kterych se sabrovnaji.

(a) plati prox# 0, b)platiOXJR, c)plati proxt 0, d) plati prox - 1, ) platd XR)

2.4.3. Defineni obor funkce

Pri hledani defininich oboti funkci uzijeme metoékeSeni rovnic a nerovnic — to jsme jiz
procvkili v predchozich kapitolach. Také pelbujeme znat defitini obory zakladnich
elementarnich funkci — odmocnin, loganitnexponencialnich a logaritmickych funkci —
k tomu nam slouZiiislusn&ast v ehledu zakladnich pojimkapitola 1).

w2
1) Urcete definkni obor funkce danéredpisem y = ﬁ )
\} n(x® -

D,: ¥-1>0 |xp1 X -1>0= 1-x"<Q

n-*

W2 W2
D0 —X 50 X 5001-x<0= - 1)< C
In(< ~1) IN(C—1)

IN(¢-1)<0« 0<X¥-1<1 « KxX<2 « K|[4<i2

D, =(—/2,-1)0 (1v 2)

2) Urcete definéni obor funkce danéredpisemy = In(2cosx—«/a )

NE V3

ZCosx—\/_3>O = cos<>7 00827 e X=x—+ BRr

cosx>£ - XD(—I—T,LTJ+2|<;T (sz(_ff_TjJ,qu
2 6 6 6 6

D,, :

nh *

oy

Cviceni: Najckte (pirozené) definini obory nasledujicich funkg&ije-li f(x) rovno:

7x* +6x+5 o f 2x+3 —R_[_o_
a) T @f—R { 1,]}) X2+3X+2 (®f_R { 21 ]})

¢) VX2 -4 (@f =(—oo,—2>m<2,oo)) d) J(3x-2¢ (@sz)

x1—3 ((Df==(300)) f) 253—x2

e)

Dy =(_5’5)
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0 22 (0, =020 1) W S0 (o, =(-32)
- at] )7 [pteo)

9 sapg (2=Et) ) i (z2)

m) ﬁ (0,2 (=20 (20) 0 (¢ +x-6)" (9, = (-390 2)
A

) in(e-e”) (o =(0m) Y X 25 p, = (020 @)

2

0 i (o =~[ir(c faoz| e EF [o=(0g)

v) In(2cosx—+'3 (@f =(-7 7)+ % ,kDZj X) sin(ln3X1+lj {@f :(_%”OOJJ

y) SI% (@f =((0,7)+ xm kOZ k= QO((-,Q+ Zr KIZ ks ()))

X
1+ sinx

2) ©, =R ~{m+2km kDZ k= q).

2.4.4. Operace s funkcemi (transformace giaf

1) Pomoci grafu funkcey = 2x nakreslete grafy funkci
f(x)=]24, g(¥=2(x+2), h(Y= 2% 5, k(X 2(x 3 .

Reseni
Vysledne grafy vzniknou posunutiniyimdniho grafu, jak je nazteno (Sipkami)
v obrazcich.
(v=21/
) v=2-x . /
3 - 64 /
=2 : //
// -2 l/f 12 4
1 //’ : 2 IR SN LEERE / ”
/ A /.
/ /-
/. /
/ - / e S .
/ - 1/ s ‘
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2) Pomoci grafu funkce (x) = X nakreslete grafy funkci
f(0)=(x-27 +3,9(0= X+ 2% h(Y=| » - 3
Redeni
g(¥) = X +2x= (x+1P -1, h()=|(x 17~ 3.

Grafy oggt vzniknou posunutimivodniho grafu; v fipact absolutni hodnoty
pieklopeniméasti grafu, ktera je pod osou x, do kladnych hodnot

3) Nakreslete graf funkcd (x) = X —6x+11.

Reseni
f(X) =X -6x+11= X — 6x+ H 2= (x 3j+ 2
grafem je parabolp-2 = (x- 3y ,®, =R,
je ote¥en& nahoru, vrchoV =[3,2], #, =(2,0) =
funkce ma minimum v bék =3, f(3)=2 f,, = 2

f(0)=11= praseik s osou y je bod0,11],
osux graf neprotina.

4) Pomoci grafu funkce (x) :% nakreslete grafy funkci N
— 1 __1 _ 1 _
ReSeni

g(x): y-1= % vrchol posunut do bod[0, 1],
h(x): y= —Xi_l, vrchol posunut do bodfl, 0], graf g'eklopen podle vodorovné asymptoty,

k(X): y+1= Xi_l vrchol posunut do bodfl, —1].
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2X+5
x-1"

5) Nakreslete graf funkcé (x) =
Re3eni

f(x) =

X*+S_2X=2t T_5, T grafem je hyperbola
x-1 x-1 x-1

y—-2= Ll kterd méa vrchoV =[1, 2] a asymptoty
X_
x=1 y=2. D, =(-00,1)0 (L,0),

H =(-0,2)0 (2,0). f(0)=-5,f (x)=0pro x:—g N

hyperbola prochazi bodf,-5] a [—2 : O} :

6) Znazorrte grafickyreSeni rovnic s absolutni hodnototikfad 3) a cuieni 3) a 4)

Reseni
Resenim rovnic tvard (X) = g(X jsoux-ové soiadnice piiseika grafi téchto funkci.

N

3 |x-3E1-x

! ] |3— 2—x|=2x

[i+x x<2
|3— E—x|=
|5—x| x»2

7) Znazorrte grafickyreSeni nerovnic s absolutni hodnotatiklpd 3) a cvieni 2) a 4).

Reseni
Resenim nerovnic tvard (X) < g(X jsoux-ové sotiadnice bod grafu funkcey, které lezi
nad grafem funkcé
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|x + 3

‘ e —

205 g

4) |x+3|>|x—2|

Cviéeni:

1|+ 3x—1

2:x

5) -1 ~Pr—1|<x—1
r
IS
||6.I\—4| X

2 2xZ1

b

9 |f-2-Rf <2

0exs2

x<{0wx>2

)
o " 4|.r—1|
=2t =,

1) Zname-li graf funkcé, jak sestrojime graf funkag pro kterou plat(c, all ]R):

a) 9(¥ = f(-%
c) 9(¥ = f(x+9g
e) 9(¥ =af(¥
9) 9(¥) = (| xI)

b) 9(¥) = - (%)

d) g(¥ = f(Q+
f) a(x¥ = f(ax
hyg(¥) = f(x)[?

Postup 1. vysitlete obecs,

2. demonstrujte na grafu funkice obrazku.

flx

1) f(x) flx—=1)

c
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2) Pomoci znamych gréfunkci a)y =|¥, b) y=x*, c) y=sinx,d) y=Inx ad)y=¢€
sestrojte grafy funkci
A y=-x, y=1+]}f, y=|%-2, y=[ %1, ¥|*x 2. ¥| x - 2, ¥ 2|x
b) y=4x’, y=1 ¥, y=—X, y=-2X, ¥ X+2, ¥ %1 ¥ (x 2f
y=(x-1,y=3(x-17, y= 2(x+ 2f, y= X+ 4% 2, ¥ 4%+ 8% 1.
c) y=[sinX, y=-sinx, y= 2sinx, y= sin 3), = 2sih
d) y=In(2-x), y=In¥, y=3In2x y= Int;

X

e)y=€*, y=—-¢€, y=-&, y1+ & y ¥, yi %
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Reseni
a)
2 2 3 1
[ x
v 1 y 1 2 1+ x| .
2 1 0 i gz 1 1 2 1 [x]-2
¥ k4
1 4 '|X|
2 7 ¢ i i
X
2 2 -1 :
2 5 3
Ix+1| :
|x-2| 3 2 1 |
1]
(] v o1 4 2|x|
|x+1]-2 y
4
1
5 2 4 T i 0 1 2 3 i ¢
X ks
1 &)
i 3 ] T 1
i
. 3
3 3 3 3
2
¥ 4x x2+2
2 g 2
¥ ¥ ¥ ¥
Tv2
1 1 1 = 1
2 ) u i 409 1 I 7 i 1 u 1 2.2 1 0 i 2
% % K 3
2 ] ] 22 - 1 2 =
(x+2)*
¥ o1 24 r2
1 2 1 2 x-
=X -2x ¥
¥ ¥
) = 0 2 1
2 2 ®
3 -3 V] 3 o 7 0
1 2 3 % 2
2 20x+2) xteaxe2f [1
(x-1) 2] (x+2) L2
2
1y
¥ ?(X 1) ¥
. ]
11 1 4
F1
; I ; 3 T T 7 p) ERY) 3 2 1 o
4 X e
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1 sin x 1 |sin x| 1
¥
-2 - i i3 o 40 o o 3 3 2 4 U T e
=sin x
5 -1 i
29 2sin x 5
2sin
¥ o1 1 ¥l
¥
2 1 i 2 3 4 2 Rl UJW 3 2 4 z 2 3
K £
14 R sin (x+3) 1
2
-2-
24 -

inx
1_ \
R S

0 ] "
In (2-x) = 3iIn2x

14 1
¥ . ¥

-2 7 24

s 2 -3 ;

; 5
B In x’
21 o 1 2 3

2

H
1 1

]

“]_

2_
e)
44 F4 51
* 4 * 1+e”
¥ ¥
21 2 ¥ 37

2y
rs

m

1
e

>4
X
1 u 22 R d i
X X
-1 1 2 2 7] 1 ;
I 1 1 a 1 2 3
H
ks
=X
X
2 -8 -2
¥ ¥ " x
-39 F3 le?
¥ Toe
-4 L4
2 2 0 i 2 3 2
¥
51 Lg
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2.4.5. Exponencialni a logaritmické funkce
V tomto odstavci budeme hla¥pcacitat — musime si zopakovat, jak jsou tyto funkce

definovany a co pro&plati. Zadané vyrazy vzdy vho&lopravime (Uprava @pk né¢emu
smetuje!) a vyuzijeme toho, Ze exponencialni i logariké funkce jsou proste, tedy

\axl:aXZ = X=X, log, x=log, x = %= %

1) Pro kterax plati

3

X — 3-X
a) (2—7) =2 b) %[EEBJH :(35) 0) F+37-90=C 2
8) 2 2515 (512
ReSeni

S5 - ()

- 2+11:3(x-3) o (X-1)K-1 3 (Ox# ) - F- 14+ 8
X—
7+\J49-24_ 7+ 5 2
)(1'2: 3 = 3 j—t X:—3 0 x=4.

) ¥ +37-90=0 - 303+ 303- 96 0~ [t=3 -
9t+81E}—90: 0 -« t2-10+ & 0(Otz P « t- B 9

t=1: ¥F=1=x=0, t=9: 3= 9= x= 2= x= 00 x= 2

2) Pro kterax plati a)-1<log, x< 2, b) log, (2x— 3)< 3?

Vyuzijeme definici logaritmu (je inverzni k expar@alni funkci) a defiriniho oboru
logaritmické funkce:

a)-1l<log,x<2 - (Elsxs§ O x> 0) - %s X< 9 = >G<; é

b) log,(2x-3)<3 = ( x-X2=80 % 3 (J =

35
- (2x<502%>3 - XD(E’E)
3) Reste rovnice
a) 2In(x-2)=In(14- x), b) log(x+1)+ log(x— 1)= logx+ logx+ 2.
Reseni:
Nejdrive vzdy najdeme defiemi obory jednotlivych vyray, potom upravime pomoci pravidel
pro paitani s logaritmy:
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a) x-2>0 0 14-x> 0 = x0( 2,14
2In(x-2)=In4-x) = In(x-2f= @14 x) = (xJ (21490 *- 4¢ 4 14 )

X*—4X+4=14-X o X-3x-100 < (x5 2F 0= x B x- 2
50(2,14), - 21 (2,14) = x= 5,

b) x>-10x>10x>00x>-2 = x>1
log(x + 1)+ log(x— 1)= logx+ log(x+ 2) = lod ¢+ D= D= lof x (¢ 2) =

e X310 X¥-1=X+2X = x>10-1=2X = x:—% O » 1= nemaiedeni

Cviceni:
1) Zzjistéte, pro kteréx plati

Bl B 1 4 x+3 125 4x-1 _ 5 _

2_gy2
¢) 5 +1- 305 = - 4¢ (x=2) d) 2" 72 =160/2 (x=7Dx:—1)

e) ¥+2B-3=0 (x=0) f) 3 +372-3*= 31t (x=3)

2) Reste logaritmické rovnice

c) log(4x+ 6)- log(x~ 1)= : (

x
I

1 d) 2log(x+5)=log2x+ 1  (x=5)

x
I

e) In(x=2)+In(x+3)=In6 |

3) ) logx-—— =2 | x=1000 01 Xz
log x 10

2.4.6. Goniometrické funkce

Opet budeme hlavépatitat — musime si zopakovat detini vztahy, hodnoty funkci pro
zakladni hodnoty prosmné (pozor: hodnoty jsou realsila, ne stup X° = X%),
vlastnosti (definini obor, periodinost) a vztahy, které plati pro ndsobky hodnateaqdni
vztahy mezi jednotlivymi funkcemi — najdeme vuldach v 1.casti tohoto textu.

1) Mame uéit  a) sin(-27r), b)cotg-% ).

Reseni:

a) sin(-gm)=-sin@rmr)=-sinft—+7)=— sinfm F -

N |-

b) cotg(-%L )= cotgt-Lm—2im)= cotgfim F— cotgf{rr ?i‘.
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2) Pro kteraxOR plati sinx= 0 cosx< (?
sinx> 00 cosx< 0= xO( Op+ RrO0Xx] £33 ¥y X1 X1 4 m+ 2 KZ

3) Prox0O(7,3F) plati smx-—? . Mame vypdgitat cosx, tgx a cotg.

v

ReSen

Pro xO(77,3Z) je cosx < Oa dalecos x = 1- sirf x= 1—6—3 _— , tedy cosx = —1
64 64 8’

sinx 1
tgx =—— =4/63, cotgx=—=——
g COSX — = tgx \/3

4) Najckte vSechnax R, pro kterd plati: asin |x |= 1, b) | sinx E 1.

ReSen
a)
sinfx=1 = |x |:’—27+2<n - :’—27+ % KIZ' O x:—l—;+ w KZ

b)|sinxE1l = six=+1 (x=7—27Dx:§2 j+ AT - x:7—27+kl7 K7

in im In ™ 0 ™ 2 im in
x y=|sin(x)]
5) Mame zjednodusit nasledujici vyrazy:
cos X b sin® x — co$ x
COSX — Sinx’ cotgx — tgx

Reseni:

VyuZzijeme vztahy, které plati pro goniometrické Kae; nesmime zapomenout na body
definicniho oboru vysledku, které nepadnou do défiftio oboru zadané funkce (body, ve
kterych neni definovan vysledek ani zadany vyremusime vypisovat).

a)

cosX _ codx- sifx MQCOSXJF sinx) _

— = =cosx+ sinx[0 coOX# SiX <
COSX — SinX COX— Sirx inx




Matematicky semingpro FIT 59

=cosx+ sinx [ x¢g+ kr ,kOZ,

b)
sin®*x—cod x _ (sif x— coéx )(sihx+ cdsx ) st cox
cotgx — tgx COSX _ sinx cos x — sirf x
sinx  Ccosx Sinx cosx

=-sinx cosx 0O

O (x¢’21+kan¢ krOtg x# cotg%:—sinxcosﬂ X kg K7,

Cviéeni:

1) Urcete
a) tg(~¢7) (—% b) cost-%7) (0)
) sin@ ) (—%j d) tg( ) (%

2) Zjistéte, pro kter& plati

a) sinx > 00 cos<> ( (xD(o,g)+ 2kn,k[jz)

b) sinx < 00 cosx< ( (xD<3—ﬂ,n>+2kn,kDZ)

3) Najckte vSechnax IR ,pro kteréa plati:

a) sinx:—ﬁ X:i17T+2k77 O X:—57T+2k77, kOZ
2 3 3

b) cosXx =1 (x:kﬂ)

C) cosx:—1 X:Zﬂ+2kﬂ O X:ilﬂ+2|<77, kOZ
2 3 3

d) cotgex=-1 x:7—T+k7—T, kOZ

4 6
e) tgng x:g+kn, kDZj

4) Upravte nasledujici vyrazy (tak, aby vySel uvedeysiedek):

a) cotgx+ Sinx (i O x# r+ 2Kk, kDZJ
1+ cosx sinXx
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sin 2x
b 2tgx
) cos x (=g)

2

0) @+ 1tgx)y (1+sin2x 0 x# 2+ kﬂj

1+ tg? x 2
d) COth+ COtgy COth Cotgy[j (X¢I—T+ kO y¢E+ kr O y¢ X kT, EZJ

tgx+tgy 2 2

2.4.7. Zakladni vlastnosti funkdfunkce rostouci, klesajici, sudé, liché, periodigcké
ohrani¢ené

1) Je-li funkcef rostouci, je nuth

a) funkce2f rostouci, b) funkce-f klesajici,
c) funkce f ? rostouci, d) funkcei— klesajici (pro vSude nenulovou funky?
Reseni

Funkcef je rostouci, plati-li0x, x,0D, : X< x= f(x)< f(Xx)
Nasobeni nerovnosti konstantou je ekvivalentnaugpr

a) f(x) < f(x) « 20 (%) <20f(%) < X< %=2f(x)< 2 (%)
funkce2 f je rostouc,

b) f(x) < f(x) =« —f(x)>-1f(x) = x<x=>-1%>-1x,
funkce — f je klesajic;

umocréni na druhou afievracena hodnota nerovnosti je ekvivalentni Uppweze
v ptipact nerovnosti mezi nezapornymi wahami,
obecr tvrzenic) a d) neplati, uvedeme protifklady:

c) f(x)=-v-x, X< 0 je rostouci,f2(x) = (—J:()z = —x, x< Oje klesajici,

1
—— x=20
x+1 x=0
d f(x)= je rostouci naR , proi: x+1 plati:
x-1 x<0 f(X) 1 %<0
x-1

-1<10f (1= —% <f (1):—;, tedy% neni naR rostouci.

2 _ [x—1x<0
flx) =
: |x+1x=0
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2) Méame ukézat, ze pro libovolnou funkaefinovanou na interval(l—a, a), a> Oplati, ze
f(X)+ f(—X) je suda af (x) — f(—X) je licha funkce.

ReSeni
Ozname g(x) = f(XQ+ f(—X. Je-lig suda funkce, musi platd(—x) = g( X, tedy
g(=x) = f(=X9+ f(~(=%) = f(=3+ f( = d ¥, funkce je suda;

Ozname h(x) = f(X) — f(—X. Pro lichou funkci plath(-=x) = —h( %, tedy
@ = f(-X - f(—(—)@) = f(=3%- )):—( fly- (- ){) :—=h)<, funkce je licha.

3) Nech’ jsou funkce ag periodické se stejnou periodou. UkaZte, Ze funkceg je také
periodicka.
ReSeni

Jsou-lif ag periodické funkce, platipOR: f(x+ p= f(®, dx p= ¢ X
Odtud (f+g)(x+pP=f(x+ p+ dx p= {x+ ¢x=( # ¥ »

4) Necht funkcef je periodicka s periodop Je-lia# 0, jakou periodu ma funkcé (a x) ?
Re3eni
Ozname g(x) = f(ay. Potomg(x) = f(ax = f(axt p= I( z\‘ )G-Z)) - 4@, xp)

= f(ax) ma periodug.

5) Mame zjistit, které z nasledujicich funkci jsaripdické, a najit jejich periodu.
a) f(x)=3, b) f(x) :sini;, ¢) f(x)=sin’
Re3eni
a) f(x+ p)=3 OpOR, funkce je periodicka s libovolnou realnperiodou,

b) (x)=sin2 =|sina = sir(a + ) sirézg(+ z)z si(‘% X+ ;3))=f X+ B 3

= funkce je periodicka s periodout,

a1l 1 .1
C) f(x)—smx—sm(x+ 2/1), f K+ p)= S'npr =

nelze najip nezavisle nx tak, aby pIatiIoX%p —%( = 21 = funkce neni periodick.

6) Funkcef agjsou ohraniené na intervalil Je také funkcef + g ohranéena nd?
Redeni
Podle pedpokladu plati
(Ok, k, OR OyO f(1), y= f(Q: k< y< k )O(O}, LOROYD ), y= d 310 ¥ J )=
OyO(f+g)(1), y=(f+a)(N: k+ 1< ys k+ 1,
= f+g jeohranfenana l
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Cviéeni:

1) Necht funkcef ag jsou definovany na stejném intervalu.
a) Jsou-li funkcé i g rostouci, je i funkcef +g rostouci?  (Ano)

b) Najdte rostouci funkcf a klesajici funkcg tak, aby funkcef + g byla rostouci.

2) Necht f je licha funkce, ktera je definovana pxe= 0. Jakou zde ma futki hodnotu?

3) Najdéte konstantik tak, aby
a) f(x)=x + kx+1 byla suda,

b) f(x)=x~k¢+2xbylalicha.

—_
~
1l
o
~—

] H
HO
N—

4) Zjistéte, které z uvedenych funkci jsou sudé resp. liché:

a) f(x)=2, b) f(x) =X, c) f(x)=¥x,

d) f(x)=x-X, e) f(x)=x-x, f) f(x)zz—lx,
_X+2 _ X - _ X

9) f(X)—X_Z, h) f(X)—1+4X4, ) (X X’

) f(x):><4+\3/1_2, k) f(x)=x +sinX, ) f(x)=cos(m-Xx),

X
m) f(x):L;X, n) f(x):rotgzx’ 0) f(X)=sinx— cosx,
p) f(x)=3%xltosx, r f(x):Ltgx, S) f(x):lzxﬂ(,
2+ 3c0osX X° COSX
0 f(9=2, W F=E =
x) f(x)=xin|¥, y) f(x):ln%, 2) f(x):In(x—\/l—xz).

(@A HDKHMN9yYsudd ¢ J)i Py y xylichi
b)d) g) 0 9 2 ani suda ani lichd)

5) Necht jsou funkcef ag periodické se stejnou periodou. UkaZte, Ze funkdg, f/ g
jsou také periodické.

6) Zjistéte, které z nasledujicich funkci jsou periodickéagkte jejich periodu.
a) f(x)=xsinx (nem’ periodick% b) f(X)=2+cosx+ co$ x ( p= 277)

c) f(x)=cosx (nenl’ periodick% d) f(x)=1+ sinz(g - x) ( p= 271)
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e) f(x)=5cos2rx (p=:1) f) f(x)=23"2sinx ( p= 271)

g) f(x) =3cosX- 5sinX (p:27'[) h) f(X) = In(cosx+ sinx}(pzzn

~——

k) f(x)=sin2x+ tgg (p:ZH)

7) Ukazte, Ze plati:
a) VSechny konstantni funkce jsou ohtamé.
b) Je-li funkcef ohrantena na intervall, je také - f ohranéena na tomto intervalu.

2.4.8. Funkce prosté a funkce inverzni

Podle definice je funkckprosta, jestlize ke kazdémuz jejiho definéniho oboru existuje
prav jednoy tak, zey = f(X), tedy inverzni pedpis f ™ ptitazujici bodm y z oboru hodnot
praw tax, pro ktera platiy = f(X), spkiuje podminku kladenou na funkci — tedy je to funkce
kteréiikame inverzni.

Jestlize chceme zjistit, je-li dana funkce proptayadime dkaz sporem —igdpokladame, ze
plati X, # X, a sodasré f(x) = f(x,). Jestlize po Upradostaneme jedinou moznost

X, = X,, znamena to, Ze funkce je prosta (dostali jsme sedpokladem).

Budeme-li hledat inverznitpdpis, aniz sefpdem peswdéime, Zze dana funkce je prosta,
mohou nastat dvmoZznosti:

1) jedinéreSeni, tedy inverznitedpis je pislusna inverzni funkce,

2) vice moznyclhieSeni, tedy inverzni funkce neexistujgéy@dni funkce nebyla prosta.

1) Mame zjistit, jsou-li nasledujici funkce prosté; Rladném pipact najit funkci inverzni:

a) f()=3x, b) f(=2+3/x, c) fE)=4" 4 f(x):Iogz(x+ x2+1)

Reseni
a) f(x)="f(x) = 3x=3% < Xx=% = funkce je prost;

-1. — — X, -1 _ X
f7: x=3y=> y=3i f (x)—g,

b) £(x)= ) = 2+3/% =2+ 3[% = JX=\% = x= % =

funkce je prost;

f1: x=2+3fy - ﬁ-%(x—Z) pozor: [y= 0= x- 2= C
ﬁ:%(x—Z)e y—%(x—Z)sz—ZZO =

= f™(x) :%(x—Z)2 Ox>2

c) f(x)="f(x) = 45N = 4SIN%; sinx = sinx, = %= X%+ 2kr
tedy pro tizné hodnoty dostdvame stejnou futiki hodnotu = funkce neni prost;
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d) f(x)=f(x) = |og2(xl+JT+1):|og2(x2+ >22+1) -
e X+ R 1=+ 8+ = x- %= R+1- £+1
D% >% = %= %>00%+1-,/ ¥+1< 0 spor
2)% <% = %= % <00\ ®+1-/X+1>0 spor
)X =% = X1-><2:\/>§+1—\/>§+1:O plati = funkce je prost

1 x=log,(y+¥+1) - 2 = yrFrie 2-y=y i e

o 22+ Y =y e 2Ny =P -1 = f )=

22X _ 1 .
2X+l !

Cviéent:

1) Ukazte, Ze inverzni funkce k prosté liché funkobt licha. Co niizemetici o inverzni
funkci k prosté sudé funkci?

2) Zjistéte, které z nasledujicich funkci jsou prosté, adajk nim inverzni funkce:
a) f(x)=(x-2)(x+2) (nenl' prostf)

3-+/x 4 (x-3)°
b) f = f == 7 —00 1 00
) f= (%) (2x—1)2DXD( 3)0(30)
— X e
) f(x)—X2+2 (nenl prosta
_ X ey = 3 X
o gy - l0gs X __Inx
&) 10 =3 X log, x—-1 ( Inx—In?JJ

f) f(X)=1+/3+¢&* (f‘l(x) 2In(x* -2x-2) (: Inv X — 2x- 2))

h) f(x):{x x=1 f‘l(x)={

2x x>1

x<1
X>2

NIX X

3) Ve druhém sloupci nagtie funkce inverzni k funkcim v prvnim sloupci; niéye
se pokuste vysledek ,uhodnout” a potomigsgdéte o0 spravnosti.
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1

B _ X
L9 =— 0.(9 =1
X X
f,(X) =—— X)=——
(0= 0 (9=~
1 1
f,() =3+= g;()==-2
X X
X 1
f,(x)==-2 X)=——
0= 0.9 =~
— X —_—
fs(x)_x+1 gs(x)—2X+4

fio0y 00, 00, fie 0, fio 91-)

4) Ukazte, Ze kazda z nasledujicich funkci je sammaldkinverzni a nakreslete jejich grafy
(v §. g) proa=1,b=-2). Protoze graf inverzni funkce vzniknieglopenim grafu

pivodni funkce podle osy 1. a 3. kvadrantu, musigogt funkce, kterd je inverzni sama
k sob, soungrny podle této osy.

a) (X=X, b) f(X)=-x, o) f(x)=%,
_X—+1 = :—L
DRICEE Q) f()=2+—. N f=-—2,
9) f(x):ixj:, h) f(x)=v1-%¢ pro x= 0.
Grafy:
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|
|
| =
| '”"Y)' r— 1
—‘} I '/
ra
|1~
____1__7| ______
g /
L
2 -1 0 | 2 3 4
e | x
‘/ 1
-/ | T
4 7 | J':

2.4.9. Slozené funkce

To, jestli rozumime pojmu funkce, se nejlépe pozifidnkci slozenych, ty jak znamo
vzniknou dosazenim — do &8i sloZzky F(x) dosadime mistw vnitini slozkug(X),
dostaneme sloZenou funkéi(X) = F(g(X); obvyklé oznaeni f = F o g, &temeF pog.
Je dilezité si u¢domit, Ze se f tomto dosazeni uplatni jen ty prvky definéniho oboru
vnittni slozky, pro které hodnotg(X) padnou do defigniho oboru vijSi slozky. Ri
vySetovani definénich oboifi v odstavci 2.4.2. jsme to automaticky brali v iwah tomto
odstavci to provedeme podrabn vSimneme si jednotlivych sloZzek sloZenych funkci

Poznamenejme, Ze zdejde o vysledekmohli bychom postupovat jako v 2.4.3)e praw
0 postup pomoci kterého vysledek ziskame — vSimneme siwbodnot vnitnich slozek a
jejich souvislosti s defidhim oborem v§jSi slozky.

1) Ur¢ime (grirozené) definini obory danych sloZzenych funkci tak, Ze je roztegi
na jednotlivé sloZzky a potomdime jejich definéni obory a pdaebné obory hodnot.

_x . )5 _ . |1=sinx
a) f(X)—1+\3/;' b) T(x)= (3+4\/5() c) f09=In 1+ sinx
Reseni

a) Vidime na prvni pohled, Ze jedina podminkardd musime vzit v Gvahu,
je nenulova hodnota jmenovatele — teizljg(i -1 « x# -1 (treti — licha odmocnina

je definovanalOx R ). Na tomto pikladu si ukdZzeme podrobmpostup rozlozeni
na jednotlivé slozky:

t
f0)=F(9(x), FO=~ O t= g} =9x
D :t£-1 O, =R;
De.q 1900 =t=Ix0D, o Ixt-1e x£-1 = D, =D =R—-{-}.

b) f)=F(g(h®):; Fu=u O uw= gy=3+4R20v0 ¥ h)x)

. _ _ . A 3 .
D, =R; o,=R = o, =R; D :u=3+4F2v=2 0 VZ_F‘/E’
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Deogon *V = \/;(>_— X2 - 273 De.gon = Dg = _E'w}
403/2 128 128

o) 1) =F(a(h(4())):
F=Ihu Ou=gy=+v O = I(l\bl_—[] W= @( Xk=sin

D, =R; O, :W#-1= D, W=sinxz -1= x¢—g+ 2k KO Z ;
o 1-w ] -1 1 _ ]
@Fog .V—1+W>O. _ + _ (])Fog - (_1)1)1

D, g - W=sinxU (-1, 1)=

D goog :x¢g+ kmr, kKO Z; = D, :R—{’27+ ki, kmz},

2) Mame zjistit, zda pro nasledujici funkce plzﬁtff (f(x))) =

a) f(x):l—i, b) f(x):a—i, kde a+b=1.
X X+b

Reseni

Provedeme naztianou kompozici funkci — zjistimeigluSny girazovaci pedpis,

pricemz musime sledovat i jeji defénii obor.
Ozn&me g (x) = X, O, =R;

1 1 X X=1-Xx 1
f(f =1- =1- =1- = = Ox04 0,2
a) 1(1() f () 1-1 x-1 x-1 1-x xb{od
X
1 1 1
fOf(f =—=x0Ox40, %
(((m)lfm 1@”]1 x0x0{0,} =, #0,=
X X
mmifﬁ(ﬂm»:xR%Q@, f(f(f(x))#x
1 1 1
f(f —a- - a—— = a—-
b) (f09) =2 f(X)+b |a+b=1 2 a-_* +b ‘&szl 2 1- L |at
x+b xt+b
—a-_Xtb =a-2X"P 0 arb=10x¢ & e - b
X+b—1 |a+b=l X—a
F(f(f(9))=a-—22— = a-—%b = a- =
a-_~- —a |atbhal -~ |ab1 -1 ar br1
x+b x+b
Fatx+b-1| =x0 x{ a- b= o, ., %D,

plati f(f(f(x))=

R—{a,-5 f(f(f(x))#x
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3) Najdkte funkce f (t), pro které plati:
Af(2)=x, b) f(x+)=x, o f(d-x)=x, d f()l() =x,  e)f(x¥)=x.

Redeni
a) f()=, Ot=g(®=2x = (fog(R=2=x> f(y=1,
b) fM)=t-10t=g(¥)=x+1 = (fog(Y=(xD-1= x> f(§)= ],
o) f®)=1-t Ot=g(¥)=1-x = (fog(N=1- (1 ¥= x> f()=1- 4,

d) pimo ze zadani je vid, Ze takova funkcéneexistuje — v kazdéntipad by
@islusna slozena funkce nebyla definovanayro0. PoloZzime-li

f(t):% Dt:g(X :; = (fog)(x):%: X[ xz 0 tedy f(:)l()?fX,

X

f(t):%:f(i):x

R-{0}

e) jestlize polozime f (t) = Jt Ot= g(X) = X, sloZena funkce bude mit tvar

(fog)(0=v¥ =|%# x (%= xpro % 0),
zadani opt nelze vyho¥t, protoZe sloZzené funkce je nétsuda a prava strana
definiéni podminky je licha funkce — hledana funkemexistuje; plati

) =Vt = f(x)=x

(0.

Cviéeni:

1) Néasledujici sloZzené funkce rozlozte (vh&dna jednotlivé slozky. Wete (Firozené)
defini¢ni obory danych funkci pomoci definich oboti jednotlivych slozek.

a) f(x= i;ﬁ
f9=F(o(hx): FY=Vu 0 = gy=1~ 0 w by x

b) f(x):cot95(1+ x5)
f(0)=F(g(h(R)); Hu=cotgu O uw=gy=¥vO ¥ )X+ %
De.gon = Dy =R—{\5/k577'5— 1kDZ}
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c) f(x) =sin(sin(sinx)

f(x)=F(g(h(R)); RHU=sinu O u= dy=sinvO ¥ I ¥ sin
De.gn =D; =R

d) f(x)= sin3( cog x)

t(x) = F(g(h(#(%))):
Fw=uv> 0 u=gVy=sinv O v=HWy=Ww O wcos x
Degng =D =R

\ 3x—2- x2

e) e

f(X):F(g(fUQ)):
Fu=¢ Ou=gy=+/vDO v hx=3 x %-2=—( x1)( % 2);
Dp.gn =Dy =(1,2)

f) f(x)=In(sinx-1),

f()=F(g(N)); RU=nul = gy= w10 ¥ b)=sin
Q)Fogoh:Q)fzﬁf

2) Owite, zda nasledujici funkce #pji vztah f ( f(f (x))) = X:

a) f(x):z—xi_1 [f(f(f(x))):xR_{l’z}, f(f(f(x)));tx]

b) f(x)=—i (f(f(f(x)))=x

X+1

R-{-1G" f(f( (%)) 2 x]

3) Najdste funkce f (t), pro které plati:
a)f(2x) =4x-1, b) f(x+1)=4x-1, c) f(l-x)=4x-1,

d) f()l():4x—l, e)f (2) = 4x~1.
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2.5. Analytickd geometrie

Analyticka geometrie zkouma Utvary v ro¥ia prostoru pomoci jejich analytického vyjédi
— tedy pomoci rovnic, které je popisuji jako mngZiodi v R? neboR?®. K tomuto popisu
je vyhodné zavést pojeuektoru jako mnozinu vSech rovnébnych souhlash
orientovanych a stefrdlouhych Gséek (tzv. volny vektor); tato mnoZzina jecena jednou
(libovolnou) z &chto Useéek, ktera ma syj poc¢atesni a koncovy bod. Jestlize je v rowin
zaveden saadnicovy systém, fizeme poate:ni bod vektoru umistit do @éatku sotadnic;
potom soiadnice koncového bodu pokladame zaradnice (volného) vektoru. Vektor tedy
muze byt uten dvoijici (resp. trojici) realnyatisel — soadnic a pomocithto sodgadnic Ize
provadt rizné operace — viz kapitola 1.4. tohoto textu. Zobeim na usptadané n-tice
Cisel se definuji aritmetické vektory; a jestlizenemmezime na n-ticgsel, ale budeme
uvazovat n-tice libovolnych objektse kterymi Ize provad analogické operaceifp
zachovani pagebnych pravidel), izeme zavést pojem obecnych velitartedy pojem
obecného vektorového prostoru, tak jak se zavidédmetu IDA.

Pro nase péeby — opakovani stdoSkolské latky — se omezime na vektory ve smyslu
kapitoly 1.4.

Uvédomme si, Ze vektory v rown(prostoru) nizeme uvazovat, i kdyZ nemame zaveden
souadnicovy systém — viz vektory ve fyzice, kde js@ktaré veltiny (sila, rychlost,

zrychleni apod.) @weny nejen velikosti, ale i sfrem. Pro peéitani s nimi je pak vhodné
zavést sotadny systém, tedy vhodmmistit p@&atek, osy a rritko.

Poznamenejme, Ze zavedeme-li v réuirebo v prostoru sdadnicovy systém a krofrbodi
v ném uvazujeme i vektory se skalarnim &oem, mluvime o Eukleidovskych prostordeh
resp.Es.

V této casti textu budeme vyewat linearni Utvary v roviha prostoru — tedyipmky a
roviny, a dale kvadratické Utvary v ro¥ir tedy kuZelosiky. V IDA a v letnim semestru
v IMA se setkdme i s kvadratickymi Utvary v prostoly se nazyvaji kvadriky (n&pkulové
plochy, paraboloidy, valcové plochy).

2.5.1. Vektory

1) V kartézské soustéwsouadnic mame nakreslit vektory = (-1,2) av =(2,1). Potom
mame vypditat a nakreslit vektory + v, u—v, 2v,—u a vypditat velikost vektai
u, v,u+v a uhel, ktery sviraji vektory a v.
Reseni:
Pro v8echny hledané vektory nakreslime wnist paiatku; vektor, ktery vznikne jako

souwet dvou vektat, leZi v Ghlopi¢ce rovnolzniku, jehoz sousedni strany tveadané
vektory (viz znamé skladani sil ve fyzice).

u+v=@L3), u-v=(31, = (4,2),-u= (& 2), q:|w:N_ B“V|:\/_101

uD/=O:><xu,v:7—27.
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4
- \
- i
- 2
- — ] u-+ v 2y
‘_,r‘ -
- — %
~ u ~
14
u—y Y
3 2 1 0 1 2 3 4
14
-u

1
[E%]
L

2) Jsou danyit po sol& jdoucivrcholy rovnolzniku ABCD, kde
A=[2,-2,4 ,B=[4,2,p c=[ 7,4
Méame utit vrchol D.
ReZeni:
Strany rovno¥¥niku AB a BC maiji spolény vrcholB, umistime do&chto stran vektory
u=A-Ba
v=C-B. Vektoru+v =D -B lezi v thlopi¢ce rovnolszniku ABCD, plati tedy
D=B+(A-B)+(C- B =[4,2d+(-2-4,2+( 3.2.5=[ 4.2]6( 1 5[ 5.

3) Najckte ¢islon tak, aby bodyA=[3,-4] ,B=[1,n ,C=[~ 1,2 leZely na jednéifimce.

Reseni:
BodyA, B aC lezi na jednéifdimce, jestlize jsou vektor — A a C — A kolineérni, tedy
existuje-li
gislok tak, Ze platiB— A= k[{ C- A . Odtud
-2=-4K =>k=3
n=-

s-A-kfc- A~ (2md-H-ag - TR

4) Najdeme vnimni dhly trojuhelniku o vrcholech=[2,-4,9 ,B=[-1-4,} C=[ 6; 4.

Reseni:
Uhly trojahelniku najdeme jako uhly vektoleZicich v pisludnych stranach trojahelniku:
a=<(B-A),(C- A=«(-3,0-4 4,03

(-3,0-4{4,0-3 _  -12+12

O 20 Al[(40- § Vorisiere - il

B=<(A-B),(C- B)=«(3,0,4 (7,0}
3,0,401 7,0, 21+ 4 25 1 T mom
( )[q )‘ — 'BZZ' y:ﬂ'—(z 4):

COSﬁ:\(—s,o,—zt)H(4,o,— J o+lovasr1 582 2

Cvidenti:
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1) Jsoudany bodyA, B, C, D a vektorya, b. Rozhodgte, zda nasledujici vyrazy definuji
vektor nebo bod:

a) A+a b) (C+a)+b c) A+(B-0O d) A-(B-C)
e)(A-B)+(C-D) f) A-(B+a) g) (A+a)—-(B+b) h)
(A+a)-b

( a),b), ¢), d), hjbod , e),f), g)/ektor)

2) A, B jsoubody a a, bvektory. Najdéte vektorx vyhovujici rovnicim

a)a+4x=Db (i(b—a)j b) A+a+2x=3b (nemérveéena

c) A+a+3x= A+2b (gb—gaj d) A+a-x=B ((A— B)+a)

e) A+a—3x=B+a (é(A— B)) f) 2a+7x=A+B
(neméfeéena
4) V sousednim obrazku jsou znazémg tfi vektory. Najdte -/ \ '
konstantya, b tak, aby platilow =au + bv . » \
( a=2,b= —3) \

5) Je dan trojuhelnikBCa vektorya=B- A b= C- B c= A- C. Vyjadrete vektorc jako

linearni kombinaci vektdra, b. (—a - b)

6) V rovnolk¥ZznikuABCD, ktery ma sedM, ozn&me a=B- A,b= D- A Pomocia, b
vyjadiete vektory
A-M,B-M,C-M,D-M.

(~(a+b). a-b). 3+ .- Y& 1)

7) Zjistéte, zda jsou vektory, v linearreé zavislé (kolinearni), je-li
a)u=(31),v=(-12) (ne)

b)u:(l;—4),v=(§ ;—6) (ano, v::;uj

8) RovnokZnostn ABCDEFGHije uen vektorya=B-A b=D- Ac= E- Aama sted
M. Pomoci psateiniho a koncového bodu vyjgite vektory
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a) a+b+c (c-4A) b) %a+%b+%c (M —A)
c)a+b-c (C;E) d) —%a—%b+%c (M -C

2.5.2. Linearni utvary v rovid — pfimky

Pripomeaime, Ze (odstavec 1.4.) prochaziiiimppka bodenmA rovnol&zré s vektorens, je pro
kazdy bodX lezici na této fimce vektorX — A kolinearni s vektorem s, plati tedy prégaké
tOR vztah X — A= t[$; odtud dostaneme parametrickou rovnig¢mky zadané bodew a
smerovym vektorens: X = A+ t[s.

Je-li zadan saadnicovy systém, potom pro gadnice bod X na gimce dostaneme
jednotlivé parametrické rovnice. Z nich pak pténku v rovirg vylou¢enim parametrti
dostaneme obecnou rovnidimky tvaru ax+ by+ c=0 (v trojrozmerném prostoru obecna

rovnice imky neexistuje — jak uvidime v dal$im odstavcijtdm je-li s=(s, s,), plati
(a,b) (s, s)=0, tedy vektorn = (a,b) je normalovy vektor fimky ax+ by+ c=0 (je na
ni kolmy).

1) Méame najit rovnici imky, kter4 je zadana
a) bodemA =[2,-3] a snérovym vektorems = (1, 4),
b) d¢ma bodyA=[1,3], B=[2,5].

ReSeni:
a) p:X=A+ts=[2,-3]+(1,4)
x=2+t |4
+ 4x-y-11=0
y=-3+4t|[+1 e ——

b) p:X=A+t(B- A=[13]+ t([2,59-[13)

x=1+t |[2
+ 2x-y+1=0
y=3+2t|+1 —

2) Najdeme rovnici mky prochézejici bodermh =[2,-3] kolmo k vektoruu = (1,4).
Reseni:
1. postup:
Smerovy vektors hledané imky ma byt kolmy na zadany vektoy tedy ma platit
sflu=0 = s=(4,-1) (nebo vektor s timto kolinearni). Odtud
p: X = A+ ts=[2,-3]+ t(4,~1)
X=2+4t
y=-3-t
2. postup:
Vektor u = (1,4) je normélovy vektor, rovnicerfimky ma tvarx +4y+ c= 0 konstantu

c urcime
z podminky, Ze nafpce lezi bodA.
Plati tedy2+ 4[{-3)+c=0 = c¢=1C

‘ }+ X+4y+10=0
m _
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3) Mame najit jednotkovy sénovy vektor gimky 4x - 3y+ 8= 0.
Reseni:

s b a
p: ax+by+ c=0 = s=(-h 3, S’:H:[_\/a2+b2 ’\/a2+b2J

s=(34). 5 =( % 7= (5 3)

4) Ur¢ete hodnotu parametay pro kterou pimkap: ax+3 y—1= Osvira s kladnym sgmem
oy Uhel 277.
Redeni:

Rimka je grafem linearni funkce = k[(x+ g, kdek je sneérnice gimky, k =tg¢@, ¢ je
Uhel, ktery

@imka svira s kladnym sfrem osyo, . Odtud

a_
3

ax+3y-1=0e y=-2 x+% k= - tgl:ﬂ:—l -3 -l &

5) Mame najit rovnici osy usky AB, kde A=[7,-3,B=[-2,].

Reseni:
Useka:
=7-9
X =A+t(B- A, t(0,1) X a + = 4x+9y=1 n= (4,9
y=-3+41

Sted Useky: S= [%2 _32+ 1} = B’,—l}

9
%:7—,

nebo S= A+1(B-4 T 2}: s 3.-1]
S, =—3+2

Osa:

X=S+nO tOR = 18x—-8y—-53= (

x:§+4t 2x=5+8 0]
ly=-1+9t y=-1+9t38

6) Odvodime vztah pro vzdalenost boﬁu=[>q), yo] od pimky p: ax+ by+ c=0.

Reseni:

i . i . i X=X, +at

Pro snirovy vektor gimky g kolmé na pimku p plati s= (a, b) ,tedy p: Y=y, +bt
]

Pro pisesik primek p,q: P=[x+ af, ¥+ bf] plati
a(x+ap)+b( %+ bt)+ =0 - t( &+ B)=—( ax+ by , tedy
_ax,thy+c

t. =
0 a2+b2
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Vzdalenostd (P, X) = (% + at— %) +( y+ b— y)* =y( a)*+( b)° =| §/ &+ b=
|ax, + by, + ¢

7) Mame najit rovnici imky prochazejici boderh=[4,-2] ve vzdalenostid = 2 od
pocatku sotdiadné

soustavy.
Reseni:
C .
0=|0,0], ax+byw =0, | 4-20 p, & = 2, olozmec=2.
0.9, piaxebyr =0, [4-30 b = Fs= 2 p

Potom+a’+b?>=102a-b+1=0 = &+ B =10 b= 2a

a’+(2a+1)° =1 &+ 4@+ dat I= 1= S+ 4= 0= a= 03=--

3
b.l. =1, b2 = —g.
p:y+2=0 - y=2
pz:—ﬂx—§ y+2=0 < 4x+3y-10= (
5 5
Cviceni:
1) Najdkte rovnici gimky prochézejici danym bodem 1. rovabie s danym vektorem

2. kolmo na dany vektor

1)5x—dy+ 2= 0 2) &+ 5y— 23 )J

1) 3= 2y+ 2= 0 2) X+ 3- 23 )J

Dx+2y-1=0 2)X%- y- 2= ()

)3X-y-7=0 2)x+ 3y+ &= ()

2) Najdéte jednotkoveé sirove vektory pimek
2 Vs
a) mx—-yW2=7 _Ne 7
) Y\/_ {(\/2 +17° \/2+n2j}

_ V10 3/10
b) y=3x+7 [(10,10)]
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c) 2(x-1)+5(y-2)=_C {(_Eszx/?’zézgﬂ

3) Je danafimka p:3x- y+ 4= 0. Najdte rovnici ¢fimky g, ktera prochazi bodem
A=[11]

a) rovnol¥zre s grimkoup (q :3X—y-2= 0)
b) kolmo na fimku p (q: X+y—-4= 0)

4) Pro jakou hodnotu parametaijsou gimky
p:3ax—-8y+13= 0, q:(a+t )x 2ay 2E (rovnolk¥Zzné?

EE)

5) Najdte obecnou rovniciifimky, ktera prochazi bodem=[15,~3 a prisesikem Fimek
3X-5y+12= 0, 5¢+ - 42 | (x+ y-12= o)

6) Urcete vzajemnou polohuimekp ag. Jsou-li iznokEZzné, najdte jejich paseiik, jsou-li
rovnobzné, utete jejich vzdalenost:

a) p:2x-y+3=0, q:ixk2y=C (kolmé FHmky, pz[g,-gn

b) p:2x-y+3=0, q:x=-1+t,y= 3 2
(rovnoba“iné Fimky; d—zf’j

=4+ 2t =2- 4 “ s s
Q) pd 7T g X , tOR (totozné pimky)
y =-3t y =3+ 6t

2.5.3. Linearni utvary v prostoru —ifmky a roviny

Analogicky jako v rovig dostaneme parametrickou rovnigirpky zadané boder a
smérovym vektorens. X = A+ t[$. Je-li zadan sdadnicovy systém, potom pro gadnice
bodi X na gimce dostaneme jednotlivé parametrické rovnicegisou ti a obsahuji jeden
parametr. Proto (v obecnémipadt) nemizeme z &chto rovnic parametr vylait. V prostoru
krom¢ parametrické rovnice (nebo v gadnicicht¥i parametrickych rovnic)ifmku mizeme
zadat jako pisenici dvou rovin.

Parametrickou rovnici rovinyd prochazejicitemi bodyA, B, C, které nelezi vipmce,

dostaneme z faktu, zZe pro libovolny bad[] pje vektor X — A linearni kombinaci vektdr
X-AaX~-A tedyplatiX ~ A=t (B- A+ t(C- A, t, tOR nebol
X=A+ Tl( B- A) + 1‘2( C- Q a pro rovinu prochazejici bodefnrovnol®zns se déema
nekolinearnimi vektory, v ma parametricka rovnice tvar
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X = A+ tu + t,v. Vyjadiime-li rovnici v sotiadnicich, nizeme oba parametry eliminovat
(viz 1.4.) a dostaneme obecnou rovnici roviny, &texa tvarax+ by+ cz+ d=0, pricemz
(a,b, ©) =n je jeji normalovy vektor.

1) Mame najit rovnice ifmek v prostoru, které prochazeji bodexs[4,-5,7] a jsou

rovnolkEzné
a) S 0SOoUuOy, b) s osouwy, C) S 0S00y, d) s pimkou

X=3-t,y=2+2t,z= &
ReZeni:
X=4+t(=t,)
a) s=(1,0,0), p: y=-5 = X =[t-5;7] ,tOR
z=7
X=4
b) $=(0,1,0), p: y=t = X =[4;t;7] ,tOR
z=7
xX=4
c) s=(0,0,1), p: y=-¢ = X =[4;-5;t] ,tOR
z=t
X=4-t
d) s=(-1,2,0), p: y=-5 2 = X=[4-t;-5+2;7 tOR
z=7

2) Najdeme obecnou rovnici roving prochazejici bodem\:[—Z,—S,]] rovnokezné
S rovinou
r: 3x-2y+3z-10= C
ReZeni:
rilp = roviny maji stejné normalové vekto(g,-2,3 a A p:
p:3x-2y+3z+d=0 0 [-2-8}0p = - & 16 3d= 0= d=- 1
P 3X-2y+32-13=C

3) Najdeme parametrickou a obecnou rovnici rovirgr& je dana
a) bodyA=[4,-1,2], B=[3,3,3], C= F 2,0,5],
b) bodemA=[1,5,0] a gimkou p: x=t y=2+t,z=-1+ 3t
Regeni:
a) piX=A+t(B-A+{(C- A=[4-1-61,-1+ 41+ ,2+ {+ 3]
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X+ Z
X=4-t-6t, r+r,:x+z=6-3,=>t,= 2- 3
y=-1+4t +t, y=-1+ 4 x+ 22- § + 2—%2@ 1 3¢ 23 03

Z2=2+4+3, n+2r,:x+2Z=8t=1t=x+2z-8

b) p:X=[0,2-1+ (1131

na fimcep lezi bodB =[0, 2,-1] (prot =0), rovina je uéena bodem B a vektory
u=(1123)

(smerovy vektor gimkyp) av = A—- B , tedy
p: X =[0,2,-1+ (L,1,31L +( [1,5,0F [0, I, = [0, # LB+ (L3104,

X=1 +1t, =r:y—-Xx=2+2, :>t2:—1+y;X
y=2+4+3, -3, y-X= 2- zljtl:&?’xz'y
z:—1+3r1+r2:—1+3(1+3x—2_yj—1+%‘ o &-%- 2+ E O

4) Mame utit odchylku roving :2x+y-z-1=0, [ :x- y = C.

Reseni:
Odchylka rovin (Uhel, ktery roviny sviraji) je rew Uhlu jejich normélovych vektir
_ . na:(z’l’_]) _ _ _7
$=<x(n,.n,); vo(11g M@ T2l 0927
Cviceni:

1) Najdkte rovnici gimky v prostoru, kterd je zadana
a) bodemA=[1,0,-2] a snérovym vektorems = (-2,3,0)

(X:[l—Zt;St;—Z]tDR)
b) bodyA=[1,2,-3], B=[2,-3,0]
(x =[1+t;2- &;-3+ 3] ,tDRj

2) Najckte (parametrické) rovniceimek, ve kterych se protinaji roviny
a)x=1y=-2 (Xz[l;—Z;t]tDR)

b) Xx=-3,z=4 (X:[—3;t;4]tD]Rj
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c)y=4,x+2z=2 (x=[2+t;4;—t]tDRj

d) Xx=7,3x—2y—- z=1Z (x =[7:t,9- Z]tDRj

e) X+y=1 x+2y=-2 (X=[4;—3;t]tDRj

3) Najckte (parametrické) rovniceimek, ve kterych rovin&x —12y— z+ 12= ( protina
souadné roviny.

Py X =[4t-1+t;q ,p,, :X=[4+1;0,3] o, X=[ Okt ;1q)

4) Najdéte obecnou rovnici roviny, ktera prochaziatkem soiadné soustavy a je kolma na
roviny a:2x-5y+z-1=0, £ :3x+ 10y- 2z 1z

(14x— Ty+ 44z= C)

5) Urcete pfisenici rovin a :3x+y-2z=0, [:y+ z=0.

(X=[2t,—3t,3] ,tDRj

6) Urcete vzajemnou polohuipnekp aq. Jsou-li fiznokEzné, najdte jejich phaseik; jsou-li
rovnolkezne,

najdte rovnici roviny, ve které ablezi.

a) p:X=[2-t1+ 2,3 q:X=[t-1 4.% 1,

(rilznoh?iné P=11, 2,3])

b) prX=[2-t1+ 2,3 q:X=[t-¥ 4,6 4, (mimokzzné)
c) p:X=[2+3t-1+ 4,4t q:X=[3 2,3 12,8 B

(rovnohéinép: V4 z15= ()

7) Najdkte rovnici gfimky, ktera je kolma k rovin3X — 2y+ 5z— 12= (a prochazi
prasetikem této
roviny s 0Souy.

(X=[4+3t,—2,5] ,tD]R)

8) Najckte rovnici fimky, ktera lezi v rovitt 3X+ y— z+ 1= 0 a protina fimky
X =[3-2t,5-3,3+ 3| a X =[4-6t,2+ 2,8 9.

(x =[1+3t,2- 2,6+ 7] ,tDRj
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2.5.4. Kuzeloséky

jsou rovinné kivky, které jsou popsany rovnicemi, v nichZz paméx ay mohou vystupovat
ve druhé mocnif tedy rovnicemi tvarlaX’ + by? + cxy+ dx ey £ 0; my budeme
vySetovat takoveé kuzelosky, v jejichZ rovnicich je koeficient u smiSené&lenu Xy roven

nule.
Pripomeaime si, Zekruznice k se stedemSa polongremr je mnoZzina vSech bads rovirg,

které maji od bod& vzdalenost, tedy je-li S=[ m d plati pro X =[X, )4|:| k:
‘X - S = T, neboli

Jomm (== o (e (= ®

Odtud mizeme odvodit dalsi tvar rovnice kruznice:

(x-m)°+(y-n)’=F o X-2m¢ i+ -2 ny © =0 -
e X+y-2mx-2ny M+ A- f - ax+ aj+ ox dy =0-

koeficienty u X° a y2 jsou stejné.

Elipsa je mnozZina vSech bads roving, které maji od dvou pewrevolenych bod E, F , které
nazyvame ohniska, staly smt vzdalenosti, ktery jestsi nez vzdalenoséthto danych boil

Plati-li E= [—e, 0] , F= [ e,q , tedy ohniska lezi na osg symetricky vzhledem k gatku
souadnic,
plati pro kazdy bo& na eIipst - E‘ +‘ X- F‘ =24, tedy

Joc+r e+ ¥+ (x- '+ §=2¢

Odtud po Upra¥ (dvoji umocrni) vyjde (a2 - ez) X+ & y2 = az( é) a ozngime-li

2 2
X ,
b=+va-¢& , dostavamd®x® + a2 y2 = &y - — +§ =1 - stedova rovnice
a

elipsy. Jestlize #td nelezi v p&atku sotiadnic, ale v bo#l S =[ m d bude mit rovnice tvar

(x-m)", (y= 1’

a’ b?

ad+ by + cx+ dyr &0 - koeficienty u X a yY*maji stejné znaménko.

=1 a po Upraw (a vhodném ozriani)

Hyperbola je mnoZzina vSech bddv rovirg, které maji tu vlastnost, Ze absolutni hodnota
rozdilu jejich vzdalenosti od dvou danych bdt] F (ohnisek hyperboly) se rovna kladné
konstan, ktera je mensi nez vzdalenasthto danych bail

Plati-li E= [—e, 0] , F= [ e,q , tedy ohniska lezi na osg symetricky vzhledem k gatku
souadnic,
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plati pro kazdy boX na elipseﬂ X - E‘ —‘ X- FH =2a, tedy

‘\/(X+ e)2 + f —\/( X—= éz + )3‘ = 2 i po analogické Uprayako v fipac elipsy (i

oznaenib =+ & — & ) dostaneme

2
X
-b?x? + & y2 ——ar - = Y 1 - stredova rovnice hyperbaly

a® b
Primky y = i-g [X jsou asymptoty hyperboly seatiem v bod S = [0,0] (,tecny
v nekonénu®).
Jestlize ged nelezi v p&atku sotiadnic, ale v bo#l S =[ m d bude mit rovnice tvar

2 2 2 2
(X zm) —(ybzn) :1event.—(x 2) +(yb2®
a a

oznaeni) ax’ — by’ + cx+ dyr &0 — koeficienty uX® a yY*maji opané znaménko.

=1a po Upra¥ (a vhodném

Méa-li hyperbola sed S :[ m d maji jeji asymptoty rovnic§y — n) = ig q(X— M.

Parabola je mnozina vSech béds rovirg, které maji stejnou vzdalenost od daného bdedu
(ohniska paraboly) a od dan&mky p (fidici giimky), ktera neprochazi boddm
Umistime-lifidici pimku a ohnisko paraboly v siadném systému tak, Ze plati

= —g, p>0,t. 2x+ p=0,F= [g; O} , mé podle definice paraboly platit pro kazdy
jeji bod X =[x, y] vztah

e e R P T A Y

22+02 4 2

- t0 je rovnice paraboly s vrchole¥h = [O, 0] , 0SOU symetrie v 0S® a otevené doprava.

Analogicky odvodime rovnici paraboly se stejnymhaiem i osou, ale otégné doleva ve

tvaru y* = -2 pX, event

rovnice parabol s vrcholem v @atku otevené nahoru resp. dove tvarux® = 2 Py resp.
=-2py.

V obecné poloze je rovnice kuzelokg rovnici paraboly, jestlize v ni druha mocningkteré

promenné nevystupuje, tedy tva@x’ + cx+ dy+ e= 0 resp.by” + cx+ dy+ e=0.

1) Mame najit rovnici kruznice, ktera se dotyka wisodadnych os a
prochazi bodenM =[2,4].
ReZeni:
k: (x—a)2+(y— @2: ¢, podle zadanM Ok ,a=b=r

7717678 Mo 2 14 (s I8
x
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(2-a)°+(4-a)’ =& - &-12a+20= O=(a 1)(a 2
(x-2)"+(y-2)°=4 O (x-10°+(y-19°= 100

2) Najdeme kruznici opsanou trojdhelniku o vrcholeek[1,-1], B=[7,7 ,C=[11- }.

Reseni:

k: X+ y+bx+ cyt d=0 .
ADKk: 2+b-c+d=0 (rs—r1) 120+ 100= 0 b=- 1!
BOk: 98+7b+7ctd=0; (5T2) 24 - &= 0 - 3
COk: 122+1b-c+d=0 it d= 7

k: X+ y-12x-3y+7=0

-4

3) Mame utit polohu bod A=[1,-3], B=[1,4 ,C=[- 3,3 vzhledem k elipse
25x° + 9y* = 45(.

Reseni:
25x° + 9y° = 25+ 8 10& 45  A=[1,-3] je uvnit elipsy
x=1,y=-3
25x% + 9y? = 25+ 1609 176& 45 B=[14] je uvnit¢ elipsy
x=1,y=4
25x% + 9y = 2919+ 9125 45 C=[-3,5 leZi na elipse
x=-3,y=5

4) Najdeme rovnici elipsy s osami rovridimymi se sotadnymi osami, jestlize se dotyka osy
Ox V bock
A=[-4,0] aosyoy Vv bod B=[0,5].

Reseni:
S=[-4,5], a=4,b=5

2 2
(x+4)* , (y=5F _,
16 25

5) KuZeloséka ma rovniciox’ — 4y* — 18x— 8y— 3E& (. Mame
urcit jeji druh, sted, délky poloos a rovnice asymptot.

Reseni:
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OX’ -4y’ -18x-8y- 3 0 = $X- - fiy+ - 3% 0
- 9((x-17-1)-4 y+1f-3=31 - 9~ D- 44+ D= 36

a2 2
. KX 41) _(ygl) =1 hyperbola S=[1-1], &2 b3

Asymptoty maji rovnicey +1= ig E( X— 1) neboli
3X—2y—-5=Ca3x+2y-1=C

6) Mame najit rovnici hyperboly, ktera prochazi bodé&m[-1,5] a ma vrcholy
V; =[0,2], V, =[8,2]

Resent:
' ! S=[4,2], a=4,b="?
|
‘ | LY _ 9\ 1
: AL (X 24) _ (y 22) =1 = ( 1 24)2 _ (5_22)2 =1
! 4 b 4 b
____*'____'i' ________ P 2_5—_9 =1 o _9:_9 = b2 =16
! 16 b’ 16 b’ —
1 2 0 } 6 8 10 12
Lo : (x=4)* (y-2)
! rovnice hyperboly - =1
/ | \ Ypemoly 5 16

7) M&me najit rovnici paraboly, kterd ma vrchol &atku a prochazi body
A=[8,3], B=[-8,3]
ReZeni:

Rovnice paraboly y K%

[8,3]D{(x, y)‘y: kD)?}:3= K64 = k=6—34 =

3x*-64y=0

8) Mame najit rovnici paraboly, kterd ma vrchoE([8,5],
0sa je rovnokZna s 0sow, a ma parametp=4.

ReSeni:

Rovnice paraboly ( ¥ Yi=+2 [ % )

(y-5)° =+8(x—8)

9) M&me najit rovnici fmky prochézejici gisetiky paraboly
y* =18x a kruznicex® + y* +12x— 64= (.

Reseni:
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y® =18x

X2+ y* +12x- 64=
o X*+30x-64= 0= (x+ 32)x— 2F O
x=-32nevyhovuje % 2= ¥=36= y+6
hledana gimka: x=2

0}: x? +18x+ 12x— 64= Q0=

10) Mame najit piisesiky piimky p: x+ y—7 =0 a parabolyy’ = 2(x—3).

Redeni:
Xx+y-7=0 0 y =2(x-3)
X=7T-y ¥y =2(7-y-3) Prisesiky [5,2], [1L-4]
y +2y-8=0 (y+4)(y-2)=0 —_—
y=2 = x=7-2=5, y=—-4= x="* &£ 1

Cviéeni:

1) Najdéte rovnici kruznice, jestlize
a)S=[7,-3,r=6

X+ y? —14x+ 6y+ 22= ('_)

b) S=[4,~5| a kruznice prochazi bodet =[6,~ 1]
(X2 + y2 -8x+10y+ 21= a

c) bodyA= [5,4] ,B= [— 1- f} tvori jeji pramer

(x2+ y*—2Xx—-2y-18= (j
d) S=[5,4] a dotyka seifmky 5x — 12y~ 24= (
2 2 _[47\°
(o5 (-4 =(4] |
e) prochazi bod=[3,-2 ,B=[2~9 ,C=[ 9 }
(x2 +y? —12x+ 12y+ 47= C)

2) Najdkte rovnici kruznice, ktera
a) se dotyka oy, v pasatku sotadného systému a protina asw bod A= [—8, O]

X° + y* +8x= O)

b) se dotyka osgy v patatku soadného systému a protina agw bod A= [O, 6]
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(x2+ Y —6y= O)
c) prochazi bodyA = [—1,—3] ,B= [ 3,@ a jeji sted leZi na osey
(x2 +y*—-6x-16= O)

d) prochazi bodyA = [2,5] ,B= [ 3,2] a jeji sted leZi na osey

(9x2 +9y* — 48y— 21= ()

3) Strany trojuhelniku maji rovnick +7y—56= 0,Xx— 3y+ 14= 0, X W &

Najdkte rovnici kruZnice opsané tomuto trojahelniku. (X2 + Yy —6X-8y= O)

4) Najdkte rovnici fimky prochazejici fisesiky kruznic X> + y* + 6 X+ 2 y— 15= Ca

X°+ Yy —4x+8y+11=C (5x—3y—13= (j

5) Najdkte vzdalenost stdi kruznic
X°+y*—2x+2y-23= 0,X+ Y- 6x 12y 35 od pimky prochazejici jejich

N /53 2862
prasetiky. (53, e
6) Oweite, Ze nasledujici kuZzeladey jsou elipsy a utete jejich sted a délku poloos.
a) X +4y* =4 (S=[0,0],a= zb:ﬂ

b) 2x* +9y* =1
— _~N2 1
(s_[o,o],a_2 ,b—3)

¢) 3 +4y* -12= (S=[0,0],a= 2,b=\/_%
d) 25x° + 100+ 16y° — 30G

(s:[—z,o] ,a= 4,b= 59

e) X* +16y” — 16x— 32y+ 64 | (82[8,]] ,a= 4,b= 1)

7) Owette, Ze nasledujici kuZzeladey jsou hyperboly a dete jejich sted, délku poloos,
vrcholy a rovnice asymptot.
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a) 9x* — 4y =121

11, 11 _ 11 3
s=[od, b\([o]r%

b) 2x° -3y’ = 24

£s=[oo] a= 2/3b=\6,Y,=[+ 23,0, 15%
(
(

-9y*+4x-5=C
S= [20]a 3b=1V=[-50 V=] 1Lp ) 3 2}
d) 9x* - 25y” - 50y- 250= |

S=[0,-1],a=5b=3\,=[+5 1 5% 3 5 }J
e) X* — y* —16x-14y+ 1= (

(S:[8,7],a: b=4,y=[81]l N=[ 8B .x y 15 Ox y :1}

8) Napiste rovnici paraboly, kterd ma vrchol gatku, prochazi
a) bodemA = [3,9] a je symetricka podle osy,

(y2 = 27x)
b) bodemA = [—3,—5] a je symetrick& podle oy,

i

¢) bodyA=[8,3 aB=[8,-3,

d) bodyA=[4,1] a B=[-4,1,

e) bodyA=[-5,2] aB=[-5,~-2],

e

f)bodyA=[2,-3 aB=[-2,-3.

Et
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8) NapiSte rovnici paraboly, ktera
a) ma vrchol v badV = [—1,—]] , prochazi bodenA = [3, 2] a jeji osa je rovnatina
S 0SOUWDy,

[(y+1 =30

b) ma vrchol v badV = [—3,—2] , prochazi bodenA = [2,3] a jeji osa je rovnatina

s 0soLD,
{(x—S)Z :10(y+2)j

c) ma vrchol v badV = [—10,q , je symetricka podle o3y a vytina na ose, Us&ku
délky 18.

(yz :f;(x+10)J

9) Urcete druh kuzZelos&y

a) 4 +4y’=16  (kruznicg b) 6x% +36y? = 3€ (elipsa)

C) 4x°-2y*=2 (hyperbole) d) y"-2x+5=0 (Lbola)
e) X2 -3y’ 4x=0 (hyperbola) f 9% —16y’ = 142 ( wa)
g) 4x*-2y=0 ( parabola)

2.6. Komplexniisla

Komplexni ¢isla byla zavedena (mimo jiné), aby kazda algekéai®vnice ndla ngjaké
reSeni (zékladnista algebryika, Ze algebraicka rovnicB, (X) =0, kde P,(X) je libovolny
polynomn-tého stup®, ma pra¥ n ne nutg raiznychieseni), coZz ovSem, jak vime, neplati,

omezime-li se na obor realny¢fsel R - rovnice X* +1= 0 realnéredeni nema. Podivejme
se na jinou situaci:
Cardarfiv vzorec praeeni rovnice® = ax+ b ma tvar

N CROROEG)

2 3
ktery ma v readlném oboru smysl pouze é%j _(%j >0.

UvaZujme rovnicix® =15x+ 4, kterd ma ejme reSenix=4: 4 =154+ 4= 161
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Cardariiv vzorec pro tuto rovnici VR pouzit nelze, dostdvame zde druhou odmocninu ze
zapornéhaisla:

~1343) (3 3 -3 -

x=3—+ (=] -|=| +3—-./|=| -| =] =
2 2 3 2 2 3

=Y2+a-125+3 2= 4 12529 a- 1223 2J- 122
={2+10/-1+ 2- 19~ 1= >
Jestlize pipustime moznost fitat se symbolem/—_l, a protoze
(26v-1) =2+ 303/~ 1+ DzfV-J (V- L = & 1 2 V- 1 2 I,
tedy 32+ 1%1/-1= 2+/- 1, dostaneme

*=2+ 41 +2—)l71/ =4, coZ je naSe gpdem uhodnutépeseni.

Definujeme tedymaginarni jednotkuj jako¢islo, jehoZ druha mocninou jel, tedy

i=J-1 = j?=-1(0¢jy=¢c10°=-1.

Imaginarni jednotka se z¥iapismenemj (misto obvykléhoi) pro odliSeni od okamzité
hodnoty proudu).

Komplexniméislempak rozumime vyraz = x+ yi, X y{IR.

DalSi pojmy souvisejici s komplexnindisly, vlastnosti a operace viz kapitola 1.5. této
ucebnice.

Poznamenejme, Ze na rozdil od realnyisel nenizeme komplexnéisla porovnavat podle
velikosti:

i>010 j <0
j2=-1>0spor j*=-1> Ospor

Mnozinu komplexniché¢isel nelze usp@da.

1) Vyjadrete vyrazya+b, b—a alb 9 4, - a v algebraickém tvaru,
a

jedli a=243-2j, b:—%+£

ResSeni:
a+b:2\/§—£+ 2+£ 4\/_3_ 1+—4+\/_3j
2 2 5
b—a:—%—2@+(§+ 2] j:—1+ ;‘\/_3+ 4+£/_3j

alb=(2V3- 21)EE —+—Jlj ~J3+/3+ (1 3) = 4



Matematicky semingpro FIT 89

1.3,
b_"2 2t 11445 gV e 133 ¢ 9~/ 3]
a 232 4 N3 4 V3] Jar 4 4 8

a®=(23-2jF=4¢/3-jF= 43 2/ 3- 1¥ 8@V 3
a=2J3+2j

2) Najdkte algebraicky tvar komplexnidaisel
: 2+ ] - .
a) (1+§)0 b) 1_; ¢) (-1+])° d) (-j)7

2009

) j+i°+i°+]"+j° ) 5-8j+6°-3°+§" h)

e) |

-10_112_41- 15

J

"=’

Reseni:
a) (L+j)g=j-1 b)
2+j _2+j J+j _2+j+2-1 B
1-j 1-j 1+] 2 2
- 1 1 1
o) (-1+)2 = =~ =-~g=1y
) Sy e g 2
(=) =" g*g°=-1) ' )= |
e) J2009 JZOOSD :j 4]502[1] :j= f)

JHIPHICH TS S 4 54 F_
g) 5-8+8%-3%+6°= 5 8- 6i3+ 6 5t
10 _ 12 _ 2: 15 (1= ° + 4
S i S (_31_2 9 0 28 - g ) =2
i i°(i* - -2 —
—2—3%

3) Vypxitejte a)|3-4j| b :
) Vypcitejte a)[3-4j |  b) 3-2] c) 17 2]

jl°—j‘

Reseni:

a) |3-4j v/ o+ 16= &
-2-3j| _|-2- 3 |_~ 4 9_

o) | -
Y321 1521 vora = ©

1
-] _1i*g2-i|_J-1-j |_ V&1 V2 Ji
11+2j|" [+23 |  |¥ 2] 1+d J5 _5
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4) Najckte realnou a imaginargast komplexnicltisel

-3 (i) . 90°-7i7-5°- 3%+

a) - | - ~ |, b) = .
1+ 1- 25]

Reseni:

2 (1-jj2_(1+j)2:(1-j)2_(1+1 f_12+° BP+H®_-2_j2

: : : . — : : -=0
1+ j 1-j @+jy @jy w3+j* 12+?* 2 -2 =
b)
91°~7"-5§°-3°+] _9°0 -7 P + B P -j3°F _jo+i7+ 54 3 _ j25_ _,
257 25° —05;] o5 =

5) Najdtte goniometricky (a exponencialni) tvar komplexnitdel

1,43 V2 2. . 3-

. 2
a)a==+—j,b) b=—-—=1j,c) c= -~
Jasgt>5 b 2 29 1+ 3]

Nakreslet&isla a, b, ¢ v Gaussé®komplexni rovig. Najdste goniometricky a exponencialni
tvar cisel

alb, %, alblly B.
Reseni:
=
a=1+£ j=cos60 + jOsin6b = colsr+j 0 sif=e 3
2 2 3 3 e
//// E‘\(r.\\
Va ~
bzﬂ—ﬁ j =|4kvadrant = cos(— 48)+ jDsilﬁ— 4%) = / . N
2 2 / \
|
jE7H'r !
:cos(—l—Tj+ j Esir{—]—TJz 00%7—HJ+j Dsi67—n}=e 4 f
4 4 4 4 b
1\ X
_3-j) _(-))@-3)_3%j-9-3j _ N /
1+3j 10 10 10 \ ya
b
. o 37 . 3T iom AN e
=—j=c0s270+| sin270= c052—+1 sif- =e 2 S~

oo T /T mom\, . (mm . I
al:b:(COS§+JDSIHEJ(COSZ+JDSIHZJZ ct{s— 4j+j sEn— j- cos+j siA

rr
e dS D) i g

a Y/ /4 -7 . =TT oy, . (T T T . T
—=(COS—+JEBIH—) (cos—+1Dsm—)= cc{s—+—}+1 sEn—+—j= cos +] sit
3 3 4 4 3 4 3 4

(e
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m.oo._ T mo . AT /i =JT T oImomy . JT T
a[b[t:=(cos§+J[Slngj(cosZ+JDsmzj( cos§+1 s+n—j= c%5+———J+J Em+—4—_

19 . .19
=CoS— 7T+ j sin—7r
12 12

i& 7 -[é_ijj -}+Z_}jw .19
alblt= e3De4D(Ja 2) - g3 42" ]EE”

b* :cos(—%[m}+ jDsir{—Z—;Dzﬂ: CoS{7r } | SiR(T 3 cos+| sir

6) Najdéte goniometricky tvar komplexnictisel
a) -2 b) 5j c) 1-j d ——

ReSen
a) 2= 2(c0518®+1 S|n189() 2 cost+j si)= eZ

b) 5j:2(c039®+j sing?)): éco}ﬂ sf-zﬁ): ed
c) L-j|=v1i+1=V2

_IT;

1—j=\/§(\/2§—\/2§j):‘005¢> 0,sip< @G> ¢== 45=- ‘ \/_e cos@ 4)j SH‘]&)#e KX

2-j Bj+1_2+3-j+6_ 1 U S S I N S O B C R O
9 3j—1E§j+1_ -—9-1 1o(5*5) =73 ZJ_H 2 2"' 2'221_
]ESHT
=f( V2 jﬁ)—ﬁ(co&n+1 swn)—fze
7) Najckte algebraicky tvar komplexniciisel
T Ve 1_100
a) Z(COS%+1 SII‘%) b) (Z—ZJJ .
ReZeni:
T T\ _ \/§ 1) .
a) 2(cosg+jsm%)— 2+12)— 3]
b)
NI e 7, od T\ 100 100 ) _|100 2 | _
(2‘2’) ‘(CO{‘GJ”S"(‘J) = cop )+ sife 2| =0 = Frr= P+ -

_ 2 Y S _ 2 . 2_\_ .
—cos( 377 161)+j sw( 377 lﬁr)— cc(s—3n)+1 S(ﬁ'3ﬂ)— -l
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8) Vypciitejte z [, % je-li
a) 21:6(cos§+ i sing) .2, :2( coé;+ i siﬁG) b)
z =3+, 22:6(cosg+ j sir{g)

Reseni:
a)

oz ) 2] { by i) 21
%:18(co{"—gj+j sif - 7)) = 1§ cof+j sif] = (éz ): (044"

b)/3+j=2 (*/éﬂj 2(cos%+j sin’é)

lezZ:Z(cos’g+jsin'g)D<> co%+j si%): J(2 cgs+j S’é): @2rq)= |1

=Yoot ) i =3( - %)= 2 473

S \

z, 3
9) V oboru komplexnickiselreSte rovnice
a) z'=1 b) z*+1=0 ) 2= d) 2 =-64 e)
Z-8i=0
Reseni:
a)

7' =1=cos(Xrr )+ j sin(Xrr )

z:cos(k—j+15|r(kj k= 0,1,2,
2 2

k=0: z =cosO+ jsinG 1

k=1: Z =COs, + jsin; =i

k=2: z =cosr+ jsimr=- 1
k=3: z3:cosgn+ jSingn:—i
b)
2'+1=0 o Z'=-1=cosr+ Xr )} jsig+ X7 ¥ d@+2m

J| —+k—
z= cos( + k2 )+ JSlr( +kZ ) (4 2j , k= 0,1,2,3
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k=0: 7 =cos] + jsir] = g+£221
k=1: zi-cosT+Jsm‘°%T —€+£22j z:iﬁiﬁj
2 2
_ 5r 571 _\/—2_\/—2.
k=2:2= cosZ+Js,|n7 -
e o T T N2 N2
k=3: 23—0057+Jsm7——2 1
C)
2= % %EQCOS(ZWH j sin(27 )

z= 1[@005@+ jsm@) , k=0,1,2

z, :fEQcosO+ ] sin0)=f

Zl—EQCOS—+jSII’F :;Eé % f’j: ‘11+£43
TN I
=1 g = 1, 8
2 4 4
d)

z° =-64(cos@r+ X} j sinr+ Rmr)
z= 2(005( + k% )+ jSII’( + k= )) k= 0,1,2,3,4,5

0: zo=2(cosg+jsing)= 1E+j J 3

k=1: zl=2(cos’1+ jsin’f)= 3

=~
I

k=2: z = 2(co&n+jsmr ) éf ;)=—\/_3Lj
k=3: 2(00&777+Jsmz;7)= V31 =—/3-]
5= 6 6 2 2
k=4: 2(cos§n+ JSlrlgn)=— 3
_ 11 11_\_ 4£v3_ _
= (CO&GZT+ jSID%IT)— - ij—x/_B—J
z=22 z=+/3% |
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7£-8j=0 - z3:8j:8[éco E+ xn)+jsibg+ zn))

z= 2E€cos(”+2k” +jSII'( 2';”)) k= 0,12

zO:ZEQco&+ j sing Zé*f % j

zl:ZEQcos%T+jsin%T) -t
z, = 2[€CO%+jSIn3%T)= 2+ j=-
z=-2] O z=#+/3+ |

10) V Gaussow komplexni rovig nakreslete mnozingisel, pro ktera plati

a)|z-jJE3 b)|z-2+3jk 2 ¢) |z+2|=1

v

ReSen

a)

|z-jF3 = [x+jy-jf 3= k+jl-17 3
X +(y-1)>=3 = X+ (y-1’=9

b)

|z-2+3jK 2~ |x- 2 ¢+ 3)j¢ 2 1 |
o Jx-2P+(y*1P <2 o (x- 2P+ (y+ If < 4

----------



Matematicky semindpro FIT

95

c)

|z+2]21 < [x+ 2t jykle & 2)+y=21

e (x+2P+y*21

z+2] =1

(]
|




