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1 Prehled pouzité symboliky
N=1{1,2,3,...} mnozina v8ech piirozenych ¢isel

Ny =NuU {0}

Z=1{0,1,—-1,2,—2,...} mnozina vSech celych ¢isel
Q=A{p/¢;p,q € Z,q # 0} mnozina vSech racionélnich ¢isel
R mnozina vSech redlnych ¢isel

R* mnozZina vSech realnych kladnych ¢isel
C={x+1wy;z,y € R} mnozina viech komplexnich ¢isel
{},© prazdna mnozina

a € M a je prvek mnoziny M

a ¢ M a neni prvek mnoziny M

{r € M;v(x)} mnoZina v8ech prvki mnoziny M s vlastnosti v
P A Q@  konjunkce vyroku P, ()

PV @ disjunkce vyroki P, Q)

P = (@ P implikuje @

P < (@  ekvivalence vyroki P a @)

vV obecny kvantifikator (kazdy...)

3 existen¢ni kvantifikator (existuje...)

McCN M je podmnozina N

M=N (MCN)ANCM); Mserovna N
MUN  {z;2 € M V2 e N} - sjednoceni mnozin
MNON {z;z € M Az € N} — prinik mnozin

M-N {zx;zeMArzgN}

Alay; ag;asz]  bod o souradnicich aq, as, as

U = (ug;ug) vektor o slozkach wuy, uy

|AB| vzdalenost bodi A, B; velikost usecky AB

lal,|z| absolutni hodnota realného resp. komplexniho ¢isla
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2 Zakladni pojmy matematické logiky a teorie mnozin

2.1 Elementy matematické logiky

Vyrok je vyslovena nebo napsané myslenka, ktera sdéluje néco, co miize byt pouze prav-
divé nebo nepravdivé. Jednoduché vyroky oznac¢ujeme velkymi pismeny, napt. A, B,V ... .
Pomoci logickych spojek dostdavame slozené vyroky.
Nejdulezitéjsi jsou:
A (nonA; A’; =A;...) negace vyroku A (neni pravda, ze A)
A A B konjunkce (A a zaroven B)
AV B disjunkce (A nebo B; plati alespon jeden)
A = B implikace (jestlize A, pak B; z A plyne B)
A & B ekvivalence (A plati tehdy a jen tehdy, kdyz plati B;
A plati pravé tehdy, kdyz plati B)

Kvantifikované vyroky jsou vyroky, udavajici pocet:

vV obecny kvantifikator (¢teme: ke kazdému, pro kazdé, pro v8echna) vyjadiujici, Ze
kazdy (vsichni, libovolny, kterykoliv) uvazovany objekt mé - nebo nemé - pozadovanou
vlastnost.

3 existen¢ni kvantifikator (¢teme: existuje alesponi jeden) vyjadiuje, Ze nékteré (ale-
spon jeden, nékteri, lze nalézt, existuje,...) objekty maji vlastnost, o kterou jde.

Priklad 2.1 Virok A je "rok md 18 mésici” a vijrok B je "2 x 2 = 4.7 Utvoite A, AV
B,ANB,A= B,A < B a rozhodnéte, jsou-li pravdivé nebo nepravdivé.

Reseni:

A "rok nemd 18 mésici" - pravdivy vijrok

AV B : "rok md 18 mésici nebo 2 x 2 =47 - pravdivy vijrok

AN B : "rok md 18 mésicii a 2 X 2 =4" - nepravdivy vyrok

A = B: " md-li rok 18 mésici, pak 2 x 2 =4 - pravdivy

A< B: "rok md 13 mésicu prdvé tehdy, je-li 2 x 2 = 4" - nepravdivy vijrok

Priklad 2.2 Vyslovte negaci vijroku A:

a) Viechny koteny mnohoclenu jsou rovny nule.
b) Ne vsechna redlnd cisla jsou kladnd.

c)2< -7

d) Levnd vijroba proudu.

Reseni:

a) Alespori jeden kotfen mnohoclenu je nenulovy;
b) Vsechna redlnd cisla jsou kladnd;

c)2>—T,

d) mneni vjrok
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Priklad 2.3 Vyrok A "cislo a je delitelné osmi”, viyrok B "cislo a je délitelné dvéma".
Formulujte A = B, a rozhodnéte zda je pravdivy.

Resent:
Je-li ¢islo a délitelné osmi, pak je délitelné dvema. Pravdivd implikace

2.2 Zakladni operace s mnozinami

MnozZinou rozumime souhrn libovolnych, navzajem rtznych objekti, které maji urcitou
vlastnost. Zéakladni operace s mnozinami :

ACB inkluze mnozin A, B
A=8 rovnost mnozin A, B
AUB sjednoceni mnozin
ANB prinik mnozin

A—-B rozdil mnozin (A \ B)

Aj doplnék mnoziny A v mnoziné B
Pripominadme jeste intervaly, jejich nézvy, zndzornéni na ¢iselné ose:

uzavieny interval (a;b) = {z € Rya <z < b} e

o—
otevieny interval (a;b) = {x € R;a < x < b} 5 S
polootevieny interval (a;b) = {x € R;a < z < b} -5 o
(polouzavieny) (a;0) ={r e Rja < x < b} e S

neomezeny interval (a;00) = {z € Rja <z} —e
(a;00) ={zr €R; a < x} -0
(—o0;b) = {z € Ryz < b}
(—o0;b) = {x € R;z < b}

oboustranné neomezeny interval (—oo;00) =R

Priklad 2.4 M je mnoZina vSech sudijch cisel, P mnoZina vsech lichych cisel, kterd nej-
sou délitelnd tremi, R mnozina vSech cisel, kterd jsou délitelnd tremi. Urcete MN'R, MU

PUR,PNR.

Reseni:
MUPUR=Z
MNR  mnoZina vsech celyjch cisel délitelnych Sesti

PAR=1{)}
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Piiklad 2.5 M je mnoZina vsech sudych prirozenych cisel mensich neZ deset. Najdéte
vSechny jeji podmmnoZziny.

Resent:

M =1{2,4,6,8}

jednoprokové {2}, {4}, {6}, {8}

dvouprvkové {2,4},{2,6},{2,8},{4,6}, {4, 8}, {6, 8}
trojprvkové {2,4,6},{2,4,8},{4,6,8},{2,6,8}
ctyrprokové {2,4,6,8}

mnozina prdzdnd

2.3 Axiomy, definice, véty a dikazy

Zakladem logické vystavby matematiky je soubor axiomd, t.j. matematickych vyrok,
které se povazuji za pravdivé a nedokazuji se. K zavedeni novych pojmi slouzi definice,
ktera stanovi nazev pojmu a urci jeho zakladni vlastnosti. Véta v matematice je pravdivy
vyrok, ktery musime logicky odvodit - dokdzat - z axiomi, definic a diive dokézanych
vét. Podle pouzitych postupt rozlisujeme dikaz primy, nepiimy, dikaz sporem, dikaz
matematickou indukci.

Priiklad 2.6 Véta: Soucin dvou libovolnijch sudijch cisel je délitelny ctyrmi.

Dikaz primy:
Jde o soucin 2l -2k = 4lk (I, k € Z) a to bylo dokdzat.

Priklad 2.7 Véta: Necht rovnice ax® + bx + ¢ = 0 md celociselné koeficienty, a # 0,b je
cislo liché. DokaZte, Ze rovnice nemize mit dvojndsobny koren.

Dikaz sporem:

Predpokladdme, Ze rovnice md dvojndasobny koren. Pak diskriminant je nulovy. Vime, Ze
b=2k+1, k € Z. Tedy D = (2k + 1)> — 4ac = 0 = 4k*> + 4k + 1 = 4ac. Na levé
stran€ rovnice je liché ¢islo, na pravé strané sudé a to je spor. Neplati tedy predpoklad, Ze
kvadratickd rovnice md za dangch podminek dvojndsobny koten.

Priklad 2.8 Matematickou indukct dokazte, Ze soucet ctverci prunich n prirozenijch cisel
je roven S, = tn(n+1)(2n +1).

Dikaz:

Matematickou indukci dokazujeme vyrok V(n) tak, Ze nejprve dokdzZeme platnost V(a),
kde a je nejmensi piirozené cislo pro danou ulohu. Pak predpokliddme platnost V(n) a
ukdzeme platnost implikace V(n) = V(n+ 1). Pak V(n) plati pro vSechna n.

V nasem ptipade:

V(1): 8 =¢-1-2-3=1, coZ odpovidd Sy = 12.

Predpokldddme V (n) : S, = ¢n(n+1)(2n + 1).

Pocitdme V(n +1) : Sm+1) = Sn)+ (n+1)? = n(n+1)2n + 1) + (n + 1)* =
t(n+1)(2n* +Tn +6) = :(n+ 1)(n + 2)(2n + 3).
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Piiklad 2.9 Necht mnoZina M je mnoZina vech Fesent rovnice cos 5t = 0, mnoZina N
je mnozina viech FeSeni rovnice sintx = 0. Najdéte MUN , MNN.

IMUN =Z; MON = kladnd a zdpornd lichd ¢isla |
Priklad 2.10 Najdéte sjednocent a prunik intervali:
a) (2;3) a (=1;00)
b) (—o0;3) a (—8;15)

[a) (=1;00),(2;3) b) (—00;15), (=8;3)/

Priklad 2.11 Primym dikazem dokaZte:
a) Zvétsi-li se ¢islo a o x, 2vétsi se jeho druhd mocnina o x(2a + x).
b) Zvétsi-li se cislo x o h, zvétsi se jeho dekadicky logaritmus o log (14 2).
c¢) Soucet dvou cisel lichijch je sudé cislo.
Priklad 2.12 Sporem dokazte:
a) Rovnice ax = b, kde a # 0, md jediné feSend.
b) V kazdém trojuhelniku lezi proti stejnym uhlim stejné strany.
Priklad 2.13 Metodou matematické indukce dokazte:
a)14+34+3"+...+3"=3(3"—1)
b)1-2+2-34+...+n(n+1)=3n(n+1)(n+2)
)12 +3+524+. ..+ (2n—1)2=3n(2n—1)(2n + 1)
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3 ijravy agebraickych vyrazu

Algebraicky vyraz je zépis, ktery je spravné vytvoren z matematickych opera¢nich znak,
¢isel, proménnych, vysledkti operaci a hodnot funkci. Pti upravach pouzivame poznatku
o mocninach, odmocninéch, zlomcich a mnohoclenech tak, abychom vyraz prevedli na
nejjednodussi tvar. Nutnou soucasti feseni jsou podminky, které stanovi, kdy jsou vyrazy
definovany.

Pravidla pro pocitani s mocninami:

Pro kazdé redlné r,s a kazdé a > 0, b > 0, (respektive pro kazdé celé r, s a kazdé
a # 0, b#0) plati:

a’® =1 (a")” =a"*
1
e b b
a prd (ab)
. (5 =7
T S rT—S8 a -1
et =a G) =%

Pravidla pro pocéitani s odmocninami:

Necht m,n € N, a > 0. Pak plati:

Ya=ar. Proa=0je /0=0.
Pron =1 je Va = a.
Pro n = 2 zapisujeme ¥a = /a.

/b= ab, a>0Ab>0

S

n

, a>0ANb>0

3
o
S Q

)m:\"/am:a%, a>0
a= "/a, a>0

Rozklady nejjednodussich mnohoclenii:

gg

)2 = a2 o 2ab + b?

+b)° = a® + 3a%b + 3ab® £ b?
— b= (a—b)(a+Db)

35— 0 = (a—0b)(a®+ab+1?)

a® + b = (a+b)(a® — ab + v?)

2

(
(a

Rozklad kvadratického troj¢lenu na soucin korenovych c¢initeli:
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Jsou-li 1, x5 kofeny kvadratického trojélenu az? + bz + ¢, kde a # 0, pak plati:
az® +br +c = a(z — 1) (z — 73)

Pripomindme definici absolutni hodnoty:
Kazdému realnému ¢islu a pfifazujeme pravé jedno nezaporné &islo |a| takto:
a proa >0
la| =
—a pro a < 0.

Jestlize a, b jsou realna ¢isla, pak absolutni hodnota mé tyto vlastnosti:

1) |a| = maz{a, —a} 5) lab| = a - [b]

2) |a| =] —q] 6) |[a"] = |a|”, pro kazdé piirozené n

3) a <|al 7) ‘%‘—%, pro kazdé b # 0

4) |a| = Va2 8) |a+b| < la|+ |b], (trojuhelnikovd nerovnost)

9) Necht £ > 0, pak pro libovolna reélna ¢isla a, z plati:
a—e<zr<ate<=|r—a|l<e

Priklad 3.1 Upravte vyraz V na nejjednodussi tvar:

2
a) V = |—2z)* — |(=22)*| + |—2z|* + ﬂ, z #0
T
Reseni:
2
Pro x>0: V=[—(=22)] — 42+ [-(—22)]* + )
T
3 2 2, —2 3
Pro x<0: V=(-22)"—42*+ (—22)"+ — = —8z° — 2
I‘ —_—
23 -3 —z+3
b))V =
) a3 — 222 — 3w
Resent:
V= (2 —1)=3(@*—-1) (e—1(z+1)(xz-3) -1
- z(@?-22-3)  ze+D@-3)  _ax

plati pro x #0, x # —1, x # 3.
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B b2 —ab '+ a2 —a b

V= (a=t =b"N(ab'+a b+ 1)

I{eselll’:
2 a b2 b 279 1 1
_2_Z+_2__ ab a_a3b+b —abg

(4+241) a??  (b—a)(a®+ b2+ ab)

a®(a —b) — b3(a — b) (@ —b)(a® —b?)

p— - :b_
D@t @) =

proa#0Ab#0ANa#Db.
d)v_:c3+a:2—a:’—1+x3—:c2—$+1

V2 +1 1 Va2
Reseni:
(@®+ 2% -2 -1 = Va?) + (@* =2 —z+ 1)(1 + Va?) _

1 — a2 -

_ 2% — 20 — 22|z + 2| :zx(wz_l)_M(xZ_l) = 2(|z| — z);

1_1:2 1—1’2

Prox#1 ANz >0: V=0

Prox# —1 N <0 : V=-2x

Priklad 3.2 Uzitim rozkladu kvadratického trojélenu prevedte na soucin:
a) 2% —xt — 56 23 b) 2t +2 2% -3 c) xt — 13 2% + 40
fa) 2 (x = 8)(z +7); b) (z — 1)(z + 1)(2* +3); ¢) (x +V5)(z — V5)(z + V8)(z — V8)/
Priiklad 3.3 Zjednoduste ndsledujici vyrazy:
a)x—2y_2x—y 222 a® — x? a2—62‘(a+ ax)

_ b )
x+y y—x  x?—1y? ) a+b ar+x?

2x 2 1 x
C)( + . 2y 2):( + 2 2)
r+y T—Yy x°—y r+y x°—y

(E+2-D)(G+2+1)
d) b(ﬁ_%) @)

b2 a?

a—x

€)1+ (4_a2)_1% —(2-a)
(2+a)2+(4—a?)"

2?2 + 1 1 x® — 3
n (=) (w4 5) =l
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11
(i) (-5 wEE e
g) (v e 211 1 P
1+ uv 1+ uv Prerl T a1 1+
_ 0/2 a—
Ja) L, @ # +y; b))

, £ ONT # —aNa# b c)x, v # LyA2x #vy;

d)1, a#0Ab#0ANa#£b; e) Va+2, ae(=21)U(1;2);
f) 2

2 FyNeFONY £0; g)u, wv # 15 h)

1
Priklad 3.4 Usmérnéte zlomky:

3v2 +2V3
a) ———*—

b) Ve +2+ vz —2
3v2 - 2V3 VI+2—yz -2

fa) 5+ 2V/6; b) THVE=L g s 2]
4 Rovnice

4.1 Rovnice linearni, kvadratické, s absoliitni hodnotou, para-
metrické

Jsou-li f(z) a g(z) funkce proménné = definované na mnoziné D C R, pak tloha najit
v8echna « € D, pro néz f(x) = g(z), znamena Tesit rovnici o jedné neznamé.

Linearni rovnici o jedné neznamé x € R lze psat ve tvaru

axr +b=0,

kde a € R,b € R, a # 0. Ma pravé jeden kofen z = —2

Graficky tento koren ur¢ime jako prusecik piimky y = ax + b s osou x.
Piiklad 4.1 V oboru redlnijch cisel Teste rovnict
2 —-1) x-3

_g 5(x +1)
11 2 g
Reseni:

Celou rovnici vyndsobime 8 - 11, tim se zbavime zlomki:

16(z — 1) — 44(x — 3) = 792 — 55(z + 1)

a po rozndsobeni je:

16x — 16 — 44x + 132 = 792 — 552 — 55,
sloucime —28x + 116 = 737 — Hoz,
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k obéma strandm rovnice pricteme b5x — 737
27 — 621 =0

a to je rovnice tvaru ax +b = 0. TakZe

621
= —- =23

Nemusime provddét zkousku, veskeré ipravy (ndsobeni rovnice nenulovym cislem, pric¢itand
stejného cisla k obéma strandm rovnice) jsou ekvivalentni. Zkouska pak md jen charakter
kontroly vijpoctu.

Priklad 4.2 Reste v R rovnici:
3 x+10 b)3+23: (7 122 — 1
r+7 x+7 2

a) 2+ ) = bx.

6 3

Reseni:

a) Resime za predpokladu x + 7 # 0, tzn. x # =7, upravou:
2c+7)+3 = z+10

2vr4+144+3 = 2410
r = —7 coZ je spor=x € { }

b) Zbavime se zlomki

33+2x)—7T+2(120 —1) = 30x
94+6x —7+24x -2 = 30z
0 =0

Rovnice md nekonecné mnoho tesent x = t,t € R.

Kvadratickou rovnici o jedné neznamé x € R lze psat ve tvaru
ar® +bxr+c =0,

kde a,b,c € R, a # 0. Kofeny této rovnice vypoéitdme pomoci diskriminantu D = b*—4ac.
~b+ VD

2a
—b
Pro D = 0 dostaneme jeden dvojnasobny kofen z; o = eV
a

Pro D > 0 dostaneme dva reilné razné kotfeny ;o =

Pro D < 0 nemé rovnice v R feSeni.

Graficky kofeny uréime jako priseéiky paraboly y = ax? + bz + ¢ s osou .
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Piiklad 4.3 Reste v R ndsledujict kvadratické rovnice:

—4£VI6+20 —4+6

a)x?+4rx —5=0= 119 =

=1x1=1Vry=-5

2 2
6+ /36 — 36
b) 2> —6x+9=0= 119 = —y = 3 dvojndsobnyj koien
4+ /16 — 160
c) 5t —4dr+8=0= Tig = 10 v R nemd rovnice Tesent

d)2?+6z=0=2(z+6)=0=>2, =0V 2o =—6

6)5552—4:0:>(\/5:B—2)(\/51:+2):O:>931:%5\/x2:_%5

f) 2?4+ 16 = 0 v R nefesitelnd rovnice

Piiklad 4.4 Napiste kvadratickou rovnici, jejiz kofeny jsou x1=—3V3 a

To= 2\/§
Reseni:

(x—2)(z—2) =0= (x+3V3)(z —2V3) =0= 22 +V32 - 18 =0

Nebo podle vztahi mezi kofeny x1, xo a koeficienty p, q kvadratické rovnice
P4 pr4+qg=0 kde x1+x0=—p, T1-T2=gq

pak

2?4+ (+3v3 = 2v3)z — 3v3-2v3 =0

a tpravou dostaneme
22+ V3r —18=0.

Pti feseni rovnic s absolutni hodnotou vychazime z definice absolutni hodnoty a fesime
rovnice v intervalech, které dostaneme pomoci tzv. kritickych bodu.

Priiklad 4.5 V oboru redlnijch cisel 7este rovnice s absolutnimi hodnotama:

a) 3+ 4|z —2| = bz b) |2z — 7|+ |z —2| =3
)3 —[2z—1]=x+1 d) |3z = 2| +4=2x+3
Reseni:

a) Pro x € (—00,2), rovnice prejde v rovnici 3 — 4(x — 2) = ba.

Tato ma resenti x = 9 které patii do daného intervalu.
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Pro z € (2,00): 3+4(x —2)=brx =2 =-5¢ (2,00)

11
Sjednoceni reseni pak je x = 9

b) x € (—00,2): 22 +T7T—2x+2=3=>2=2¢(—00,2)
re(2,):2z+T+zx-2=3=>2=2¢€(2,1)
ve(loo):i20—T+r—-2=3=z=4€ (L 00)

Zaver: x € {2,4}

Qwe(-00})i3r 2 —loutloa=j¢ (oo

)

N[ =

re(3,0): 3t —2r+1=2+1=0=0
Zdver: x € (3,00)

d)z€(—00,2): =3x+2+4=2r+3=0=2¢€(—0,2)
ze((,00):3r—2+4=2x+3=>a=1¢€ (3,00

3
Zaver: x € {1, 5}

Rovnice s parametrem jsou rovnice, které kromé nezndmych obsahujf jesté dalsi proménné
- parametry.

Reseni rovnic s parametry spo¢iva v urc¢eni kofent v zavislosti na parametrech a v iplném
rozboru vSech moznosti parametri.
2c+a+1 a—z

Piiklad 4.6 Reste v R rovnici z+1 — ,  kde a € R je parametr.
a a

Reseni:

Pro a = 0 rovnice nemd smysl.
Pro a # 0 dostaneme ax +a —2xr —a—1=a—x =

proa=1: 0-x =2, spor

. _a+1
proa#1: x =155

(a—l)x—a+1—<

Zaver: a = 0 rovnice nemd smysl

a = 1 rovnice nemd reSent
a+1

a—1

a # 0Aa+# 1 rovnice md jediné Teseni x =

Priklad 4.7 Pro které hodnoty redlného parametru m md kvadratickd rovnice
2?2+ 32 —2m? +m+3 =0 o nezndmé x € R jeden koven rovngj nule?
Najdete druhy koten.
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Reseni:

—1j:\/1+24

Absolutni clen —2m? +m+3=0= myo = 1 =—1Vm=

l\'JIOJ

Druhy koren x = —3.

Piiklad 4.8 Pro které hodnoty parametru t md kvadratickd rovnice 22 +tx +2 = 0
redlné rizné koreny?

Resenti:
Redlné rizné kofeny = D =1*—16>0=1t*> 16 = |t| > 4 =

t € (—o0,—4) U (4,00)

Priklad 4.9 Na zdkladé vet o absolutni hodnoté redlného cisla zjistéte, pro kterd cisla x
plati rovnosti:

a)l(z =2)(z —4)| = (r =2)(z —4)  b)|(r —4)(z =3)| = |z — 4|z - 3|
) [(z=2)(x =5)| = —(x = 2)(z - 5)

r—0,5 |z —0,5] )|3—x| 3—=x
= e =
r—1,2 |z —1,2] r—2 x—2

d)

Ja)x >4V <2b)VreR c)x e (2,5); d)Vr e R—{1,2} e) z € (2,3)/
Priiklad 4.10 Rozhodnéte, ktery z vyroki je pravdivy:
a) —2<r<2 <= || <2
b) —1<2r<3 <= |zr—1]<2
)2z -1 <3 = |z|] <4
d)z € (=3;5) < |z] <)
[a) pravdivy; b) neni pravdivy; c¢) neni pravdivy; d) nent pravdivij]

11—z :L'—2_ 8

Piiklad 4.11 Reste v R rovnici — = .
r—2 1—=zx 3

[xlzg\/xgz

o
i

Piiklad 4.12 Reste v R ndsledugici rovnice:
a) > +2lx—1|—-6=0 b) |2z + 1] — 22| +1=2x

)x+3+x—1
c
r—3 x—95

e)x* — 0,20 +0,01=0 f)2(1 —x)> =23

=4  d)32*-50-2=0

fa) oz, =1—=V5Va,=2;b)x=1¢)x, =9Vay=4; d)x; =2V 1y = —
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e)r12=0,1f)ze{}]

. 2 1
Priklad 4.13 Reste v R rovnici x — — =

5 = —(4x +1), parametr a € R.
a®  a

Ja # 0; pro a = 2 rovnice nemd FeSent;

a = —2 nekonecné mnoho teSeni x =t,t € R; a # —2,0,2 je x = a(al_Q)/

Priklad 4.14 Urcete redalnou hodnotu parametru a tak, aby rovnice 6a—ax+2x = 15, x €
R mela kladny koten.

fo =2C20) 5 0,0 € (—00,2) U (3, 00)]

Priklad 4.15 Pro které redlné hodnoty parametru md rovnice
a) * —tx + 1 — 2t* = 0 redlné rizné koveny?
b) 2* — x +m? — m = 12 jeden koFen roven nule?

fa)t € (—o0,—2)U(3,00); b)m=—-3Vm=4; z; =0,z =1/

Priklad 4.16 Najdéte kvadratickou rovnici, jejiz koreny jsou x1 = %, Ty = 3.

Ra* —Te +3 =0/

4.2 Rovnice vyssiho stupné a iracionalni rovnice

Algebraické rovnice vyssiho stupné fesime prevodem na soucinovy tvar, nékdy jako
rovnice binomické.

Piiklad 4.17 V oboru redlnyjch cisel Teste rovnice:
a) x* =16 b) 2t + 222 +1=0
Reseni:

a) z* — 16 = 0, upravime na soucinovy tvar (x — 2)(z + 2)(z* + 4) = 0 = redlné koveny
780U T1 = 2,29 = —2

byt +222+1=0= (22 4+ 12 =0=2¢€{}

Iracionalni rovnice obsahuji odmocniny z vyrazii s nezndmou. Odmocniny odstranujeme
neekvivalentni tipravou - umocnénim, proto je nutné soucasti feseni zkouska.

Priklad 4.18 V oboru redlnijch cisel veste iraciondlni rovnici:
a)r —4=+2zx b) Ve —T7—+/5b—x=3

ResSeni:
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a) Resime za predpokladu = —4>0AN2c>0 = x>4
Umocnénim dostaneme

10++/100—64 1046
2 92

(r—4)?=20=2"-102+16=0= 2,5 =

Podmince Tesitelnosti vyhovuje pouze x = 8.
Umocneéent je neekvivalentni operace, provedeme zkousku:

L(8)=8—4=4
P@%=¢E:4}

b) Resime za predpokladu © —7 > 0A5—x > 0=z € {}

=2 =28

= rovnice nemd Tesent.

Priklad 4.19 Reste v R iraciondini rovnice:
a)V1i+r—Vi—z=1 b) Vo +2+ Ve —2=+2x+3
c)r—3/r—4=0 d)Vh+ar++b—x=2

>¢x+1 Vm—1_3
DNe—1  Vzr1 ™ 2

4.3 Soustavy linearnich rovnic

fa)r=3; b)x=2 c)x=16d)ze{}; e)z =23/

Nékolik rovnic o dvou a vice neznamych, které maji byt soucasné splnény, tvori soustavu
rovnic. Resenim soustavy je prinik reSeni jednotlivych rovnic.

P1i TeSeni soustavy se pouzivaji ekvivalentni Gpravy soustavy rovnic, tj. takové
Upravy, jimiz se neméni feSeni soustavy. V takovém pripadé neni nutna zkouska, ale je
vhodné pro kontrolu.

Prehled ekvivalentnich Gprav soustavy rovnic:
Nahrazeni libovolné rovnice soustavy rovnici, ktera je s ni ekvivalentni, tj.ma totéz feSeni.

Nahrazeni libovolné rovnice soustavy souctem této rovnice a libovolné jiné rovnice sous-
tavy.

Dosazeni neznamé nebo vyrazu s neznamou z jedné rovnice soustavy do jiné jeji rovnice.

My se budeme zabyvat soustavou linearnich rovnic. Zakladnim typem metod feSeni
linearnich algebraickych rovnic jsou eliminac¢ni metody, jejichz podstatou je postupna
eliminace (vylu¢ovani) neznamych z rovnic soustavy. Podle zpusobu, jimZ eliminujeme
jednu neznamou, rozlisujeme nékolik metod reSent:

Metoda scitaci - rovnice soustavy nasobime ¢isly zvolenymi tak, aby se po se¢teni vyna-
sobenych rovnic jedna neznamé vyloucila.
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Priklad 4.20 Metodou sc¢itact feste v R x R soustavu rovnic.

20 —y =1
x4+ 3y = 11.
Reseni:

Proni rovnict vyndsobime tremi, dostavame rovnici 6x — 3y = 31. Ziskali jsme timto
zpusobem ekvivalentni soustavu

6r —3y =3
x+ 3y =11.

Rowvnice ted secteme, tim vyloucime nezndmou y a pro nezndmou x dostdvdme rovnici
Tr =14, © = 2.

Obdobne lze vyloucit nezndmou x vyndsobenim druhé rovnice minus dvéma a sectenim s
prung rovnici. Dostdavame rovnici

—Ty=-21, y=3.
Resenim soustavy je usporddand dvojice [x,y], v =2, y = 3.

Metoda dosazovaci - vyjadiime jednu neznamou z jedné rovnice soustavy a dosadime
ji do dalsich rovnic, ¢imz se jedna neznamé ze soustavy vyloudi.

Priklad 4.21 Metodou dosazovaci Teste v R x R soustavu rovnic.

20 —y =95
3z + 4y = 9.

Reseni:
Z prond rovnice vyjadrime y = 2x — 5, a dosadime do druhé rovnice. Dostdavame
3r+4(2x —5)=-9, llx = -9+420, x = 1.

Potom y =2x —5=2—5= —3. Dostali jsme 7eSeni v =1, y = —3.

Metodu séitaci a dosazovaci muZzeme také kombinovat.

Priiklad 4.22 V R x R 7este soustavy rovnic:

a)r+y=4 b) 14z + 4y = 13 c)2rx—3y=5
20+ 3y =7 Tr 42y =12 4 — 6y = 10
Resent:

a)r+y=4 /-(-3) = -3r-3y=-12 = =5 y=-1
204+ 3y =17 20+ 3y =17




Piipravny kurs z matematiky 19

b) 14z + 4y = 13 = ldrx+4y =13 = soustava nemd
Tr+2y=12 /-2 14 + 4y =24 reseni

c)2x—3y=5 /-2 = dr — 6y = 10
dr — 6y = 10 4 — 6y = 10

= soustava md nekonecné mnoho fefeni x =1, y= %(21& —5),teR

P1i feSeni vice nez dvou rovnic je nejvyhodnéjsi pouziti Gaussovy eliminacéni
metody, ktera spoc¢iva v postupném prevedeni dané soustavy rovnic ekvivalentnimi upravami
na tzv. trojihelnikovy tvar.

Priiklad 4.23 UZitim Gaussovy eliminacni metody 7este v R x R x R soustavu rovnic.

9x + 5y — 2z =15 (1)
8r+6y+32=15 (2)
3r — Ty +4z =27 (3)

Resent:

Nejprve soustavu upravime tak aby v proni rovnici koeficient u nezndmé x byl 1. Bylo
by mozné toho dosdhnout délenim prvni rovnice cislem 9, tim bychom ovsem dostali v
pruni rovnici desetinnd cisla. Radeéji od pruni rovnice odecteme druhou, ¢imzZ dostaneme
soustavu rovnic:

r—y—52=0 (1)
8x 4 6y + 32 = 15 (2)
Sz — Ty + 4z = 27 (3)

Dadle v ziskané soustavé od druhé rovnice odecteme 8-krdt pruni, a od treti rovnice odecteme
3-krat proni. Tim eliminujeme nezndmou x v téchto rovnicich a dostdvame tuto ekviva-
lentni soustavu:

r—y—>52=0 (1)
14y + 432 =15 (2)
—dy+ 192 =27 (3)

Nyni druhou rovnici délime ctrndcti, abychom u neznamé y ziskali koeficient 1. Ddle k
treti rovnici pricteme 4-krdt druhou, ¢imzZ v ni eliminujeme nezndmou y. Tim prechdzime
k této soustave rovnic:

r —y — bz =0 (1)
43 43

2= 2 2

YT B @

219z = 219 (3)

Tato soustava md trojuhelnikovy tvar a jeji TeSent urcime snadno takto: Z tieti rovnice po
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délent cislem 219 dostavame: z = 1. Dosazenim do druhé rovnice vypocteme

1
=—(15—-43) = -2
y=14( )
a po dosazeni do pruni rovnice vychdzi x = —2 +5 = 3.
Dostali jsme reseni x =3, y=—2, z=1.

Piiklad 4.24 V R3 feste soustavy rovnic:

a)x+2y+32="7 b)x+2y+3z=1 c)x+2y+3z2=1
3r—y+2=6 x4+ 3y +5z=2 20 + 4y + 62 = 2
r+y+z=4 2 + by + 8z =12 r—y+z=4
Reseni:

Soustavy budeme resit Gaussovou eliminacni metodou.

a)x+2y+3z2=7 r+2y+32=7 r+2y+32=7
3r—y+z2=6 = —Ty—8z=—-1>b = y+2z=3
r+y+z=4 y+2z2=3 6z =6

Tato soustava md trojuhelnikovy tvar a miZeme jej snadno vyresit.
Postupné dostavime z =1, y=3—-2z2=1, e =7—-2y—32=7—-2—-3=2.

Dostali jsme tedy resenix =2, y=1, z=1.

b)x+2y+3z2=1 r+2y+32=1 r+2y+3z2=1
T+ 3y +5z=2 = y+2z2=1 = y+2z=1
20 + 5y + 82 =12 y+22=10 0=9

Z trojuhelnikového tvaru vidime, Ze soustava nemd Tesent.

c)rx+2y+3z=1 r+2y+32=1 r+2y+32=1
20 +4y + 62 =2 = 0=0 = 3y+2z=-3
r—y+z=4 3y +2z=-3

= soustava md nekonecné mnoho resent.

Zvolime-li z = t, pak postupné mdme

2t 1 1+ 415 +2-3t=3 515

=——t—1lax= - —3t=3—t.

Y=73 3 3

S p L 5 2

Resenim soustavy potom bude usporddand trojice v = 3 — gt, y=—1-— gt, z=t, teR

Piiklad 4.25 Reste v R x R soustavy linedrnich rovnic:

a)8r —3y+12=0 b) 2z — 6y = —2 c)r+2y=4
3r+2y—33=0 r—3y= 4 20 +4y =8
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Ja) x =3,y = 12; b) nemd TeSeni; ¢) v =4 — 2a,y = a,a € R/

Piiklad 4.26 Prevedenim na trojihelnikovy tvar veste v R soustavy rovnic:

a)2x — 3y +4z =8 b) x +4y —32=0 c)x+2y+4z=31
3+ 5y —2=10 r—3y—2z=0 Sr+y+22=29
Tv—y+72=15 20 +y—42=0 3r—y+2=10

Ja) nemd feSend; b) x = 13t/7,y =2t/7,z=1t; ¢)x =3,y =4,z =5/

Piiklad 4.27 Prevedenim na trojihelnikovyj tvar feste v R* soustavy rovnic:

a)2r —3y+6z—u=1 b)x+2y—2z—2u= -2
r+2y—z =40 2r+y+z+u=28
rT+3y—z—u=-2 r—y—z+u=1
9 —y+ 15z —du =1 rT+2y+2z—u=4

Ja) soustava nemd FeSend; b) v = 1,y =2,z = 1,u = 3/

Priiklad 4.28 Urcete vzdajemnou polohu tri rovin:

a: 2x—=3y+2=0
B:x+2y—2z—3=0
vy:2x+y+2—-12=0
[roviny se protinaji v bodé [2,3, 5]/

Piiklad 4.29 Uzitim Gaussovy eliminacni metody veste v IR soustavu rovnic v zdvislosti
na parametry a.

20+ 9y + 22 =Ta —4
3r+3y+4z2=3a—6
dr — 6y + 22 =—a—8

[lz,y, 2] = [a —2,2a/3,—a/2]]
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5 ReSeni nerovnic

5.1 Operace s nerovnicemi

Jsou-li f a g funkce proménné = definované na mnoziné D C R, pak tloha:
"najdéte vSechna x € D, kterd po dosazeni do jednoho ze vztaht:

f(z) < g(x), f(z)>g(x), f(z) <g(z), f(r) = g(z)
daji pravdivou nerovnost" znamena resit nerovnici s neznamou x.
Pfi feSeni nerovnic pouzivime ekvivalentni tipravy:
1. Zaména stran nerovnice se sou¢asnou zménou znaku nerovnice:
f(z) < g(x) < g(x) > f(z)
2. Pric¢teni konstanty nebo funkce h(x), definované v D, k obéma strandm nerovnice:
f(2) < g(@) & f(2) + h(z) < g(x) + h(z)
3. Nasobeni nenulovou konstantou nebo funkei h(z) definovanou v D :
a) h(z) >0 prox € D: f(x) < g(x) & f(x)h(x) < g(x)h(x)
b) h(z) <0prox € D: f(x) < g(z) & f(x)h(z) > g(x)h(z)
4. Umocnéni pro piipad nezapornych stran nerovnice:
0< f(z) <g(x) & f*(z) < g"(z),n €N
5. Odmocnéni pro ptipad nezapornych stran nerovnice:
0< flz) <g(z) = /f(x) < {/g(x),n eN

Pokud pouzivame pii feseni nerovnic ekvivalentni ipravy, neni potieba provadét zkousku,
snad jen pro vylouceni vlastnich chyb.

Klasifikace nerovnic

Elementarni nerovnice s neznamou x muzeme rozdélit (podobné jako rovnice) podle toho,
v jaké pozici se v dané nerovnici nachazi nezndma. RozliSujeme nerovnice linearni a
kvadratické, nerovnice s absolutni hodnotou, exponencialni a logaritmické nerovnice, ira-
cionalni nerovnice.

Postup feSeni pro jednotlivé typy nerovnic ukazeme na piikladech.
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5.2 Linearni nerovnice

Priklad 5.1 Reste v R nerovnici

20 —17 8—x
4 2
Reseni:

Odstranime zlomky a upravime rozndsobenim.
22 —17) — 48 —z) —16 <
dr —34 —-32+4x - 16 <
dr +4x —8r —x <
—r <
r >

Piiklad 5.2 Reste v N nerovnici
3r—1 5—6x

4 2

Reseni:

z
—2<z—4+—.
<z +8

8(x —4)+=x
8r—32+uw
—32+34+32+16

50\ - (=1)
—-50 = x € (—50;00)

3T

—2< —.

<8+ 5

Odstranime zlomky a upravime rozndsobenim, stejné jako kdyz hledame teSeni nerovnice

v R.
3r—1 —
€T _5 6:6_2
4 2
3r —1—2(5—6x2)
3z —1—104 12z
3x + 12z — 62
9z
T

3z
8+ —\-4
+2\

IN

32+2-3x

IN

32 + 6x

IN

32+1+10
43

IA

IN

43
EAJfGN

Hleddme tesent v oboru prirozengjch cisel. Dostaneme

ze{1,2,3,4}

Piiklad 5.3 Reste v R nerovnici v podilovém tvaru

Reseni:

12 — x

> (.
z—4
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15__Z>0<:> [(12—2)>0 A (z—4) >0 V [(12—2) <0 A (z—4) <0
[t<12 ANx>4] V [r>12 A x <4
d<z<12 V ze{}
= x€(412)

Jiny zpiisob reSeni:

Najdeme tzv. nulové body citatele a jmenovatele - to jsou body, ve kterych je polynom
v citateli nebo ve jmenovateli rovny nule - a v intervalech mezi nulovymi body zjistime
znaménko citatele, yjmenovatele a nakonec celého zlomku.

(—o0:4) | (4312) | (12;00)
12 -z + + -
x—4 - + +
podil - + -

Mame ostrou nerovnost, takzZe FeSenim nasi nerovnice je x € (4;12).

. 2
Priklad 5.4 Reste v R nerovnici g * <1.

Reseni:

Upravime na podilovy tvar:

2—a:—4—x§0 o —2(m+1)S o x+120
44z 44z 44z

MizZeme vyuZit nulovych bodi citatele a jmenovatele, pak dostaneme Tesent

x € (—o0; —4) U (—1;00)

Danou rovnici miuzZeme tesit 1 jinak:

2—=x
<1\-(4
44— \(4+2)

a)d+x>0=2—x<4d4+zr=-2<2xr=zx>-1

Dostali jsme, Ze
(x>—-4 Nz>—-1) = z>-—1

b)d+r<0=2—z>44+zr=>2< -1

Dostali jsme, Ze
(r<—4Nz<-1) = <-4

Tedy x < =4V x > —1 ¢ili x € (—oo; —4) U (—1;00).
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5.3 Kwvadraticka nerovnice

Priklad 5.5 Reste v R nerovnici x> —4x —5 > 0.

Reseni:

2 —4r—-5>0& (x—5)(z+1)>0

& [(x=5)>0A(z+1)>0] V [(z—=5)<0A(z+1) <0

r>5 V < -1 =€ (—o0;—1)U(500)

Ulohu miZeme tesit © pomoci nulovyjch bodi

polynomu nebo také graficky:

y = 2% — 4z — 5 je rovnice paraboly, \ ’ /

jgeji vrcholovy tvar je y +9 = (x — 2)2, -1 0 2 5 X
vrchol je V'[2; =9, priseciky s osou x :

P[-10]  P[50]

protoze (rt —2)>=9 <z —2=43

=x1 =05, Ty =—1.

Nacrtneme graf.

Vidime, Ze y > 0 pro x € (—oo; —1) U (5; 00). ” v

Piiklad 5.6 Reste v R nerovnici zi—i) + ii—i > 2.

Reseni:

(x+3)z—4)+(z+4)(z—1) =2z —1)(x —4)

Prevedeme na podilovy tvar =Dz =4 >0 a po
12(x — 2
upravé citatele @ _(S(x _)4) > 0.
Pomoci nulovijch bodii:
(—o0s1) | (1;2) | (2:4) | (4;00)

r— 1 - + + +

T —2 - - + +

xr—4 - - - +

zlomek - + - +

x € (1;2) U (4;00)
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5.4 Nerovnice s absolutnimi hodnotami

Piiklad 5.7 Reste v R nerovnici |12 — x| > 15 — |z + 3].
Reseni:

Pomoci nulovijch bodi viyrazi v absolutnich hodnotdch rozdélime R na intervaly, ve kterych
nerovnice resime.

Prozx € (—o00;—=3):12—2 > 15+ (x + 3) = o < —3.

z<—3

Prow € (=3;12) : 12— 2 > 15— (z +3) = 12 <12
re{}

Prox € (12;00) : =124+ x> 15— (v +3) = = > 12.
T > 12

Celé tesent rovnice x € (—oo; —3) U (12; 00).

5.5 Iracionalni nerovnice a soustavy nerovnic

Piiklad 5.8 Reste v R nerovnici Ve —3<b.
Reseni:

Nerovnice ma smysl pouze pro x — 3 > 0 t.5. x > 3, potom na obou strandch nerovnice
jsou mezdpornd ¢isla a lze umocnit:

r—3<25=1x<28

Resent je pak z € (3;28).

Piiklad 5.9 Reste v R nerovnici =+ 1 < V6 — 14.

Reseni:

Resime za predpokladu 6xr —14 > 0Nz +12>0, tedy x> %
Po umocnéni % +2x +1 < 6x — 14 = 22 — 4o + 15 < 0.
Kvadratickyj trojclen x? — 4x + 15 md komplexni koveny (D < 0).

Parabola y = x* — 4x + 15 nikde neprotne osu x, proto Fesent je v € { }.
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Piiklad 5.10 Reste v R soustavu nerovnic

>0 A 22 —22<0.

r+1
Reseni:
Ekvivalentni soustava je x+1>0Az%(z —1) <0.

Na znaménko polynomu nemaji vliv koreny se sudou ndsobnosti.

Tedy x € (—1;0) U (0; 1).

3 2 6 4dr—2
Priklad 5.11 Kterd prirozend c¢isla splniugi nerovnici 5:1: — x;— > $5 .

[z € {49,50,51,...} ]

Piiklad 5.12 Reste v R nerovnice:

1-3z T+ 2 3z —1 2?4+ x
<2 b < -2 <2 d
a>a:+4 ) - C)x+1 )x 1

2 4
Ja) (—o0; —4) U (=£;00); D) (1;4); ¢) (=1;3); d) (—o0; 1)/

57

<1
11—z -

Priklad 5.13 V mnoziné celyjch zdpornich cisel reste nerovnici

x—|—3_x—2_5>3:—1
2 3 2

[r € {-8,-9,-10,...} /
Priklad 5.14 Jaké musi byt cislo k, aby rovnice Skx —9 = 10x — 3k méla kladné Feseni?
2<k<3]
Priklad 5.15 Reste v R kvadratické nerovnice:
a)22* —3r—2>0 b) 20x — x* > 36
o)r*+x+1<0 d) 2 — 0,224+ 0,01 <0
[a) x € (—00; —5) U (2;00); b) x € (%18); c)z € { }; d) 2 = 0,1]

Priklad 5.16 Pro kterd m € R bude platit z* + 6x + (5m — 1)(m — 1) > 0 pro vsechna
redalnd x?

[m € (—o0;—5) U (2;00) |
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Piiklad 5.17 Reste v R nerovnice:

r+2 2r—-1
— >0 b) z(2? — Tx 4+ 10) > 0
Rl Bl vyl ) #(@” =T +10)
22 —9x + 18 xt z! (102 — 6)z?
— <0 d <
‘) 22—z —2 )$+2+3—x —22+x+6

Ja) x € (—00; =3) U (—3;00); b) x € (0;2) U (5;00);
c)x € (—1;2)U(3;6); d) x € (—o0; —2) U (3;00)/

Priklad 5.18 V oboru redlnijch cisel reste nerovnice:
a) |z —3]>5 b) [z +2| <8
Ja) € (—o0; —2) U (8;00); b) x € (—10;6) /
Priklad 5.19 Pomoci absolutni hodnoty zapiste nerovnice:
a) —2<x<2 b)1<x<3 c) —3<z< -1
fa) |x] <2;0) |lx—2[<1;¢)le+2[<1]

Priklad 5.20 Najdéte mnoZinu vSech teSeni nerovnic s absolutni hodnotou:

1
a) |lz|+—-<0 b)m—1<0
xr xr
o) le+ 1|+ |z <2 d)1—|z| <|z+1]
2x — 2
o 22y £l < e -1
g) [3x + 1] <2z h) |z +2| — 2|2z + 4] < |3z — 1]

i)|le—=3l-]lzr—=2|-|x+4>0
Ja) x € (=1;0); b) x € (—00;0); ¢) x € (=3;3); d) x €R; e) w € (0;5) U (2;00);
flze(—o0;d); g)z el h)zeR; i)z eRa# —4,2,3 ]
Piiklad 5.21 Reste v R iraciondlni nerovnice:
a) Vit+r—12<6—x b)z—3/z—4>0
c)Vr+2<2x -8 d) Vo —2+xz>4
e) vV—a2+8r—12>+/3

Ja) © € (—o0; —4) U (3; 13); ) z € (16;00); ¢) = € (10; 00);
d) z € (3;00); €) x € (3;5)]
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Piiklad 5.22 Reste v R soustavu nerovnic

2 —4r—5<0 A 22—8r+15<0.
[x € (3;5)]

Priklad 5.23 Najdéte x € R, kterd spliiuji sloZenou nerovnost.

a)§—1<|:£|<g+1 b) 13z — 1] < = < |3z + 1]

Ja) =2 <z <2b)1<z<3]
Priklad 5.24 Najdéte zlomek, pro néjz plati:

. . 1 .
zmensime-li jmenovatele o 1, je zlomek roven 37 zvetsime-li Citatele o 20, dostaneme

zlomek z intervalu (2;3).

4 5
5 1/
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6 Elementarni funkce

6.1 Linearni funkce

Linearni funkci nazyvame kazdou funkci f, kterd je dané predpisem
fry=kx+q, k,qeR.

Grafem linearni funkce je vzdy piimka rtznobézna s osou O,.

Defini¢ni obor D linearn{ funkce f (znac¢ime Dy) je R.

Obor hodnot funkce f pro k # 0 (znacime Hy) je R.

Vyznam konstant k, g je vidét z nasledujiciho obrazku:

Pro k = 0 dostavame konstantni funkci.

y y y

0 X 0 X o

k>0 k <0, k=20
k=tga, a <3 k=tga, a> 7% k=tga, a =0
rostouci funkce klesajici funkce konstantni funkce

Priklad 6.1 Urcete linedrni funkci, jejimiz proky jsou usporddané dvojice [—2; —3], [—1; —4]
a jejiz obor funkcénich hodnot je interval (—6;0).
Sestrojte graf.

Reseni:
Je y = kx + q a dosadime souradnice bodi.
Pak =3 =-2k+q N —4=—-k+q.

Resenim této soustavy dostaneme

k:_l,q:—E) 0 X

Linedrnt funkce pak je
y=—x—5H.

6;0) dostaneme krajni body tusecky

Proy € (—
[—5;0].

[1; —6],
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Priklad 6.2 Nakreslete grafy téchto funkci:

@) fii y=—u+3

Funkce je definovana pro kazdé x € R, grafem linedrni zavislosti je primka.
H(fi) = R

Zvolime x1 =0 = y; =3, ddle yo =0 = x5 = 3.

Tyto pruseciky se souradnicovymi osami ndam urci primku.

b) fo: y=2x+1 prox € (—0,5;2)

Prislusnd usecka md krajnt body [—3;0] a [2;5]

D(f2) = (=0,5;2), H(fz) = <0§5>

y y
\ .

fi:y=—2+3 fory=20+1

Piiklad 6.3 Nakreslete graf funkce y = |z| — 2| — 1| + |z — 2|.
Resent:

Body x = 0,1,2 rozdéli osu x na ctyri intervaly a uréime tvar funkce y v jednotlivich
intervalech:
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(—00;0) (0;1) (1;2) (2; 00)
|| —x T T x
=2z —1] | =2(—x+1) | =2(—z+1) | =2(x—1) | =2(z —1)
|z — 2| —z+2 —z+2 —x+2 r—2
Y 0 2z —2r+4 0
y B
2,
y
X
-2 -1 0 1 2 3 4
] X

y=lz| =2z 1|+ [z —2|
6.2 Kvadraticka funkce
Kvadratickou funkci nazyvame kazdou funkci, ktera je dana predpisem
fry=ax*+br+c kdea,b,ceR, a#0.

Defini¢ni obor kvadratické funkce f je Dy = R.

Grafem kvadratické funkce je parabola s osou rovnobéznou s osou y.

[ v

fry=ar*+bx+c, a<0 fry=ar*+br+c, a>0
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Mame-li sestrojit graf kvadratické funkce
y = ar® +bx +c,

vyjdeme ze zékladni paraboly y = 2% a postupnymi transformacemi uréime soufadnice
vrcholu. Je také vhodné urcit priseciky s osami.

3 3 9
Piiklad 6.4 Nacrtnéte graf kvadratické funkce y = sz + ¥

Reseni:
3
Predpis upravime na tvar y+ 3 = Z(a: + 1)2 a postupné sestrojime

3 3
y=2% = (x+1)% y3 = Z(l‘—i— 1?2 y= Z($+ 1)> — 3 neboli y — 3 = 3(z + 1)2

3

1 X 2 3
0 4 3
1
Y1 = x?
y
Y
/ 0.75
-3 2 x A 0 1
-3
4
ys = 3(x +1)° y+3=3(x+1)

Obecné tedy:
Rovnobezngm posunutim paraboly y = ax* do vrcholu V(m;n) dostaneme parabolu
y—n=alr—m)

Osa paraboly zistdvd rovnobéind s osou y.
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6.3 Mocninna funkce

Mocninna funkce s pfirozenym exponentem je funkce
fry=2", neNn>2.

Defini¢ni obor mocninné funkce je D = R.

Priklad 6.5 Nacrinéte grafy funkci

firy=23—1, fory=(v—1)3 fgzy:}le‘, fi:y=|2z*=3|

Reseni:

Upravime analogicky jako u kvadratické funkce:

fi:y+1=2a3 graf dostaneme posunutim grafu funkce y = x> do vrcholu V[0; —1].

fory+0=(z—1)% V[L;0]

fs:y+0=1(z+0)* V[0;0]

f1: Nakreslime postupné grafy y, + 3 = x* a pak y = |y1].

371y

-2

P4
|
—_
=]
—
>
[\S]
w

y 14 y

f3:y=ta? fory=|z* =3
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Piiklad 6.6 Bez vijpoctu rozhodnéte, které z cisel 43, 3400 je veétsi.

Reseni:

Upravime 4300 = (43)100 3400 — (34)100,
Obé mocniny lze chdpat jako hodnoty funkce y = z'°

0

Tato funkce je pro x € (0 : 00) rostouct, 43 < 3%, proto 4390 < 3109,

Priklad 6.7 UvazZujme mnoZinu vsSech kvadri, jejichZ délky hran jsou v poméru 1 :2: 3.
Urcete funkci vyjadrujici zdvislost objemu kvddru na délce jeho nejdelsi hrany a nacrtnéte

jejgi graf.

Reseni:

o

2/9

P

Oznacme délku nejdelsi hrany b,
pakazg; c=§bprob>0.

Pak V = 25,

Piiklad 6.8 Urcete definicni obor funkci:
r—1

a)y=+v2x—6 b)y = P

Reseni:
a) Aby byla funkce y = v/2x — 6 definovand, must byt 2x — 6 > 0, tedy x > 3

MizZeme tedy psdt, Ze
D(f) =<3,)
—1
’ ] >0, x #—1

b) Definiénim oborem funkce bude Teseni nerovnice

Nulové body citatele a jmenovatele jsou * = —1 a x = 1.
(—o0,—1) U< 1,00)

D(f) =

Dostaneme
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Mocninna funkce s celym zapornym exponentem je funkce
fry=a2"", neN
Defini¢ni obor této funkce Dy = R — {0}.

Priklad 6.9 Nakreslete grafy funkei fi :y = i afo:y= x—12

Reseni:

I

flzy:% foiy=

Linearni lomena funkce je funkce dana predpisem

b
f:y:a:v—i- ,kdea,b,c,dER,x#—(—i,c%O.
cr +d c

Defini¢n{ obor této funkce je Dy = R — {—2}.
Nejjednodussi pripad nastane proa = d = 0, pak y = % a grafem je rovnoosa hyperbola.

V piipadé, kdy ad — c¢b # 0 dostaneme po tpravé

y o i
c ¢ z+4
y y Lo doa AN
opét rovnoosou hyperbolu se stfedem v bodé S[——; —|, asymptoty prochézeji stfedem a
¢’ c

jsou rovnobézné s osami souradnymi.
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k
Piiklad 6.10 Nakreslete graf funkce f:y = — (nepfimd imérnost).
x

Reseni:

f:y:§k>0 f:y:§k<0

Priklad 6.11 V kartézském souradnicovém systému nakreslete graf funkce

f:y:x_Q.
Reseni:
1—m+2—2_—x+2—1 1 —1

-l ledyy 1= ——.
x—2 x—2 x—2’ coy y + x—2

Upravime y =

Asymptoty prochdzeji bodem S[2; —1].

MuazZeme urcit priseciky se soufadnicovymi osami: X|[1;0], Y[0; —0,5]

S[2,-1]
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6.4 Exponencialni funkce a logaritmicka funkce

Exponencialni funkce o zakladu a > 0 A a # 1 je kazda funkce
fry=a".

Defini¢éni obor této funkce Dy = R.

Obor hodnot H; = (0; 00).

Pro pripad a = e dostaneme prirozenou exponencialni funkci.

Graficky:

y y y

y=a", a>1 y=a",0<a<l1 y=e"
Inverzni k exponencialni funkci y = a” je:

Logaritmicka funkce o zakladu a > 0 A a # 1. Znacime

f:y=log,x.
Defini¢ni obor Dy = {z € R,z > 0}.
Obor hodnot H; = R.
Pro zéaklad a = e dostaneme ptFirozeny logaritmus, ktery pouzivame nejcastéji.

Graficky:

y=log,z, a>1 y=1log,z, 0<a<1 y=1Inx
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Priklad 6.12 V téZe kartézské soustavé souradnic nacrtnéte grafy funkci:
FL=27 fo=27" f3=2"4+2"a fy=2" — 27",

Reseni:
Sestavime tabulku pro ziskani nékolika funkénich hodnot:

T -2 | —-1]0]1] 2
27 Ll 2] 4
2" 4 L2 |11l
»yoe| 0[5 [afg]
e = E1UHE

6.5 Logaritmické a exponencialni rovnice

Logaritmické rovnice jsou rovnice, v nichz se vyskytuji logaritmy vyrazi s neznamou
xr € R. Jestlize stanovime podminky TesSitelnosti a feSime ekvivalentnimi tGpravami, pak
zkouska neni nutné.

Piiklad 6.13 Reste v R logaritmické rovnice:

1
a) logx + =4 b) 5 log(2z — 3) = log(x — 3)

log
Resent:

a) Podminky: x > 0ANlogx # 0=z € (0,1) U (1, 00).
Rovnici vyndsobime log x, dostaneme

log?z —4logz +3 =0

Odtud logx, = 3V logxzy = 1, je tedy x, = 10° V x5 = 10,

Obé 1esent patii do oboru Tesitelnosti.

b) Podminky x> 3 Az >3 =z > 3.

Upravou log(2x — 3) = 2log(z — 3).

Pak 2x — 3 = (z — 3)?, neboli 2z — 3 = 2% — 62 + 9.
Ztoho0 =22 -8z +6 =12, =4,25 = 2.

Podminkam vyhovuje pouze x1 = 4.

Exponencialni rovnice jsou rovnice, kde neznama xr € R se vyskytuje v exponentu
néjaké mocniny. Rovnice fesime bud logaritmovanim, nebo porovnanim exponentu pii
stejném zakladu, ¢asto az po tpravach.
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Piiklad 6.14 Reste v R exponencidlni rovnice.

4 #0125 715

—) (=) =z b3y 423" -3=0
o) () (%) 5 )32 + 0 )9 +2-3"-3
Resent:

5

a) Upravime vse na mocniny o zdkladu a = 3.

5 —2(z+3) 5 3(4z—1) 5

(5) ' (5) =57

—2r—-6+12x-3=1 = 10xr=10 = z=

—

b) Polozime 2* =y, pak 3y + 8 - % = 10, neboli 3y* — 10y + 8 = 0.
Koreny

\)

Y12 =

10 + /100 — 96 <
; -

(SN

Pak je 2" =2 = xy = 1.

Druhy koten 2%2 = % a logaritmovdnim xo = 2 — log, 3.

¢) Polozime 3° =y, pak y* + 2y —3=0= (y — 1)(y + 3) = 0.
h=1=3"=1=2,=0
Yo = —3 neni mozné, nebot 3* > 0 Vo € R.

Zustava z = 0.
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Priklad 6.15 Nacrinéte grafy funkci:
a)y=2z+1]-3lz—1, z€R byy=|z|+z, zeR
V(e =1)2 2 € (=3;00)
Ja)y=x -5z € (—o0;—1); y=bxr — 1L,z € (—1;1); y=—x + 5,2 € (1;00);
b)y =0,z € (—0;0); y =2z, 2 € (0;00);
c)y=—-x+1Lze(-3;1); y=z—1,2 € (1;00)/

c)y

Priklad 6.16 Upravou rovnice paraboly urcete souradnice vrcholu a priseciky Py a Py s
osou, Oy, prisecik @ s osou O,.

a)y=22>—4x—6  b)y=—2*+4x
Ja) y = 2(z —1)* = 8, V[1; =8|, P1[-1; 0], P[3; 0], Q[0; —6];
b) y = —(z —2)? +4,V[2;4], 1[0; 0], P»[4; 0], Q[0; 0] /

Piiklad 6.17 Sestrojte graf linedrni lomené funkce:

) 2z — 1 ) 1+ 4x ) 2x

a — = C =

Y r+1 4 x J 24+

Priklad 6.18 Najdéte vsechna p € R, pro néz exponencidlni funkce (%) je
p

a) rostouct,
b) klesajict.
[a) p € (=005 =2); b) p € (0;00) |
Priklad 6.19 V téZe kartézské soustavé souradnic nakreslete grafy funkci:
a)y =157 y=15 4y =15 y=_—15=
b) y =logyw, y = logy(z —2), y = logg(z +2), y = 2 — logg x

Piiklad 6.20 Najdéte definicni obor téchto funkci:

a) y = log,(z + 3) b) y = logz x> ¢) y = logs(—x)
d)yzlnz;f e)y=logsv4—x f)y=+/logsz
g9)y=log /375 h)y =In YVt
[a) (=3;00); b) x € R,z # 0; c) (—00;0);
d) (—o0; —1) U (2;00); €) (—o0;4); f) (1500); g) (052); k) (0;1)/

Piiklad 6.21 Najdéte definicni obor ndsledugicich funkci:
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a)y=+v—-x2+T7r—12 b) y = 2V9~*" 4 log(3z — 5)

e)y:,/l—log};—i )y =22 +2x+10 + /log (2z + 5)
Ja) (3;4); b) (3:3); ) (1;00); d) (—00; =3) U (5500); €) (=375 1); f) (=2500)/

Piiklad 6.22 Reste v R logaritmické rovnice:

a) log (4z +6) —log(2z — 1) =1 b) 2log (x — 2) = log (14 — )

¢) log (z+ 1) +log(z — 1) =logz +log (z +2) d) 5log (22 — 3) =log (z — 3)
Ja)r=1;b)x=5; c)xe{}; d) x=06]

Piiklad 6.23 Reste v R exponencidlni rovnice:

a) 5" +1—3.5° = —49

b) 37T 437 =47 g7

c)

3 . 22x+1 4 2 . 32$+3 — 3 . 22$+4 o 32x+2

o0 (8 = 125\
25 \5 -\ 512

fa) x =2; b) 2 =4,0408; ¢)x =—3; d)z=4Va=3]
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7 Vlastnosti funkce jedné proménné

7.1 Vldastnosti a druhy funkci
Suda funkce, licha funkce

Necht je f funkce definovana na mnoziné D(f) C R, takova, Ze pro kazdé x € D(f) je
také —x € D(f).

Rikéme, 7e funkce f je suda funkcee, jestlize pro kazdé = € D(f) je f(x) = f(—x).
Rikéme, Ze funkce f je licha funkce, jestlize pro kazdé = € D(f) je f(x) = —f(—x).
Graf sudé funkce je soumérny podle osy y, graf liché funkce je soumérny podle pocatku.
Priklad 7.1 Zjistéte zda funkce :

a)y=2>  by=2" cy=(r-1)

je sudd nebo lichd.

Resent:

a) D(f) =R, f(—z) = (—x)* = 2> = f(z). Funkce je sudd.

4]
3/1() = ()
:
1
o X _j 0 1 X 9

Obrazek 7.1: Sud4 funkce
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Obrazek 7.2: Licha funkce

b) D(f) =R, f(—z) = (—x)® = =2 = — f(x). Funkce je lichd.
o) D(f) =R, f(-2) = (=1 = (z+ 1) # f(z), (x+1)*# f(-2).

Funkce neni ant sudd ani lichd.

Periodicka funkce

Funkce f se nazyva periodicka funkce, pravé kdyz existuje takové realné ¢islo p # 0,
ze pro kazdé x € D(f) je také x+p € D(f) a plati

flz +p) = f(z).

Cislo p se nazyva perioda funkce f.

Jestlize p je perioda funkce f, potom plati, ze

flz+ kp) = f(z)

pro kazdé = € D(f) a kazdé celé k. Ma-li tedy periodickd funkce f periodu p, pak také
kazdé ¢islo kp, (k # 0, celé) je rovnéz periodou funkce f.

Nejvyznamnéjsimi piiklady periodickych funkei jsou goniometrické funkce.
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y =sinz, perioda p =27 y = cotgx, perioda p=7
Omezena funkce

Funkce f se nazyva zdola omezena na mnoziné M C D(f), pravé kdyz existuje
takové realné ¢islo d, Ze pro vSechna x € M je f(z) > d.

Funkce f se nazyva shora omezenia na mnoziné M C D(f), pravé kdyZ existuje
takové realné ¢islo h, ze pro véechna =z € M je f(xz) < h.

Funkce f se nazyvd omezena na mnoziné M C D(f), pravé kdyz je zdola omezenéa
a shora omezena na mnoziné M.

Monotonni funkce

Funkce f se nazyva rostouci na mnoziné M C D(f), pravé kdyz pro kazdé dva
prvky xi,20 € M plati:
Je-li &y < a9 pak f(z1) < f(z2).

Funkce f se nazyva klesajici na mnozin€ M C D(f), pravé kdyz pro kazdé dva
prvky xi,290 € M plati:
Je-li z1 <o pak f(x1) > f(z2).

Funkce f se nazyva neklesajici na mnoziné M C D(f), pravé kdyz pro kazdé dva
prvky xi,20 € M plati:
Je-li x; <o pak f(xy) < f(xo).

Funkce f se nazyva nerostouci na mnozing M C D(f), pravé kdyz pro kazdé dva
prvky xi,20 € M plati:
Je-li x; <o pak f(xy) > f(xs).

Rostouci a klesajici funkce se souhrnné nazyvaji ryze monotonni funkce na mnoziné
M; nerostouci a neklesajici funkce se souhrnné nazyvaji monotonni funkce na mnoziné
M.
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7.2 Inverzni funkce

Funkce f s definiénim oborem D(f) se nazyva prosta funkce pravé kdyz pro kazdou
dvojici x1, 29 € D(f), z1 # w2 plati f(21) # f(22).

Je-li f prosta funkce s definiénim oborem D(f), a oborem hodnot H(f), potom k
tomuto zobrazeni existuje zobrazeni inverzni, které je opét prosté a zobrazuje mnozinu
H(f) na mnozinu D(f). Je to funkce inverzni k funkci f a znacime ji f~'.

Plati, ze D(f~')=H(f) a H(f ") =D(f) a x= f"'(y) pravé kdyz y = f(z).

Graf inverzni funkce f~! je soumérny s grafem funkce f podle p¥imky o rovnici y = .
Priklad 7.2 Urcete funkci inverzni k funkci f:y = 3x + 2.

Reseni:

Funkce f je linedrni a je prostd.

3
| = X
27 y
y/ |
1]
3

Obrazek 7.3: Inverzni funkce k funkci f:y =3z + 2

Inverzni funkci budeme hledat tak, Ze zaménime x a y a z nové rovnice vyjddrime .
flix=3y+2

Ztoho [fliy=1i(z-2).

1
3
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Pro definicni obor inverzni funkce plati, e D(f~') = H(f) =R.

Priklad 7.3 Urcete funkci inverzni k funkcim :
_2x—35
Cox—1

a) y = In(2x + 8) b) y
Reseni:

a) Definiénim oborem funkce bude TeSeni nerovnice 2x + 8 > 0.
Dostaneme D(f) = (—4,00).

Funkce f je logaritmickd funkce sloZend s linedrni. Je to funkce sloZend ze dvou prostijch
funkct, tedy je © f prostd funkce.
Zaménime x a Yy a z této nové rovnice vyjadirime y.

f'ix=In(2y +8)

Inverzni funkce k logaritmické funkci je exponencidlni funkce. Aplikujeme tedy exponen-
cialni funkci na obé strany rovnice a dostaneme:

e’ =2y+8 e’ —8 =2y

Proto inverzni funkce k funkci f:y = 1In(2x + 8) je funkce

4 e"=8
frry=—;
Pro definic¢ni obor inverzni funkce plati, Ze
D(f_l) =R,

a pro obor hodnot inverzni funkce plati, Ze

H(f™") = D(f) = (-4, 00).
b) Aby byla funkce y = 2;__15

MuzZeme tedy psat, Ze D(f) = (—o0,1) U (1,00).

definovand, musi byt x # 1.

Funkce f je linedrni lomend funkce, a je i prostd (grafem této funkce je hyperbola).
Pro vypocet inverzni funkce zaménime v zaddni funkce x a .

2y — 5
y—1

oz
x(y—1)=2y—5 = aoy—r=2y—5 = zy—2y=2—-5 = ylr—2)=x—-5

_1. :.,I;_S
J7 iy p—




48 Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné

Pro definicni obor inverzni funkce plati, Ze x # 2.
D(f™) = (-00,2) U (2,00) = H(f),

a pro obor hodnot inverzni funkce plati, Ze

Priklad 7.4 Zjistéte zda je funkce :

1.3

a)y = — b)y = x’sinz )y = d) y=e"cosx
sin

sudd nebo lichd.
[a) sudd b) lichd c) ani sudd ani lichd d) ani sudd ani lichd |

Priklad 7.5 Urcete funkci inverzni k funkcim :

_23:—1—1
C 3r—6

a)y=3x—4 b) y =10"+5 c)y

Ja) (x4 4)/3 b) log(x —5) ¢) (6 +1)/(3x — 2)]
Priklad 7.6 Najdete priklad (nacrinéte graf) funkce, kterd je :
a) omezend zdola na svém definicnim oboru
b) omezend shora na svém definiénim oboru
c) omezend shora i zdola na intervalu (0,5)
d) rostouci na svém definiénim oboru
e) klesajici na intervalu (—6,0)
f) periodickd na svém definiénim oboru
g) prostd na svém definiénim oboru

h) nent prostd na svém definiénim oboru
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8 Goniometrické funkce

8.1 Obloukova mira

V matematice, ve fyzice a v technické praxi se pouziva na urcovani velikosti uhlu tzv.
obloukova mira.

Je dan thel ABC. Sestrojime kruznici se stfedem v bodé B, (ve vrcholu thlu). Jestlize
r je polomér kruznice a s je délka oblouku kruznice uvnit¥ uhlu ABC, potom velikost
tohoto thlu je 2 radiant.

/ABC = 2 rad.

r

Toto ¢islo nezavisi na poloméru kruznice.

Priklad 8.1 Vyjddrete ihel 15° v obloukové mite.

Reseni:
: . , . 27r
Kruznice ma délku 2mr a velikost ihlu 360° v radidnech je — = 2.
r
Z toho 1° = 2% — ™ rodidni
oho 1” = o = o5 radidnd.
™ v

Tedy 15° =15+ — = —.

ey 15" =15 155 = 15

Dale budeme pracovat s orientovanymi thly. Orientovany thel si mizeme predstavit
jako pocateéni a koncovou polohu polopiimky (nejlépe kladné poloosy O,) otacejici se

kolem svého pocatku a to v jednom ze dvou navzajem opacénych smysli. Bud proti po-

hybu hodinovych rucicek, tak dostaneme kladné thly (napi.Z, 6w, atd), nebo ve sméru

hodinovych rucicek a tak dostaneme zaporné whly (napi.—5, —4m, atd).
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8.2 Goniometrické funkce

V kartézské souradnicové soustavé sestrojme kruznici o stiedu v poc¢atku a poloméru 1.
Uvazujme orientovany thel o velikosti ¢ radiani jehoz vrchol je v poc¢atku a pocatecéni
rameno kladna poloosa x. Druhé rameno protne kruznici v bodé P. Potom definujeme
kosinus thlu ¢ jako z-ovou souradnici bodu P. Oznacujeme cos ).

Podobné y-ova soutradnice bodu P se nazyva sinus thlu . Oznacujeme sin 1.
Obé funkce jsou periodické, jejich nejmensi perioda je 27.
Definiénim oborem obou funkci je R, oborem hodnot je (—1;1).

Grafem je sinusoida (kosinusoida).
Snadno se da ukazat, ze pro kazdé x € R plati cosz = sin <x + g) .
y

1 1

\ .

Yy =sinx Y = CoSx
Funkce f:y =sinz, Vo € R je licha: sin(—z) = —sinz.
Funkce f :y = cosz, Vo € R je suda: cos(—x) = cosx.
Tangens je funkce, ktera kazdému readlnému ¢islu z, pro néz je cos x # 0, prifadi ¢islo

sinx

tgx = .
cosx

2k+1

Defini¢nim oborem této funkce je D = {z € R, x 5

7, kde k je celé ¢islo }.
Oborem hodnot je H = R.

Kotangens je funkce, kterd kazdému realnému ¢islu x, pro néz je sinx # 0, prifadi ¢islo

COsS ™

cotgxr = — .
sinx

Defini¢nim oborem této funkce je D = {x € R,z # km, kde k je celé ¢islo }.
Oborem hodnot je H = R.
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0 X
0 X
y=tgx y = cotg x
Funkce tgz a cotgx jsou periodické funkce s periodou 7.
Obé funkce jsou liché: tg (—x) = —tgx a cotg (—x) = —cotgx pro vSechna x z defini¢niho

oboru.

V nasledujici tabulce jsou vypoc¢teny hodnoty goniometrickych funkei pro néktera z €
(0; 27), které je vhodné si pamatovat.

Tabulka 8.1: Hodnoty goniometrickych funkci pro nékteré dulezité uhly

oz 5|53/ |4
sinz | 0 % \/75 \/7§ 110 | -1
cosz |1 ‘/73 \/75 % 0|—-11] 0
tgz |02 | 1 |V3 0
cotg x V3|1 \/Tg 0 0

Déle uvedeme nékteré dulezité vzorce, které budou uziteéné pri feSeni tloh souvisejicich
s goniometrickymi funkcemi.

Pro kazdé x € (O; g) plati:

sinz = sin(m — x) = —sin(r + z) = —sin(27 — z)
cosx = —cos(m — x) = — cos(m + x) = cos(2m — x)
tgr = —tg(m— 1) ; cotg x = —cotg (m — )

Priklad 8.2 Vypocitejte hodnoty goniometrickijch funkci v danyjch bodech :

) 2 25
CL)CY—g?T b)a——gw C)Oé—z?T
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Resent:

a)a:§7T:27T—%7T

sin(2r — ir) = —sin(37) = —% = sina=-%
cos(2m — 3m) =cos(3m) =5 = cosa :i

tga =22 — V3 cotga =22 =B

b) a =—2m

Funkce sin x, cosx jsou periodické s periodou 2m. Plati:

sin o = sin(ov + 2m) = sin 37 = sin(7 + §7) = —sin(37) = —

e[S

cos v = cos(a + 2m) = cos 37 = cos(m + 37) =

|
HI\JIH

COs «x S o«

_ sina _ _ _ V3
tgafwfﬁ cotgafc.oﬂf;

)a=32r

(25 ) — i (L il V2
sin(%m) = sin(§7 + 67) = sin ;7 = =
cos(22m) = cos(3m + 67) = cos ;7 = \/75

Dilezité vztahy a vzorce
Pro kazdé realné x plati:
sinx 4 cos’x =1
Pro kazdé realné x a celé k, x # k- § plati:
tgx-cotgxr =1
Funkce dvojnasobného a poloviéniho argumentu
Ve € R: sin2z = 2sinz cos x;

Vr € R: cos2zx = cosix — sin’z

/1—(3083:
1
VeeR: cos— =\ +COSJ;

VeeR: sm

N8
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Souctové vzorce
Va,y € R: sin(x +y) = sinz cosy £ cosxsiny

Va,y € R: cos(x +y) = coszcosy Fsinzsiny

. . . T+ x—
Vr,y € R: sinx + siny = 2sin 2ycos 2y
‘v’x,yER:sinx—siny:2cosx;ysinxgy
rT+y r—y
Ve,y € R: cosx + cosy = 2cos 5 cos 5
Vr,y e R: cosx—cosy:—Qsinx;ysinxgy
’ T 2 1Ftgx-tgy

5
Priklad 8.3 Vypocitejte cos T

Reseni:

5 T T T T .omTo.oT
cos—m =cos|—+ =) = cos—cos — — sin — sin —

12 4 6 4 6 4776
V2V3 V21 V-2
2 2 22 4

Piiklad 8.4 Vypoctéte hodnoty funkci cos o, sin(2a), tg(2ar), sin g, jestliZe

Sina:%, 0<a<i.
Reseni:
9 4

|cosoz|zcosoz:\/1—si1r12a:1/1_%:g
. . 2-3-4 24
sin(2a) = 2sinacosa = =

% B

16 9 7 sin(2a) 24
cos(2a) = cos” a — sin” « 55 T3 = o g (20) cos(2a) ~ 7

. oz‘ L« 1—% 1
sin —| = sin — = =4/ —
2 2 2 10

0< <7T:>0<(I<7T =
43 2 S 1




o4 Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné

8.3 Goniometrické rovnice

Goniometrické rovnice jsou rovnice, které obsahuji neznamou jako argument jedné
nebo nékolika goniometrickych funkei.

Priklad 8.5 Vyreste v R goniometrické rovnice:
a) 2sin(3z) = V2 b) sin®z — cos?x = 0,5 c)2sin’r —5cosx +1 =0
Reseni:

V2

a) Upravime: sin(3z) = -

Funkce sinus ma kladné hodnoty v I. a II. kvadrantu.

Tedy 3x = % + 2k V 3z = 27? + 2km, k€ Z. Odtud

T 2 T 2
l’—ﬁ-f-gkﬂ' V x—z—l—gkﬁ,kEZ.

b) Upravime levou stranu rovnice:

2 2

sin?x — cos?z = —(cos?

2 1) = — cos(27).

T — sin
Potom rovnice md tvar — cos(2x) = 0,5, tzn. cos(2z) = —0,5.

Funkce kosinus md zdporné hodnoty v II. a III. kvadrantu.

Potom?wzw—g—i—%w Vv 2x:7r+g+2k7r, k € Z. Odtud

1 2
ZE:§7T+]€7T Vv x:§7r+k7r,k€Z.

¢) Upravime levou stranu rovnice:
2sin®x — 5cosw + 1 =2(1 —cos’z) —Hcosw + 1 = —2cos’x — Hcosx + 3

Potom rovnice md tvar —2cos?x — 5cosx +3 =0 t.j. 2cos’x + 5cosz — 3 = 0.
PoloZime y = cosx a dostaneme kvadratickou rovnici 2y* + 5y — 3 = 0.

. P “ _ _ 1
Tato rovnice md koreny y1 = —3 a y2 = 3.

Protoze | — 3| > 1, FeSime jen rovnici cosx = %
Funkce kosinus md kladné hodnoty v I. a IV. kvadrantu. Dostaneme

1
x:§7r+2k:7r Vv a:z%ﬂ—i—Zlmr,k;EZ.
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Priklad 8.6 Vypocitejte ndsledujici ihly v obloukové mite:
a) a = 135° b) a = —75° c) a = 200°
[a) 373 b) — 5 c) g

Piiklad 8.7 Vypocitejte hodnoty goniometrickiyjch funkci sinz, cosz, tgx, cotgx v
dangjch bodech :

7 21 5 11
a)a:—gw b)oz:zw c)oz:gﬂ d)a:—zw
/CL) - 737%7_\/57_\/??:; b) - TQa_\/Tiala]-a C) %7_737_\/?57_\/5;
d) 2 i

Priklad 8.8 Vypocitejte hodnoty goniometrickiych funkci sinz, cosx, tgx jestliZe plati,
Ze cotgr = =3 a x € (3m;2m).

/107 10>_§/

Piiklad 8.9 Dokazte, Ze pro kaZdd dvé redlnd cisla «, [ plati vzorce:
sino - cos § = 3[sin(a + B) + sin(o — )]
sina - sin 8 = $[cos(a — 3) — cos(a + )]
cos - cos 8 = 3[cos(av — 3) + cos(a + )]

[postupnym sectenim a odectenim souctovijch vzorci pro funkce sinus a kosinus/

Priklad 8.10 Vyreste v R goniometrické rovnice:

a) COS(J:_Z):_T b) 2cos’x —3cosz+1=0
sin x
() —=——— =1 d) V3tg2z —4dtgz +v3 =0
>\/§+cos:c ) V3 tg g
e) 2sinx =3 tgx f) sinx 4 cos2z =1
1
9) sin4x—cos4x:§ h) 1+ sinz = 2cos®x

o) B+ 2kw V 1w+ 2kw, k € Z; b) 2km vV E+2km V 3w+ 2km, k € Z;

¢) sm+2kr V 3w+ 2km, k€ Z; d) 5+ kr V E+km, ke

e)kr V Z+2kn V Sr+2km, k€Z; f)kn V E+2kn V 3r+2kw, k€ Z;

9) F+kr Vv §7r+k7r, ke€Z;h)g+2kr vV 27T—|—2k7r \% §7T—|—2]€7T, keZ]
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. t 1
Priklad 8.11 Reste v intervalu (0;27) rovnici % =2+ 3.
gr —

[5: 57/

. 3
Priklad 8.12 Reste v intervalu (0; %) rovnici sin®x + tg*z = 3

li/
Priklad 8.13 Upravte ndsledujici vijrazy pro kazZdé x € R, pro které jsou definovdny:

2sinx + sin 2z sinz —sinzx

b)

a)

cos? 5 cos® T — cosS T

2 (sinz + cosx)?

1+ sin 2z

sin®x — tg 2z

c) d)

cos? x — cotg2x
Ja)4sinx; b) cotgx; ¢) tglx; d) 1/
Priklad 8.14 Nacrtnéte grafy funkci:

a)y=—sin(3r) b)y=1+cos5 c)y=2+cotgr d)y=>5+2sin(x+ )



Ptipravny kurs z matematiky 57

9 Komplexni ¢isla

9.1 Algebraicky tvar komplexniho ¢isla

Komplexni é&islo je ¢islo z = a + ib, kde a,b jsou redlna ¢isla a i> = —1. Vyraz je

jednozna¢né urcen usporadanou dvojici [a;b|, kde a,b jsou realna ¢isla.
Pro komplexni ¢isla se daji operace sc¢itdni a nésobeni definovat takto:
(a+1ib) + (c+id) = (a+c¢) +i(b+d),
(a+1b) - (¢ +1id) = (ac — bd) + i(ad + bc),
kde a + ib a ¢ + id jsou libovolna komplexni ¢isla.

Sc¢itani a nasobeni komplexnich ¢isel jsou operace asociativni a komutativni. Nasobeni je
distributivni vzhledem ke s¢itéani.

Priklad 9.1 Vypocitejte soucin (24 1)(3 + 7).
Resent:

2+1)3+i)=6+3i+2—1=(6—1)+i(3+2)=5+5i

Z&apis z = a + 1b nazyvame algebraickym tvarem komplexniho ¢isla.
Realné ¢islo a nazyvame realnou ¢asti 2.
Realné ¢islo b nazyvame imaginarni ¢asti z:

z=a+1ib, a= Rez, b= Imz.
Cislo Z = a — ib nazyvame komplexné sdruzenym ¢islem k ¢islu z = a + ib.
P1i déleni komplexnich ¢isel vyuzivame komplexné sdruzené ¢islo jmenovatele:

a+ib a+ib c—1d ac—l—der,bc—ad
= . = Z
c+id c+id c—id 2+ d? 2+ d?

a+ib,c+id e C, ¢,d #0

2+
-1

Priklad 9.2 Vyjdadrete v algebraickém tvaru komplexnt c¢islo
Reseni:

241 244 144 2+42i+i4+ 2-1+31 1 3.

1—i 1—i 1+i  1—-  1—(-1) 22

Komplexni ¢isla zjednodusujeme podle pravidel:

PP=—1 == it=1 P =i,.. .,

to znamena, ze pro kazdé k € Z je

4k — 1 Z'4k3+1 —

i , i, i = 1 T = g
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Piiklad 9.3 Vypocitejte i + i3 + % + 4" + 1°.
Resent:
R N N L - R RN (AN Ry
Absolutni hodnotou komplexniho ¢isla a + ib nazyvame nezaporné ¢islo va? + b2,
|zl = Va2 + 12 =z %

Komplexni ¢islo z, pro které je |z| = 1 nazyvame komplexni jednotkou.

Komplexni rovina (Gaussova rovina komplexnich ¢isel) je rovina s kartézskym systémem
soufadnic, ve které je kazdé komplexni ¢islo a + ib znazornéno bodem |[a; b].

Absolutni hodnota ¢isla z = a + ib se potom rovna vzdalenosti bodu [a; b] od pocatku.
Absolutni hodnota rozdilu dvou komplexnich ¢isel se rovna jejich vzdalenosti v komplexni
roviné.

9.2 Goniometricky tvar komplexniho ¢isla

Uhel ¢ - orientovany tihel mezi kladnou ¢asti osy x a polopiimkou spojujici bod [0;0] s
bodem [a; b] se nazyva argumentem komplexniho &isla z = a + ib. Plati, Ze

a . b

Y Vare YT VaEr e
Odtud dostaneme, Ze
a=|z|cosg b = |z|sin .

Zéapis nenulového komplexniho ¢isla z ve tvaru
z = |z|(cos ¢ + isin p)
nazyvame goniometrickym tvarem komplexniho ¢isla z .
Omezime-li se na —7 < ¢ < 7 (ev. 0 < ¢ < 27), je toto Cislo urceno jednoznac¢né.
Priklad 9.4 Zapiste v goniometrickém tvaru c¢islo z = 2 + 21.

Reseni:

sShp=—==—F7==— = CoS p =
Takze g0:%+2k7rag0€( ; ), potom ¢ = T
Tedy :

242 = \/§(cos% —i—isin%)
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9.3 Moivreova véta

Vyjadreni komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru podstatné zjednodusuje vypocty spo-
jené s nasobenim a délenim komplexnich ¢isel. Pro kazda dvé nenulova komplexni ¢isla
u = |ul(cosa+isina) a v = |v|(cos B+ isin[3) plati:

wv = |u| - |v|(cos (o + B) + isin (o + 3))

u _ M(cos (v — B) +isin (o — 3)).

vl
Pro umochovani plati Moivreova véta:

2" = (|z|(cos p +isinp))" = |z|"(cosnp + isinnp),n € N

Priklad 9.5 Vypoctéte uv,u/v a u?, jestlize

1 1 1 1
u = 2(cos 37 + isin 57?) v = 6(cos (—§7r) + isin (—571'))
Reseni:
Absolutni hodnota soucinu je 2 -6 = 12 a argument %7T + (—%W) = —%71’.
Proto 3
1 1 3 1
uv = 12(cos (—677) + isin (—67?)) = 12(7 - 52) =63 —6i
Absolutni hodnota podilu je % = % a argument %7? — (—%7‘(‘) = 271'. Tedy
1 5 5 1 3 1 3 1
v g(cos i + isin 67?) = 5(_§ + 52) = —% + 62

Podobné dostaneme podle Moivreovy véty:

u® = 8(cosT +isinm) = 8(—1) = =8

9.4 Reseni binomickych rovnic v C

Binomickou rovnici se nazyva rovnice tvaru 2" — a = 0, kde a # 0 je dané komplexni
¢islo, z je neznamé a n > 1 je ¢islo prirozené. Tato rovnice mé v oboru komplexnich ¢isel
pravé n ruznych korent. Resit binomickou rovnici v C znamena vyuzitim Moivreovy véty
najit vSech n komplexnich feSeni této rovnice. ZapiSem ¢islo a v goniometrickém tvaru:

a = |a|(cos ¢ +ising)
Potom podle dusledku Moivreovy véty dostaneme feSeni ve tvaru:

1 o+2km . p+2km
n—

2, = |a|™ (cos ———— +isi ), k=0,1,...n—1
n
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Piiklad 9.6 V C reste rovnici 23 + 27 = 0.
Resent:
Upravime na 23 = —27. Napisme a = —27 v goniometrickém tvaru:

—27 = 27(cosm + isinm) = 27(cos(w + 2km) + i sin(w + 2km))

Z Moivreovy véty dostaneme rTeSent

2k 2k
z:\/2_7((:os7r+3 7T+z’sin7T+3 7T),k:O,l,Z.

1 V3. 3 33
—a=3GFig) =g+
zp = 3(cosm +isinm) = =3

5m . 5w 1 V3. 3 3V3
23—3(COS?+ZSIHE)—3(5—27)_5— -

Priklad 9.7 Vypocitejte:
a) (2—3i)(4+1) b)(1+4)i ¢ (—=1+414)2
d) (—i)*" e) 2000 f) 5 — 8 + 62 — 3i% + 6i*
Ja) 11 —10i; b) —1+14; ¢)i/2; d)i; e) 1; f) 5 — 5if

Priklad 9.8 Vyjddrete v algebraickém tvaru komplexni c¢isla:

241
3—1

a) (10 — 12 — 4415) : (5 —3)  b)
i—1 2

¢) ()2 —3) = (i = 1)

2 1 —

+ (i —2)(4—4)

Ja) 2 +i; b) —13/2+13i/2; ¢) — 5+ 5if

Priklad 9.9 Presvedcte se, Ze

[Plati]

Priklad 9.10 Najdéte dvojici komplexnich cisel tak, aby jejich soucet byl 4 a soucin 13.

2+ 3i, 2 —3i]
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Priklad 9.11 Urcete redlnd cisla x,y pro kterd plati:
— 9%

a) 3 .z
1—1

b) (x+y)(5 —4i) + (. —y)(4 — 5i) = 94 — 68

0 v+ 14+ (y+3)i
5+ 3i B

=2x 4+ 1y

141

Ja) v =5/4,y=1/2;b)x =9,y =13; c)x =1,y =5/

Priklad 9.12 K ¢islu z napiste cislo komplezné zdruZené Z a vypocitejte |z| :

142
3

a) z=4-—13i b) z

Ja) 4+ 3i, |2| = 5; b) 552, |2 = V5/3]
Priiklad 9.13 Urcete komplexni c¢isla z, pro néz plati z = Z.
[z €R]

Priklad 9.14 V komplexni roviné zobrazte mnoZinu vsech komplexnich cisel, pro nez
plati:

a) |1+ 2] <2 b) [1—i| > 2| >3 c)Imz <4
Priklad 9.15 Pomoci vztahu |z—;| =kl s necC vypocitejte absolutni hodnotu kom-

|z2]”
plexntho cisla
2% — y? 4 2zyi

Y2 + izt + oyt

z,y # 0.

]

Priklad 9.16 Vyjddrete ndsledujici komplexni ¢isla v goniometrickém tvaru:
i—3 2—1
. e) —
241 3t —1
fa)v/2(cos(—m/4) + isin(—m/4)); b) 2(cos 7 + isin);
¢) 5(cos(m/2) + isin(r/2)); d)v/2(cos(3w/4) + isin(3m/4);
e) (v/2/2)(cos(—3m/4) + isin(—3r/4)/

a)l—i b) —2 c) bi d)

Priklad 9.17 Napiste algebraicky tvar komplexniho cisla z = COS% + 7 sin %

[V3/2+1i/2]
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Priklad 9.18 Vypocitejte algebraicky tvar soucinu a podilu komplexnich cisel:

1
a) zy = 6(cosg —|—ising) 29 = g(cosg —i—isin%)
b) 21 =V3+i 2 :6(cosg+isin%)

Ja) 2120 = =1+ V315 21/2 = 9+ 9V3Bi; b) 2120 = 1265 21/20 = §(V3 —0)]
Priklad 9.19 Pomoci Moivreovy véty vypocitejte:

a) (—1+iv3)?  b) (% — L)

100

fa) 8; b) —1/2 —+/31i/2]

Priklad 9.20 Jestlize z = cos % + isin%, najdéte algebraicky tvar komplexniho cisla

1
3

[-V2]
Piiklad 9.21 Vyreste v C kvadratické rovnice:
a) 22 +22+2=0 b) 22 +62+25=0
Ja) —1+4; b) —3+4if
Piiklad 9.22 Vyreste v C ndsledujici rovnice:
a)z*=1 b)2*=1/8 «¢)2°=-64

¢) 2, —2i,V/3+1i,—V3+i,vV3—i,—/3 —i]
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10 Vektorova algebra a analyticka geometrie

10.1 Zakladni operace s vektory

Vektorem nazyviame mnozinu vSech souhlasné orientovanych tsecek téze velikosti.
Je-li @ = AB libovolny nenulovy vektor s po¢ateénim bodem Alaq;as;as] a koncovym
bodem B[by; by; b3], pak soufadnice vektoru 4 jsou:

uy = by — ay, uy = by — as, uz = by — as.
Zapisujeme U(uy; ug; usz).
Je-li A = B, pak dostavame vektor nulovy 4(0;0; 0).
U vektori v roviné vypustime tifeti souradnici.

Pro vektory u(uq;ug; us) a v(vy; vg; v3) zavadime:

velikost vektoru 4] = Ju? + u3 + u3

rovnost vektori U=7 < (u; =v1) A (ug = v2) A (uz = v3)
soucet vektori U+ U =1u= (ug + v1;us + vo; uz + v3)
rozdil vektora U— U= = (u; — vy;us — Va5 ug — V3)
opacény vektor k @ —U = (—uy; —ug; —ug3)

k-nasobek vektoru ki = (kuy; kusg; kug), k € Ryk#0

skalarni soucin U - U = Uty + UgVs + U3V3

u-v
e (0;2m)
- | ]

uhel ¢ dvou vektori CoS p = 7]
U

10.2 Piimka v roviné
Primka p v roviné:

Je-li pfimka p ur¢ena bodem Alaq;as] a nenulovym smérovym vektorem §(si; s3) jsou jeji
parametrické rovnice

r=a;+1s1,y=as+tss, t € R.

Budeme pouzivat i zkraceny zéapis p = {[a1 +1ts1; a2 +1tss], t € R}. Vyloufenim parametru
t z parametrickych rovnic dostaneme obecnou rovnici piimky

p=ar+by+c=0.

Je-li v této rovnici b # 0, 1ze najit smérnicovy tvar p=y =kr +q; k,q € R.
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Vzdalenost bodu M|[xzg;yo] od pFimky p = ax + by + c =0 je déna

_ laxg + by + ¢
Va2 + 2

Pro odchylku dvou primek p; = ax + by + ¢ =0 a py = asx + boy + co = 0 lze
odvodit

d(M, p)

ayas + b1b 7
o 100l pe D)

Vai +biy/a3 + b3 2

Jsou-li pfimky p; a po kolmé, pak pro jejich smérnice k1 a ko plati ky - ko = —1.

Cos p =

Piiklad 10.1 Primka je uréena body Al6; —1], B[2;3]. Najdéte vSechny tvary rovnice této
primky.

Reseni:
Smeérovy vektor této primky je § = (—4;4). Parametrické rovnice tedy jsou

x=6-—4f, y=—1+4t, t € R.

Sectenim téchto rovnic a vyloucenim parametru t dostaneme obecnou rovnici

r4+y—>5=0.

Jednoduchou ipravou dostdvdame

r oy
Z4 2
5+5 ’

pripomindame timto usekovy tvar rovnice primky. Useky, které primka vytind na sourad-
nicovych osdch jsou stejné a rovny péti.
Z obecného tvaru odvodime smérnicovy

y=—x+5.

Vidime, Ze smérnice k = —1, wihel primky s kladngm smeéerem osy x je a = ?jf.

Priklad 10.2 V trojihelniku ABC, kde A[7;8], B[5; —2], C[—3; —6], urcete velikost vysky
v, @ napiste rovnici primky, na niz lezi vyska v,.

Resent:

Vy’s‘kCL v, md velikost rovnou vzddlenosti bodu A od primky p, na niZ lezi strana BC.

Je BC =C — B=(-8;—4).

Parametrické rovnice primky p jsou:
r=-3—-8t y=—6—4t.
Odtud obecnd rovnice x — 2y — 9 = 0. Tedy
_[1-7-2-8-9] 18V5
VI+4 5

d(A, p)
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Smérnicovd rovnice primky p jey = 5 — %, smeérnice vysky v, je tedy

Rovnice primky rovnobézné s vyskou pak je y = —2x + q a posunuti q dostaneme z pod-
minky, Ze vyska v, bodem A prochdzi, tedy 8 = =2 -7+ q = q = 22.

Je tedy —2x + 22 =y rovnice primky na niZ vyska v, leZi.
Priiklad 10.3 Urcete odchylku primek

pp=3r—2y+10=0ap, =dr+y—13=0.

Reseni:
layag + byby| 13-5—2-1] |13| V2 m
Je cosp = = = = —, tedy o = —.
Vad+2ai b VI+4V25+1 V13vV26 2 4

10.3 Primka v prostoru a rovnice roviny
Piimka p v prostoru:

Je-li pfimka p ur¢ena bodem Alai;as;as] a nenulovym smérovym vektorem §(sq; sa; S3)
jsou jeji parametrické rovnice

r=ay;+1ts1, y=as+tsy, 2 =as+1ts3, t € R.
Zkraceny zapis p = {[a1 + ts1; aq + tsq;asz + ts3], t € R}.
Ptimku v prostoru lze také zadat jako priisecnici dvou riznobéznych rovin.
Rovina p v prostoru:

Je-li rovina g uréena bodem Alay;as;as] a dvéma nenulovymi, nekolinedrnimi vektory
w(uy; ug; us) a U(vy; vg;v3) jsou jeji parametricka rovnice

r=ay+tuy +1rv,y = ag +tus + rvg, 2 = az + tug + rus, t,r € R.
Zkraceny zapis 0 = {[a1 + tuy + rvy; as + tug + rve; ag + tug + rvg), t,r € R}.

Vylou¢enim parametru ¢, r z parametrickych rovnic dostaneme obecnou (normaéalovou)
rovnici roviny g ve tvaru
ar +by+cz+d=0,

kde alespon jeden z koeficienti a, b, ¢ je nenulovy.
Vektor 7i(a; b; ¢) je normalovy vektor roviny o.

Vzdalenost bodu X|[zo; yo; 20] od roviny o je

. |CL130 + byo + czo + d‘

o= wra
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Priklad 10.4 Najdéte rovnici roviny o, kterd prochdzi bodem A[5; —1;0] a md normdlovyj
vektor n(—1;1;2).

Reseni:
Souradnice normdlového vektoru jsou koeficienty a, b, c v obecné rovnici roviny. Tedy

o=—-c+y+22+d=0.
Bod A lezi v roviné, potom —5—1+0z4+d=0 = d=6.

=—r+y+22+6=0

Priklad 10.5 Rovina ¢ je uréena body A[4;0; 3|, B[4;1;5],C[1;2; —3|. Najdéte paramet-
rické vyjddrent a obecnou (normdlovou) rovnici o.

Resent:
Je AB = (0;1;2), AC = (—3;2; —6). Pak parametrické rovnice roviny o jsou

r=44+0t—-3r, y=0+t+2r, 2=3+2t—06r, t,r € R.

Vyloucenim parametri t,r z téchto rovnic dostaneme

0=10x 4+ 6y — 32 — 31 =0.

N

Priklad 10.6 Urcete vzddlenost dvou rovnobéznijch rovin:
00=4r—-2y—22-3=0, o =2r —y—2—-1=0.
Resent:

V roviné o1 volime napiiklad bod X (0;0; —32) a pocitame

d(X, 00) = =

b1l _ 1 _ V6
VA+T+1  2v6 120
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10.4 Kuzelosecky v roviné

Kruznice k(S,r) se stfedem v S[m;n| a polomérem r > 0 méa stfedovou rovnici
(x —m)*>+ (y —n)* =1

Elipsa se stfedem v bodé S[m;n] a poloosami (rovnobé&znymi se soufadnicovymi osami)
velikosti @ a b ma stfedovou rovnici

(x—m)* (y—n)
> 72 =1.
y
y
r |
/ ’
S[m,n]
a S[m,n]
0 " \ /
\ 0 —/ S
Kruznice k(S,r) Elipsa

Priklad 10.7 Urcete rovnici kruznice k, je-li urcena stiedem S a polomérem r :
a) S[0;=3], r=v2  b)S[-1;1], r=1

Reseni:
Dosazenim do stredového tvaru rovnice kruznice dostaneme:

Q) (0 — 02+ (y+3)2 = (VI? = a2+ (y+3)2 =2

b) (z+1)2°+(y—1)2=1

Piiklad 10.8 Najdéte stred a polomér kruznice k = x® +y* — bz + 4y = 2.
Resent:

Rovnici kruznice upravime doplnénim na iplny ctverec:

5 5
a:2—5x—|—(5)2+y2+4y+4:2+(§)2+4

=P+ =GP = Sk =1
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Priklad 10.9 Rozhodnéte, zda rovnice

a) 25z% + 16y* + 100z — 96y — 156 = 0

b) 922 + 4y? — 36z + 40y + 152 =0

je rovnict elipsy. Urcete stred a délku poloos.

Reseni:
a) Upravime:

25(x? + 4z +4) +16(y* — 6y +9) = 156 + 100+ 144 = 25(x+2)*+16(y — 3)? = 400 =

(z+2° (=3 _

42 52 !

Je tedy S[—2;3], a=4, b=15.

b) Podobné
(22 — 4z +4) + 4()2 + 10y + 25) = —152 4+ 36 + 100 = 9(z — 2)% + 4(y + 5)> = —16.

Na levé strané je ¢islo nezdporné, na pravé zaporné, dand rovnice neni rovnici elipsy.

Hyperbola se stfedem v bodé S[m;n| a poloosami (rovnobéznymi se soufadnicovymi
osami) a a b ma stfedovou rovnici
2 2
(x—m)*  (y—n)

(x—m)> (y—n)
" — 7 =1 nebo — s + 0 = 1.

~~——
L

—

X

\\_’/
/

Priklad 10.10 Najdéte priseciky hyperboly —49z% + 16y?> = —25 s osou O, (vrcholy
hyperboly).

Reseni:
Rovnice osy O, jey =0, pak —492? = —25 = 1,5 = :I:%.

Je tedy V1[2;0], Va[—2;0].
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Parabola je nestiedova kuzelosecka. Je-li jeji vrchol V[m;n], pak rovnice paraboly je

(y —n)? = 2p(z — m) nebo (x —m)?* = 2p(y —n).

V N

v

osa paraboly je rovnobézné osa paraboly je rovnobézna
sosoux, p>0 sosouy, p>0

Priklad 10.11 Najdéte vrchol a osu paraboly 3y* — 6x + 12y + 15 = 0.
Reseni:
Upravime na vrcholovy tvar 3(y* 4+ 4y + 4) = 6z — 15+ 12, tedy (y + 2)? = 2(z — 3).

Virchol paraboly je V[%: —2], osa je rovnobéind s osou O, parametr p = 1.
Yy 2 J

Pri klad 10.12 Jsou ddny tri po sobé jdouct vrcholy rovnobéznika ABCD, kde

A[2;—2;2], B[4;2;0], C[7;4;3]. Urcete vrchol D.
[DI[5;0;5]/
Priklad 10.13 Najdéte vnitrni ihly trojuhelniku o vrcholech
A[2; —4;9], B[-1;—4;5], C[6;—4;6].
o=35.8=y=7%]

Priklad 10.14 Pro jakou hodnotu parametru a jsou primky p a q rovnobézné, je-li
p=3ar—8y+13=0 a ¢=(a+ 1)z —2ay—21=0.

Ja €{2,-3}]

Piiklad 10.15 Primka p =ax+ 3y —1=0.
Urcete a tak, aby primka svirala s kladnym smérem osy x hel %7?.

Priklad 10.16 Najdéte rovnici primky, kterd prochdzi bodem A[4; —2] a ma od pocdtku
vzddlenost d = 2.

Pr=y+2=0, pp=4x+ 3y —10=0/



70 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

Priklad 10.17 Najdéte obecnou rovnici piimky, kterd prochdzi bodem M [15; —3] a prisecikem
primek 3x — by + 12 =0, 5z + 2y — 42 = 0.

[r+y—12=0]
Priklad 10.18 Urcete mnozinu bodi, které maji od bodi A[7; —3], B[—2;1] stejnou vzddlenost.
182 — 8y — 53 = 0/

Piiklad 10.19 Primka p je dana rovnicemi x =1+ 2t,y =3 —t,t € R.
Urcete parametrické rovnice primky q, je-li pLq a ddle q prochdzi bodem Q[1; 3].

[r=1+4+ty=3+2ttcR/

Priklad 10.20 Najdéte cislo n, aby body A[3;—4], B[l;n|, C[—1;2] lezely na jedné
primce.

=1/
Priklad 10.21 Najdéte parametrické rovnice piimky prochdzejici bodem Al4; —5; 7] rovnobézné
a) s osou O,
b) s osou O,,
¢) s osou O,

d) sprimkoup=x=3—t,y=2+2t,z=3,teR.

Ja)r =4+t y=-5z=TteR, b)z=4y=-5+tz2="T1cR,
c)x=4,y=-5z=7T+t,teR; d)x=4—t,y=—-5+2t,z=7,t € R/

Priklad 10.22 Urcete odchylku ¢ rovin p=2x+y—24+1=0a0c=2x—y+2=0.

Priklad 10.23 Rozhodnéte, kterd z rovin o =0 —y—3 =00 =x+y—2+1=0 md
vétsT vzddlenost od pocdtku soutadnic.

[rovina of
Priklad 10.24 Urcete rovnici prisecnice rovin o =3x +y —z2=0a0c=y+ 2= 0.
[p=x=2ty=-3t,z=3t, t € R/

Priklad 10.25 Najdeéte rovnici kruznice opsané trojuhelniku o vrcholech
All; —1], B[7;7], C[11; —1].

k=2 4+y*—120 -3y +7=0/
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Priklad 10.26 Najdéte rovnici kruznice, kterd se dotijkd obou souradnicovijch os a prochdzi
bodem M [2;4].

[k = (x —10)* + (y — 10)? = 100, ky = (x — 2)* + (y — 2)? =4/

Priklad 10.27 Jsou ddny body A[l; —3|, B[1;4], C[-3;5].
Popiste jejich polohu vzhledem k elipse 252% + 9y* = 450.

[A je uvnitt, B je uvniti, C je bod elipsy/

Priklad 10.28 Najdéte rovnici elipsy s osami rovnobézZniymi se souradnicovymsi, jestliZe
se 0sy O, dotykd v bodé A—4;0] a osy O, v bodé B|0;5].

= 2 =\2
[( Jlrgl) +(y2§) =1/

Piiklad 10.29 Hyperbola md rovnici 92 — 4y? — 18z — 8y — 31 = 0.
Najdéte jeji stied a délky poloos.

/ST, —1],a=2,b=3]

Piiklad 10.30 Najdéte rovnici hyperboly, jsou-li jeji vrcholy Vi[0;2], V5[8;2] a prochdzi
bodem M[—1;5].

JES U=

16 16

Priklad 10.31 Najdete rovnici paraboly, kterd md vrchol v pocdatku a prochdzi body
A[8; 3], B[-8;3].

[x* = Gy

Piiklad 10.32 Najdéte rovnici paraboly, jejiz osa je rovnobéind s osou O, vrchol V'[8; 5],
parametr p = 4.

[y —5)* =8(x - 8)]

Piiklad 10.33 Najdéte rovnici primky, kterd prochdzi priseciky paraboly —y? = 18z a
kruznice  x* 4+ y? + 120 — 64 = 0.

p=xz—-2=0]
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11 Posloupnosti a rady

11.1 Aritmeticka a geometricka posloupnost

Nekonec¢nou posloupnosti se nazyva kazda funkce, jejimz defini¢nim oborem je mnozina
vSech prirozenych ¢isel N.

Koneénou posloupnosti nazyvame kazdou funkci, jejiz defini¢éni obor je mnozina {n €
N,n < ng}, kde ny € N je pevné dané ¢islo.
Posloupnost je zadéana bud vy¢tem prvki, rekurentné, nebo vzorcem pro n-ty ¢len.

Priklad 11.1 Posloupnost vsech cisel délitelnijch tremi zapiste vijse uvedengmsi zpisoby.
Reseni:

{a,}7°=1{3,6,9,12,15,...}  wvycet proki

Gpi1 = G + 3, a1 =3 rekurentné

a, = 3n  vzorec pro n-ty clen

Priklad 11.2 Je dand posloupnost {a,}3°, a, = log3". Vyjddrete ji rekurentné.
Reseni:

Pro ¥n € N je a,+, = log 3" =log 3" - 3 = log 3" + log 3.
Zkoumanou posloupnost lze zapsat

api1 = a, +1og 3, a; =log3.

Priklad 11.3 Posloupnost zadanou rekurentné a; = —1, ani1 = —a, vyjddrete vzorcem
pro n-tyj clen.

Reseni:
{a,}* ={-1,1,-1,1,...}. Odtud a, = (—1)™.
Posloupnost {a, }{° se nazyva aritmeticka, pravé kdyz existuje takové ¢islo d (diference),
ze pro kazdé prirozené n plati: a,.1 = a, +d, neboli a,1 —a, =d.
V aritmetické posloupnosti {a,}° s diferenci d plati pro kazdé n € N :
ap, =a;+ (n—1)d
Déle jsou-li r, s € N libovolnd, pak as = a, + (s — r)d.

Pro soucet S,, prvnich n ¢lenti aritmetické posloupnosti lze odvodit:

Sn = g(al + an)
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Priklad 11.4 Dokazte, Ze posloupnost {a,}3°, an, = 2n — 4 je aritmetickd. Urcete difer-
enci.

Reseni:

Musime dokdzat existenci cisla d € R tak, Ze pro Vn € N plati a,1 = a, + d.
Jea, =2n—4,a,11 =2n —2 a tedy apy1 — ap = 2, Gl apy = ay, + 2.
Posloupnost {2n — 4}3° je aritmetickd s diferenci d = 2.

Piiklad 11.5 Rozhodnéte, které z ¢isel 71 a 100 je ¢lenem aritmetické posloupnosti {a, }5°,
vniZ ay = —10, d = 4,5.

Reseni:

V dané posloupnosti plati a, = =10+ (n — 1) - 4,5.

Je-li a,, =71, pak 71 = =10+ (n — 1) - 4,5. Z toho n = 19.
Je-li a,, = 100, pak 100 = =10+ (n — 1) - 4,5. Z toho n = %9.

Clenem aritmetické posloupnosti {a,} je pouze ¢islo 71

Priklad 11.6 V aritmetické posloupnosti je

S

) ag = 18, d = —2. Vypocitejte ay.

b) a16 = 20, d = 1,5. Vypocitejte a;.
c)

a1 =12,6, d=0,2, a, = 27,4. Urcete n.

Reseni:

1

a)as=a,+(s—r)d = a9 =ag+3d =18 -6

b) aig = a1 +15d = ay = a;g — 15d = —2,5

c)apn=a1+(n—1)d = n="=2724+1=75
Priklad 11.7 Vypocitejte soucet vsech prirozengch cisel od jedné do 300.

Reseni:

300
Je ay = 1, d=1. Soucet 5300 = T(al + agoo) = 45150.

Posloupnost {a,}$° se nazyva geometricka, pravé kdyz existuje ¢islo ¢ tak, ze pro kazdé
prirozené n plati:

Qp+1

Gpi1 = Gy - q, neboli =qproa; #0, ¢ #0.

n

Cislo ¢ se nazyva kvocient geometrické posloupnosti.
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V geometrické posloupnosti {a,}5° s kvocientem ¢ plati pro kazdé n € N :

n—1
ap =4ay - q

Dale jsou-li r, s € N libovolna, pak as =a, - ¢°".
Pro soucet S, prvnich n ¢lentt geometrické posloupnosti plati:
a) prog=1jeS,=n-a.

-1
b) proq;éljeSn:alq T
q_

Priklad 11.8 V geometrické posloupnosti je
= 18, ¢ = 3. Napiste prunich pét clenii.

a) a;

b) a; =4, q = 3. Vypocitejte as.

c) ag = 8192, q = 4. Urcete ay.
d) ay

=40, g = —5. Vypocitejte a5 a Ss.

1
1
Reseni:

a) a, =ay - q¢"' = 18,54,162,486, 1458

b)as =a;-q* =4-3* =324
c)ay=ag-q"%=8192-47% =512

d)a5:a1~q4:40'(

Priklad 11.9 Najdéte geometrickou posloupnost tak, aby

a1+a3:5aa2+a4:10.

Reseni: ) ( 2)
ar+a-qg°= 95 a(l4+q¢°)= 5
Je tedy a-q+a ¢ =10 a1q(1+¢*) =10

Druhou rovnici vydélime proni, dostaneme ¢ = 2,a; = 1.

Priklad 11.10 Zjistéte, na jakou castku vzroste vklad ag K¢ uloZeny na vkladni kniZku na
n let, jestlize sporitelna pFipisuje na konci kazdého roku p % z cdstky v tom roce uloZené.

Reseni:
Na konci 1. roku pFipise spofitelna p% 2z piivodné vioZené castky ag, takzZe vklad vzroste

na castku

a; = ag + mao = Clo(l -+ %)
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Na konci 2. roku pFipise k této castce p% z ay, takZe vklad vzroste na cdastku

p p
pumy —_— pu— ]_ —_— ).
2 =M 100a1 ar 1()0)

Obdobné je tomu v dalsich letech.

Vklady po pripsdni drokid v jednotlivijch letech tvori zreymé geometrickou posloupnost s
kvocientem q = 1 + 155 a s pronim clenem ay = aoq. Tedy podle vzorce a, = a;q" !
dostaneme, Ze cdstka ag K¢ pri p-procentnim sloZeném wrokovdani vzroste po n-letech na

cdastku a,, K¢, kde
[ n—1 D n
“ “1< 100 “\** 100

11.2 Nekonecna geometricka rada
Necht {a,}$° je geometrickd posloupnost, pro jejiz kvocient ¢ plati |g| < 1.

Pak posloupnost {S,,}3°, S, = a1 + as + ... + a,, je konvergentni a plati:

ay

Takto dostdavame nekonecnou geometrickou radu

aFagtad+..  fad i+ =

Priklad 11.11 Sectéte geometrickou rFadu:

V2 1 V2
1 M2 - _MEL
a) > Tt

b) 1+ cos®z + cos*x + ...
Reseni:

2
a) Jealzl,q:%:—g.
1

2
Dle |q| = -5 < 1, fada konverguje a

b) Jeay =1, ¢=cos?x.
Pro|cos’z| <1 = |cosz| <1 = x # kr rada konverguje,
1 1

S = a2

1—cos?2z  sin

. .
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Piiklad 11.12 Pyievedte na zlomek c¢islo 8,4.

Reseni:

SI=8+ -4 s 4 Sy gy —84ao
10 100 1000 T &= 9 9

v

a1 = E’ 7= E
Jiné resend:
Na jedné strané plati, Ze 10 - 8,4 — 8,4 =9 -8 4.
Na druhé strané je 10 -84 —84=19-84 =844 —84 =76
Potom 9 - 8,4 = 76.

Je tedy 8,4 = %
L : , roror
Priklad 11.13 Zdvitnice byla sestrojena ze cturtkruznic poloméru r, 213
Vypocitejte jeji délku.
Reseni:
1 r r r 27r 1 1 1 mr 1
d=—(2 2r—4+2n—+2nr-..)=—1+=-+-4-+...) = ——— =17T.
4(7r7“—i— My 2m 4 2me ) 4(+2+4+8+ ) 211 T

Priklad 11.14 V aritmetické posloupnosti je
a) as = 8, ag = —10. Vypocitejte asp.

b) a1o = 23, a1 = 15. Vypocitejte ay.

)

c) a; = 15, So5 = 75. Urcete d.

=Y

) a; =450, a, = 210, d = —24. Vypocitejte n a S,,.
e) a, =47, S, = 245, d = 5. Vypocitejte a; a n.
Ja) — 82, b) 35, ¢) —1, d) 11, 3630 ¢) 2, 10/
Priklad 11.15 Ve které aritmetické posloupnosti je a; + a5 = 30, az + ag = 367
Ja; = 3,d =6/

Priklad 11.16 Kolik cleni aritmetické posloupnosti, ve které a; = 2, d = 3, musime
secist, aby soucet presdhl 20007

[37 élendif

Priklad 11.17 Mezi cisla 8§ a 20 vilozte tolik cleni aritmetické posloupnosti, aby soucet
vlioZengjch clend byl 196.
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[d=3%, k=14
Priklad 11.18 V geometrické posloupnosti je
a) ag = —3, ag = —3—32. Vypocitejte aq a q.
b) ay = 112, as + a3 = 48. Vypocitejte a; a q.
¢)a; =6144, ¢ = % a, = 48. Vypocitejte n a S,,.

d) ay = 18, a, = 288, S, = 558. Vypocitejte n a q.

[a) 5,—2, nebo — £,2; b) 4,3, nebo 108, 5 ¢) 8, 12240 d) 5, 2/

Priklad 11.19 Mezi cisla 5 a 640 vlozte tolik cisel, aby s danymi cisly tvorila geomet-
rickou posloupnost a soucet vlioZenych clent byl 630.

/10,20, 40, 80, 160, 320/

Priklad 11.20 Najdeéte kvocient geometrické posloupnosti, jestlize soucet prislusné geo-
metrické rady je 6, a soucet pruonich péti cleni je %

la= 3]
Piiklad 11.21 Deélnik souhlasil, Ze bude pracovat, jestliZe jeho mzda bude za pruni den

prace 1 K¢, za druhy den prdce 2 K¢, za treti den prace 4 K¢, atd. Kolik si vydéld za 12
dni prdace?

/4095 K¢f

Piiklad 11.22 Najdéte soucet geometrické vady 1 — tgx + tg2x — tg3z + .... Stanovte
podminky.

[S=1a— ze(-2+kmZ+kn), kelZ]

l+tgax?
. s . 3.9 27 SO :
Piiklad 11.23 Reste rovnici =1——+———++.... Provérte resitelnost rovnice.
x+ 10 x a2 23

[x € {—6,4}/

Priklad 11.24 Do ctverce o stran€ a je vepsana kruznice, do ni opét ctverec, pak kruznice
atd. Vypocitejte obsah vSech takto vzniklych ctverci.

[2a%]
Priklad 11.25 Polocas premény (rozpadu jader) rddia je priblizné 20 minut. Kolik rddia

zbude bez premény z Img po n hodindch? (Polocas premény radioaktiont ldtky je doba, za
kterou dojde k radioaktivni preméné piiblizné poloviny jader atomi té ldtky.)

[an = q" = SL“/
P#iklad 11.26 Pro x € (0;27) feste rovnici 1 +sin*z +sin*x + ... = 2tg .

[t # 2 Ax#3E, pak dostaneme sin2x =1 =z € {F,%} |



78 Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné

12 Kombinatorika

12.1 Permutace, variace a kombinace

Permutace n prvki dané zékladni n-prvkové mnoziny je kazdé usporadana n-tice téchto
prvki, pricemz kazdy prvek zakladni mnoziny se v této n-tici vyskytuje pravé jedenkrat.

Pro pocet P(n) vSech permutaci n prvka plati:
Pn)=nn—1)(n—-2)...3-2-1=n!
Symbol n! ¢teme n faktorial, definujeme 0! = 1.

Priklad 12.1 Kolik peticifernyjch cisel je mozZno sestavit z cislic 0,1,3,4,77 Kolik je z
nich sudgjch?

Reseni:

Vsech pétic cifer je P(5) = 5! = 120.

Na prunim misté nesmi byt nula, téchto pétic je P(4) = 4! = 24.

Celkem je péticifernyjch cisel 120 — 24 = 96.

Sudd ¢isla magi na misté jednotek 0, téch je
P(4) =41 =24,
nebo maji na misté jednotek cislici 4, ale soucasné nesmi mit na pronim mistée cislici 0,
téch je
P(4) — P(3) =4! — 3! =18.
Celkem je sudych cisel 42.

Priklad 12.2 Zmensime-li pocet prvki o dva, zmensi se pocet permutact dvacetkrdt. Urcete
puvodni pocet proki!

Reseni:

Pn)=n!l, Pmh—2)=(n—-2)!=nl=20n—-2) =n(n—1) =20 =
n?—n—-20=0=(n—5)(n+4)=0

Cislo n je prirozené, proto pivodni pocet prvki n =5.

Variace k-té t¥idy z n prvka dané zékladni n-prvkové mnoziny (0 < k < n) je kazda
usporadana k-tice riznych prvki, vybrana ze zakladni n-prvkové mnoziny tak, ze zalezi
na poradi prvka (a prvky se neopakuji).

Pro pocet Vi (n) v8ech téchto variaci plati:

Vk,(n):n(n—l)(n—Z)...(n—kleZ:(n%!k)!

ké&initela
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Priklad 12.3 Kolika zpusoby miZe bijt odmenéno zlatou, stiibrnou nebo bronzovou medaili
13 castniku sportovni soutéze?

Reseni:

Ze 13 sportovci vybirdme 3, zdleZi na poradi - jednd se o variace.

13!
V3(13) = o= 11-12-13 =1716
Priklad 12.4 Pro kolik prvki je pomeér variaci druhé tridy ku poctu variaci treti tridy
roven 1:20.

Reseni:

Va(n) : Va(n) = 1:20 = —"" ! 11202 1 L 22
n): n)=1: : =1: = — n =
2 ’ (n—2)! " (n—3)! n—2 20

Kombinace k-té tfidy z n prvki dané zakladni n-prvkové mnoziny (0 < k < n) je
kazdé k-tice riznych prvki, vybrand ze zékladni n-prvkové mnoziny tak, ze nezalezi na
poradi prvku (a prvky se neopakuji).

Pro pocet Ci(n) vSech téchto kombinaci plati:

_nn—1)n—-2)...(n—k+1) n! _(n
Ciln) = k(k—1)(k—2)...3-2-1 _(n—k)!k!_(k)

R n
Pro kombinaé¢ni ¢islo ( e

D (D () ()
(Z)Z(nﬁk:) (Z>+<ki1):(2:)

Priklad 12.5 Ve tridé je 5 studenti a 3 studentky, kteri hraji tenis. Kolik lze sehrdt
zapasi, v nichZ budou hrdt dvé studentky proti dvéma studentim? KaZdd ctverice bude
hrdt pouze jednou.

> , Cteme n nad k, 0 < k£ < n plati:

Reseni:
Pocet dvojic studenti, které lze vybrat z péti studenti je dan Cy(5) = < g ) (nezdlezi na
pofadi).

Pocet dvojic studentek, které lze vybrat ze t¥i studentek je Co(3) = ( 3

2
o 5 3 5 3|
Pocetzapasuyepak(2>-<2)—ﬁﬁ—ﬁ
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Priklad 12.6 Kolika primkami lze spojit 10 bodi, jestliZe tii z nich leZi na jedné primce?
Resent:

Kazdé dva rizné body urcuji primku, nezdleZi na poradi, tedy

10 10!

Tremi body (leZicimi na primce) by byly urceny tii piimky, takZe pocet primek je

p=45—-2=43.

12.2 Binomicka véta

Binomicka véta. Pro libovolné realna (i komplexni) ¢isla a,b a pro libovolné n € N
plati, ze

(a+b)”:a”+(?)a"—1b+...+<z>a”—’fb’“+...+(n7z1)ab”‘1+b”

Binomické koeficienty - kombina¢ni ¢isla - lze vypocitat z Pascalova trojihelnika:

(g) 1 5 10 10 5 1

Priklad 12.7 Umocnéte podle binomické véty (2x — 3)*.

Reseni:

2o-3= (g )eats ()@ () ) e

4 N 4 34 4 3 9 81
+<3>(2x) (—5) +<4)(—§) = 162" — 482” + b4 —273:+E
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Priklad 12.8 V rozvoji vjrazu (222 — 2)° urcete prosty clen.
Resent:
Oznacme Apyq = (

n

k

= () nar () = () rcamn s

Jde-li o prosty c¢len, pak v1272k"F = 20 = k = 4.

) a"*b* v obecném binomickém rozvoji.

Potom

Tedy pdty clen neobsahuje x a je roven

4
6 2\2 _3 o 6' .

Priklad 12.9 Upravte vyraz

(n+2)!

V= (n—1)i (n—.2)!’

12/

Priklad 12.10 V lavici je Sest studenti, z nichZ dva sourozenci chtéji sedét vedle sebe.
Kolika zpusoby je lze presadit?

240/

Priklad 12.11 Bylo zakoupeno 20 listki do jedné rady v kiné. Kolika zpisoby je lze
rozdélit mezi 10 chlapci a 10 dévéat, chitéji-li chlapci a dévcata sedét stiidave vedle sebe?

[2(101)2]
Priklad 12.12 V kolika bodech se protind 9 primek, z nichZ ¢tyri jsou navzdjem rovnobézné?
130/

Priklad 12.13 Kolik riznych signdli lze utvorit z péti praporki rizniyjch barev, jestliZe
kazdy signdl lze vytvorit umisténim jednoho aZ vSech péti praporki vedle sebe?

325/
Priklad 12.14 Pro pripustné hodnoty upravte

(n+1)! (n+1)! n!
=2 Yo mo

/n(n —2)% pron > 2/
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Priklad 12.15 Z kolika prvkid dostaneme 380 variaci druhé tiidy?
[20]

Piiklad 12.16 Reste v N rovnici
r—1 T — 2
(27s)(200) -

Priklad 12.17 Reste v N nerovnici.

o= (7)

/n€{3,4,5,6,7,8,9}/

1 1\ 10
Priklad 12.18 V rozvoj (F — 5) urcete x € R tak, aby pdty clen rozvoje byl roven
x
105.
=14
1 10
Pi¥iklad 12.19 Ktery clen rozvoje (= + 2x°)  obsahuje 2°7?
x
[pdty]
Priklad 12.20 Najdete komplexni cislo (Z 2_ > .

[1]
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