Obycejné diferencialni rovnice

Piiklad 0.1 (Motivaéni). Rychlost chladnuti hmotného bodu je pfimo tmérné rozdilu jeho teploty minus
teploty okoli. Predpokladejme teplotu bodu 30°C' v ¢ase t = 0 a ¢ase t = 30 min jsme namérili teplotu
20°C. Teplota okoli je 10°C'. V jakém case klesne teplota hmotného bodu na 15°C?

Reseni. Ozna¢me T'(t) teplotu hmotného bodu v ¢ase t. Pro tuto funkci plati rovnice
T'(t) = k(T (t) — 10), navic plati 7(0) = 30, T'(30) = 20,
kde £ je ,materidlova“ konstanta, ktera bude stanovena pozdéji z vyse uvedenych podminek. Danou rovnici
miizeme ,feSit* tak, ze rovnici vydélime a dostaneme rovnost pro urcité ingraly:
. t T/(t> t
In(7'(t) — 10) —In(30 — 10) = [In|T'(t) — 10|]; = | /=~—==dt = | kdt =kt & T(t) = 10+ 20 exp(kt).
o T'(t)—10 0
t
1 a0/l 1\ 30
T(30) = 20: 20 = 10 + 20 exp(k30) < 3= exp(30k) < exp(k) = 3 < T(t) =10+ 20 3 .
Odtud dostaneme:
tg t2

1\ 30 1 (1\30
15:T(t2):10+20<§>30 = —:(5)30 &ty = 60min.



Zakladni pojmy

Definice 0.2. Obycejnou diferencialni rovnici n-tého fadu nazyvame rovnici, v niz se vyskytuje neznadma
funkce jedné proménné a jeji derivace az do radu n. Zapisujeme ji obecné ve tvaru

Fz,y,y,...y"™) =0, (1)

kde F je funkce n+2 proménnych definovana na oteviené mnoziné 2 C R"*2. Tento tvar rovnice nazjvame
nerozieseny vzhledem k nejvyssi derivaci nebo-li implicitni.
Specidlnim ptipadem rovnice (1) je rovnice, kterd se da zapsat ve tvaru

= f(a:7 y? y/7"'7y(n71))7 (2)

kde f je funkce n+ 1 proménnych definovana na oteviené mnoziné Q C R"*!, Tento tvar rovnice nazyvame
rozieseny vzhledem k nejvyssi derivaci nebo-li explicitni.

y(n)

Priklad 0.3. Urdete feseni diferencidlni rovnice:

v =2y



Reseni. I v tomto pfipadé lze modifikovat predchozi postup, tj. odseparovat proménné a integrovat:

/
d
:E: —y(:)l"—{—c—\/ﬂ(:)y:@—{—c)g, kde z > c.

2\/_ VY
Tedy feSenim je jak funkce dvou promennych x a integrac¢ni konstanty c, tak kazda konkrétni funkce napft.
y =12 y= (z+5)?. Potom ma ptivodni rovnice i jedno feseni ,,jiného* typu y = 0. O]

Definice 0.4. Resenim obycejné diferencialni rovnice fadu n na intervalu I nazyvime kazdou n—krat dife-
rencovatelnou funkci na intervalu I, ktera vyhovuje dané rovnici. Obecnym fesenim obycejné diferencialni
rovnice rozumime obecny predpis zavisejici na n riznych parametrech ¢y, cs, ..., ¢y, [c1,02,...,¢,] € M C
C R™, kde libovolnou volbou téchto parametrti dostaneme konkrétni reseni, které nazyvame partikularnim
(¢astecnym) fesenim. ReSeni diferencidlnich rovnic, kterd nelze ziskat z obecného feSeni Z4dnou volbou
konstant ¢, o, ..., ¢,, 0znacujeme jako singularni (vyjimecna).

Ne vzdy se feSeni diferencialni rovnice podaii vyjadiit ve tvaru y = f(z), tj. v explicitnim tvaru. Casto
feseni y(z) dostaneme ve tvaru F(z,y) = 0, tj. v tzv. implicitnim tvaru.

Definice 0.5. Ulohu najit feSeni y(x) diferencidlni rovnice (1) definované na intervalu I a splitujici pod-
minky
y(xo) =wo, ¥'(xo) =w1, .. Y (wo) =yo1, woEI (3)

nazyvame pocatecni (Cauchyho) tlohou nebo pocatecnim (Cauchyho) problémem. Podminky (3) se nazy-
vaji pocatecni podminky.



Na nasledujicim praktickém prikladé ukazeme, jak lze pro konkrétni problém sestavit obecnou diferen-
cialni rovnici a specifikovat jeji konkrétni feseni.

Priklad 0.6. Je dan elektricky RL obvod s civkou o indukci L, ohmickym odporem R a konstantnim
napétim U. Popiste pribéh proudu ¢ v zavislosti na Case t.

Reseni. Podle prvniho Kirchhoffova zdkona je soucet vSech elektromotorickych sil v uzavieném obvodu
roven nule a hledané funkce i(t) je feSenim obycejné diferencialni rovnice prvniho fadu

Li'(t) + Ri(t) = U.
Reseni vyse uvedené rovnice (ziskané postupem, ktery uvedeme v dalsim odstavci této kapitoly) je

i(t) = ce 1l %,
kde proud i je funkci ¢asu t a ¢ € R je libovolna konstanta. Tato zavislost ¢ na t predstavuje obecné feSeni
(tj. popis obecné situace) dané diferencialni rovnice.

Pocatecni velikost proudu byva obvykle zndma. V case t = 0 je proud obvykle nulovy. Tato podminka
k4, Zze mame najit funkci i(¢) v situaci, kdy ¢(0) = 0. Dosazenim zjistime, Ze v tomto p¥ipadé ¢ = —%, tj.
hledana zavislost ¢ na t je potom
R
L

)

a predstavuje partikuldrni reseni zadané diferencialni rovnice. O

it) = %(1 e



Diferencialni rovnice prvniho radu

Definice 0.7. Necht M C R? a f : M — R? je funkce dvou proménnych. Potom diferenciilni rovnici
prvniho fadu (rozfeSenou vzhledem k prvni derivaci) nazyvame rovnici

y = f(z,y). (4)

Vé&ta 0.8 (Existenc¢ni). Necht f(z,y) je spojitd na oteviené mnoziné M C R2. Pak md Cauchyho pocd-
tecni uloha
y' = flz.y), y(x0) = vo, (5)

kde [xo,y0] € M, alespori jedno teseni definované na néjakém otevieném intervalu J C (a,b), xo € J.

Vé&ta 0.9 (O Existenci a jednoznac¢nosti feseni). Nechf f(x,y) je spojitd na oteviené mnoZiné M C R?
a v kazZdém bodé mnoziny M je spinéna Lipschitzova podminka, tj. existuje L > 0 tak, Ze plati

‘f($,y1>_f($,y2)| SL‘yl_y2| <6>

pro kazdé dva body [x,v1], [x,ya] z néjakého okoli bodu [xg,yo|. Pak pro libovolny bod [xg,yo] € M md
Cauchyho pocdtecni uloha (5) prdvé jedno Tesent.



Separovatelné diferencialni rovnice prvniho fadu y' = f(x)g(y).

Definice 0.10. Separovatelnou diferencialni rovnici prvniho fadu nazyvame rovnici, kterd se da upravit
na tvar

y = f(x)g(y)- (7)
Postup pri hledani reseni separovatelné rovnice.

Pokud je rovnice tvaru (7) nebo ji lze na tento tvar pfevést, mizeme postup shrnout do jedné véty:

« .. ;. v s . Yy . . , .
odseparovat proménné a integrovat. Navic je mozné vyraz y nahradit — a celou rovnici vynésobit dz.

dx
Poté odseparujeme (oddélime) proménné véetné dy a dz a integrujeme obé strany rovnice zvlast.

1—2x
e

Priklad 0.11. Reste separovatelnou diferencilni rovnici 3 =

Reseni. Postupujeme dle névodu:

1-2 4
dy = " md:):(:)y‘?’dy:(1—2$)dx<:)/y3dy:/(1—2x)dzv<:>yZ~I—C':x—x2+K,

kde C' a K jsou integracni konstanty. Pfevedenim konstanty C' na pravou stranu rovnice dostaneme feseni
4 /7 . /v v Ve
ve tvaru 4- = x — 2?2 + K — C. Oznac¢ime-li konstantu K — C' = ¢, dostaneme obecné feSeni
4
Y
T =z—-2°+c
4



]

Tuto upravu s konstantami mtzeme udélat pokazdé, a proto staci psat integracni konstantu pouze
jednou (oby¢ejné ji piSeme na pravou stranu rovnice).

Reseni, ktera se dostanou pfi feseni separovatelné rovnice, jsou obvykle v implicitnim tvaru, tj. g(x,y) = 0.
Upravou se nékdy podafi ziskat explicitni tvar feseni, tj. y = o(z).

Nékdy pfi hledani feseni diferencialni rovnice délame tpravu, ze délime celou rovnici vyrazem v pro-
ménné y (podobné tomu bylo i v minulém piikladé). Vzdy je pak nutné tento vyraz polozit rovno nule a
dofesit vzniklou rovnici. Pokud je jejim feSenim funkce y = (), musime se presvédéit, zda tato funkce
neni fesenim zadané diferencialni rovnice.

Priklad 0.12. Reste separovatelnou diferencilni rovnici 3 = 1%522
Reseni. Po odseparovani a tpravé dostaneme rovnici
dy dw
Vi—y? V1-a?

Integraci této rovnice dostaneme obecné feseni
arcsiny = arcsinz + c.

Nesmime vSak zapomenout, Ze jsme pri ,,odseparovavani“ rovnice provedli tpravu déleni vyrazem /1 — 42,
ktery je nulovy pro y = £1, Jelikoz funkce y = 1 a y = —1 jsou feSenim zadané rovnice a nedaji se zahrnout
do obecného feseni, jsou tyto funkce singularnim reSenim zadané rovnice. O]



Linearni diferencialni rovnice prvniho radu

Definice 0.13. Linearni diferencialni rovnici prvniho fadu nazyvame rovnici tvaru

y = f@)y + g(x). (8)
Pokud je g(z) # 0, nazyvame tuto rovnici nehomogenni.

Nejcastéji pouzivanou metodou pro nalezeni nehomogenniho Feseni rovnice (8), je tzv. metoda variace
konstanty.

Postup pri feseni linearni rovnice metodou variace konstanty.
1.Nejprve metodou separace proménnych najdeme obecné feseni y;, odpovidajici homogenni rovnice

Yy = flo)y & % = f(z)dz & In|y| = c+ /f(a:)d:c. Tedy y, = cF(x).

2. Partikuldrni feSeni linedrni rovnice (8) predpokladame ve tvaru Y = c(x)F(x), kde ¢(x) je nezndma
funkce. Po dosazeni Y do (8) se ¢(x) odecte; ze vzniklé separovatelné rovnice uréime c(z) a dosadime do Y.
3. Obecné feseni (8) je ve tvaru souc¢tu y = y, + Y, nebot

Y =y, +Y = +f(@)yn + f(2)Y +g(z) = f(2)y + g(2).

Poznamenejme, ze krok 2. a 3. lze slou¢it tak, ze funkci ¢(x) dosadime do soucinu i s integra¢ni konstantou



Piiklad 0.14. Reste linearni diferencialni rovnici ' + 2zy = e
Reseni. Nejdifv vyfesime homogenni rovnici 3 4 2zy =0 :

d 1 1

y = 2xy & & _ —2ry & —-dy=-2zdxr <& /—dy = / —2xdzx.

dx Y Y
Integraci posledni rovnice dostaneme In |y| = —z? + C. Potiebujeme vyjadfit y, a proto musime dél upra-
vovat:

= o =T & y=ce

kde ¢ = +e“ U {0}, tedy ¢ € R. Nulu mtizeme do konstanty ¢ zahrnout, nebot y = 0 je fesenim homogenni
rovnice. Nasli jsme tedy obecné feseni

.2
yp =ce c € R,

linedrni homogenni rovnice 3’ + 2xy = 0. Obecné feseni linedrni nehomogenni rovnice budeme hledat ve
tvaru

y = c(z)e™
Abychom mohli uré¢it ¢(z), musime dosadit y do zadané diferencialni rovnice, a k tomu musime nejdiiv y

derivovat.
2 2

y=c(z)e ™ = y = d(x)e ™ + c(x)e ™ (—2x).
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Po dosazeni do nehomogenni rovnice dostaneme podminku pro ¢'(z) :

2

d(2)e™ + c(x)e ™ (—22) 4 2zc(x)e ™ = e,
coz je ekvivalentni s /() = 1. Z toho integrovanim dostaneme, ze c¢(z) = [1dz =z + c. Zbyva uz jenom
dosadit za c¢(z). Hledané obecné feseni bude

2 2 2 2

y=c(x)e™™ =(r+c)e™ =ce™™ +axe .

T

Priklad 0.15. Reste linearni diferencilni rovnici 3 — 172
x

= x s poCateéni podminkou y(0) = 2.
ReSeni. a) Hieddni homogenniho veseni:

, Ty 1 1 2z
= & —dy = - dx.
4 1+ a2 /yy 2/1+$2a:

Odtud integrovénim dostaneme In|y| = 1 In(1 + %) + C =Inv1+ 22 + C, tedy

yn = eV 1+ 22

b) Variace konstanty:
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y=cl@)Vi+22 = o =d@Vi+a®+ C(ﬁ)ﬁ~

Po dosazeni:

d)Wl+r?=2 & c'(z):\/ﬁ & c(a:):/\/ﬁdx.

Substituce 1 + 2?2 = t? vede na

() =v1+22+c
c) Obecné Teseni dané rovnice:

y=cvV1l+a2+2>+1.

d) Partikuldrni feseni dané rovnice:

Dosadime pocateéni podminku: 2 = y(0) = ¢v/1 +1 = c+ 1. Z toho ¢ =1 a hledané partikularni

feseni bude
y=vV1+a2+a?+1

Reseni linearni rovnice je mozné také vyjadiit ,,vzorcem®.
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Véta 0.16. Necht funkce [ a g jsou spojité na otevieném intervalu I. Pak obecné tesent linedrni diferen-
cialni rovnice (8) na I zdvisejici na jedné konstanté c je tvaru

y(z,¢) = cel F@dr 4 of 1w)s / (Q@) eﬁf(m)dz) dz., ()

kde kaZdy integral chapeme jako funkci proménné x bez aditivni konstanty.
Dusledek 0.17. Zavedeme-li tzv. vihovou funkci ¢(x,xq) vztahem

O, 39) = el 1O,
muzeme pri zachovani predpokladi Veéty 0.16 turdit, Ze rovnice (8) s pocdtecni podminkou y(xo) = yo pro
xg € I ma na I partikuldrni resent

x
y = Yo d(x, o) + / g(u) ¢(z,u)du.
x0
Poznamka 0.18. Na zavér poznamenejme, Ze linedrni diferencidlni rovnice (af uz prvniho nebo n-tého
fadu, jez budeme studovat v dal$im odstavci) neobsahuji (na rozdil od separovatelnych rovnic) singulérni
feseni, tedy kazdé jejich feseni se da zahrnout do obecného. Navic se da vyjadrit explicitné.
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0.1 Linearni diferencialni rovnice vyssich radua
Velmi dilezitym typem obycejnych diferencialnich rovnic vyssich fad jsou linedrni diferencidalni rovnice.
Definice 0.19. Linearni diferencialni rovnici n—tého fadu nazyvame rovnici

Lly) = an(@)y™ + ap-1(@)y" Y + -+ ar(2)y + ao(2)y = f(2), (10)

kde a;(z),i=0,1,...n a f(x) jsou funkce, a,(z) # 0. Pokud je f(x) # 0, nazyvame tuto rovnici nehomo-
genni. Pokud polozime f(z) = 0, dostaneme rovnici

an(2)y"™ + any (2)y" D + -+ ar(2)y + ao(z)y = 0, (11)
kterou nazyvame homogenni nebo-li pridruzenou homogenni rovnici k rovnici (10).

Véta 0.20. Necht funkce ag(z), ..., a,(x) a f(x) jsou spojité na intervalu I. Pak md pocdtecni uloha dand
rovnict (10) a podminkami (3) pro libovolné xo € I pravé jedno teseni y(x). Toto Teseni existuje na celém
intervalu 1.

Nasledujici véta, v literatufe Casto nazyvana jako princip superpozice, popisuje zakladni vlastnosti a
vztahy mezi FeSenimi homogenni a nehomogenni rovnice (11) a (10).
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Véta 0.21 (Princip superpozice). Pro 7esent rovnic (11) a (10) plati ndsledugici tvrzent.

i Necht y; a ys jsou feSenimi homogenni rovnice (11) a c1,co € R. Potom i funkce y = c1y1 + cays je
resenim (11).

it Nechty; ayy jsou teSenimi nehomogenni rovnice (10). Potom funkce y = y;—ys je feSenim homogenni
rovnice (11).

Dukaz. Ozna¢me levou stranu rovnice (10) pomoci operatoru linearniho L[y|, ktery n—kréat diferencova-
telné funkci y pritadi(dosazenim) konkrétni funkci. Plati:

Ly =0=Lly] = Llciyr + caya] = e1Lfyr] + c2Lfya) = 1 - 04 ¢2 - 0 =0,
L] = fx)=Lly) = Ly —ya| = Lly] — Llge] = f(z) — f(z) = 0,
coz jsme chtéli dokazat. O]

Véta 0.22. Necht f(x) =0 a jsou splnény predpoklady Véty 0.20. Potom obecné teseni homogenni rovnice
(11) je tvaru

y(x) = ey (@) + caya () + - - + cpyn(2), (12)

kde ci,co, ..., ¢, € R jsou libovolné konstanty a y1(x), . .., yn(z) jsou linedrné nezdvisla resent rovnice (11),
kterd nazgvame fundamentalni systém reseni rovnice (11). Tento systém tvori bdzi vektorového prostoru
dimenze n.
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Tato véta pfimo plyne z principu superpozice, tvrzeni (i), a faktu, Ze mnozina vSech feseni zkoumané
rovnice tvofi vektorovy prostor dimenze n.

Poznamka 0.23. Definice linearni nezavislosti funkci je analogii definice linedrni nezavislosti vektort. To
znamena, ze funkce y1, s, ..., y, jsou linearné nezavislé na intervalu /, pokud pro vSechna x € I plati

013/1(37)+C2yz(13>+"‘+Cn3/n<$) =0 = a=c=-=c¢=0.

Jak poznat, zda dana n-tice funkci je linedrné nezavisla a zéroven generuje obecné feSeni rovnice (11),
uvadi nasledujici véta.

Véta 0.24. Necht funkce yi(x), yo(z), ...yn(x) jsou Tesenimi homogenni diferencidlni rovnice (11) na
intervalu I. Ddle necht det(W (x)) je determinant, tzv. wronskidn, z ndsledugici matice

yie) () e (o)
vilz) o) e y(e)
W(z) = 1: 2: - :
n—1 n—1 n—1
W@ @) e @)
Potom je-li det(W(z)) = 0 pro libovolné x € I, pak det(W(x)) = 0 pro vsechna x € I a funkce
y1(), y2(x), ..., yo(x) jsou linedrné zavislé a netvori (negeneruji) obecné teseni rovnice (11). V opacném

pripadé, tj. je-li det(W (x)) # 0 pro libovolné x € I, pak det(W (z)) # 0 pro vSechna x € I a funkce y;(x),
y2(x), ..., yo(x) jsou linedrné nezdvislé a tvori (generuji) obecné reseni rovnice (11).
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Véta 0.25. Necht'Y je jedno libovolné partikuldarni reseni nehomogenni linedrni rovnice (10). Ddle necht
yp, je obecné Teseni k ni pridruzené homogenni rovnice (11). Potom obecné teseni y rovnice (10) md tvar

y=yn+Y. (13)

Diikaz. Tato véta je pfimym disledkem principu superpozice a Véty 0.22. Totiz, pokud je y libovolné
feSeni rovnice (10) a Y néjaké konkrétni feSeni rovnice (10), pak jejich rozdil je vzdy (podle (ii) Véty 0.21)
néjaké homogenni feseni rovnice (11). Vezmeme-li za toto feSeni mnozZinu vSech TeSeni, tj. FeSeni y,, pak
kazdé feSeni y rovnice (10) se da vyjadrit ve tvaru (13). O]
Véta 0.26 (Variace konstant). Necht (10) je nehomogenni rovnice pro niZ plati, Ze obecné feseni pri-
slusné€ homogenni rovnice (11) je tvaru yp, = c1y1+- - -+Cyyn. Pak partikuldrni reseni Y rovnice (10) je tvaru
Y =ca(x)yi+- -+ cn(2)yn, kde c1(x), ..., cn(x) jsou libovolné primitivni funkce k funkcim c\(z), ..., c,(x),
ktere vyhovuji nasledujict soustave rovnic

@)y + -+, (2)yn =0,
@)y + -+ e (x)y, =0,
(14)

)yl (@)Y = f(a).

Priklad 0.27. Najdéte obecné feSeni rovnice y” —2y'+ 2%y = x, zndme-li obecné feseni p¥islusné homogenni
: /" 2,/ 2, 43 _ 2
rovnice y" — 2y’ + Sy =0, které je rovno y, = c1x + cox”.
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ResSeni. Nejprve uréime partikularni feeni Y zadané rovnice. Podle pfedchozi véty ho budeme hledat ve
tvaru Y = ¢;(z)x + co(x)x?. Po dosazeni do (14) dostavdme soustavu

dy(z)z + cy(x)r* = 0,

i (z) + dy(x)2x = z,

jejiz feSsenim jsou funkce ¢} (x) = —z a c4(x) = 1. Integraci dostavdme napf. primitivni funkce ¢, (v) = —%
acy(x) =x. Odtud Y = —% + 2* a po pravé Y = ‘%3 Podle Véty 0.25 je hledané obecné feseni
3

x
Yy =11 + ez’ + o

]

Poznamka 0.28. Podobné jako pro rovnice prvniho fadu lze metodu variace konstant popsat jednoduchym
vzorcem s vyuzitim pojmu vdhové funkce. To je funkce ®(z,s) uréend podminkou, Ze pro kazdé s je
funkce y(z) = ®(z,s) FeSenim homogenni rovnice (11) spliujici splitujici Cauchyho pocéateéni podminky
y(s) = y'(s) = - =y I(s) = 0, y"V(s) = 1/a,(s). Potom lze partikuldrni feseni Y (x) rovnice (10)
podminku Y (xo) = 0 vyjadfit ve tvaru:

Y(x):/f(s)@(x,s)ds.
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Ovsem najit obecné feseni homogenni rovnice (11) s libovolnymi koeficienty a;(x), ¢ = 0,1, ..., n stale
predstavuje problém. Proto se v nasledujicim odstavci omezime pouze na jednodussi situaci, kdy tyto koefi-
cienty jsou konstantni funkce, tj. ve skutec¢nosti se na jejich misté vyskytuji redlna ¢isla a;, i = 0,1,...,n.
Homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty

Definice 0.29. Linearni diferencidlni rovnici tvaru
any™ + an_1y™ Y + 4+ a1y + agy = 0, (15)

kde ag, ..., a, € R, a, # 0, nazyvame homogenni linearni diferencialni rovnici n—tého fadu s konstantnimi
koeficienty.

Predpokladejme feseni rovnice (15) ve tvaru y = exp(At). Po dosazeni této funkce do(15) dostavame
rovnici:
(A + @ A" ag )+ ag) exp(At) = 0.

Protoze y = exp(At) je kladné funkce, zavedeme néasledujici pojem.
Definice 0.30. Necht je ddna rovnice (15). Algebraickou rovnici
AN+ ap N a A Fag=0 (16)

nazyvame charakteristickou rovnici diferencialni rovnice (15).
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Z odvozeni charakteristické rovnice je zfejmé, Ze pro kazdy kofen A rovnice (16) je funkce y = exp(At)
feSenim rovnice (15). Situaci komplikuje nasobnost kofenii a komplexni kofeny.

Véta 0.31. Méjme homogennd linedrni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty tvaru (15) a jeji
charakteristickou rovnici (16). Pak plati:
1. Je-li A € R k—ndsobny koten X\ charakteristické rovnice, k > 1, pak funkce y = exp(At) je resenim

15.

y1(z) = e, yo(x) = ze .. k() = pF e

jsou tesenim a soucdsti fundamentdlniho systému rovnice (15) .

2. Je-li \12 = a £ bj dvojice komplexné sdruzenych k—ndsobnych komplexnich koteni charakteristické
rovnice, k > 1, a,b € R, b # 0, pak funkce

y1(x) = e cosbx, ys = ze®® cosbx, ..., Y1 = 2 e cos bz,

yo(7) = e sinbx, yy = ve®@sinbr, ...,y = ¥ % sin b
jsou Tesenim a soucdsti fundamentdlniho systému rovnice (15).

Poznamka 0.32. Jelikoz charakteristicka rovnice (16) je n—tého fadu, existuje pravé n (ne nutné raznych)
komplexnich kofent. Tomu odpovida n funkci fundamentélniho systému a mnozina vsech feSeni rovnice (15)
tvoii vektorovy prostor dimenze n, coz je ve shodé s Vétou 0.22. Bazi tohoto prostoru jsou naptiklad vSechna
feSeni ziskanad podle navodu Veéty 0.31.
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Piiklad 0.33. Pomoci Véty 0.31 najdéte obecné feseni rovnice y(™ + 8y® + 16y = 0.

ResSeni. Charakteristickd rovnice diferencialni rovnice je A"+ 8A\°4 163 = 0. Je zfejmé, Ze jejim trojnasob-
nym kofenem je A1 o3 = 0. Zbyvajici kofeny uré¢ime z rovnice \*+8X\?*+16 = 0. Jedn4 se o rovnici 4. stupné.
Snadno 1ze nahlédnout, Ze se jedna o kvadraticky dvojélen A% 4+ 4 umocnény na druhou. Pokud dofesime
tuto kvadratickou rovnici (v komplexnim oboru), dostaneme celkem zbyvajici kofeny Ay 567 = £2j. Proto
podle Véty 0.31 ziskdvame nasledujici feseni, ktera tvori fundamentalni systém zadané diferencialni rovnice:

Ox

—e Oz

) yQ(:E) = xe, y3(x) = xzeoxa

“cos2x, ys(r) = e’ cos2z, ys(x) =e

y1 ()

ya() 0

0

?sin2x, yr(r) = xe’ sin 2x.

Obecné feseni je pak tvaru
Y =c)+ coxr + 322 + ¢4.€08 2 + 5 o8 2% + g 8in 2z + ¢ sin 2.

]

Pti hledani feseni charakteristické rovnice (podobné té, co je uvedena v Ptikladu 0.33) je mozné pouzit
metody postupného rozkladani polynomu. V zadném pripadé se vSak nejedna o postup jednoduchy. Prave
v tom tkvi problém pfi hledani obecného feseni homogenni linearni diferencialni rovnice s konstantnimi
koeficienty. Zatimco feseni diferencialni rovnice druhého radu je jednoduché — fesime kvadratickou rovnici,
je Teseni rovnic vyssich fadi komplikovanéjsi
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Nehomogenni rovnice s konstantnimi koeficienty

Definice 0.34. Linearni diferencidlni rovnici tvaru
any™ + a, 1y 4+ ay + agy = flz), (17)

kde ag,...,a, € R, a, # 0, a f(x) # 0 je funkce nazyvame nehomogenni linearni diferencialni rovnici
n—tého radu s konstantnimi koeficienty.

K nalezeni obecného feSeni rovnice (17) je mozné pouzit Vétu 0.25. Je vSak otazka, jakjym zptisobem
hledat partikularni feseni zadané nehomogenni linearni diferencialni rovnice. Univerzalni metoda variace
konstant pfirozené funguje i pro rovnici s konstantnimi koeficienty (17). Dokonce v piipadé linedrnich
rovnic s konstantnimi koeficienty se zjednodusi i uziti vzorce z Poznamky 0.28, protoze funkce bude mit

tvar ®(z,s) = ®(x — s). Partikularni feSeni je potom déno vzorcem

Priklad 0.35. Naleznéte obecné feSeni nehomogenni diferencidlni rovnice.

! 1
y t+y= )
CoS T
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ResSeni. Nejprve uréime homogenni feSeni y,. Charakteristické rovnice piidruzené homogenni rovnice je
A2+ 1 =0. Odtud A\, = £j a fundamentdlni systém této rovnice mé tvar y; = cosz a y = sinz. Nyni
urc¢ime partikularni feseni Y zadané rovnice dle predchozi poznamky:

Urcime konstanty c¢; , cq tak, aby platilo y(s) =0, ¢/(s) = 1:

0 sins coss 0
c1co8Ss + cysins =0 1 coss —sins —sins 1
. =0 = , = , Cg= = Cos s
—cysins + cycoss =1 coss sins 1 1
—sins coss
Dostavame vahovou funkei ®(x, s) = —sinscosz + cos ssinz = sin(z — s) a partikularni feseni (zo = 0):

“sin(z — s) T : @ :
Y(z)= ——ds= [ sinz —cosztgsds = [ssinx + In|coss|cosx]; = xsinz + coszIn|cos z|.
o  COSS 0

Podle Véty 0.25 je pak hledané obecné feseni
Y = 100ST + casinx + cosx In | cos x| + wsin z.

Pouzitim metody variace konstant by vypocty byly prakticky totozné, proto vypocty nebudeme podrobné
provadét Podle Véty 0.26 ho budeme hledat ve tvaru Y = ¢;(x) cosz + co(x) sinz. Po dosazeni do vzorce
(14) dostavame soustavu

i (x) cosz + cy(z) sinz = 0,
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1
CoOST

—cj(x)sinz + ¢h(z) cosx =
VyfeSenim této soustavy (vhodné je napiiklad pouzit Cramerovo pravidlo) dostavame c;(z) = —%
ch(x) = 1. Integrovanim dostdvame napiiklad primitivni funkce c;(z) = In|cosz| a co(z) = z, tedy
Y =coszIn|cosx| + zsinw. O

Ptredvedené dvé metody nejsou jedinym zptisobem, jak nalézt obecné feseni nehomogenni linearni rov-
nice s konstantnimi koeficienty.

V praxi se ¢asto pouziva tzv. metoda neurcitych koeficientl. Tato metoda je sice ,uzivatelsky privéti-
vEjsi“, avSak je pouzitelnd pouze pro rovnice (17) se specidlni pravou stranou. Pii feSeni vyuzivame opét
Vétu 0.25 a obecné feseni hledame ve tvaru

y=uy,+Y.

Rozdil je vsak ve zptisobu hledani partikularniho feseni Y. Nyni popiseme, jak lze toto feseni metodou
neurcitych koeficienti najit. U této metody se predpokladd, Ze prava strana rovnice (17), to jest funkce
f(z) = e*(P(x)cos fx + Q(z)sin fz) je v tzv. specidlnim tvaru. Uvazme, Ze derivace funkce, kterd
mé tvar jako funkce f(x) je funkei stejného tvaru podobné jako linedrni kombinace funkei tohoto tvaru
mé stejny tvar jako funkce f(z). Tato ivaha néas opraviiuje predpokladat existenci partikularniho feseni ve
stejném tvaru jako je funkce f(z). Navic je tfeba uvazit moznou komplikaci a sice je-li dvojice komplexnich
¢isel a+7j 3 kofenem charakteristické rovnice potom po dosazeni funkce exp((a=£j3)x) do levé strany rovnice
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dava nulu a ne funkci uvazovaného typu. V takovém ptipadé mluvime o rezonanci a tuto situaci musime
zohlednit pri predpovédi partikularniho fesSeni.

Véta 0.36. Necht je ddna linedrni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty (17) s pravou stranou
f(z) = e**(P,(z) cos Sz + Q(z) sin fx),

kde P,(x), resp. Qm(x) jsou polynomy stupné n, resp. m. Potom existuje partikuldrni feSeni rovnice (17)

Y(z) = e*(P,(x) cos Sz + ép(x) sin Bx) ",

kde ]5,,(35), @p(:c) jsou vhodné polynomy stupné p = max{m,n} a k je ndsobnost o + jf jako korene
charakteristické rovnice. Poznamenejme, Ze neni—li a & j3 korenem charakteristickeé rovnice, potom k = 0.

Tento tvar obsahujici neurc¢ité (redlné) koeficienty dosadime do dané rovnice (17). Porovnanim obou
stran rovnice (podobné jako napt. pii hledani koeficientd u rozkladu racionalni lomené funkce na parcialni
zlomky) tyto koeficienty dopoc¢itame. Nékteré tvary feseni jsou pro piehlednost uvedeny v tabulce.
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Prava strana f(x) Tvar partikularniho feseni Y’
f(z) =e™P,(x), Y = e®2kQ,(x),
kde P,(x) je polynom a je k-nésobny kofen char. rovnice,
n-tého stupné, a € R Q. (z) je obecny polynom n-tého stupné
f(z) = e** (M cosbx + N sin bx), Y = e"zF(Acosbr + Bsinbr),
kde M, N,a,b jsou redlna cisla | a + bj je k-nasobny kofen char. rovnice,
A, B jsou realna ¢isla

Priklad 0.37. Najdéte obecné feseni linearni diferencialni rovnice druhého radu se specialni pravou stra-

nou:
a) Y’ — 4y = 10 b) y" + 4y = 82% — 32z + 4
Oy 2 ~By=(dr -3¢ d) 3~ 2/ = 0cos2r

Reseni. a) Vyfesime homogenni rovnici y” —4y = 0. Mdme \? —4 = 0. Kofeny charakteristické rovnice
jsou Ao =42 a y, = c1€*® + cye”?*. Prava strana je tvaru

f(z) =10e* = " Py(x).
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Zde v = 3 neni kofen charakteristické rovnice (3 # £2), a proto k = 0. Obecny polynom nultého stupné je
konstanta, odtud Py(x) = A. Potom partikularni feseni bude mit tvar

Y =e3204 = Ae*”
a musi spliiovat rovnici Y” —4Y = 10 e3*. Nyni musime Y dvakrat derivovat a dosadit do zadané rovnice:
Y =34e%, Y" =9Ae>.

Po dosazeni dostavame
9Ae3® — 4463 = 10e>".

Rovnici nejdifv vydélime e3* a dostaneme 94 —4A = 10 a odtud A = 2. Mame jedno partikularni feseni
Y = 2e3% a obecné feSeni nehomogenni rovnice je

y=1y, +Y = 1" + coe 2 + 263,
b) Vyiesime homogenni rovnici y” + 4y = 0. Charakteristick4 rovnice je A2 +4 = 0 a jeji kofeny jsou
M2 ==£2i a y, = c1cos2x + cosin2z. Prava strana je tvaru

f(z) =82% — 320 + 4 = " (82% — 327 + 4) = " Py(n).
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Zde a = 0 neni kofen charakteristické rovnice (0 # +2i), a proto k = 0. Obecny polynom druhého stupné
je Py(z) = Ax? 4+ Bx + C. Potom partikularni feSeni bude mit tvar

Y =e"2%(A2® + Bx + C) = Ax* + Bax + C
a musi spliiovat rovnici Y” +4Y = 822 — 322 + 4. Nyni musime Y dvakrat derivovat:
Y'=2Ax+ B, Y"=2A.
Po dosazeni do zadani dostavame
2A + 4A2* + 4Bz + AC = 827 — 32z + 4.

Na obou stranach rovnice jsou polynomy druhého stupné. Aby platila rovnost musi se rovnat koeficienty u
jednotlivych mocnin (odtud nézev metoda neurcitych koeficientt):

2 4A =38,
' 4B = -32,
2’ 24+4C =4.

Dostali jsme soustavu rovnic. Po vyfeseni mame A =2, B = —8, C' = 0. Ziskali jsme jedno partikularni
feseni nehomogenni rovnice Y = 222 — 8x. Potom obecné feSeni nehomogenni rovnice bude

y=yh—l—Y:clcos2x+cgsin2w+2x2—8m.
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c¢) Vyfesime homogenni rovnici y” + 2y’ — 3y = 0. Jeji charakteristickd rovnice je A2 + 2\ —3 =0 a
jeji kofeny jsou A\ =1, A = —3 a y, = c1e® + ce 3%, Prava strana je tvaru

f(z) = (4z — 3)e® = " Py ().

Zde a =1 je jednonasobny kofen charakteristické rovnice, a proto k£ = 1. Obecny polynom prvniho stupné
je Pi(x) = Az + B a partikuldrni feSeni bude mit tvar

Y = ez’ (Az + B) = e"(Ax* + Br)
a musi spliiovat rovnici Y” +2Y’ —3Y = (4z — 3)e”. Nyni musime Y dvakrat derivovat:

Y =e“(Ax? + Bux),
Y' =e"(Ax? + Bz) + e"(2Ax + B) = e"(Ax? + Bz + 2Az + B),
Y" = e"(Az® + Bz + 2Az + B) + e*(2Ax + B+ 2A) =
= e"(Az? + Bx + 2Ax + B + 24z + B + 2A) = ¢*(Ax® + Bz + 4Ax + 2B + 2A). Po dosazeni

do zadani dostavame
e“(Azx? + Bx + 4Ax + 2B + 2A) + 2¢*(Az? + Bx + 2Ax + B) — 3¢"(A 2* + Bx) = (4o — 3)e”.
Rovnici nejdriv vydélime vyrazem e” a dostaneme

Ax® + Br + 4Ax + 2B + 2A + 2A2% + 2Bx + 4Ax + 2B — 3Ax% — 3Bx = 4x — 3.
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Porovname koeficienty u jednotlivych mocnin.

2?2 A+24-3A4=0,
z': B+4A+2B+4A—3B =4,
2*: 2B+24+2B=-3.

Dostali jsme soustavu 84 =4, 2A+4B = —3. Odtud A = %, B = —1. Partikularni reSeni je

Potom obecné feseni bude
2
y=uyn+Y = cre’ + coe 3 4 " (——x) )

d) Vyfesime homogenni rovnici 3y” — 2y’ = 0. Charakteristicka rovnice je tvaru 3\ — 2\ = 0 a jeji

. . 2 , .
kofeny jsou A =0, Ay = % a yp = 1 + coe3”. Prava strana je tvaru

f(z) = 10cos 2z = e**(10 cos 2z + 0sin 2z).

Zde a4 13 = 0 + 2i neni kofen charakteristické rovnice, a proto £ = 0. Partikularni feseni bude mit tvar

Y = e 2%(Acos2x + Bsin2x) = Acos 2z + Bsin 2z



0.1 LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE VYSSIiCH RADU 30

a musi spliiovat rovnici 3Y” — 2Y’ = 10 cos 2z. Nyni musime Y dvakrat derivovat:
Y’ = —2Asin 2z + 2B cos 2z, Y" = —4Acos2x — 4B sin 2.
Dosadime do zadani a dostavame
3(—4Acos2z — 4Bsin 2x) — 2(—2Asin 2z 4 2B cos 2x) = 10 cos 2z,
coz je ekvivalentni s
—12Acos2x — 12Bsin 2z 4+ 4Asin 2x — 4B cos 2z = 10 cos 2.
Aby toto platilo, musi se koeficienty pfi cos2z a sin2x rovnat na obou stranach rovnice:

cos2x: —12A —4B =10,
sin2z: —12B+4A=0.

Opét jsme dostali soustavu rovnic: —124 —4B =10, A—-3B=0.

Odtud A= -3, B = —1 Partikularni feseni je

_3 1
4 4

Y = —§COS2I' — —sin 2z.
4 4
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Obecné feseni nehomogenni rovnice bude

3 1
y=yn+Y =qc —ir02e§m — Zcos?x— Zsian.

]

vvvvvv

strany.
Priklad 0.38. Naleznéte obecné feSeni rovnice:
y' — 2y +1=4+4sin2x — 6cos’x

Reseni. Charakteristickd rovnice \> — 2\ + 1 = 0 mé dvojnésobny kofen A\ = 1, proto je obecné Feseni
rovnice homogenni ve tvaru

Yyn = c1€” + core”
cos2x + 1

Pravou stranu rovnice nejprve upravime pomoci vztahu cosx = 5

cos2zx +1

4+ 48in2x —6cos’r =4+ 4sin2x — 6 5

=14 4sin2x — 3 cos 2z,

ktera je souctem dvou pravych stran ve specialnim tvaru:

filz) =1 fo(z) = 4sin 2z — 3 cos 2z.
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Partikularni feSeni mizeme predpovédét ve tvaru souctu odpovidajicich partikularnich reseni:
Y = A+ Bsin2zx + Ccos2r & Y' =2Bcos2r —2Csin2r < Y" = —4Bsin 2z — 4C cos 2x.
Po dosazeni do rovnice dostavame
A+ (=3B —4C)cos2x + (4B — 3C')sin2x = 1 — 3 cos 2x + 4sin 2z,
z éehoZ plyne A=1, B=1,C =0aY =1+ cos2x = cos® z. Obecné feseni dané rovnice m4 tvar

y=1yn+Y = c1e° + cowe” + cos’ x.
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