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FAKULTA ELEKTROTECHNIKY A KOMUNIKACNICH TECHNOLOGII
VY SOKE UCENI TECHNICKE V BRNE

1 Uvod a zarazeni piredmétu ve studijnim programu
1.1 Uvod

PredloZeny elektronicky text je uréen predevdim studentim bakaldiského studia na
FEKT VUT v Brné a to jak prezenéniho, kombinovaného tak i distancniho typu. Obsahuje
nejprve tvod do teorie funkce vice proménnych, pakzakladni kapitoly z oblasti feSeni diferen-
cianich rovnic, a poté nezbytné pojednani o funkci komplexni proménné jako matematickém
z&ladu pro navazujici kapitoly o integralnich transformacich. Veskera léka je vzhledem
k rozsahu a zaméteni texta probirana tak, aby jednak v rozumné mite a srozumitelnych zpi-
sobem popisovaa zakladni problematiku uvedenych matematickych disciplin a hlavng, aby
umoznovala vyuZiti v praxi.

VéZeni studenti, omluvte prosim nedostatky tohoto textu, které z ¢asovych davoda nebylo
moZné upravit. Jeho autor profesor Melkes zemiel doslova pti préci nad Upravami tohoto tex-
tu. Je mozné, Ze neékteré ukézky, definice nebo odkazy na né jsou uvedeny s nespravnym ¢is-
lem kapitoly. Omluvte neptitomnost shrnuti a otazek v kapitolach 7 a 8. Také nekteré hyper-
textove Upravy nebyly dokonceny.

Predmét BMAZ2 je z matematickych kursi nejtéZsi, ale nasledujici text i tak v nékterych parti-
ich zdaeka prekracuje jeho ramec. Proto pro piipravu ke zkousce jsou smérodatné pokyny
zkouSgjiciho. Na procviceni kapitol 3-6 je z&kladnim doporu¢enym textem shirka piiklada
RNDr. E. Kolarové (viz elektronicke texty FEKT). Priklady 1.6 aZ 1.10 vstupniho testu jsou i
se svym vzorovym feSenim dobrym Uvodem ke kapitole 4 (= do problematiky komplexnich
Cisal).

1.2 Uvod do predmétu

Predmét Matematika 2 je zarazen do druhého semestru bakalérského studia na FEKT.
K jeho aspésnému zvladnuti je zapotiebi, aby student byl v dostatené miie seznamen se z&
kladnimi matematické pojmy, se zaklady linearni algebry a geometrie, s diferencidlnim a in-
tegralnim poctem jedné a eventualng i vice proménnych ato v rozsahu prerekvizitniho pied-
metu Matematika 1.

Do predmétu Matematika 2 jsou zahrnuty dvé vyznamné matematické discipliny, které
velice tésné souvisgji s cetnymi praktickymi aplikacemi, a to jak technického tak i netechnic-
kého charakteru. Témito disciplinami jsou diferencidlni rovnice aintegrélni transformace.

Diferenciélni rovnice se vyskytuji vSude tam, kde modelujeme pasobeni n¢jaké zmeény,
pohybu, vyvoje ¢i rastu. Setkdme se s nimi napt. pii navrhovéni elektrickych obvodu, pii ana-
lyze fyzikénich poli, pti sledovani pohybu téles, pii vySetiovani koncentrace chemickych
reakci, pri studiu ekonomickych procesi, pii popisu toku zdroja v trzni ekonomice, pii mode-
lovani rastu populace, pii simulovani biologickych pochoda a pod. Pt feSeni kazdého tako-
vého problému je nutné, ato na z&kladé vlastnosti uvaZzované problematiky, prislusnou dife-
rencialni rovnici (eventudliné soustavu diferencialnich rovnic) nejprve sestavit a poté vhod-
nym zpasobem vyteSit. V tomto predmétu se sestavovanim diferenciénich rovnic, az na né-
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kolik mdlo vyjimek, zabyvat nebudeme. Zamétime se jen na vysvétleni a aplikovani nekte-
rych z&kladnich metod jejich fedeni.

V praxi se ukazuje, Ze mnoho konkrétnich tloh, zvladte dloh spojenych s linearnimi di-
ferencidlnimi rovnicemi, lze GUspédn¢ tesit také pomoci fady formalnich operaci. V pripadé
této tzv. metody integrdni transformace postupujeme nésledovné: zadany problém nejprve
vhodnym zpisobem transformujeme, transformovanou a zpravidla jednodussi Ulohu vyieSime
a zpétnou transformaci pak ziskame teSeni puvodniho problému. Uvedeny postup se
svyhodou aplikuje napt. ve sdélovaci technice, automatizaci, teorii systéma, energetice, elek-
trickych obvodech apod. Existuje fada rozli¢nych integrdni transformaci. V téchto skriptech
se zamétime zejména na Fourierovu a Laplaceovu transformaci a natzv. (a ne pln¢ integrél-
ni) transformaci Z.

S ohledem na aplika¢ni zaméteni texta budeme vétSinu tvrzeni formulovat bez pridus-
ného dikazu. V nekolika mélo pripadech si v3ak struéné naznacime, jak by se uvedené tvrzeni
dokazovalo. Pritom, pokud to bude moZné, se budeme vyhybat doZitym teoretickym Gvaham.
Zamgeiime se spise na vyuziti formulovanych vét pii feSeni rozmanitych dloh. Proto text dopl-
nuje velké mnozstvi reSenych dloh umisténych bezprostiedné za probranou latkou, které se
tykaji. Tyto Glohy jsou dvojiho druhu. Ulohy s titulkem Ukazka maji ilustrovat vyuziti prave
probirané problematiky a proto nejsou obvykle prilis slozité. Je u nich uveden dostatecné po-
drobny postup reSeni. Nekteré z téchto Uloh budeme feSit vice zpisoby a to proto, abychom
zduraznili rozmanitost pristupu k feSeni zadaného problému, coZ se miZe v praxi projevit jako
velice uzitesné. Ulohy s titulkem Uk &zka naznacuji, Ze se jedna o pongkud obtizngj& dlohu,
kterou je moZzné pti prvnim ¢teni pominout. ProtoZe se v3ak i tyto Ulohy tykaji probirané lat-
ky, je vhodné je pti dalSim ¢teni alespon zbéZné projit. DaSi feSené i nereSené priklady uréené
k samostatné préci studentt jsou uvedeny v [ 17] (eventuelné pro narocné ctendrei v[ 7]) a
piisludné pocitacova cviceni v [ 10 ]. Pokud se nékterym ¢tendiam budou zdat jisté partie
téchto textd poneékud abstraktni, je to jen proto, abychom s piipravili zéklad pro pripadné
prohloubeni 1&tky vzhledem k aplikacim.

Pred vlastnim ¢tenim skript bychom rédi upozornili na nékterou uzitou symboliku, kte-
ra by mohla vést k nedorozumeéni. Symbolem C budeme v dalSim rozumét prostor vSech spo-
jitych funkci, pricemz za tento symbol uvedeme, eventuelné v zavorkéch, defini¢ni obor téch-
to funkci. Tedy napi. C<a, b> oznaduje prostor v3ech spojitych funkci jedné proménné defi-
novanych na intervalu <a, b> nebo C(W) je prostor spojitych funkci definovanych na oblasti
W. Podobn¢ je to se symbolem C,, ktery oznacuje prostor vSech funkci, jejichZ derivace n-
tého f&du jsou v prisudné oblasti spojité. Na rozdil od tohoto oznageni budeme symbolem C
ozna¢ovat mnoZinu vSech komplexnich ¢isel.

Pro zjednoduSeni zpisu nékterych vztaha budeme vyuzivat tzv. Kroneckerova symbolu.

Jedné se o dvouhodnotovou veli¢inu, kterd je rovna jedné, pokud i=j a vymizi, pokud
i1 j.Dasetaké vyjédiit pomoci jedné z relaci
d; =max(1- |i- j|,0)=1- min(|i- j[2).

v s

Z hlediska Upravy textu se pii préci sexponencidni funkci pridrzime novejsiho zdpisu
exp(x) misto pavodniho e*.
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Vstupni test
Piiklad 1.1 Vysvétlete wznam symboli ", $, $!, P, U, ", E, C, 1 ,1,1,®.
vysledek
Piiklad 1.2 Negujte nasledujici dozeny vyrok a rozhodnéte o jeho pravdivosti:
("xI R:x*1-2) b ("ab,cl R $xI R:ax*+bx+c=0). wsdedek
Piiklad 1.3 Vysvétlete vyznam omaceni cisdnych t/id N,1,Q,R,C a C.
vyd edek

Piiklad 1.4 Wijadiete mnozinu M ={x1 R:a<x<b} jednodussim zapisem.
vyd edek

Piiklad 1.5 Jak je definovana imaginérni jednotka? vysledek

Piiklad 1.6 Napiste algebraicky, trigonometricky a exponencialni tvar komplexni-
ho ¢ida. wysedek

Piiklad 1.7 Znazornete v Gaussove komplexni roviné velikost (=modul) a argu-
ment komplexniho cisla a ¢ido komplexne sdruzené. vyd edek

Piiklad 1.8 Jak mi Moivrova veta? vysedek
Piiklad 1.9 Popi &te zprisob odmocizovani komplexniho ¢ida.  vysledek

Piiklad 1.10  Vypoctete a v Gaussove roviné zndzornéte ;eSeni algebraicke rovnice
z2°=1 pro zl C. wydedek

Piiklad 1.11 Urcete, pro které hodnoty parametru ¢l R je primka p wjadiena
rovnici 2x—y+ c=0 a)tecnou, b) secnou, c) vngsi primkou kruznice k se stie-
dem S=[3,-1] apolomerem r = 2. vysedek

Piiklad 1.12 Uvedte definici derivace funkce jedné promenné a naznacte jgji geo-
metricky a fyzikalni vyznam. vysedek

Piiklad 1.13 Popi&te, co rozumite pod pojmem Uplny (totalni) diferenciél. vysledek
Priklad 1.14  VySetrete pribeh funkece f(x) = x°e™*. wvydedek

Piiklad 1.15  Vysvetlete rozdil mez urc¢itym a neurcitymintegralem. vysledek
Priklad 1.16 ~ Metodou per partes najdéteintegral ¢x’e™dx. vysedek

Piiklad 1.17  Viypoctete neurcity integral @% . vysledek
X~ +2X° +5x
Piiklad 1.18 Proud v elektrickém obvodu je dan vztahem i(t) = (4+5t)e ™, kdeb
¥

jekladna konstanta. Urcete celkovy naboj Q = ¢j(t) dt . vysledek
0
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2 Funkce vice proménnych

Cile kapitoly: V této kapitole se struéné seznamime se zakladnimi pojmy, které se
tykaji funkci vice proménnych a jsou nezbytné pro vyklad dalSich tématickych celki
probiranych v rdmci piredmétu BMA 2. To znamena, Ze i ngplii kapitoly je tak pozna-
menana a neobsahuje proto i nékteré standardné probirané pasaZe a i¥eSeni nékterych
typickych prikladi. DalSim omezenim je zaméreni se zejména pi¥i geometrickych inter-
pretacich na funkce pouze dvou proménnych. Toto je motivovano zachovanim nazor-
nosti, nebot’ pfi tomto omezeni budou naSe Gvahy probihat v trojrozmérném Euklidov-
ském prostoru. Zavedeni pojmu funkce dvou proménnych je doplnéno pojmy globalnich
charakteristik, jako jsou vrstevnice a obecné hladiny. Po nezbytném sezndmeni se s
pojmy limita a spojitost funkce vice proménnych, je pozornost zaméiena na problema-
tiku parcialnich derivaci a diferenciala spolu sjgich vyuZitim. A to jak ke studiu lokal-
nich vlastnosti funkci (gradient funkce a derivace ve sméru), tak i pro p¥iblizny vypocet
funkénich hodnot a stanoveni teéné roviny a normalové piimky. Déle jsou uvedeny né-
které znamé diferencialni operatory. Zavérem je vyuzito parcialnich derivaci k uvedeni
nékterych kvalitativnich vlastnosti ¥eSeni rovnic o dvou a tiech proménnych.

2.1 Definice a zakladni pojmy

Redlnou funkci n redlnych promennych rozumime zobrazeni f mnoziny D(f) na
mnozinu H(f), tji. f:D(f)® H(f), kde D(f)I R" nazyvame definicnim oborem a
H(f)l R oborem hodnot funkce f . Funkci obvykle zapisujeme ve tvaru
y = f(X,X,,...,X,) nebo zkrécene¢ f(x,...,X,). V ptipadé funkce dvou proménnych resp. tii
proménnych obvykle preferujeme zépis z = f (x,y) resp. u= f(x,y, z). Piiklady takovychto
funkci mohou byt zndmé jednoduché vzorce. Objem V rotatniho vélce je funkci poloméru R
podstavy a vy3ky v, coz zagpiseme

V =V(RV)=p xR*».

Analogicky objem V komolého rotatniho kuzele je funkci tii proménnych vy3ky v apolo-
méra R,r jeho spodni a horni podstavy, coz zapiSeme

V =V(Rv,r) :%(R2 +Rr +r2).

Funkci dvou proménnych z = f(x,y) obvykle znézornujeme pomoci grafu jako mno-
Zinu boda [x,y, f(x,y)] Vv tzv. Euklidovském prostoru dimenze 3 (E?). Pro grafické zné-
zornéni v dvourozmérném vyjadieni (obrazek) vyuzivame ¢asto tzv. metodu rovinnych fezi.
Specidnim pripadem téchto kiivek jsou vrstevnice, coZ jsou prisecnice grafu funkce
srovinami typu z = z,. Interpretujeme-li zemsky povrch lokén¢ jako funkci dvou promeén-
nych, kdy dvojici ¢isel, chapanych jako zemépisna Sitka a délka bodu zemského povrchu,
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pritadime jeho nadmoiskou vy3ku, je takto zavedend kiivka vrstevnici na mapé. Pro funkce n
proménnych definujeme hladinu funkce y = f (x,X,,...,x,) na drovni ci R jako mnoZinu

bodti {[X,,...,x,]T D(f)] f(X,,....x,) =¢}. V nasledujicich obrazcich je pro vyse uvedenou
funkci objemu rotagniho vélce v zavislosti na poloméru podstavy RI [0,2] a vy3ky télesa
vi [0,2] znézornén graf avrstevnice:

aE

1=
1
b

-
= vz

Poznamenejme, Ze volba intervala RT [0,2], vi [0,2] nezavise proménnych byla dana roz-
hodnutim autora. Pokud neni soucésti zadani funkce stanoveni defini¢niho oboru D( f), napt.
u zminéného piikladu je vhodné poZzadovat D(f) =[0,¥)" [0,¥) ve shodé sgeometrickym
vyznamem proménnych R,v, ma se zato, Ze jim je maximdln¢ ptipustna mnoZina. Nalezeni
D(f) avymezeni oboru hodnot je H(f) avrstevnic je typickym prikladem.

Ukézka 2.1: Pro funkci z=+/1- x* - y* urcete definicni obor, obor hodnot a vrstevnice.

Defini¢ni obor je dan spinénim nerovnosti 1- x* - y* 3 0, ¢emuz odpovida kruh se st/edem
v pocatku o polomeéru 1, nebo-li D(f) ={[x,y]|x* +y* £1 . WWraz pod odmocninou nabyva
maximalni hodnoty 1 a pripustné minimum je 0. Z toho vyplyva obor hodnot H(f) =[0,]].
Pri urcovani vrstevnic hledame mnozny bodii [x,y]T R?, jejiz souradnice vyhowuji rownici
x* +y? =1- ¢?, pro vrstevnici , wiky c“ tj. prisechici grafu funkce srovinou z=c. Re-

Zenimi techto rovnic jsou kruznice se stredem v pocatku o polomeru +/1- ¢ .
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Pro funkce, které maji neprazdny pranik defini¢nich obora, zavadime analogicky jako u funk-
ce jedné redlné proménné algebraicke operace, coZ jsou funkce definované na tomto praniku
vztahy:

(f £g)(X) = f(X) £ g(X)), af(X):aXf(X), al R
(fa(X)) = F(X)>g(X), ( )= fgx;, je- i g(X)* 0,

kde X =[x,..,x ]T R".Pii operaci skladani funkci vice proménnych je situace sloZit&j&. Pro

funkci y = f (u,,..u,,) m promeénnych, kteraje, vnejsi slozkou® dozené funkce, poZzadujeme

existenci m-tice funkci u =u (x,...,X,) n promeénnych (coz zkrécen¢ zapisujeme

U (X) = (e U (X0, X ), -0) ), KtEré maji neprazdny pranik defini¢nich oborit D= | D(u) a
i=1

navic pro jgjich obory hodnot plati H(u,)” ..” H(u )" .H(u_)I D(f) proi=1,...,m. Potom

definujeme slozenou funkci

fFUX))=fu,..u )X X)) = T (UK X)), U (X0 X)), Kterdje definovana na

mnozin¢ D.

2.2 Bodové mnoziny

Pri studiu , lokalnich* vlastnosti funkci vice proménnych je vhodné zavést nékteré
pojmy popisujici vlastnosti podmnozin v R". Z&kladnim pojmem je vzdalenost dvou bod:i :

VOGY) Z V(X e X 1 Yo Yal) S0 - ¥0)2 +4 (Xg = ¥0)?

d -okolimbodu X, nazyvame mnoZinu U (X,,d) ={XT R"|v(X,X,) <d}, pripadné redu-
kovanymd -okolim bodu X, nazyvame mnozinu U™ (X,,d) ={XT R"|0<Vv(X, X,)<d}.
Dde tekneme, Ze bod X, je vnit/nim bodem mnoZiny A, jestlize existuje d takovéze
U(X,,d)1 A, ddeje nazvememe hromadnym bodem mnoZiny A, jestlize v kazdém redu-
kovaném d -okolim bodu X,, existuje bod X, takovy, Ze X,1 A, nazveme jg hranicnim
bodem mnoZiny A, jestlize v kazdém d -okolim bodu X,, existuji body X,, X, takové, ze
X,1 Aasoucasné X,i A akoneins X, nazveme bodem uzaveru A mnoZiny A, jestlize
pro kazdé d -okoli bodu X, plati, ze U(X,,d)C At A. MnozZinu A nazveme otevienou
mnoZinou, jestlize kazdy jegji bod je vnittnim bodem mnoZiny, nazveme uzavicenou, jestlize
Al A. Hranici 1A mnoZiny A nazveme mnoZinu viech jejich hrani¢nich bodi.
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2.3 Limita, spojitost

Pri zav&déni pojmu limity a spojitosti postupujeme analogicky jako u funkce jedné promen-
né. Rekneme, Ze funkce f(x) mavbodé A, ktery je hromadnym bodem D(f), limitu L,
jestlize

"UL)SUT(A):(FU(ANT U(L)),

tj. ke kazdému e > 0, existuje d > 0 takové, Ze pro kazdy bod X1 U’ (A,d) plati

f(X)T U(L,e), coz zapisujeme L'Ql\ f(X) = L. Podobng jako u funkce jedné promenné,
|ze z definice limity ptimo dokézat mnoh& tvrzeni. Napriklad funkce f(X) mév bodé A
nejvySe jednu limitu, dalSim je tzv. véta o nerovnostech:

Jestlize plati pro kazdé X T U (A) g(X) £ f(X) £ h(X) anavic!(iglg(X) = )I(igl\h(X) =D,

pak také plati
lim f(X) =b.

X® A

Pro algebraické operace funkci plati nasledujici rovnosti, pii¢emz z existence vyrazi vpravo
plyne existence vyraza vlevo:

lim(f(X)+g(X))=lim f(X)+lim g(X), limaf(X)=a lim f(X), al R
- f(x) _ Jim 1(X)
lim == )
x®Ag(X)  limg(X)

lim (£ (X) g(X)) = lim  (X) lim g(X), je- i lim g(X)* 0

Rekneme, Ze funkce f(X)jespojita vbode A, proktery Al D(f), jestlize mav tomto bodg
limitu a plati

lim f(X) = f(A).

Poznamengime, Ze vzhledem existenci limit funkci, které jsou vysedky s algebraickymi ope-
racemi s funkcemi majicich limitu, plati také, Ze vysledekem algebraické operace se spojitymi
funkcemi je spojitd funkce. Pro doZenou funkci plati:

Existuje-li kompozice f(g), !(I m g(X) =banavic je zobrazeni f spojité v bodé b, potom také

lim f(g(X)) = f(b).

Tato véta spolu s predchazejici pozndmkou umoziuje tvrdit: e ementarni funkce jsou spojité
tam kde jsou definované, pricemz za elementéarni funkce povaZzujeme mocninou funkci, funk-
ce goniometrické, exponencialni, hyperbolické dée funkce k nim inverzni afunkce, které
vznikly kone¢nym poctem algebraickych operaci a operaci skla&dani z téchto funkci. Tato sku-
te¢nost je podstatna pii stanoveni postupu pri vypoctu limity, kdy nejdiive u ,, Skolnich piikla-
du“ zkusime vypocist funkéni hodnotu elementarni v bodé, v némz zjis'ujeme limitu, a exis-
tuje-li tato funkeni hodnota potom existujei limitaajsou s rovny. V Gvahach o existenci
limit je vhodné uzivat specidlniho pojmu limity funkce f(x) vzhledem k mnoZing. Rekneme,
Zefunkce f(X) mavbode A, ktery je hromadnym bodem D(f), limitu L vzhledem
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k mnozné M, proniz M I D(f) anavicjebod A jejim hromadnym bodem, jestlize
"Ub)SU (A):(FU(ACM)T U(Db)),

tj. ke kazdému e >0, existuje d >0 takové, Ze pro kazdy bod X1 U"(Ad)CM plati
f(X)T U(L,e), coZ zapisujeme !(l@r)rl f(X)=L.Zexisence >|<|¢m f(X) =L, plyne pro kaz-
XI'M

dou podmnozinu M I D(f), jeimz hromadnym bodem je bod A také existence
Q&f(X):Li&f(X). Specidni volbou mnoziny M ={[x,(t),...x ()] |tT 1}, kde x,(t)
Xi'M

jsou spojité funkce aexistuje t, 1 1 tak, ze plati A=[x,(t,),..., X, (t,)], je mozZné pii vypoctu
limity funkce vice proménnych vzhledem k mnoZiné M vyuZit postupti vypoctu limit neurci-
tych vyraza pro funkci jedné promeénné. Plati: !(l@r)rl f(X)= Itgr; f(x,(t),.... %, (t)).

Xi'M

Tato skutecnost se s vyhodou pouZije pii dokazovani neexistence limity. Viz. nasledujici
ukazka.

Ukézka22: \yeetietelimitu lim 23

xy)®(00) X +y

Wetrime viechny limity vzhledem k primk&m pk prochézejicim pocatkem y = kx. Potom
2xy  _ 2xy Xkx 2k

lati lim = |im =lim = . Protoze hodnota limi
P (x,y)®(0,0) X2 + y2 R,;]LI@FEE,O] X2 + y2 x® 0 X2 + k2X2 1+ k2 ty

v bode [0,0] vzhledem k prrimce pk zAvisi na volbé k, tedy je pro rizné k odlisna, vySetrovana
limita neexistuje. Viz. ndsledujici obrazek

V uvedené ukazce je pomérné snadno ukézano, Ze limita neexistuje. Pro opatny vydedek, Ze
limita existuje, je treba ukézat, Ze po v3ech kiivkéch malimita vzhledem k této kiivce stejnou
hodnotu. Ovéfit tuto skute¢nost pouze pro urcitou téidu kiivek (napi. piimek) nestati, jak je
patrno z nasledujici ukazky.

2

Ukézka 2.3: Rozhodnéte o existenci limity |im 4X y ~.
(x9®(0.0) X" +y
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V tomto pripade existuji vSechny limity vzhledem k primkém pk prochézejicim pocatkem

2
y=kx ajsou rowyO0, nebor lim Xy :IimszkZ:O.Tatoskutecvnostovéem

[xyle[00] x* + y*  x®0  x? +

XY pk
existenci limity nezarucuje, nebor volbou mnoZiny P, ktera je parabolou y = x? dostavame
2 4
. X : X 1 . - .
lim — yz =lim——— ==. Viz nasledujici obrazek
K,;}%@go,m X' +y x®0 X* + X 2

Obecn¢ pii vypoctu limity je nutné vychazet z definice limity a pracovat s okolimi. V ptipadé
funkce dvou proménnych je mozné okoli bodu [X,, y,] vhodné popsat pomoci tzv. polarnich
soufadnic ve tvaru X=X, +r cosj , y=Y,+rsinj , kdy bod [x,,Yy,] nazyvame polem.
Vyhodou tohoto popisu je, Ze potom limitni prechod [x,y] ® [X,,Y,] |ze nahradit limitnim
piechodem r ® 0. Uvedeny postup ilustruje nasledujici ukazka.

2 2 2
Ukazka2.4: Vypoctetelimitu |jm - S0S (X *Y7).
(xy)® (0,0) (Xz +y? )2

ProtoZe v tomto pripade funkeni hodnota neexistuje (po dosazeni je ve jmenovateli 0), pouz-
jeme transformaci do poléarnich souradnic vetvaru x=r cosj , y=r sinj .Po nahrazeni

proménnych x, y ma funkce tvar:
1- cos’(X* +y*) _1- cos’(r ?)
(x2 + y2)2 r ’

proto vypocet uvedené limity nahradime vypoctem limity funkce jedné promenné a pri vypoctu
mZeme pouZit aparat funkce jedné promenné, v tomto pripade L’'Hospitalovo pravidlo.

_ 2 4 \2 _ 2 ; 2 2
lim 1- cos’*(x 2y):”ml oosj(r ):”m4rsm(r )Scos(r )
(x,y)® (0,0) (x2+y2) r®o r r®o 4r
_peaSin(r?) 2\ _
—!IQ(]) 2 >4r|(gr(1)cos(r )=1
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Poznamenejme, Ze v piipadé kdy vydedek zavisi na | limita neexistuje viz. ukézka 2.2. D&
le je nutné uvédomit si, Ze limitni piechod pro r ® 0 musi obecn¢ zohlednit i moznou zavis-
lostj (r), vizukézka?2.3.

2.4 Parcialni derivace, derivace ve sméru

Pro funkce vice proménnych se zavadi pojem parcidni derivace, ktery vyuZiva pojem
derivace funkce jedné promeénné. Parcialni derivaci funkce y= f(x,X,,...,X,) Vbodé
A=[a,,..,a,] podle proménné x  rozumime derivaci funkce  jedné proménné
y(x) = f(a,,..a_;, % a,,,...a,) Vbod¢ a . Tuto derivaci zapisujeme dvéma moznymi zpu-
soby:

f.HA) nebo Al (A).
Tix

Tedy vSechny proménné kromé promeénné x. ,, zafixujeme" tj. nazirdme nané pii derivovani
jako na konstanty a derivujeme pouze podle proménné x. . Pro grafické vyjédieni pojmu par-
cidni derivace se omezime pouze na funkce dvou proménnych v bode¢ [X,, Y,] . V tomto pfi-
padé ,, zafixovani“ promeénné x, resp. y znati omezit se narovinu x = x,, resp. y =y,. Potom
ve shod¢ s geometrickym vyznamem derivace funkce jedné proménné je derivace f', (X,,Y,)
rovna smeérnici tecny v bodé [x,,Y,] kprasecnici funkce f(x,y) srovinou x = x,. Analo-
gicke Gvahy plati i pro f', (x,,Y,). Situace je znazornéna na nasledujicim obrazku

Jestlize funkce y = f (X, X,,...,X,) madefinovanou parciélni derivaci podle proménné x.
v kaZzdém bodé mnoZiny M, je funkce pritazujici kazdému bodu této mnoZiny hodnotu této
parcidlni derivace nazyvana parcidni derivaci funkce y = f (%, X,,...,X,) podle proménné

X, , C0Z zgpisujeme f((X,,X,,...,X,) nebo E(x , Xy, X ) . Jedna se o funkci n promeén-
i X \ M1 A2 n ﬂX- 11 22 n

nych, pro niz jsou studovany dal§i vlastnosti napt. spojitost.

10
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Zobecnénim pojmu parcidni derivace je derivace ve sméru vektoru S= (s;--sS,) - Derivaci
funkce y = f(x,,%,,...,X,) vbodé A=J[a,,...,a,] vesmeru éz(sl,...,sn) rozumime derivaci

f(a +ts,,...,a, +ts,)
[(Sy0-28,) |
lime-li totiZ vektor § = (0,..,1,..,0) tvoreny nulami svyjimkou i-té pozice (kde je 1), derivace
funkce y = f (X, X,,...X,) vbodé A=[a,,..,a,] vesméru §=(0,..1..0) je rovna parcialni
derivaci funkce y= f(x;,X,,...,X,) vbod¢ A=[a,..,a,] podle proménné x,. Abychom
uvedli i souvislost parcidlnich derivaci s derivaci ve sméru, je vhodné zavést pojem gradientu
funkce y = f (X, X,,...,X,). Jestlize méa funkce y = f (x,X,,...,X,) parcidni derivace v bodé
A podle v3ech promeénnych x;, fekneme, Ze funkce y = f (X, X,,...,X,) ma v bode A gradient
grad f , ktery je roven vektoru parcidnich derivaci vtomto bod¢ podle jednotlivych pro-

meénnych:

funkce jedné proménné y(t) =

pro t =0, coz zepisujeme fL(A). Vo-

w2

f
grad f (A) = EE‘!I'TT » A),..., x
1 n 9

Existuje-li n¢jaké okoli bodu A, v némz mafunkce y = f (X, X,,...,X,) Spojité parcidni deri-
vace podle viech proménnych x,, potom pro libovolny vektor S= (s,-.-,S,) existuje deriva
cefunkce y = f(X,,X,,... X, )vesméru s aplati:

I
grad f(A)>S _Tf S, 10 S

HEEE R T TR

kde vyraz grad f (A)>Soznatuje skalarni sougin téchto vektori. Poznamenejme, Ze pro vek-
tor $sopainou orientaci dostavame vyraz s opacnym znaménkem a hodnota smérové deriva-
ce f&(A) nezdvisi na velikosti |§| vektoru §. Z viastnosti skaarniho soucinu plyne fakt, Ze
nejvetsi hodnoty nabyva fd(A) pro vektor grad f . Gradient funkce f je tedy smérem nej-
vét&ho rastu funkce f. Pro geometrickou interpretaci derivace ve sméru §  se podobng jako u
parcidlnich derivaci omezime na funkce dvou proménnych. MnoZina boda
[a, +ts,8, +ts,, f(a, +1ts,a, +1s,)], t1 R tvofi prisecnici roviny rovnobézné sosou z,
ktera méa stopu v roving xy primku uréenou bodem [a,,a,] avektorem (s,,s,), Spolu s gra-

fem funkce f. Derivace ve sméru vektoru je potom tangentou Ghlu, ktery svirgji vektor §
spolu stecnym vektorem. Viz obréazek

f&A) =

11



12 FEKT Vysokého u¢eni technického v Brng

Dervace ve smdrn vekiomm

Jinou moznou interpretaci je predstava, Ze funkce f lokalné popisuje nadmoiskou vysku
zemskeého povrchu. Postavime-li se slyZemi na svah v bodé¢ [a,,a,, f(a,,a,)] tak, Ze lyZze se
ném pii rovznob&zném promitani ve smeru osy z, promitnou do vektoru (s;,s,), potom podil

rozdilu nadmotskych vysek Spicek a pat lyZi ku délce lyZi je roven derivaci funkce f v bodé A
vesméru §.

Jak jsme jiZ vySe uvedli, Ize parcidlni derivace chapat jako funkci vice proménnych na mno-

Zzing M. Jestlize funkce f ma na této mnozin¢ parcialni derivaci 1?—f(><l,x2,...,xn), ktera ma
X.
J

v bodé¢ Al M parcidni derivaci podle proménné x , nazveme tuto parcidni derivaci parcial-
ni derivaci druhého iadu funkce f podle Xj, X!

oqf O
1 Tn s
fx‘le (A) = ﬂXﬂ)ﬁ (aj_’aZ”an) :ﬂ—)gjg(alsazs---’an) .
]

Opakovanim uvedeného postupu definujeme rekurentné i parcidni derivace vySSich fada. Pro
parcialni derivace vysSich radu plati tzv. Schwarzova véta o zaméng poradi derivovani.

Necht' v né¢jakém okoli U(A) bodu A existuji parcialni derivace f(, f¢a f§ jespojitav bodé

A. Potom existuje i smisenaparcialni derivace fgaplati:

fe=fg.

Zévérem uvedeme duleZité diferencidlni operétory. Pro jednoduchy z&pis gradientu se pouZzi-

L g
va symbolického vektoru nabla N = geiig ktery nej¢astéji pouzivame pro dimenzi 3
el g
[ y
proménnych tj. N :@1119 Gradient grad f zapisujeme potom jako soucin symbo-
&X'y Tz

12
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lického vektory N=go 1.0 o scaaru 1. grad f(A) =, -2 (). Dasm
x, T g elx  TXg

duleZitym operétorem Laplacetv operétor, ktery miZzeme symbolicky vyjédrit:

¥, T

D=N"=—+..+—,

Tx? Tx:
” .7 ”. . "”".T
ktery je nejcastéji pouzivan prodimenze2 3tj. D=——+_—nebo D=—+_—+_——.
™ Ty > 1y 9z

2.5 Diferencial funkce

Diferenciél funkce jedné proménné vnimame jako nahrazeni funkce tecnou a jeho existence je
rovnocennd existenci derivace. Situace v piipadé funkci vice proménnych je komplikovangjsi,
i kdyZ budeme postupovat formané stejné.

Necht' je funkce y= f(x,,X,,...,X,) definovana v n¢jakém okoli bodu A=][a,,...,a,].
Necht existuji konstanty D,,..,D,T R a funkce t (h,...,h.)=t (H), pro kterou plati
IHiQE)t (H) =0 aokoli U(A) bodu A tak, Ze v ném plati:

fa+h,a +h,..a +h)- f(a,a,,..a)=8 Dh +t (h,...h )Jh2 +. +h
i=1

Potom tekneme, Ze funkce y = f (X, X,,...,X,)je bodé¢ A=[a,,...,a,] diferencovatelna nebo,
Ze v tomto bodé ma totalni diferencidl.

Plati, Ze diferencovatelnost funkce y = f (%, X,,...,X,) zarucuje ojitost této funkce a také
existenci vech parcidni derivaci prvniho fédu spolu se splnénim rovnosti

L

(A)=D, proi=1,...n.
X

Proto zavadime pojem diferencidlu. Necht' je funkce y= f(x,X,,...,X,) diferencovateln
v bod¢ A. Potom totalnim diferencialem funkce f v bode A sdiferencemi hy nazyvame vyraz

i i
df (A) =— (A)h +...+—(Ah, .
(A) ‘Hxl( )h ‘ﬂxn( )h,
Vyrazy :TT—f(A)h , pro i =1,...,n nazyvame parcialnimi diferencialy.
X

Pt geometrické interpretaci se opét omezime pouze na funkci dvou proménnych. V tomto
piipad¢ diferencial funkce z = f(x,y) v bodg [x,, y,] obvykle zapisujeme ve zkracené podobé

02 = (0 Yo+ 0 oy, Yol = 8%, Yo 0, Yo)ly
X Ty

13



14 FEKT Vysokého uéeni technického v Brn¢

Vyjédiime-li diferencidy dx=x- X,, dy=y- y,, dz=z- z, adosadime do vy3e uvedené
rovnice vznikne nam pro proménné x, y, z lineérni rovnice, které popisuje te¢nou rovinu k
funkci z= f(x,y) v bod¢ [X,, Y,] . Situace je zndzornéna na nésledujicim obrézku.

Diferereial

Ukézka 2.4: Napiste rovnici tecné roviny a normalove (kolmeé k tecné rovine) primky
k funkci z = arctgl vbode T =[117.
X
Nejdrive vypocteme treti sourradnici tecného bodu arctg% = pz Tedy T = [J,J,pz] . Déle

vypocteme parcialni derivace prvniho /adu.

. y 1
a0 T ctg > 2

ﬂar ° X = XZ = -y ﬂar g X - X - X
2 2 2 - 2+ :

fix 1+ X°+y iy 1430 X2 +y

8Xﬂ gxﬂ
Nyni dosadime do vySe uvedeného vztahu:
b= ! ’ p_
Z_Z_lz+12 (X‘l)+12+12 (y‘l) U X - y+22_E_O

Normélovy vektor tecné roviny h=(1-1,2) je smérovym vektorem normélové primky co?
spolu se znalosti jednoho bodu normaly (T) umoZiuje napsat naps. kanonickou rovnici nor-
malové primky
_P
x-1 y+1_ y 4
1 -1 2

Kromg popisu tecné roviny maZeme vyuZzit totalniho diferencidlu k symbolickému odvozova
ni ,vzorci* pro parcidni derivovani slozenych funkci. Uvazujme funkci f(U)= f(u,,...,u,)
m proménnych jako vngjSi slozku smtici vnitinich slozek (...,u =u (x,...,X,),...) =U(X)
funkci n proménnych. Poté f (U (X)) = f(u,...,u, )X, %) = F (U (X, X, )seees Uy (K20 X))

14
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oznacuje doZenou funkci vice proménnych. Pri zavedeni symbolického vyjédieni parcidni

derivace % = g_f , které je analogické s funkci jedné proménné, dostavame:

+£duj+
‘ﬂf(U(X)):df(U): flu; _ +£ﬂ+ & qf Ty,

T dx dx o fupdx 6.‘1‘Hu ™

Podobr¢ |ze postupovat i u parcidnich derivaci vySSich radi.

Ukézka 2.5: Transformujte Laplaceiv operator Dz=N Z—E+¥ do polérnich
Y’

e
souradnic.

Uvazujme neznamou funkci z=z(x,y) a polarni souradnice ve tvaru dvojice funkci dvou pro-
mennych x=r cosj , y=r sinj . Inverzi zavisost promennych x,y,r ,j je popsana vztahy:

r={x2+y*,j = arctgﬁ. Zacneme pomocnym wypoctem, ktery je primym pouztim vzorce
y

uvedeného vySe dostavame:

R e i Tty ot e

Pri vypoctu waSi derivace postupujeme podl e definice vySSi derivace:

‘Hz ‘Hae —y C_’ ¢ x X 'n;ct _y
é X2 +y? % ZE ﬂXJx +y? ﬂXJx +y? ﬂXX+y
rall

IR $2'y2$ X +20 Y’ +
‘ITXX+y é +y2 XD+ Y o+ Y ,x2+y2)3

é%@\/ﬁ %‘FX +y _X +y %Y(X +y)

2 2

- z¢ +z y +2z¢ Y +2¢ 2%y

n

(x +y ) #* (X2+y2)2 (x2+y2)3 (x2+y2)2

Analogicky dostdvame i parcialni derivaci:

‘ﬂ z_ X2 X2 2xy
¢ —— +z¢ - z¢
r@x +y @ (X +y )3 +%‘F (X2+y2)2+zr (X2+y2)3 % (X2+y2)2

Po dosazeni do Laplacianu a Uprave (r =+/x* + y* ) dostaneme:

1

1 1
22§ =2g2f iR A A

15



16 FEKT Vysokého u¢eni technického v Brng

Dal§im moznym uzitim diferencidlu je pribliZzny vypocet funkéni hodnoty funkce vice pro-
ménnych. Plati totiz Df B df . Upravou daného vztahu adosazenim dx = x - a dostdvame

F (XX ) = F(X) = F(A) +df (A) = f(al,....,an)+é_ Waiﬁ—);"'an)(x “a)

Ukézka 2.6: UZtim totalniho diferencialu priblizné vypoctéte funkeni hodnotu0.99°° .
Pri volbe funkce a bodu A, v némz je uvedeny vyraz roven f(A), je vhodné uplatnit poZadavek
na minimalizovani diferencialii dx , nebor jejich velikost je imeérna velikosti chyby. V tomto

pripadé zvolime funkci f (x,y) =x’abod A=(1,10), protoZe dx =-0.01, dy =- 0.1 a navic

y
|ze presné urcit funkeni hodnotu 1° =1. Vypocteme obé parcialni derivace‘”ﬂi =x’Inx a
X
X vl NAla s S s §
‘ﬂ_ = yx’"~. Dalepriblizné vypocteme
y

0.99°° B1° +1°°In1(0.99- 1) +10x°(9.9- 10) =1- 0.1=0.9,

pric¢emz presné hodnota je 0,905.

2.6 Nékteréaplikace pro ieSeni rovnic

UvaZme jednoduchou rovnici x* = y?. ReSeni této rovnice maZzeme popsat pomoci funkci
jedné promeénné, ato dvéma zptisoby y = +x nebo y =+ | x|. Uv&Zime-li toto feSeni pouze
v okoli ngjakého bodu, ktery je feSenim dané rovnice je tato funkce lokélné urc¢ena jedno-
znacré. Toto plati s vyjimkou jediného bodu (0,0) . Obecné plati:

Necht’ mafunkce y = f (X, X,,...,X,) v n&akém okoli bodu A=[a,,...,a,],pro ktery plati
f (A) =0, spojité parcidlni derivace prvniho f&du (je diferencovatelna b je spojita v tomto

bodg). Jestlize %(A) 1 Opotom existuje funkce x = g(X,.., % ;,X%,q,--, X,) takova, Ze
a =9(a,.,a.,,4a,,.,a,)agraf této funkce je feSenim dane rovnice, tj.
PO %1 G000 X1 Xgs 000 X0 ) X0 %,) = 0.

Navic mafunkce x = g(x,.., X 1, %, X,) Spojité parcialni derivace prvniho fadu v n¢jakém
okoli bodu [a,,..,a _,,a,,,...a,] (je spojita) aplati

it
X.

Y9 __ ﬂ—J proj=1,...,i-1i+1,...,n.
]

X

Tuto skute¢nost miaZzeme snadno ziskat parcidlnim derivovanim uvedené rovnice. Plati totiz
O X 90 Xy X o) X %) _ & T X 9F T _ F  9F Mg _

16
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Poznamengime, Ze rovnice f(x,y) = x* +y* =0 majediny bod feSeni, kdy v jeho okoli nelze
reSeni popsat jako graf funkce jedne promenné, jejim [0,0] . Plati tu f€0,0) =0 = f €0,0).
To potvrzuje z obrézku patrny fakt, Ze toto feSeni nelze popsat jako y = g(x) nebo x =g(y).

NejjednodusSim piikladem uZiti je piipad jedné rovnice o dvou proménnych, ktery
v nésledujici kapitole je v n¢kterych pripadech ,, vysledkem” prikladu, kdy feSeni diferenciani
rovnice je dano v tzv. implicitnim tvaru, tj. je zadano rovnici. Geometrick& interpretace tohoto
ieSeni je krivka leZici vroving. Jestlize navic je funkce f(x,y)levé strany rovnice

f(x,y) =0 ma spojité parcidlni derivace aZ do t&du n ma i funkce y(x) dana implicitné touto
rovnici ma derivace a7 do fadu n. Tyto derivace miZeme urcit z rovnic, které vzniknou po-
stupnym derivovanim dané rovnice stim, Ze jgji levou stranu chapeme jako doZenou funkci

f(x y(x)).
Geometrickou interpretaci reSeni rovnice f(x,y,z) =0 jeplochav prostoru. Existuji-li parci-
ani derivace prvniho fadu potom existence nenuloveho vektoru (¢ f¢ f,) je dostatecnou

NP4

podminkou existence te¢né roviny v bodé reSeni této rovnice a vektor n= (f¢f&f,)jenor-

méalovym vektorem tj. je kolmy k te¢né roviné. UvaZme mnoZinu feSeni popsané dvémi rov-
nicemi o tiech neznamych f,(x,y,2) =0, f,(x,y,2) = 0. Jestlize ob¢ rovnice maji zareSeni

plochy, ke kterym existuji tecné roviny popsané nenulovymi norméovymi vektory t!Il r'1
které jsou lineérné nezavidé, majl tyto plochy prasecnici, ktera je kiivkou v prostoru an|stu—
jejek ni tecna. Te¢ny vektor { ktéo krlvceje kolmy k obéma norméovym vektoram nl n

ajemozné jg urcit jako vektorovy soucin t = n1 nz.

2.7 Shrnuti

Funkce vice proménnych a specialni pripady funkce 2 resp. 3 proménnych:
y=f(X,%,....,x,) = f(X) z=1(x,y) u=f1(xV,2

Geometricka inter pretace funkce 2 proménnych (graf) a vrstevnice:
mnozna bodii [x, y, f (x,y)] v E* (plocha)

17



18 FEKT Vysokého uéeni technického v Brn¢

body 7eSeni rovnice f (X,y) =c (priameét prisecnice grafu srovinou z = c)

Vzdalenost a okoli bodu, limita a spojitost:

VOKY) = V(X e XL LY Yo D) =06 = Y22+ (%, - )2
U(X,,d) ={XT R"|V(X,X,)<d} U (X,,d)={XT R"|0<v(X,X,)<d}

"UL)SUT(A:(FU(A)T UL) U lim f(X)=L
lim f(X) = f(A) U f(X) jespojitdvbode A

Parcialni derivace, gradient, derivace ve sméru:

Iim
x® g X - a1

_ o f Tf 0
gradf(A)-gﬂXl(A) ..... X, (A)B

T4 = gradf(A)xs ‘ﬂf()sl H(A)—SF—

S| ISI 1% "|s|

Diferencial:
T (X, X5 5ees X)) T (X, Xy 5ees X))
df (A) = ﬂ—(A)hl+...+T(A)h

Derivace slozené funkce:

it U(X) _dfU) _ & T T,
% d 5Ty X

Derivace fumnkce danéimplicitné rovnici f(X,..,X 1, 9(X, -, X 1, X 4g0ee X, ), X 4p5en X,) =0

o
g _ X
[P
X
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2.8 Kontrolni otazky

1) Jekazda zavislost n+1 proménnych interpretovatelné jako funkce n proménnych?

2) Jakou plochu v trojrozmérném prostoru mazeme chépat jako graf vhodné funkce dvou
proménnych?

3) Musi byt vrstevnice grafu funkce dvou proménnych krivka?
4) Jaké znéte algebraické operace s funkcemi vice promeénnych?

5) Jaky je defini¢ni obor funkce, ktera je vydedkem algebraické operace s funkcemi vice
proménnych?

6) Vysvétlete skladani funkci vice proménnych. Kolik , vnitinich slozek” musi byt obsa-
Zeno ve sloZené funkci, kde ,, vnéjsi sloZzkou“ je funkce n proménnych?

7) Popiste postup pii vypoctu parcidni derivace a parcidlnich derivaci vySSich fada.

8) Cojeto gradient funkce ajak souvisi sderivaci funkce ve sméru.

9) Kdy zaleZi na poradi derivovéni u parcidnich derivaci vysSich r&da?

10) Vysvétlete pojem totéiniho diferencidlu funkce vice proménnych a jeho souvislost
s parcianimi derivacemi.

11) Jak& je geometricka interpretace totaniho diferencidlu funkce dvou proménnych?

12) Jak je mozné vyuZzit totdniho diferecidlu k pribliznému vypoétu funkéni hodnoty
funkce vice proménnych?

13) Vysvétlete jak je mozné vzuZit totéiniho diferencidlu pii parcidnim derivovéni sloze-
nych funkci vice proménnych.

14) Za jakych podminek je feSeni rovnice F(x,y)=0 v okoli bodu [xo,yo] moZno urcit jako
funkci y=f(x), tj. plati F(x,f(x))=07?

15) Kdy métato funkce derivace ajak je mozné je urcit?
16) Jak je moZné geometricky interpretovat feSeni rovnice F(x,y,2)=07?

17) Vysvétlete geometrickou interpretaci gradientu funkce F(x,y,2) ve vztahu k feSeni vyse
uvedené rovnice.

2.9 Priklady ke kapitole 2

. 5 o V1- In(x +|y)
Piiklad 2.1: Urcete definiéni obor funkce z=Y———5—.
JXe+y -1

Priklad 2.2: Urcete vrstevnici funkce z= \/ X* +y? +2x- 2y+2 prochazeici bo-
dem X =[2,5] a tuto nacrtnete.Vypoctete gradient dané funkce v bode
arozhodnete o jegich vzajemné relaci.
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20 FEKT Vysokého uéeni technického v Brn¢

Priklad 2.3:  Ukazte, ze funkce z=j (x*+Y?), kde | je diferencovatelna funkce,

vyhovuje rovnici y%— xE =0

iy

Priklad 2.4:  Ukazte, Ze funkce zadana implicitné rovnici 4x* - 4x* + y* =0 a bodem
[1/~+/2,1] mé& v tomto bodé lokalni maximum.

Vysdedky viz kap. 9

3 Obyégnédiferencialni rovnice

Cile kapitoly: V prvni kapitole se struéné seznamime s nezbytnymi pojmy, které se
tykaji exaktniho eSeni obyéenych diferencialnich rovnic. Pro rovnici prvniho ¥&du po-
piseme dvé zakladni exaktni metody i#eSeni a to metodu separace proménnych a postup
pro feSeni linearni rovnice. U rovnic vysSiho Fadu se omezime jen na linearni piipad,
kdy se obecné #eSeni nehomogenni rovnice sklada z obecného reSeni rovnice homogenni
a partikuldrniho ¥eSeni rovnice nehomogenni. K uréeni partikularniho ¥eSeni obecné
linedrni rovnice uvedeme metodu variace kongstant. Pro nalezeni partikularniho feSeni
linear ni rovnice skonstantnimi koeficienty piipojime jesté metodu neur €itych koeficien-
ta a poté pro ni popiSeme postup k nalezeni obecného ¥eSeni r ovnice homogenni.

3.1 Zakladni pojmy

Obycejnou diferencialni rovnici rozumime rovnici obsahujici nezavisle proménnou x a
neznamou funkci vy = y(x) jedné proménné veetné jejich derivaci. Ve specidlnich pripadech
mohou nekteré z téchto velicin chybét, avSak alespon jedna z derivaci se v diferencidni rov-
nici vyskytnout musi.

Ukézka 3.1: Priklady obycejnych diferencialnich rownic:
ye=¢e”/x, y@=xsinyt+y?  y'y®+ ytanyt (x+1)°=0, y@y"- eyt sinx=0.

Poznamenejme na okraj, Zze misto derivaci muZe diferencidlni rovnice obsahovat téz dife-
rencidly nezavisle proménné a nezname funkce. Tak napi. prvni rovnici z uvedenych ukazek

miZzeme zapsat i takto: xdy = €” dx.

Réadem diferencidlni rovnice rozumime téd nejvy3si derivace, kterd se v rovnici vysky-
tuje. Tedy rovnice z uvedené ukazky jsou postupné prvniho, druhého, tretiho a ctvrtého rédu.

Obecny tvar rovnice miZeme uvést v implicitnim nebo explicitnim (tj. vyreSeném vzhle-

dem k ngjvysSi derivaci) tvaru. Tedy
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f(xY,y6.,yM)=0 je obecny implicitni tvar diferencidlni rovnice n-tého &du,
ym =f(x,y, ..., y™) jeobecny explicitni tvar diferencialni rovnice n-tého radu.

Abychom toto obecné pojaté vyjédieni ponékud konkretizovali, |ze specidlné pro rovnici prv-
niho a druhého &du psét:

f(xy,y)=0, y=1(xy), f(xy yoy9=0, yt=1f(xy,Yy9.

Prvni dvé rovnice v ukézce 3.1 jsou zapsany v explicitnim tvaru, druhé dvé ve tvaru implicit-
nim. Poznamenejme jesté, Ze v uvedenych relacich vyznacuje symbol f tzv. generickou
funkci, ktera jen naznatuje, Ze se jedné o funkeni zavidost, nemusi to byt vSak tatéZ funkce.

ReSenim obycejné diferencidlni rovnice rozumime kazdou funkci, ktera v néjakém in-
tervalu dané rovnici identicky vyhovuje. Nestaci tedy spInéni rovnice v n¢kolika izolovanych
bodech. Kiivku, ktera feSeni znézoriuje, nazyvame integraini krivkou. ReSeni vySetiované
diferencidni rovnice nemusi v nékterych pripadech viibec existovat, zatimco v jinych piipa-
dech jich muZe existovat vice, i nekone¢né mnoho. Rovnici povaZzujeme za vyieSenou, urci-
me-li v&echna jgji feSeni. Kazdé konkrétni reSeni nazyvame partikularnim /eSenim. Naezne-
me-li univerzalni vzorec, ktery zahrnuje vSechna partikularni feSeni, mluvime o obecném re-
Seni. Toto obecné reSeni obsahuje n navzgem nezévidych integracnich konstant ¢, ..., Cn,
piicemZz n oznatuje fad rovnice. Tyto konstanty se zde objevuji proto, Ze jsme v prabéhu
feSeni museli (ato at’ jiz skryté nebo zjevne) provest n integraci. Obecné feSeni y = y(X)
vlastné predstavuje n-parametrickou tridu funkci a maZeme je ziskat v jednom z nasledujicich
tvara:

implicitni tvar F(xvy.c,....c,)=0
explicitni tvar y=Y(Xc,...C,)
parametricky tvar ~ x = x(t,c,,...c. ), y = y(t,c,,..c,), a £t£b.

Ne kaZda n-tice konstant vyskytujicich se v uvedenych relacich v3ak vede na obecné reSeni.
Tyto konstanty musi byt nezavislé v tom smyslu, Ze jegjich konkrétnimi volbami pokryjeme
v3echna partikulérni feSeni dané rovnice. Pripustné jsou jen takové konstanty, Ze jejich vylou-
¢enim z implicitniho tvaru feSeni a z relaci ziskanych postupnym derivovanim az do t&du n
dostaneme zadanou diferencialni rovnici. Dale poznamenejme, Ze za integracni konstanty
nelze vZdy volit libovolna cisla.

llustrujme si piedchozi tvrzeni na dvou ukazkach. V téchto i nékterych dalSich ukéazkach
budeme uvadét vydedna reSeni vySetiovanych rovnic i kdyZ jsme se s popisem metodiky je-
jich teSeni jedté neseznamili. O spravnosti se vZdy miZzeme piesvedcit dosazenim prezentova
ného feSeni do prislusnérovnice.

Ukazka 3.2: Funkce y =c, exp(x+c,) neni obecnym eSenimrovnice y¢ y=0 i kdyz
této rovnici vyhowuje a jako 7eSeni rovnice druhého 7adu obsahuje dvé konstanty. Uvedené
konstanty nejsou totiZ nezavid é. Reeni Ize upravit natvar y =cexp(x) , kde ¢ =c, exp(c,) a
jedn& se tedy ve skutechogti jen o jednoparametrickou tridu funkci. Obecnym ;eSenim je funk-
ce y=cexp(x)+c,exp(-x). Vskutku, nebor vyeliminujeme-li ztéto relace a zrelace

y@=c, exp(x) + c,exp(- X) obe integracni konstanty, obdrZime vySetiovanou rovnici.
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22 FEKT Vysokého uéeni technického v Brn¢

Ukézka 3.3: Povdmnéme s nyni rovnice y y¢ x = 0. Integraci této rovnice podle pro-
ménné x miZeme Ziskat reSeni vimplicitnim tvaru X% + y? = ¢, znéhoZ pro integrachi kon-
stantu vyplyva omezeni ¢ > 0.

Diferencidlni rovnice muze mit je&é singularni 7eSeni, které je jisym zpusobem vyjimec-
né. V matematické literature existuji dokonce tti definice singulérniho feSeni, avSak Zadné dvé
z nich ngjsou ekvivalentni. Podle téchto definic nazyvame ieSeni singularnim jestlize:

a) bud’ neni obsaZeno v obecném feSeni

b) nebo je v kazdém jeho bodé porudena jednozna¢nost

c) nebo jsou vSechny jeho piimkové e ementy singularni.

Podle prvni definice singularni feSeni neni specidnim ptipadem obecného feSeni pro
Zadnou konkrétni n-tici integracnich konstant. Podle druhé definice kazdym bodem singular-
niho teSeni prochazi alespon dveé integralni kivky dané rovnice. Podle tieti definice singulér-
ni feSeni vyhovuje napt. pro implicitni rovnici prvniho f&du soustavé dvou diferencidlnich
rovnic f(x,y,y)=0, f(xy, y)=0. Uvedena homonymita zpisobuje, Ze vysetiovana
funkce maze podle nekteré z definic predstavovat singulérni feSeni, zatimco podle jiné defi-
nice ne. To demonstruji nésledujici ukazky.

Ukazka 3.4: VySetiujme nejprve rovnici y¢ = y* . Jgji obecné 7eSeni je y = c €”. Za-
byvejme se nyni konkrétni funkci y, = 0. Tato funkce je obsaZena v obecném ;eSeni a to pro
¢ = 0, Zadnym jejim bodem neprochéz jiné 7eSeni uvedené rovnice, avsak viechny jgi prim-
kové elementy jsou singularni, nebor uvedené 7eSeni vyhowuje soustave rovnic

f(x,y,y)° y¢- y*=0, f(X,y,y9° 2y¢=0 . Podle prvnich dvou definic se tedy nejedna o

singularni 7eSeni, podle treti definice viak ano.

Ukazka 3.5: Nyni studujme rovnici y¢=- y*,/1- y* . Funkce Yy, = 0 neni obsaZena v
obecném 7eSeni y =sgn(x- ¢) (1+(x- c)z)'%. Zadnym jejim bodem neprochézi dald 7eSeni
studované rovnice. Funkce Y, sice vyhowje rovnici f(x,y,y9° y¢+y*/1- y*> =0, aviak
nevyhowuje druhé rownici, nebor’ f (x,y,y9° 1* 0. Podle prvni definice se tedy jedna o
singularni 7eSeni, podle zbyvajicich dvou vSak ne.

Ukézka 3.6: Nakonec vySetieme nelineérni rovnici y¢ =4y, y>0 . Funkce y, =0
neni obsaZena v obecném eSeni y = (x - ¢)® dané rovnice pro Zadnou hodnotu c, j&jim libo-
volnym bodem % prochaz jedt¢ jedno dal& reSeni {/: (x- >)<)2 a wyhowuje soustave rovnic

f(xy,y9° y€- 4y=0, fe(X Y, y9© 2y¢=0. Vtomto pripade se viechny t7i definice sho-
duji, nebor’ funkce y, je singularnim 7/eSenim podle kazdé z nich.

Priibehy 7eSeni uvedenych ukazek znazorsiuje ve stejnémporradi - Obr. 3.1 . Cervené je
zde vyznaceno singularni 7eSeni, které ve viech tiech pripadech splyva s osou x.
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Obr. 3.1: Ukézky singularniho feSeni

Uvedli jsme, Ze feSeni diferencidni rovnice zavisi obecr¢ na n integra¢nich konstan-
tach. Abychom tyto konstanty urcili a ziskali tak jednozna¢né ieSeni, musime k diferencialni
rovnici pridat je&t¢ n navzgem nezévislych vedlegSich podminek. Jsou-li tyto podminky zadé
ny v jednom bod¢, nazyvaji se pocatecnimi, jsou-li zadény ve vice bodech, nazyvaji se okra-
jowymi. Jako technicka interpretace pocatecnich a okrgjovych podminek ndm muze posouzit
jednostranné a dvoustranné vetknuty nosnik ¢i jazyckova pistala a houslova struna. Diferen-
ciani rovnici spolu spoc¢aecnimi ¢i okrgjovymi podminkami nazyvame pocatecni ¢i okrajo-
vou Ulohou. VedlgSi podminky hraji pti feSeni diferencialnich dloh dul€ezitou roli, nebot” mo-
hou velice ovlivnit existenci i tvar vysledného feSeni, jak naznaduje nasledujici ukazka

Ukazka 3.7: Uvazujme rovnici druhého 7adu y@+y =0, kterou pro dosaZeni jedno-
znacnosti 7eSeni doplnime dvema vedl g Simi podminkami. Vyberme sedm moznosti:

a) pocatecni podminky y(0) =0, y%€0)=1 vedouna/eSeni y=snx,

b) okrajovepodminky y(0)=0, y(%)=1 davajitotéz/eSeni y=snx,

c) okrajovepodminky y(0) =0, y(%)=0 implikuji nulovéreseni y=0,

d) okrajovepodminky y(0) =0, y&2)=0 davaji y=csnx, kde c jelibovolne,

e) pocatecni podminky y(0) =1, y&0)=1 vedou na ieSeni y=~/2sin(x+ L),

f) okrajovepodminky y(0)=1 y(2)=0 poskytuji eSeni y=cosx,

g) okrajovepodminky y(0) =1, y&%)=1 nedavaji zadneé reSeni.

Z uvedené ukazky vyplyva, Ze riznou volbou pocéecnich podminek miZeme doséh-
nout toho, Ze dan& Uloha pro tutéz rovnici bud’ nema zadné feSeni nebo poskytuje nekonecné
mnoho feSeni nebo dava jednozna¢né reSeni rtiznych tvari. Nezbytnost nalezeni obecného
feSeni, které pokryvéa vSechnaieSeni vySetrované rovnice, ilustrujme na ukazce:

Ukézka 3.8: Re3me pocéatecni tlohu y& y =0, y(0)=0, y¢0) =1. Povazujme nejprve
za obecné 7eSeni (tak jak je to naznaceno v ukézce 3.2) funkci y = cexp(x) , kterd sice obsa-

huje nekonecné mnoho 7eSeni dané rovnice, ale zdaleka neobsahuje jeji 7eSeni vSechna. Pak
Zadnou volbou konstanty ¢ nedosahneme splnéni zadanych pocatecnich podminek. Tato kon-
stanta by totiz musela vyhovovat soustave dvou rovnic y(0)° c=0 a y40)° c=1, coz je

nemozné. Vezmeme-li v3ak v Gvahu spravné obecné 7eSeni  y =c exp(X) +c,exp(- X), Zis
time, Ze pfi ¢, =0.5, ¢, =-0.5 jsou dané pocatecni podminky spineny. Hledanym partiku-
larnim 7eSenim je znaméa funkce y =1 (exp(x) - exp(- X)) ° sinhx.
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24 FEKT Vysokého u¢eni technického v Brng

Vystupuje-li v rovnici nezndmé funkce y véetné viech svych derivaci nejvySe v prvnim
stupni, mluvime o linearni diferencidni rovnici. Prikladem linearni rovnice druhého &du jsou
rovnice z piedchozich dvou ukazek. Linedrnim rovnicim, vzhledem k jejich castému vyskytu
Vv praxi, vénujeme niZe dostatek pozornosti. Rovnice, které neni linearni, je nelinearni. Prikla-
dem nelineérnich rovnic jsou vSechny ¢ty rovnice z ukazky 3.1.

3.2 Existence ajednoznaénost reSeni

JiZz jsme se zminili, Ze zadana diferencidni Uloha nemusi mit Zadné reSeni. Napt. pocéates-
ni tloha yyt+x=0, y(0)=0 vredném oboru Z&dné feSeni nem4, v komplexnim oboru
viak mafedeni dvé y =+ x kde j% = -1. Pro praktické aplikace je viak Zadouci, aby FeSeni
bylo jediné. Musime tedy nejprve stanovit néjaké podminky, za nichz feSeni dané ulohy vibec
existuje a podminky, za nichz je toto feSeni jediné. Existuje fada vét, které natyto otazky od-
povidaji. Vybereme jen dvé z nich.

S ohledem na dal&i probiranou latku pojmeme tuto kapitolu pomérné obecné a budeme se
proto zabyvat po¢aecni ulohou rovnice n-tého radu. Zatim Uc¢elem predpokladejme, Ze mame
danu (n+1)-rozmernou oblast W av ni pevny bod [X,, Y,, ¥§.... Y\ ?11 W. Vechny sourad-

nice tohoto bodu jsou, i pres oznateni pripomingjici derivace, predem dané ¢isla. Tento obec-
ny bod reprezentuje nastaveni pocéatecnich podminek, nebot” obsahuje jak polohu pocatecniho
bodu tak i hodnoty, jeZ musgi ptislusné derivace hledaného feSeni v tomto bod¢ nabyvat.
Pocétecni tlohu, kterou budeme vySetrovat, formulujeme takto:

YO =00y Ve YY), Y06) = Yo YT (%) = YT (3.1)

Ukéazka 3.9: Pro n= 1, 2, 3 ma uvedena formulace konkrétni tvar:
y&=f(xy), Y(%) = Yo
ye=f(x .9, Y06) = Yor  Y&X) = Y&
y#= Ty, ¥4y, y0%) = Yo YEG) =Y YE&x)=y§

Tvrzeni nadedujicich vét zapiSeme nejprve prehlednym matematickym zépisem a tento
z&pis bezprostiedné vysvétlime.

Véta3l: f1 C(W) b $ 7eSenidlohy(3.1)vokoli X, tj.jelifunkce f voblasti
W spojitou funkci vech svych argumentiz, pak v okoli bodu %o 7€Seni Glohy ( 3.1) existuje.

Ukazka 3.10: UvaZme nejprve velice jednoduchou Ulohu y¢=2x, y(0)=1. Funkce
f(x,y)=2x jeproviechna x y 0jita, takZe /eSeni Ulohy existuje. Abychom je ziskali,
integrujme ob¢ strany dané rovnice podle proménné x. Dostaneme 'y = x* +¢. Hodnotu in-
tegracni konstanty ¢ ziskame z pocatecni podminky, nebor y(0) = ¢ =1. Hledané /eSeni ma
tedy tvar y=x"+1.

Ukéazka 3.11: Zabyvejme se nyni formalné malo pozménénou Glohou y¢=1, y(0)=1.
Funkce f(x,y)=< nenivtomto piipadé vbodé x = O spojita a proto véta nezarucuje exis-
tenci 7eSeni. Uk&Zeme, Ze 7eSeni nasi tlohy ani nemuiZe existovat. Integraci obou stran rovnice
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dospgjeme krelaci  y=In|x|+c, coZ je obecné ;eSeni vySetrované rovnice. Vzhledem
k zadané pocatecni podmince viak nemiZeme pro Zadnou hodnotu integracni konstanty c¢
dosahnout toho, aby vbodé x = 0 platilo y(0) = 1. ReSeni zadané pocétecni Ulohy tedy nee-
xistuje.

K zgjisténi jednoznacnogti feSeni Ulohy ( 3.1) vSak samotna spojitost funkce f nestaci a
proto musime predpoklad zesilit. Budeme poZadovat navic, aby funkce méla spojité i prvni
derivace podle vSech argumenti, tj. aby byla hladka.

Véta32: f1 C(W b $! 7eSenidlohy (3.1) vokolix, t.jelifunkcefvoblasti

W hladkou funkci vSech svych argumentii, pak vokoli bodu x, existuje prave jedno 7eSeni
tlohy (3.1).

Ukézka 3.12:  Jako protip/iklad uvedme pocatecni Glohu y¢=2¥-1, y(0)=0,
kterd ma nekonecné mnoho 7eSeni vzhledem k tomu, Ze funkce y=cx*+x vyhowje dané

Uloze pro libovolnou hodnotu konstanty c. Priibeh téchto 7eSeni pro rizzna ¢ je uveden na
Obr. 3.2. V&echna reSeni vychazgi z pocatku (tj. splzuji danou pocatecni podminku) a to se
stejnou smernici zndzornenou cervené. Uvedena skutechost viak predchozi vete neodporuje,
nebor funkce f(x,y) =2¥- 1 neni v pocatku hladkou funkei prvniho z argumentsi.

Obr. 3.2 Neednoznacnost feSeni pocétecni lohy

PovSimnéme si jesté vlivu pocéaecnich podminek na feSeni nasi tlohy. Jedna se o formu-
laci vhodnych predpokladi pro to, aby pti spojité zmeéné pocétecnich podminek nevykazovalo
piisudné feSeni skokové zmeény.

Véta3.3: 1T CW), "[XYorn Y PIT W 8! €eni Yy =0(X, %o, Yoo Y™ ?) P
ol C(I"W), tj.jelifunkce f voblasti W spojita a existuje-li pro kazdé pocatecni pod-
minky z této oblasti prave jedno ;eSeni Ulohy ( 3.1 ), pak toto /eSeni zAvis $pojité na pocatec-
nich podminkéach.

Ukazka 3.13: Platnost predchozi vety s ilustrujme na pocéatecni Uloze y@z%y ,

A4

y(x,) =a, y&x,)=b,jgimZeSenimjefunkce

. _atbx xy,  2a-Dbx, X
°j (X%a,b)=—"2(—)" +——=2=.
VoI (exa ) == () +
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26 FEKT Vysokého uéeni technického v Brn¢

ProtoZe funkce f(x,y :%y je spojita v celé rovine svyjimkou pocatku, je i 7eSeni, tedy
funkce ¢, spojitou funkci vSech svych ¢ty argumentii X, x,,a,b s vyjimkou pripadi x =0
a X =0.

3.3 Rovnice prvniho radu

3.3.1 Geometricka interpretace

V tomto odstavci se budeme zabyvat diferencidni rovnici prvniho #&du v explicitnim tva-
ru. Obecné eSeni této rovnice obsahuje jednu integra¢ni konstantu, takZze miaZzeme predepsat
jen jednu vedlejSi podminku, tj. podminku pocatecni. Budeme tedy vySetiovat pocétecni dlo-
hu

y=f(xy), Y(%o) = Yo- (3.2)

Proved’me nejprve geometrickou interpretaci Ulohy ( 3.2 ). Kazdému bodu [x,y] roviny (X,
y) lze pritadit hodnotu funkce f(x, y) atuto hodnotu maZeme chépat jako smérnici tecny ke
grafu feSeni (integrélni kiivee) v bode [xy]. Trojici ¢isel (%, Yy, f(x, y)) nazveme linearnim
elementem rovnice ( 3.2) amnoZinu v&ch linedrnich elementi jejim smérovym polem Rov-
nici ( 3.2) mazeme rozlozit nadvé rovnice f(x,y) =k a y(=k, kde k je n¢jaka konstanta.
Prvni z téchto rovnic je implicitnim vyjédienim rovinné kiivky, kterou nazyvame izoklina.
Druha rovnice tik4, Ze kazdé eSeni protiné izoklinu se sejnou smérnici k. Hledané feSeni
studované tlohy (3.2) je reprezentovano integralni kiivkou prochézejici bodem [xo,Yo].

Ukézka 3.14: Situaci s ilustrujme na rownici  y¢= 2% . Zvolme pevne konstantu k. Pak
odpovidajici izoklina, na niz graf kazdého 7eSeni ma smernici y¢=k, matvar y = % x. Obr.

3.3 znazornuje odpovidajici izokliny (cervené cary) a integralni krAvky (modré cary) pro riz-
né volené konstanty k.

Obr. 3.3: Prabe¢h izoklin aintegralnich kiivek
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Ukézka 3.15: Studujme nyni rovnici 4y¢+xy=-2x*. Funkce f(x y)=-%(2x+Yy)

jev celérovine spojitd. Smerové pole je ndzorneno na Obr. 3.4. Vedlgsi obrazek zachycuje
totéz smerové pole s prizbehy peti 7eSeni s riznou pocatecni podminkou. Na Obr. 3.5 je pak
jeste zndzorneno smerové pole prislusgici rovnici yé=sin(x+y).
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Obr. 3.4: Smerove pole samotné a s integrdnimi kiivkami
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Obr. 3.5: Smerove pole rovnice y¢=sin(x+y)

Z vét uvedenych v kapitole 3.2 vyplyva véta o jednoznacné existenci feSeni nasi tlohy.

Véta 3.4: Nechrjsou funkce f a f, spojitévceérovine (X, y). Pak pro libovolné po-
catecni podminky existuje prave jedno eSeni pocatecni Ulohy ( 3.2 ), které je bud’ definovano
na celé ciselné ose nebo ma jednu ¢i dve asymptoty bez smeérnice.

Ukéazka 3.16: VySetieme pocatecni problém y¢=2x(y*> +1) , y(0) =0. Prava srana
rownice f(x,y) = 2x(y* + 1) z‘gjme spliiuje predpoklady predchozi vety (jedna se o polynom),
takZe existuje prave jedno 7eSeni zadaného problému. Dosazenim se presvedcime, Ze timto

FeSenim je funkce y = tan X%, ktera je definovana v intervalu (- \/%,\/%) a ma tedy v bodech

X= J_r\/% dve asymptoty bez smérnice. Integralni kiivka je znazorneéna na Obr. 3.6 vievo.
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Obr. 3.6: Integrdni kiivky ukézek 3.16 a 3.17

Ukazka 3.17: Povdmnéme si nyni pocatecni ulohy y¢=exp(y), y(0)=0.JiZze sa-
motné rovnice vyplyva, Ze 7eSeni jerostouci funkci, nebor y¢>0. Proto y=- In(1- x). Toto
7eSeni je definovano naintervalu (- ¥,1) amatedy vbode x =1 jednu asymptotu bez smer-
nice. Integralni krfivku uvadi Obr. 3.6 vpravo (cervena kirivka). Pokud bychom zamenili
pocatecni podminku a zvolili  y(2) =0, pak by 7eSenim byla funkce y =In(x- 1) . Tato funkce
ma stejnou asymptotu bez smernice, je vSak definovana na intervalu (1,0), viz Obr. 3.6
vpravo (zelena krivka).

Ukéazka 3.18: Pocéatecni tloha y¢+ y=2sinx, y(0)=-1 mé ;eSeni y=snx- cosx
definované na celé ¢iselné ose.

Pro praxi je velice dilezité urcit obecné feSeni dané rovnice. ProtoZe neexistuje univer-
zani metoda eSeni diferencidlnich rovnic, omezime se jen na dva nejdil€ezitéjsi typy rovnic a
pro n¢ uvedeme zpisob vhodného exaktniho reSeni.

3.3.2 Separace proménnych

Diferenciélni rovnici se separovanymi proménnymi rozumime rovnici
ye=1(x) a(y) . (3.3)
Abychom uvedenou rovnici vyiesili, upravme ( 3.3) natvar

YOI £ (3 dx.
9(y()

Zvéazime-li, Ze y=y(x), y(x)dx=dy, dosadime do piedchozi relace a ob¢ strany zintegru-
jeme, dostaneme obecny integrél vysetrované rovnice ve tvaru:

. d .
oﬁ:of(x)dm (34)

Postup pii ¥eSeni rovnice ( 3.3 ) tedy spociva v tom, Ze na jednu stranu rovnice pievede-
me ¢leny se zavisle proménnou a na druhou stranu ¢leny s nezavide proménnou. Tim obé
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proménné separujeme a miZzeme proto obé strany rovnice zintegrovat. Uspéjeme-li ve vy-
poctu obou integrélt, obdrZzime feSeni v implicitnim tvaru. Podati-li se nam navic osamostat-
nit proménnou 'y, ziskéme teSeni v explicitnim tvaru. Nesmime zapomenout, Ze se funkce
g(y) vyskytuje ve jmenovateli a proto musime pti praktickém fedeni pripad g(y) =0 vy3etiit
zvlé&&t, nebot” miZe poskytnout singularni feSeni.

v s

Obecngjsi rovnice f,(X) g,(y) y¢= f,(X)9,(y) se narovnici se separovanymi promenny-
mi snadno pievede.

Ukézka 3.19: Mame nalézt obecné eSeni rovnice y¢=3x’(y- 2) . Rowvnici nejprve

upravime na tvar

i =3x% dx

y-2
a to je jiz rovnice se separovanymi promeénnymi. Integraci obou jgich stran ziskame
Injy- 2|=x*+In|c|, coz je implicitni tvar 7eSeni. Odlogaritmovanim dostaneme
ly- 2]=|c|exp(x®) a odsud, zahrneme-li absolutni hodnotu do integracni konstanty, pak
obecné 7eSeni y =2+ cexp(x®) v explicitnim tvaru. Nesmime zapomenout na micky prove-
deny predpoklad, Ze y—21 0, nebor funkce y = 2 té€Z vyhowuje zadané rovnici. Toto 7eSeni je
v3ak jiZz obsaZeno v obecném ;/eSeni pro ¢ = 0. Pribeh integralnich kvek pro rizna ¢ znazor-
nuje Obr. 3.7 vievo. Pripad c = 0 je vykreden cervene.

Ukéazka 3.20: Hledame véechna 7eSeni rovnice x* y¢=y* - xy+x* . Tuto rovnici nelze
p/imo separovat. Zavedeme proto novou neznamou z pomoci relace y = x z a ziskame tak
po Gprave rovnici xz¢= (z- 1)?, kterou jiZ separovat | ze. Z téo rovnice wplywa

oS aodsd 1 =In|x|+InjcEIn(ex),
(z-1 X 1-1z
nebor xI (-¥,0)E (0,¥) a konstantu c volime tak, aby cx>0. Prechodem k pivodni

nezname ziskame nakonec obecné 7eSeni ve tvaru 'y = x(1- ) . Behem Uprav jsme délili

1
In(cx)
dvojclenem z- 1, ktery nabyva nulové hodnoty pro z=1 a to odpovida funkci ¥ = x. Tato

funkce zadané rownici téZ vyhowuje, aviak neni obsaZena v obecném ;eSeni pro zadnou hodno-
tu integracni kongtanty c. Jednoparametricky systém funkci y a funkce § prredstawuji vSechna

7eSeni vychoz rownice. Priibéh integralnich ksivek zndzorsiuje Obr. 3.7 upro-
sted. Jedine funkce ¥, znazornéna cervene, je definovana na ceé cisené ose. Jednotliva

partikularni 7eSeni jsouprii ¢>0 ¢i pri ¢c<0 definovana jen na poloose (0, ¥), pripadne (
- ¥, 0). Tato /€Seni jsou nespojita vbode x=1/c.

Ukéazka 3.21: V RL obvodu je zapojena nelinearni civka s charakteristikou i = k F?,
kde k je zadana konstanta. Sanovte proudovou odezvu i = i(t), je-li v daset = 0 sepnut vypi-

nac. Uvedeny obvod je popsan pocatecni Ulohou %—'f +Ri =U, , i(0) = 0. Po dosazeni za
proud dospéjeme k rovnici dd—'i +k RF ? =U,. Jgim separovanim dostaneme
dF kR

=U, dt, kde k= [—.
1-kF2° U,
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30 FEKT Vysokého uéeni technického v Brn¢

Integraci ziskame argtanh(kF)=kU,t+c. Zpocatecni podminky pro proud wyplywa, ze
také F (0) =0, cozimplikuje c=0. Proto F =tanh(k U,t)/k a dosazenim do charakteristi-

ky i :U—thanhz(k Uot) . Prubéh proudové odezvy v pripadé Up= R prezentuje pro nekteré

hodnoty k Obr. 3.7 vpravo..
3.19 y ] 3.20 i i 3.21
! 3 |
- |
y2 Ir
- 5 i ."!

2HE A 4E [Pos Rl

HE 0 04 08112 15 2

Obr. 3.7: Prabehy integralnich kiivek ukazek 3.19, 3.20 a 3.21

3.3.3 Linearnirovnice

Linearni rovnice sev praxi velice ¢asto vyskytuje. Matvar

y(+ f(x)y=g(x) , x1 1. (35)
Plati-li f, g1 C(1), tj. jsou-li obé funkce f(x) ag(x) naintervalu | spojité, pak v dasledku
véty (3.4) malineédrni rovnice pro kazdou po¢étesni podminku y(Xo) = VYo, % 1 | prévé jed-

no ieSeni, které existuje nacelém intervalu I.
V ptipadé homogenni rovnice, kdy g(x) =0, lze ( 3.5) snadno vytesit separaci promeén-

nych, nebot’ % =- f dx. Oznacime-li integracni konstantu symbolem c, dostaneme

y =cexp(- of (x)dx) =c/F(x), kde F © F(x) =exp(Of (X) dx) (3.6)

V piipadé rovnice nehomogenni, kdy g(x)* 0, naezneme feSeni pomoci metody variace

konstanty. Tato metoda spociva v tom, Ze zminéné reSeni hledame ve tvaru ( 3.6 ) jen stim
rozdilem, Ze velicina ¢ neni konstantni, ale zavisi n¢jakym zpasobem na proménné x, tj. Zze
je vlagtné funkci c=c(x). Predpokl&dametedy y=c(x)/F(x). Abychom funkci c(x)
urcili dosad’me piredpokladané ieSeni do ( 3.5). ObdrZime

c¢ cF¢ . c F

—-—+f== p ct+(f- —)c=gF.

== ( F% g

Vzhledem k definici funkce F je vyraz v zavorce posedni rovnosti nulovy a proto
ct=gF P c=pFdx+c,.

Obecné eSeni linedrni rovnice je pak déno relaci
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y =[Qa(X) F(x)dx+c,]/ F(x) (3.7)
ReZeni lineérni rovnice tedy vyZaduje v obecném piipadé provedeni dvou kvadratur.

Souhrnn¢ fec¢eno postup eSeni linedrni rovnice spocéiva v tom, Ze pomoci separace pro-
meénnych nalezneme nejprve obecné reSeni rovnice homogenni. V takto ziskaném teSeni po-
vaZujeme integracni konstantu za funkci nezavisle proménné x a dosadime do vychozi ne-
homogenni linearni rovnice. Po Upravé ziskdme jednoduchou rovnici, z niZ integraci obdrZzime
funkci c¢(x). Dosazenim do piedpokladaného tvaru pak dospéjeme k vyslednému feSeni ne-
homogenni line&rni rovnice.

Ukézka 3.22: Mame nalézt viechna 7e%eni rovnice y¢ 2xy=4x’ . Vidime ihned, Ze
ob¢ funkce f(X) =-2x a g(x) = 4 X° jsou na celé ¢iselné ose spojité. ReSeni p/isludné homo-
genni rovnice y¢- 2xy=0 je y=c exp(x®).Reseni nehomogenni rovnice tedy predpokla-
dgmevetvaru y=c(x) exp(x’) adosadmedo zadané rovnice. Ziskame postupné

clexp(x®) +2xcexp(x’) - 2xcexp(x’)=4x> b

clexp(x’)=4x> b c =4 exp(- x*) dx
Pro urceni integralu nejprve zavedeme substituci t = x* a transformovany integral vypocte-
me metodou per partes. Po menSich Upravach ziskame nakonec jednoparametricky systém
funkei y = cexp(x’) — 2 x*— 2 ktery obsahuje vechna eSeni dané rovnice.

Ukéazka 3.23: Linearni RL obvod se stiidavym buzenim je popsan diferencialni rovnici

L4 +Ri = E,sinwt |,
v niz vdechny koeficienty jsou kladné. Mame urcit proudovou odezvu i =i(t), plati-li
i(0) =0. Obe funkce f(t) —§ a gt :ETsinwt v dané rovnici jsou spojité na celé cisel-
né ose. ReSenim homogenni rovnice ziskdme i =cexp(- £t). ReSeni nehomogenni rovnice
tedy budeme predpoki&dat ve tvaru i = c(t)exp(- Rt). Dosazenim do zadané rownice dosta-

neme po vylouceni ¢leni: s opachym znaménkem a Uprave

c= % OXp(ft)sinwtdt .
Po dvoji integraci per partes dospéjeme k relaci
i :ﬁexp(%t)(Rsinwt— w L coswt) +¢, = E, exp(Rt)sin(wt- d) +c,,
EO
JR+wW P
Obecné 7eSeni méa tvar i=Esin(wt- d)+c,exp(- Rt). Integracni konstantu urcime z poca-
tecni podminky, nebor’ 0 = ¢, — E; sin d. Proudova odezva
i°i(t)=Esin(wt-d)+E exp(- Rt)sind

kde tand =%, E =
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32 FEKT Vysokého u¢eni technického v Brng

tedy obsahuje periodickou doZku a tlumenou slozku, kterd po urcitém case prakticky zanikne.
Vdicinat =k senazyva casovou konstantou.

Ukézka 3.24: Jako ukazku s uvedme jedté jeden, formalne mirné odlidny postup pri ie-
Seni linearni rovnice. Vynasobenim ( 3.5 ) zatim bliZze neurcenou funkci F Ziskame
Fyt+F f y=F g. K Uprave této relace wuzjme znamého pravidla pro vypocet derivace
soucinu (F y)¢=F y¢+ F¢y. Po malé Upravé dostaneme (F y)¢+(F f - FQ y=F g. Nyni
2volme F tak, aby se podedni rovnice maximalnée ZednoduSila. K tomu gaci, aby vyraz
v zavorce vymizel, tj. aby pro funkci F platilo F =exp(Qf (x)dx) . Tato volba F implikuje

rovnici (Fy)¢=Fg atudiz Fy=cgFdx+c,, coZjevpodstate (3.7).

V kapitole 3.3 jsme popsali jen dvé zakladni metody exaktniho feSeni obycejné diferenci-
alni rovnice prvniho t&du. Metody pro feSeni nekterych dalSich typa rovnic Ize nalézt napt. v
[9].[16],[27],[28]. Zvia&e [ 16 ] je vhodn& pro pouZiti v praxi, nebot’ obsahuje velké
mnozstvi konkrétnich diferencidlnich rovnic (a to nejen prvniho radu), které jsou bud’ ptimo
vytreSeny nebo je zde uveden podrobny postup, jak reSeni ziskat.

3.4 Rovnicen-tého radu

3.4.1 Obecny tvar rovnice

Obecny tvar rovnice n-tého fadu, ato jak v implicitni tak i explicitni forme, jsme uvedli
jiz v kapitole 3.1. Pro nekteré typy obecnych rovnic existuji postupy, jak tyto rovnice vyiesit
nebo despon zjednodudt, napi. pomoci sniZeni fadu vySetiované rovnice. Témito postupy se
nebudeme bliZe zabyvat. Pripadné zgjemce odkazujeme napt. na [ 28 ].

Nejpodrobngji je propracovana problematika linedrnich rovnic. ProtoZe se tyto rovnice
v praxi vyskytuji nej¢astéji, omezime dalSi Uvahy jen na né. Poznamengime, Ze vzhledem
k vyhodnym vlastnostem |ze pomoci linedrnich rovnic s vyhodou aproximovat i mnohou neli-
nearni rovnici. V technické praxi je linearizace nelinedrnich rovnic aplikovana mnohdy po-
merné nepiesné a to miZze vést k nespravnym zavéram. Je tieba s zefména uvédomit, Ze ne
vSechny vlastnosti nelineérnich rovnic se daji prenést na prislusné linearizované rovnice. Pred
vlastnim pouZzitim principu linearizace je proto zapotrebi prostudovat vlastnosti diferenciél-
nich rovnic podrobngji, specielné se to tyka zavislosti feSeni na pocétecnich podminkéch, viz
napi. [ 18],[ 20].

Ukézka 3.25: Prikladem neprrenositelnych viastnosti mezi nelinedrnimi a linearnimi rov-
nicemi mohou podouZit jiZ rovnice druhého /&du. Zatimco line&rni rovnice s konstantnimi
koeficienty nemé bud’ zadné periodickeé 7eSeni nebo vSechna jeho 7eSeni jsou periodickd, neli-
neérni rovnice miZe mit periodické /eSeni jen jedno. Konkrénimi pripady jsou obecnd Lié-
nardovarovnice y®+ f(y)yt+g(y)=0 aj¢gi dileZity speciélni pripad van der Polova rov-
nice y& e(1- y*) y¢+ y=0 pouZivanépsi vySetrovani nelinedrnich kmiti:.
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3.4.2 Obecnalinearni rovnice
Obecnou linedrni diferencidlni rovnici n-tého f&du rozumime rovnici tvaru
a,(x) Y™ +a,,(x) YT+ +a () yera(x) y = f(x), a,(x)t 0 (3.8)

Véta 3.2 zgji¥'uje, Ze tato rovnice ma jednoznaéné feSeni na celém intervalu, i nekonec-
ném, v némz jsou vechny funkce a (x), f(x) spojité aktery obsahuje bod x,, v némz jsou

zadany pocaesni podminky y(%,) = Yg,..., Y™ 2 (%) = Y2,

Je-li f(x)° 0 mluvime o homogenni rovnici, v piipadé f(x)1 0 o rovnici nehomogenni.
Pri konstrukci obecného feSeni homogenni rovnice hraje duleZitou roli tzv. fundamentéini
systém treSeni. Systém n feSeni v;,..., ¥, homogenni rovnice nazveme fundamentalnim systé-
mem, jsou-li tato FeSeni linearné nezavida, tj. je-li jejich wronskian

Yi - Yn
W=| ... .. ..
WY

naintervalu | razny od nuly. Wronskian staci provétit v jediném bodg intervalu I, nebot’ je na
celém intervalu bud’ razny od nuly nebo identicky nulovy. Za fundamentani systém feSeni
muzeme vzit libovolnou n-tici linearné nezavislych feSeni homogenni rovnice. V praxi zpra-
vidla vybirdme bud’ ten forméné nejjednodussi fundamentélni systém nebo fundamentalni
systém, ktery popisuje néjakou potiebnou fyzikalni ¢i technickou veig¢inu.

Ukédzka 3.26: Za fundamentalni systém rovnice y® y=0 miZeme 2volit napr. jak
dvojici funkci y, =exp(x), Y, =exp(-x), taki dvojici jejich vhodnych kombinaci, napr.
y, =sinhx °® £ (exp(x) - exp(- X)), Y, =coshx® 4 (exp(x)+exp(- X)), nebor viechny ctyF
funkce dané rovnici vwhowji a pritom
exp(x)  exp(- x)
exp(x) - exp(- Xx)

sinhx coshx

jak W=
coshx sinhx

=-210 taki W= =-1*0.

Ukézka 3.27: Presvedcte se ze funkce y, =1, y, =X, y,=x* a y,=x° tvoi fun-
damentalni systém 7eSeni rovnice y“ =0. Uvedené funkce jsou polynomy nejvyZe tietiho
stupné a tedy jgich ctvrta derivace je nulova, takZe viechny ctyri funkce zadaneé rovnici vyho-
vuji. Musime jedte prokézat jgich linedrni nezavidost. K tomu staci spocitat wronskian

1 x x* X
0 1 2x 3x°
W = =121 Q.
0 0 2 6x
0 0 O 6

Ukazka 3.28: Ukazmejedte, Zefunkce y, =sinx a Yy, =cosx reprezentuji fundamen-
talni systém 7eSeni rovnice y@®+ y =0. Obé¢ funkce z/ejmé této rownici vyhowuji a plati
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34 FEKT Vysokého u¢eni technického v Brng

sinx  cosx .,
W = =-sin®x- cos’x=-11 0.

COSX - SinX

Vyberme nyni n¢jaky fundamentani systém vy,,...,y, azvolme libovoln¢ konstanty c,,

Z v

...y C,. Pak linedrni kombinace élin:1ci y, predstavuje obecné feSeni rovnice homogenni.
Toto tvrzeni podtrhuje dileZitost zavedeni fundamenténiho systému, nebot’ ze znamého fun-

damentdniho systému miZzeme obecné ieSeni homogenni rovnice jiz celkem lehce zkonstruo-
vat. Naleznéme jedté libovolné partikuldrni feSeni  y° nehomogenni rovnice, pak obecné

feSeni y nehomogenni rovnice miZzeme psét ve tvaru

y=y +acy, (39)

i=1

Prichézime tedy k duleZitému zavéru, Ze obecné feSeni nehomogenni linedrni rovnice je
souctem obecného feSeni homogenni rovnice a partikulérniho feSeni rovnice nehomogenni.

Ukazka 3.29: Na zaklade ukazky 3.26 mizeme obecné ;€Seni rovnice y¢& y=0 psat
jak vetvaru y =c exp(t) +c,exp(-t), takvetvaru y=c sinhx+c,coshx.

Uréeni fundamentdniho systému u obecné linearni rovnice n-tého rédu je zatim otevieny
problém. Jak uvidime v nésledujicim odstavci, je nalezeni fundamentélnich feSeni pIné po-
psano u lineérnich rovnic s konstantnimi koeficienty. U line&rnich rovnic s nekonstantnimi
koeficienty se k uréeni jednotlivych fundamentalnich reSeni ¢asto vyuziva mocninnych rad.
Tyto fady konverguji v oboru konvergence stejnomérné a proto mohou byt derivovany i inte-
grovany ¢len po ¢lenu, aniz by se zmenil obor jejich konvergence. Jsou tedy vhodnym néstro-
jem k vySettovéni zefmeéna linearnich rovnic s polynomiélnimi koeficienty.

Ukazka 3.30: Pri 7€Seni rotacné symetrickych uloh dospéjeme zpravidla k Besselove
diferencidni rownici  x*y@+ xy¢+(x?- n?)y=0, kde nl R. Bez odvozeni uvedime, 7e
fundamentalni systém této rovnice tvori Besselova funkce J, (x) n-tého 7adu a Neumannova
funkce N, (X) n-tého 7adu, pricemz (symbol G oznacuje tzv. gama funkci, viz napr. [ 1])

3,09 = Q%(@” C N =lim (X)C:?;n_ 309

Uvedena rrada konverguje pro vdechna realnd x. Pribeh obou funkci pro n=0,1,2,3 a 4
jeuveden na Obr. 3.8.
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Obr. 3.8: Prabé¢h Besselovych a Neumannovych funkci

K uréeni partikularniho feSeni maZeme opét vyuzit metodu variace konstant. Predpoklé-
dame, Ze jsme jiz n¢jakym zpisobem urcili fundamentalni systém y =vy.(x), i=1..,n a
tedy i obecné feSeni homogenni rovnice. ReSeni nehomogenni rovnice hledame ve stejném
tvaru stim, Zeintegratni konstanty povazujeme za funkce nezavisle promeénné, tj. partikularni
feSeni predpoklddame ve tvaru

n
* [¢)
y=acXy .
i=1
Ukazuje se , Ze tento predpoklad je opravnény vyhovuji-li derivace c{(X), ..., c{(X) nezn&
mych funkci soustavé linearnich algebraickych rovnic

acx)y’=1f(xd,, i=0..n-1 (Kronecker)
j=1

Pro nézornost uved’me tuto soustavu té&Z v explicitnim tvaru

cly, + cfy, +..+ cby, =0
ctyt + cfy$ +..+ cfy¢ =0
....... (3.10)
O™+ YD gyl =0
oy, + cfy Y o+ oy = o

Uvedend soustava ma vzdy pravé jedno reSeni, nebot” determinant matice soustavy je wron-
skién, ktery je podle piredpokladu nenulovy. VyieSenim této soustavy a vypoétem n integrala
pak ziskéme hledané partikularni reSeni y, které dosadimedo (3.9) .

Metoda variace konstant je na jedné stran¢ velice obecnd, nebot’” se tyka obecné linedrni
rovnice n-tého radu. Na druhé strané se vSak jedna o technicky pomeérné komplikovanou za-
leZitodt, ktera reprezentuje vyieSeni soustavy n lineérnich rovnic a poté provedeni n kvadra-
tur.

Ukézka 3.31: Ve forme ukazky provedeme princip zdizvodneni metody variace konstant
na pripadu linearni rovnice druhého /&du y@+ay®+by=f, vniz a=a(x), b=b(x),

f = f(x) jsouzadané koeficienty. Nechs y,, y, jefundamentalni systém homogenni rovni-
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ce a hledejme partikularni 7eSeni vetvaru y=c,y, +c,y,, pricemz c, =c/(X), C, =C,(X).
Pak yt=c y&+c, y§+cly, +cgy,. Uvazmenyni, Ze hledame dve neznamé funkce c, c,, ale
k digpozici mame zatim jen jednu podminku a tou je wychozi rovnice. Jednu nezavislou pod-
minku tedy mizZeme pridat. Pro maximalni zednoduSeni dalSiho postupu budeme navic poza-
dovat, aby y,ct+y,c$=0. V disedku takto zvolené podminky se tvar prvni derivace redu-

kuje na y¢=ygc +ygc, a proto y€=clyl+c y®+ceyg+c, y$. Dosazenim posednich
dvou relaci do vychozi rovnice dostaneme
¢ (yfayftby)+c, (y¥rayg+by,) +clyf+cfyg=f

Vzhledem ktomu, Ze y,, y, predstawuji fundamentalni /eSeni, jsou oba vyrazy v zavorkach
predchoz relace nulové. Pro veliciny cf c§ tak ziskame nakonec soustavu rovnic

yicf+y,c4=0, chyg+coyg=1,
coz je specialni pripad ( 3.10) pro n= 2.

Z v, X

Ukézka 3.32: Nalezneme obecné reSeni rovnice x° y& 2x y¢+2y = x°, jgiz fundamen-
talni systém tvori funkce y, =x a y,=x*. Rownici upravimena y& £ yt+2y=x, ne-
bot, jak také ukazuje predchozi ukazka, metoda variace konstant je odvozena pro tento typ
rovnice. Partikularni 7eSeni predpokladame vetvaru y = ¢, x+¢, X°, pricemz hledané funkce
¢, =c¢(X), c,=c,(x) musi vyhovovat soustavé dvou linedrnich rownic  xct+x*c$=0,

cl+2xc$=x. ReSeni této soustavy vede na relace cf=-x, c$=1, znichZ vwyplyva
¢, =-3x*, ¢, =x. Partikularni /eSeni jetedy y =4 x°, takZe obecné /eSeni zadané rovnice
mé konechy tvar y =ax+bx*+3x°, kde a, b jsouintegracni konstanty. .

Ukézka 3.33: Urceme obecné 7eSeni rovnice y@+y =3sin2x. Z ukazky 3.28 vime, Ze
fundamentalni systém odpovidajici homogenni rowvnice tvori funkce sinx a cosx. Partiku-

larni 7eSeni tedy budeme hledat ve tvaru y* =c,(x)sinx+c,(x)cosx. Pro derivace proza-
tim neurcenych funkci ¢, =c,(x), ¢, =c,(x) plati

csinx +cgcosx =0, cfcosx - cfsinx = 3sin2x.
VyreSenim této soustavy linearnich rovnic obdrzZime c$=6sinx cos’x, c$=-6sin’x cosx,
odkud integraci ¢, =-2cos’x, c, =-2sin’x. Dosazenim do predpokladaného tvaru parti-
kulérniho 7eSeni pak dostaneme

*

y* =-2c0s’xsinx- 2sin®xcosx = - 2siNXCOSX = - SiN2X.

Sectenim partikularniho /eSeni s obecnym 7eSenim homogenni rovnice tak dospéjeme ke ko-
necnému tvaru obecného /eSeni zadané rovnice

y =asinx+bcosx- sin2x, a,b konst.
Zminili jsme, Ze obecny postup pro uréeni fundamentélniho systému u linedrnich rovnic
s nekonstantnimi koeficienty neni prozatim znam. Ve formé dvou ukézek uvedeme, Ze i dopo-

sud probrané a ne prilis rozsahl4 1étka spolu sjistou intuici umoZziuje nekteré specidlni lineér-
ni rovnice s nekonstantnimi koeficienty Uspésné vyiesit ato bez pomoci nekonecnych fad.
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Ukézka 3.34: Zabyvejme se okrajovou Glohou xy® y¢= x> y(0)=y(3)=1. VySet-
Feme nejprve homogenni rovnici, kterou postupné upravime takto:

y¢ 1 1ldy¢ 1 dy¢_ dx

ye™ x yedx ~ x y¢ X

Obdrzeli jsme rovnici se separovanymi promeénnymi X a y¢, takZe miZeme obe strany inte-
grovat. Ziskame tim postupné

In|y¢=In|x|+In|2c)| p yt=2c X p y=c¢X* +¢,
Podedni relace vyjadruje obecné 7eSeni homogenni rovnice; za fundamentalni soustavu tak
miiZeme povaZovat dvojici funkci 1, x*. K urceni partikularniho 7eSeni y'tedy staci podle
metody variace konstant predpokladat, ze veliciny ¢, a ¢, jsou funkcemi promenné X, tu-
diz y =c(X) x* +¢,(x) . Derivace neurcenych funkci ¢, © ¢(x), ¢, c,(x) musi vyhovo-
vat soustavé rovnic  x*c¢+c$=0, 2xct=x (nezapomeiime, Ze podle ukazky 3.31 je soustava
odvozena za prredpokladu, Ze koeficient u ngjvySSi derivace je roven jedné). VyieSenim této
soustavy a naslednou integraci ziskdme ¢ (x) =3 x, c,(x) =- 1x°, takZe partikularnim 7ede-
nim je funkce y =3x*-1x*=1x’. Obecné reSeni zadané rovnice méa tedy tvar
y=a+bx*+3x*. Urcenim integrachich konstant a, b zpocétecnich podminek pak dospé-
jeme k vyslednému 7eSeni
3

y=1- x> +1x

Ukézka 3.35: Druh& ukazka je mnohem komplikovanejsi, nebor’ mame nalézt obecné ie-
Seni rovnice xcosx y@+ 2(cosx - xsinx) y¢ 2sinx y=0. Pomoci pravidla pro derivovani

soucinu (X y9¢= y¢+ x y@ zadanou rovnici postupné upravime na separovany tvar
[(xy9¢ yGcosx+2(cosx- xsinx) y¢ 2sinxy =0,
(xy¢+ y)lcosx = 2(x y&+ y)sinx,,

(xyety)¢_ 2tanx,
Xytt+y
jehoZ obe strany miZeme primo integrovat. Po integraci dostaneme
In|xy¢+y=In|c |- Incos’x b XyGry=—2
|xye+y=lnig | yory = oy

Pritom jsme absolutni hodnotu opét zahrnuli do integracni konstanty. Jak Zjistime separaci
promennych, je obecné eSeni homogenni rovnice tvaru y =<. Pomoci variace konstanty

€ =c(x) dospejeme k
_Gtanx+c,

- p c=ctanx+c, p "

cos’ X
a to je hledané obecné ;eSeni.

3.4.3 Linearni rovnice skonstantnimi koeficienty

Linedrni rovnice s kongtantnimi koeficienty ma tvar
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any(n)+an_ly(”'l)+___+aly¢+aoy: f(X), anl 0. (311)

Pro tuto rovnice je zndm exaktni postup, jak urcit systém fundamentalnich reSeni jeji homo-
genni rovnice. Zatim G¢elem pritadimerovnici ( 3.11) tzv. charakteristickou rovnici

aA"+a, A"t +..+al +a, =0.

Povdmnéme si podobnogti této rovnice s vySetrovanou diferencidni rovnici. Charakteristické
rovnice predstavuje algebraickou rovnici n-tého stupné ata méaprave n koiend, pocitame-li je
i snasobnosti. Tyto koreny mohou byt redné i komplexni. M&li charakteristicka rovnice
komplexni koten, pak ma i komplexné sdruzeny koren, tj. komplexni koteny se vyskytuji
v komplexn¢ sdruzenych dvojicich. Podle tvaru kofene maZeme urcit piidudné fundamentalni
feSeni.

Je-li | jednoduchy realny koien, pak piislusné fundamentalni ieSeni je y =exp(L X).
ObdrZime-li dvojici jednoduchych komplexné sdruzenych kofenii A, , =o * jB , pak pridus
né dvojice fundamentalnich feSeni matvar y, =exp(a x)cos x a y, =exp(ax)sinpx. Jed-
n&li se 0 p-nasobny koren (at’ jiZ redlny ¢i komplexni), pak obdrZzime p fundamentdnich
feSeni y, =y, y,=xVY, ..., y, =x""y, piicemZ y je feSeni, které by odpovidalo jedno-
duchému kotenu.

Ukézka 3.36: Rownici y& y=0 prisusi charakteristicka rovnice | ?- 1=0, kterd ma
dve jednoducha realna 7eSeni |, =1, |, =-1 a proto fundamentalnimi /eSenimi jsou funkce
exp(x), exp(- X).

Ukézka 3. 37: Rovnice y®+y=0 ma charakteristickou rovnici | *+1=0, jezma dvo-
jici komplexné sdruzenych koreni |, =j, | ,=-j a proto jsou fundamentalnimi ;eSenimi
funkce sinx, cosx.

Ukazka 3. 38: Rowvnice y¢ (a +b)yt+a b y=0, kde a, f omacuji navzajem rizna
redlna ¢isla, ma kvadratickou charakteristickou rovnici | - (a +b)l +ab=0 sedvéma
realnymi koreny |, =a, |,=b atudizfunkce exp(a x), exp(b x) reprezentuji jeji fun-
damentalni systém.

Ukézka 3.39: Rownice y&¢ 2a y¢+(a®+Db?)y=0, pricemz «, B jsou obecna realnd
cida, mé charakteristickou rownici |- 2al +a*+b?=0, sdvojici komplexné sdruze-
nych korenii |, =a +jb, |,=a- jb, coz vede na fundamentalni 7eSeni exp(a x)sinb x
a exp(ax)cosbx. Vidime, Ze realnd ¢ast komplexniho korene charakteristické rovnice
oviiviuje vzrist ¢i tlumeni 7eSeni dané diferencialni rovnice, zatimco imaginarni ¢ast tohoto
korene ma vliv na periodicnost eSeni.

Ukézka 3.40: Rownici y" +(b?-a?) y# a’b?y=0,kde «,f jsouobecna realna
c¢ida, prislusi charakteristické rovnice | “+(b*- a®)l - a?b*=0 skoreny |, ,=%a a
| ;, =%j b . Fundamentalni systém tvori funkce exp(a x) , exp(-a x) , sinbx a cosb x.

38



Matematika 2 39

Ukazka 3 .41: Rownici y® 4y@+4y¢=0 je prirazena kubicka charakteristicka rovni-
ce | °-41%+41 °| (I - 2*=0 sjednimjednoduchym korenem |, =0 a jednim dvojnym
korenem 1, ,=2. Proto jsou fundamentalni 7eSeni tvaru 1, exp(2Xx), Xxexp(2x)

ProtoZe metoda variace konstant je mnohdy technicky velice ndro¢na a vychazi ze zna-
losti fundamentalnich reSeni, miZzeme u rovnice s konstantnimi koeficienty k uréeni partiku-
l&rniho feSeni s vyhodou vyuZit téZ metodu neurcitych koeficient:i. Tato metoda je mnohem

[

jednodussi a nevyZaduje znalost fundamentélnich feSeni, ale |ze ji pouZit jen pro nekteré typy
pravych stran. Spociva v tom, Ze pro nékteré pravé strany | ze ur¢it formalni tvar partikul&rni-
ho teeni, ktery obsahuje volné parametry. Staci tedy urcit hodnoty téchto volnych parametri.

Postup si objasnéme na pripadu pomérné obecné praveé strany
f (x) = exp(a X)[ p™(X) coswx + " (X)SnwX] , (312)
kde p™(x) a gq™(x) jsou zadané polynomy m-tého stupné a a, o jsou redna cisla. Jeli

¢ido a + jw «k-ndsobnym korenem charakteristické rovnice, pak Ize partikulérni feSeni hledat
ve tvaru

y = x exp(@a x)[r"(x)coswx + s"(x)sinwx] .
Dosud neuréené koeficienty polynoma r™(x) a s™(x) sepodosazeni y do nehomogen-
ni rovnice ur¢i porovnanim koeficienta u stejnych funkci. Pokud ¢islo a + jw neni kofenem
charakteristické rovnice, poloZime v predchozi relaci k =0.

Povamnéme si, Ze v uvedeném pomeérné obecném tvaru pravé strany ( 3.12 ) atedy i odpo-
vidajiciho partikuldrniho teSeni je skryto nékolik v praxi se ¢asto vyskytujicich specialnich
piipadi. Uvedme si piehledné nékteré z nich:

a=0,w=0 b f(x) = p"(x), y' =X r"(x),
m=0, w=0 p f(x) = p, exp(a x), y =1, x exp(a x),
m=0, a =0 p f(X) = p,coOSWX + g, Sinwx, y* = X* (r,coswx + s, Sinwx)

kde p,, g, jsouzadanéa r,, s, zatim neurcené konstanty. Poznamenejme jest¢, ze i kdyz
se v pravé strané vyskytuje jen jedna z trigonometrickych funkci, musime u partikularniho
feSeni obecné predpoklédat vyskyt obou funkci.

Ukézka 3.42: Urceme partikularni 7eSeni rovnice z ukazky 3.33, tentokrét metodou neur-
citych koeficientiz. V tomto pripadé m=a =p, =0, q,=1, w=2. ProtoZe¢ido a + jw = 2]
neni 7eSenim charakteristické rovnice | >+1=0, klademe k =0. Partikularni 7/e3eni tedy
miZeme hledat ve tvaru y =r, cos2x + §, sin2x. Dosazenim do zadané diferencialni rowni-
ce a porovnanim koeficientiz u stejnych trigonometrickych funkci dospéjemek r, =0, 5 =-1
a proto hledanym partikularnim 7eSenim je funkce y = - sin2x.

Ukézka 3.43: Nalemeéme partikularni /eSeni rovnice y® 5y¢+ 6y =exp(3x) . Zde
a=3,w=m=0, p,=1. Cido a +jw=3 jejednoduchym korenem charakteristické rov-
nice |%-5 +6=0 a tudiz k =1. Partikularni 7eSeni proto predpokladame ve tvaru

39



40 FEKT Vysokého u¢eni technického v Brng

y =r,xexp(3x) . Dosazenim do vychozi diferencialni rovnice pak shledame, ze r, =1 a
v diidedku toho y" = xexp(3X).

Ukazka 3.44: Redme nyni nasledujici okrajovou tlohu
y®- 6y€¢+12y¢ 8y =6exp(2x), y(0) = y¢0) =y(1) =0.

Charakteristicka rovnice | *- 6l >+12| - 8° (I - 2)>=0 matrojny koren | =2 aproto se
fundamentalni systém sklada z funkci  exp(2x), xexp(2x), x*exp(2x). K urceni partikular-
niho /eSeni uvazme, Z2 m=w=0, a =2, p,=6. VAledemktomu, Ze ¢iso a +jw=2 je
trojndsobnym korenem charakteristické rovnice, klademe k =3. Partikularni 7eSeni proto
predpokiadame ve tvaru  y" =r, x*exp(2x) . Dosazenim do zadané rovnice uréime r, =1,
takZe obecné 7eSeni vychozi rovnice miZeme psat ve tvaru

y=(c, + ¢, X+C,X° + Xx°) exp(2x).

K urceni integracnich konstant c¢,,c,,c, vyuzjeme pocatecnich podminek. To vede na sou-
stavu linearnich algebraickych rovnic ¢, =0, 2¢c,+c, =0, ¢, +¢, +C, +1=0, jgimz /eSenim
je ¢,=¢ =0, ¢c,=-1. Vydednym reSenim zadané okrajové Uulohy je tedy funkce
y=(x*- x*)exp(2X) .

Ukézka 3.45: Zabyvejme se nyni Ulohou, kdy se prava strana sklédda z vice ¢lenii rizzného
typu. Postup vysvetlime na pocatecni Uloze

y@+ y¢ 2y =4exp(2x) - 10sinx, y(0) =0, y¢0)=1.

Charakteristicka rovnice | 2+1 - 2=0 madvarizmérednékoreny |,=11,=-2 apro-
to fundamentélni systém tvori funkce exp(x) a exp(- 2x). Vzhledem k linearnosti rovnice
mZeme na zakladé predchozich ukézek hledat partikularni 7eSeni ve tvaru linearni kombina-
ce partikularnich /eSeni, ktera by odpovidala jednotlivym ¢lenizm pravé strany. V naSem pri-
padé tedy poloZime y" =aexp(2x) + bsinx + ccosx . Abychom vypocetli neurcené parametry
a, b, ¢, dosadime do vychoz rownice a porovname koeficienty u stejnych funkci. Dospéjeme
k soustave rovnic 4a=4, 3b+c=10, b- 3c=0 s/eSenim a=1, b= 3, ¢ = 1. Nyni jiZ
mZeme pro vySet-ovanou rovnici sestavit obecné reSeni
y = c,exp(x) + c,exp(- 2x) + exp(2x) + 3sinX + cosX .
Aby byly spInény i pocatecni podminky, musime polozit ¢, =-3, ¢, =1, takze celkem
y = - 3exp(Xx) +exp(- 2x) + exp(2x) + 3sinx + cosx © - 3exp(x) +2cosh(2x) +3sinx + CoSX.

Ukézka 3.46: Provedme s analyzu seriového elektrického RLC obvodu, jehoZ proudova
odezva i =i(t) vyhovuje diferencialni rovnici LCi®+ RCi¢+i =Cu¢t) druhého radu.

Omezme se jen na homogenni rovnici. Jeji charakteristicka rowice LCA 2 +RCA +1=0
ma dva koreny

l=-p- P’ -6, L=-prP’-k PEA

V zavidosti na velikosti parametriz R, L a C analyzovaného obvodu miZeme rozeznat tri
pripady:
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a° CR®>4L b  Charakteristicka rovnice ma dva realné riizné zaporné koreny,
takze i =c, exp(. ,t) +c, exp( ,t) . Jedna se tedy o silné tlumeny neperiodicky déj.

b® CR?*=4L b  Charakteristicka rovnice ma dvojny redlny zaporny koien a proto
i =exp(- pt)(c, +c,t) . Jedna se o kriticky tlumeny déj.

¢® CR?*>4L b Charakterigticka rovnice ma dva komplexné sdruzené koreny
A,=-p-joair,=-p+jo, o=,- p°, sezipornou redlnou slozkou. Tedy
i =exp(- pt)(c, sinwt +c,coswt) . Tento d¢j je tedy slabe tlumeny.

Ukazka 3.47: Vpraxi se ¢asto vyskytuje pozadavek na wypocet neurcitého integralu
| = ¢exp(ax)sinwxdx . Tento integral se zpravidla urcuje pomoci dvoji integrace per partes
a vyieSenim takto ziskané linearni rovnice. Ukazeme, jak Ize tento integréal ziskat jako reSeni
linearni diferencialni rovnice |¢=exp(ax)sinwx metodou neurcitych koeficientii. Vzhledem
k typu pravé srany mizeme podle ( 3.12 ) 7€Seni uvedené rovnice predpokladat ve tvaru
| =exp(ax)(c,sinwx+c,coswx). Dosazenim do diferencialni rovnice a porovnanim koefi-

cientiz u stejnych trigonometrickych funkci dospéjeme k soustavé dvou rovnic ac, - wc, =1
a wg +ac,=0. VyreSenim této soustavy ziskdme ¢ =al/(a®+w?), c, =-w/(a’+w?).
asinw x - WCcosw X

a2 +W2 .

Vysledny integral ma proto tvar  cgxp(ax)sinw xdx = exp(ax)

3.5 Shrnuti

Diferencialni rovnice n-tého radu v implicitnim a explicitnim tvaru:
f(xY,y6.,yM)=0 y™ =f(xYy, Y., y™D)
Po¢ateéni loha rovnice n-tého radu:
y(n) = f (X, Y, yq;___’ y‘”‘l)), Y(Xo) =Yy, e y(n-l)(xo) — yc()n-1)
fTCW b existenceieSeni
fT C(W b jednoznacna existence reSeni
Po¢ateéni tloha diferencialni rovnice prvniho Fadu:
ye=f(x.y)
separace proménnych: ye¢=f(x)g(y) p @% = Of (X) dx + konst.
linearni rovnice:

yerf(x)y=9(x) P y=[g()F(X)dx+c]/F(x), F(x)=exp(Qf (x)dx)

Linearni rovnice n-tého radu:
a,(x)y" +a () y" P+ +a(X) y¢ra,(x) y = f(x), a,(x)10
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obecné feSeni nehom. r. = obecné feSeni hom. r. + part. feSeni nehom. r.

variace konstant:  § cf(x) y = f(x)d,,,, i=0,..,n-1, (Kronecker)
j=1

Linearni rovnice n-tého radu skongtantnimi koeficienty:
a,y" +a,, Y . ta ybray = f(x), a,' 0
charakterigtickarovnice: aA"+a A"'+..+al+a,=0
| redné P y=exp(l x)
fundamentd ni feSeni: ) )
l,,=axjb P y=exp@x)sinbx, y,=expax)cosbx
metoda neurditych koeficientt:  f (X) = exp(a X)[ p™(X) coswx + q™(X)sinw X]

y = x* exp(a x)[r™(x)cosw x + S"(x) sinw x]
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3.6 Kontrolni otazky

18) Musi diferenciani rovnice n-tého rédu obsahovat vSechny derivace niZsiho radu?
19) Vysvétlete rozdil mezi implicitnim a explicitnim tvarem reSeni.

20) Sta¢i u diferencidnich rovnic nalézt nekonecné mnoho reSeni?

21) MuZe byt singuléarni feSeni obsaZeno v obecném feSeni?

22) Vysvétlete rozdil mezi existenci a jednoznacnou existenci reSeni.

23) Cim se li& pocatedni a okrajové tlohy?

24) Jaky je vztah mezi integrédlnimi kiivkami aizoklinami?

25) Lze proveést separaci proménnych u kazdé diferenciéni rovnice prvniho tadu?
26) Co je typické pro lineérni diferencidni rovnice?

27) Jak e sestroji ak ¢emu slouZi charakteristickarovnice?

28) Co je to fundamentélni systém reSeni?

29) Jak je definovan wronskian?

30) V kolika bodech musime spocitat wronskién, abychom ur¢ili fundamentélni systém?
31) Musime ur¢it fundamentdni systém vzdy pred nalezenim partikulérniho feSeni?
32) Jakeé metody vypoctu partikularniho reSeni znéte?

3.7 Priklady ke kapitole 3

Piiklad 3.1: Znazornete smeroveé pole diferencidlni rovnice y(=sin(x+2) .
Priklad 3.2.  Ukaze, Ze funkce u(x), urcena rovnici arcth - InvVx* +u® =0,
X
vyhowje diferencialni rovnici (x+y)dx- (x- y)dy=0.

Priklad 3.3:  Rede Cauchyowu Glohu pro rovnici y¢= cos® x pii pocatecni podmince

@ 0_p
Y845 8

Priklad 3.4: Rederownici y¢ 2xy = 2xe” s pocatecni podminkou y(0) =4.
Priklad 3.5:  Najdéte obecné 7eSeni rownice y@+ 2y@+ y¢= x* +sin x.

Vydedky viz kap. 9
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4 Diferencialni pocet v komplexnim oboru

Cile kapitoly: Kapitola obsahuje zéklady diferencidlniho poétu komplexni funkce
komplexni proménné. Neprve s pripomeneme nékteré nezbytné pojmy a potiebna
oznaceni. Poté se seznamime s komplexni funkci komplexni proménné a zavedeme po-
jem jei derivace. Zde budou hrat dileZitou roli Cauchyovy-Riemannovy podminky.
Zamérime se hlavné na dileZitou mnoZinu komplexnich funkci a to na tzv. holomorfni
funkce. Budeme jimi rozumét funkce, které maji derivaci i v okoli kazdého bodu defi-
ni¢niho oboru. Zaradime zde téZ kratkou zminku o geometrické interpretaci holomor f-
nich funkci - o konformnim zobrazeni. Kapitolu zakonéime rozsahlg Sim piehledem
nejuzivanéjSich racionalnich a transcendentnich komplexnich funkci. V souvidosti stim
uvedeme tak é Fadu, ze ména elektrotechnickych, aplikaci.

4.1 Uvod

Analyza komplexni funkce komplexni proménné predstavuje mocny teoreticky aparét.
Tento aparét 1ze suspéchem aplikovat jak v matematice samotné, napr. v diferencialnich a
integrdlnich rovnicich, integrénich transformecich, funkciondni analyze apod., tak i
v praktickych aplikacich, jako je elektrotechnika, hydrodynamika, aerodynamika, vedeni tep-
la, teoreticka fyzika apod. Studium funkce komplexni proménné umoziuje téZ hlubsi pohled
na funkce a najejich vzgjemné, av mnoha piipadech velmi tésné, souvidosti.

Prvnim, kdo zaved| pojem ryze imaginarniho ¢ida byl, ato jiZz asi v poloving 16. stole-
ti, Ital Raffael Bombelli. Z&klady teorie komplexni analyzy poloZil v prvni poloving 18. sto-
leti Svycar Leonhard Euler. Hlavni vysledky v3ak byly formulovany aZ v pribéhu 19. stoleti a
jSou spojeny se jmény vyznaénych matematiku, jako je Francouz Augustin Louis Cauchy,
Némci Carl Friedrich Gauss, Karl Weierstrass a Georg Friedrich Bernard Riemann a Angli-
¢an sir William Rowan Hamilton.

V elektrotechnice samotné jsou komplexni veliciny vyuZivany aZ od konce 19. stoleti,
kdy rychle se rozvijgjici elektrotechnicka praxe s hlubsi studium funkce komplexni proménné
postupné vynutila. To pak mimo jiné piispélo i k zavedeni symbolického vyjadiovani stiida-
vych velicin pomoci komplexnich ¢isel. V soucasnosti je pouZivani komplexni anayzy
v elektrotechnice zcela bézné.

Pro ¢teni dalSich kapitol se predpoklada, Ze ¢tendr je dostatecné seznamen s pojmem
komplexniho ¢ida, sjeho geometrickym vyznamem, stvary jeho zépisu, se zptisobem pocité
ni s komplexnimi ¢isly a nékterymi dasSimi pojmy. Presto bude uZite¢né, zopakujeme-li nej-
prve alespon nékteré zakladni pojmy a sjednotime terminologii.

4.2 Mnoziny komplexnich ¢isel

Ozname &1 R, §>0 redné ¢ido, zcl C komplexni ¢isaa M1 C mnoZinu
komplexnich gisdl. Pri |c|< ¥ nazveme mnoZinu U(d,c) ={zl C:|z- ckd} d-okolim bodu
c. Pro nekonecny bod ¢ =¥ definujeme d-okoli vztahem U (,¥) :{zT C:z]> Si}. Vidime
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ihned, Ze se v obou pripadech se zmensujicim se 8 zmenduje i velikost prislusného okoli. Vy-
jmeme-li z d-okoli bod ¢, mluvime o prstencovem okoli. Bod ¢ nazveme vnitinim bodem
mnoziny M , jestlize $U G ,c)| M . Bod c nazveme izolovanym bodem mnoziny M , kdyz

existuje prstencové okoli U($,c) E M . Bod ¢ nazveme hromadnym bodem mnoziny M,
kdyz " U ©,c) obsahuje nekonecné mnoho bodi mnoziny M ; povSimnéme si, Zze hromadny
bod nemusi pattit do mnoZiny M . Bod ¢ nazveme hrani¢nim bodem mnoZiny M , jestlize v
"U@B,c) $zI1 MUS$z T M, tedy kazdé okoli hrani¢niho bodu obsahuje alespon jeden
bod, ktery do mnozZiny M patii a despon jeden bod, ktery do mnoziny M nepatii. Také hra-
ni¢ni bod nemusi byt prvkem mnoziny M . MnoZinu vSech hrani¢nich bodis mnoZziny M na-
zveme jgji hranici.

Ukézka 4.1: Kruzice |z- c|=r je hranici jak uzavieného kruhu | z- c|Er, a tedy
do kruhu patri, tak i otevireného kruhu | z- c|<r, kdy do kruhu nepats.

MnoZinu bodd [x,y], x=x(t), y=y(t), tl <a,b> nazveme rovinnou ksivkou. P¥i-
tom x(t), y(t) jsou zadané funkce. Bod [x(a), y(a)] nazveme jejim pocatecnim bodem a
[x(b), y(b)] jegfim koncovym bodem. Rovinna kiivka je spojita, jsou-li obé funkce x(t), y(t)
spojité. Plati-li x(a) = x(b) a y(a) = y(b), jedn& se o kiivku uzavienou. U uzaviené kiivky
tedy koncovy bod splyva spocétecnim bodem. Kiivku nazveme prostou ¢ jednoduchou,
jestlize t,  t, implikuje x(t,) * x(t,) U y(t,)* y(t,), tj. kdyZ sama sebe neprotina Prostou
uzavienou kiivku nazveme Jordanovou kiivkou. Kfivka je hladka, jedtlize je prosté a jeji
tedna se spojité meni, pricemz x€&(t) + y€(t) >0. Kiivka je po castech hladka, jestlize je
sestavena z konecného poctu hladkych kiivek.

Ukazka 4.2: Kruznice, eipsa, obvod mnohouhelnika a asteroida jsou uzaviené spojité
prosté krivky. Kruznice a eipsa jsou pritom hladké krivky, obvod mnoholhe nika a asteroida
jsou jen po c¢astech hladké. Prikladem krivky, kterd neni prosta je ,, osmicka“ ¢i ,, nekonecho” .
Primka, Usecka, kruhovy oblouk a spiréla jsou prosté hladké spojité krivky, které nejsou uza-
vi'ene.

Ukézka 4.3: VWjadreme s nyni rowvnici p/fimky Bx+Cy+D =0 v komplexni Gausso-
ve roviné. Zatim Ucelem vyi/eSme soustavu rovnic z=x+jy, Z=X- jy pronenamé x a
y . Vyslednérelace x=3(z+2) a y=+(z- z) dosadme do rovnice piimky. Po Gprave do-
staneme

Ez+Ez+D=0, kde E=1(B+jC).
Zdirazneme, Ze koeficient D je realny a poviimnéme s charakteristického postaveni kom-
plexniho koeficientu E.

Ukazka 4.4: Podobneé nalezneme vyjadieni kruznice A(x* +y?)+Bx+Cy+D =0,
At 0, B*+C?>4AD. Po jednoduchych tpravach dospéjeme k
Azz+Ez+Ez+D=0,

pricemz koeficient E je stejny jako v prredchozi ukazce. Pro Uplnost poznamenegime, Ze jiné

vyjadreni téZe kruznice je |z- z,|=r, kde st/ed se urci zrelace z, =- % a pro polomer

mmir:ﬁJEE—AD.
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Vzhledem k velké podobé rovnice piimky a kruznice v komplexni roving, si zavedeme
pojem zobecnéne kruznice
Azz+Ez+Ez+D=0, ADIR, EIC
kterapro A =0 piejdeV klasickou piimku apro At 0 v klasickou kruznici.

MnoZinu M nazveme otevienou, je-li kazdy jeji bod vnitini. MnoZinu M doplnénou o
vSechny jeji hromadné body nazveme uzavérem mnoZiny M a oznaéime M . MnoZina je
uzaviena, plati-li M =M . MnoZina M je ohranicend, existuje-li kruh konesného polomg-
ru, ktery tuto mnoZzinu obsahuje. Oteviend mnoZina M se nazyva souvidla, lze-li kazdé jei
dva body spojit lomenou ¢arou, kterd cela lezi v M . Ohrani¢end oblast se nazyva k-nasobné
souvisl, je-li jeji hranice tvorena k uzavienymi kiivkami. Souvislou otevienou mnoZinu bu-

deme nazyvat oblasti.

Ukazka 45: 1) M ={zl C:0<r,<|z- ckr,}, tedy oteviené mezikruZ, je oteviena,
ohranic¢ena a dvojnasobné souvisa mnozina. Jejim uzavérem je uzaviené mezikruzi, které
obsahuje i body obou vytvoitjicich krumic. 2) M ={zl C:0£argz£%8}, tedy prvni
kvadrant roviny vcetne sourradnych poloos, je uzaviend, neohranicena a souvisa mnozna.
Tato mnoZna je totoZna se svwym uzaverem. 3) M ={zl C:ImZz* >0}, tedy prvni a treti
kvadrant bez sourradnych os, je oteviena, neohranicena a nesouvisd mnozina. Jejim uzave-
rem je mnozina M doplnéna o body leZici na obou souradnych osach. Tento uzaver je jiz
mnoZina souvisa. 4) M ={zl C:|z- 2K|z[}, tedy polorovina Rez>1, je oteviena, ne-
ohranicena a souvisa mnozina. 5) M ={zl C:Z* =0}, tedy dvojice souradnych os, je uza-
vi'end, neohranicend a souvisla mnozina. Tato mnozina splyva se svou hranici. Povimnéme
S, Ze k zapisu mnozin komplexnich ¢isel 1ze pouZit rizzné matematické prostiedky.

4.3 Posloupnosti komplexnich ¢isel

ProtoZe existuje jista analogie mezi posloupnosti rednych ¢isel a posloupnosti kom-
plexnich ¢isel, nebude ¢teni této kapitolky pro étenéie obtizné.

7 vz

Priradime-li kazdému ni N komplexni ¢islo z, = x + jy, atato ¢isla seradime podle
vzrastajiciho indexu, fekneme, Ze jsme utvorili posloupnost. Obvykle ji znagime {zn}f:l nebo
nemiize-li dojit komylu {z,}. Cido z, nazyvame n-tym clenem posloupnosti. Posloupnost
nazveme ohranicenou, jestlize $r >0 tak, ze " nT N plati | z, |<r . Ohrani¢end posloupnost

tedy leZi v né¢jakém dostatecné velkém okoli bodu nula. Posloupnost, kterd neni ohranicend, je
neohranicena.

Definice4.1:  Cido ¢ C nazyvame limitou podoupnosti {z,}*.,1 C, jestlize " £>0
$N =N() tak, zZe " n>N lezi body z, ve-okoli bodu c, ftj. plati |z, - c|<e . PiSeme
Ii®rQ z,=c nebo prost¢ z, ® c atikame, Ze posloupnost je konvergentni. V opacném pii-

padé je posloupnost divergentni.
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Véta4.l: Ozmacme z, =X, +jy,, c=a+jb. Pak z, ® c prave tehdy, kdyz sou-
casnéplati x,® a U y, ® b.

Véta4.2:  Omacme z, =r,exp(jo,), c=rexp(jo), c* 0, ct¥. Pak z, ® ¢
prave tehdy, kdyZz soucasnéplati r, ® r U ¢, ®¢.

Véty tikaji, Ze misto vypoctu jedné limity komplexni posloupnosti, miZeme pocitat li-
mity dvou redlnych posloupnogti. U druhé véty je nutné vhodné volit argumenty. Vice vysvét-
[i nasledujici ukézka.

Ukézka 4.6: VySetreme podoupnost z, =1+ (- 1)”%. Volba O£ argz, <2p neni
v tomto pripade vhodna, nebor’ podoupnost argumentz ¢leni se sudymi indexy by konvergo-
vala k nule, zatimco podoupnost argument:i ¢leni slichymi indexy by konvergovala k¢idu
2z. Naproti tomu volba - p £ argz, <p u téZe posloupnosti je spravna, nebor obe zminené
posloupnosti argument:i konverguji k nule.

Véta4.3: Pro posloupnost {zn}fzl plati:
& manejvyse jednu limitu,

b° plati vety o souctu, rozdilu, soucinu a podilu (krome déleni nulou),

c® konverguje-li, je ohranicena,

d® konverguje prave tehdy, kdyZ konverguje posoupnost jejich modulz,

e’ konverguje prave tehdy, kdyZ je cauchyovska.

Pripomenme, ze posloupnost {zn}fzl je cauchyovska, jedlize "e& >0 $N =N(E) tak,
Ze"mn>N plai |z,- z, |<e (Bolzano-Cauchy). U posloupnosti komplexnich ¢isel
tedy pojmy konvergentni posloupnost a cauchyovska posloupnost splyvaji, pritom se snadngji
oveéiuje skutecnost, Ze posloupnost je cauchyovskd, nebot’ nemusime znét limitni bod.

4.4 Komplexni nekone¢né rady

Také v této kapitolce budeme vychézet ze znatné podobnogti s rednymi radami. Méjme

¥
danu posloupnost {zn}fzl komplexnich &isel. Pak symbol § z, =z +z, + z, +... hazyvame
n=1
radou komplexnich ¢isel. Abychom mohli stanovit, co budeme rozumét souctem této tady,
ptitadme ji tzv. posloupnost castecnych souctu {sn}ﬁzl, piicemz n-ty castecny soucet definu-
. . g
jemerdaci s, =q z .
i=1

Definice 4.2: Existuje-li |jms, =s! ¥ , fikame, Ze fada konverguje a ¢islo s povazuje-
ne® ¥

¥
me za jeji soucet, tj. piSeme & z, =s. V opatném piipadé, tj. je-li s=¥ nebo s neexistuje,
n=1

fada diverguje. V tom piipadé fadé Zadny soucet nepiitazujeme. Jestlize konverguje i
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¥ ¥
é |z, |, pak rekneme, Ze fada é z, konverguje absolutne. Jestlize konvergentni fada ne-
n=1 n=1

konverguje absolutné, fekneme ze konverguje relativne.

Vétad4: Ozmacme z =x, +]jy,.Pak é z, konverguje préve tehdy, kdyZ konverguji obe
n=1

H H v H H H -
realnérady a x, a ay,.Jelipitom 4 Xx,=x, ay,=y, az,=z, pak z=x+jy.
n=1 n=1

n=1 n=1 n=1

Véta tika, Ze misto jedné komplexni fady muZeme stitat dvojici reanych tad, je-li to

vyhodngjsi.

¥
Vétad.5: Proradu & z, komplexnich cisdl plati:

n=1
& konverguje-li, pak z, ® 0,
b° diverguje, pokud z, ® z1 0,

¢® konverguje-li absolutne, pak konverguie,

I i <1 rada konverguje
d® #di se podilovym kriteriem (d' Alembert): lim 2L 1 " overgd
eyl 17 >1  radadiverguje
L 1 <1 rada konverguje
€’ Fdi seodmocninovymkriteriem (Cauchy): i %12, | : " onvergdl
ne ¥ 1 >1  radadiverguje

Zduraznéme, Ze pokud se uvedené limity rovngji jedné, pak uvedena kriteria konvergence
nedavaji Zédnou odpovéd’. V tom pripadé musime rozhodnout podle nékterého z dalSich krite-
rii, jako je Dirichletovo, Abelovo, Raabeovo, integrdni apod., piicemz Ize s vyhodou vyuZzit i
vlastnosti ¢°, viz napt. [ 27],[ 28 str. 830].

Ukazka 4.7  Zviasnosti a° a b° vyplyva existence konvergentnich 7ad, které nekon-

verguji absolutné, nybrz jen relativne. Prikladem je relativne konvergentni Leibnizova rada
¥ ¥

2 - 1+41-142- =Ind, jgiZ fada moduli § i=1+i+i+i+. . mama jako
n=1 n=1

harmonicka rada, nekonvergujei piesto, Ze jeji obecny clen z =1 konverguje knule.

y .
Ukézka 4.8: Ukazme, Ze rada é w konverguje absolutne. Pocitejme
n=1 ++/N
¥ H ¥ ¥
proto élexp(j(n+lnn))|: 51 <éin:2—1:1 ato jsme méli dokazat.
n=1 |2n +\/ﬁ| n=1 2n "'\/ﬁ n=l2

Doposud jsme se zabyvali jen ¢iselnymi fadami. Dulezitym nastrojem pro vysetrovani
funkci jsou vS&ak mocninné rady. Jsou to rady tvaru

¥
o

&6, (z- 7)" (4.1)
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Vétad.6: Krade (4.1) existujeciso R3 0 tak, Zepro |z- z,|< R rada konverguje a

pro | z- z,|> R radadiverguje. Pro tzv. polomeér konvergence R plati R=1/ lim %/|c, |-

ne® ¥

Mocninna tada tedy konverguje uvniti jistého kruhu a diverguje vné tohoto kruhu.
V nekterych bodech hraniéni kruznice miZe fada konvergovat a ve zbylych divergovat. To je
nutné proSetiit zvI&st. Z véty také vyplyva, Ze polomér konvergence se rovna vzdaenosti nej-

[l

blizSiho bodu, v ném fada nekonverguje, od bodu z. Védice ¢asto se klade z, = 0. Mocninné
fady maji nékteré zajimave vlastnosti, o nichZ nés informuje nasledujici véta

Vétad.7: Proradu (4.1) plati:

Cn

c
n+.

a’ jgi polomer |ze pocitat téz pomoci relace R= |im
n® ¥
b° konverguje v kruhu o poloméru r < R stgjnomerne,

° rady vzniklé derivaci ¢i integraci ¢len po ¢lenu maji stejny obor konvergence jako (4.1).

c

Povd3mnéme si opacného poradi indexi v bodé & neZ bylo u d* Alembertova kriteria.

¥
Ukéazka 4.9: Urcete polomer konvergence rady é Zw? Bod & predchozi vety implikuje
n=0
(n+1)!
n!
a tedy 7ada konverguje v celé komplexni rovine.

R Rl =

¥ n
Ukézka 4.10: Spoctete polomer konvergence rady é % Véta 4.6 golu s vyuzitim
n=1

I"Hospitalova pravidla pro urceni neurcitého vyrazu inmplikuje postupné:

R=lim-—L = lim&n = Ii(@ngexp(%lnn) :exp(li®rg%lnn) :exp(li®rg%) =exp(0) =1.

n®¥ nfl n® ¥
n

Ukazka 4.11: V matematické analyze redlné promenné je zndm nasledujici rozvoj funkce

v 7adu ==1- X’ +x*- xX°+..., |xK1 . Pokud vyuzivame jen poznatki: z oboru real-

1+x
nych ¢isel, neni mozné zdiivodnit, proc¢ tento rozvoj plati jen p/i | x K1, kdyz funkce na levé
strané je konecna pro vSechny realné hodnoty x. Platnost uvedeného rozvoje |ze ovsem rozsi-

7t i do komplexniho oboru, tj. " zI C, |z|<1 plati 1+1 ~=1-Z2+Z'- 2°+.... Vkom
z

plexnim oboru se uvedenou zdanlivou anomélii jiZz podasi celkem jednodude vysveétlit, nebor’ v
bodech z=%j funkce na levé strané nema konechou hodnotu. V diisledku toho uvedena ra-

da nemiiZe v téchto bodech konvergovat, takZe jeji polomer konvergence je, jak tvrdi Véta 4.6,
skutecne roven jedné.

Ukézka 4.12: Naleznéme soucet tzv. geometrické 7ady 1+q+o° +q°+q* +...,, kde pro
kvocient g C musi platit |q|<1 . Roznasobenim se mvizeme snadno presvédcit, Ze pro kaz-
déprirozené ¢ido n plati identita (1+qg+...+q")(1- g) =1- g™*. Prejdeme-li v této identi-
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t¢ k limité pro n — oo, pak za uvedeného predpokladu o kvocientu plati g™ ® 0 a tudiz

¥
1+q+?+o*+qg*+..0 § q" = ﬁ . Tuto relaci budeme v dal$im ¢asto vyuZzivat.
n=0

Ukazka 4.13: Z geometrické rrady miZzeme odvodit dalSi zajimavé relace. Napr. derivo-
vanim této ady c¢len po c¢lenu podle promeénné q a nasednou Upravou obdrzime za stejné
podminky pro kvocient postupné

A=At =AM =& P Eng=
(1_ q)2 n=1 n=0 n=1 1- q n=1 (1_ q)2 .
I ntegrovanim geometrické rady podle proménné q dostaneme
g qn+l g qn g qn
1 0 2 =cC- - g =_ -
a-licaT=c-int-9 P §=-In-q,

n=0 n=1 n=1
pricemZ jsme neznamou hodnotu integracni konstanty ¢ = 0 urcili z platnosti odvozované
relacei pro g= 0. Povimnéme s, Ze vysledna relace plati i v pripadé q = -1, tj. pro Leibni-
zowu Fadu zminénou v ukazce 4.7.

45 Komplexni funkce komplexni proménné

Definice4.3: Jeli " zI M1 C ptitazeno despor jedno ¢iso wi N1 C, fekneme, Ze na
mnozing M je definovana komplexni funkce komplexni proménné apiseme w= f(z). Mno-
Zinu M nazyvame definicnim oborem funkce f amnoZinu N oborem hodnot. Je-li kazdé-

mu komplexnimu ¢islu z mnoZiny M piitazeno pravé jedna hodnotaz mnoZiny N, mluvime
o funkci jednomacné. Je-li neékterym ¢islim z mnoZiny M ptitazeno vice hodnot z mnoZiny
N, mluvime o funkci mnohoznacné.

Ukazka 4.14: Napr. funkce w= z? je jednoznacna, funkce w= Jz je dvojznacna,
funkce w=,/z+j-+z-1 jectyrznacnhd afunkce w=Inz jenekonecnémnohoznacna.

Ukazka 4.15: Komplexni funkce komplexni promenné ma v technické praxi, zviadte
v elektrotechnice, Siroké vyuziti. Napr. vimpedanci z=R+ joL lze oddélit ¢inny odpor a
reaktanci, podobneé 1ze u vykonu oddélit ¢inny a jalovy vykon, obecné kmity (i elektrické) 1ze
vyjadrit pomoci relace A(t) = A,exp(jot), podobné pri Sireni eektromagnetickych vin se

wyuzivarelace E = E, exp(- jkx) a H = H, exp(- jkx) apod.

Komplexni funkci w=u+ jv komplexni proménné z=x+jy maZeme geometricky
interpretovat jako zobrazeni komplexni roviny (z) do komplexni roviny (w). Pomoci tohoto
zobrazeni |1ze vySetrovat jak se rozli¢né bodove Utvary roviny (Z) znézorni do roviny (w).

Ukézka 4.16: Vy3etiete jaka krivka vzanikne zobrazenim primky 6x- 8y+1=0 pomoci
funkce W:%. Z definicni relace funkce potiebujeme nejprve wyjadiit x a y. Proto
1 u-jv

. . Lo _ u _ -V . . .
X+]Y =y = wmne 007 implikuje X= ez Y = qaye - Dosazenim techto relaci do
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vychozi rovnice primky obdrZime 6u+8v+u®+v? =0, takze zobrazenim dané primky je
kruznice (u+3)? +(v+4)* =25, viz Obr. 4.1.

o x o i I
] fi=" 2 'H-\.l 2
I = e
il il \
s & 2
) P .l '||
03 __/’F : 4
o |
jf I
A R ll“x\ 6/
1 B 1 15
g h o
15 x‘“---,_ ]

Obr. 4.1: Primkaajgi obraz realizovany prevrécenou hodnotou

Ukézka 4.17: Jaka krivka vznikne zobrazenim polokruznice x=2cost , y = 2sint ,
O£t £rn pomoci funkce w=2z> ? Ze zadaného defini¢niho vztahu funkce vyplyva relace
u+jv=(x+jy)> =x*- y>+2xyj, znizpak u=x>- y®>=4(cos’t- sin’t) =4cos2t a
v = 2xy =8sintcost = 4sin 2t . Zobrazenim zadané pol okruznice tedy vznikne plna krumice o
dvojnasobném polomeru.

Stejné jako v realném oboru je jednim ze zékladnich pojmi diferencidniho poctu pojem
limity funkce.

Definice 44:  Rekneme, Ze funkce w= f (z) mav bodé z, limitu c, jestlize " U@ ,c) $

prstencové U (5,z,) tak, Zze " zI U@ ,z,) plati f(2)T UE,c). Piseme |im f(2) =c.
® z,

Komplexni funkce matedy v bodé z, limitu c, jestliZze ke kazdému e-okoli bodu ¢ exis-
tuje prstencové 6-okoli bodu z, tak, Ze pro vSechny body z uvedeného &-okoli nélezeji pii-
slusné funkeni hodnoty do zvoleného e-okoli.

Vétad4.8 Omacme w= f(z)=u+jv, z,=x,+]jy,, c=a+jb.Pakplati |im f(z)=c

® 7,

prave tendy, kdyz lim u(x,y)=a asoucasne lim Vv(xy)=b.
[ YI® X, Yol [% YI®[ X0, Yol

Didedek: [im f(2)=c U lim|f(@Hcl U limarg f(2) =argc.
7® 7

z® 74 z® 74

Didledek: Plati véty o souctu, rozdilu, souc¢inu a podilu (kromé nulového jmenovatele).

S pojmem limity tésné souvisi pojem spojitosti funkce. Intuitivne Ize tici, Ze funkce
f(2) je spojita v bode z,, jestlize pro viechny body z blizké bodu z, jsou hodnoty f(2)

blizké hodnote f(z,) . Presngji nésledujici definice:

Definice 45:  Rekneme, Ze funkce w= f(2) je spojita vbodé z,, jeli definovana
v ne¢kterém jeho okoli a piitom plati Ii®m f(2) = f(z,) . Je-li funkce spojita v kazdém bodé
@7

néjakeé oblagti, fekneme, Ze je spojita v oblasti.
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Didledek: Funkce je spojita prave tehdy, je-li spojitajeji redlnai imaginarni slozka.

4.6 Derivacefunkce

Pojem derivace a diferencidlu patti ke stéZejnim pojmam analyzy komplexni funkce
komplexni proménné. Formané se derivace definuje stejné, jako u realné funkce redlné pro-
meénné. V Sechny pojmy a operace viak musime chpat ve smyslu komplexnich ¢isel.

Definice4.6: Necht je funkce f(2) definovanav ngjakém okoli bodu z,T C. Existuje-i

f(2)- f(z)

Ilm Z_ZO 1

® 7,
nazyvame ji derivaci funkce f(z) v bodé z, aznatime f(z,).V tomto ptipadé rekneme, Ze
funkce f(z) je vbod¢ z, diferencovatelna. Vyraz df = f (z)dz nazveme diferencialem

funkce f(2) v bod¢ z,.

Zduaraznéme, Ze uvedend limita musi existovat pro libovolnou cestu, po niz se bod z bliZi
k bodu z,. Proto diferencovatelnost funkce komplexni proménné vymezuje mnohem uZzsi

tiidu funkci, nez je tomu u rednych funkci redlné proménné. V dasledku toho i velice jedno-
duché funkce nemusi byt diferencovatelné.

Ukazka 4.18: Prikladem funkce, ktera je vSude spojita a nikde diferencovatelna je funkce
f(2) =z definovana vcelé komplexni roviné. Zvolme libovolné z,1 C a pocitgme
lim f(2) =limz=2,= f(z,). Ztohoto faktu wplywa, ze funkce f(z) je vbodé z, spojita.
® 7, z® 7,

Pro dalSi Gvahy upravme nejprve
f(2-1(z) . 2% _ . Z
z ClImzg -lImz

N

lim

® z,

N

Abychom ukézali, Ze naSe funkce nema v bodé z, derivaci, staci zvolit dvé rizné cesty, pro

néZ vy3e uvedend limita nabyva rizznych hodnot. Za tyto cesty zvolime rovnobézky se sourad-
nicovymi osami, které prochazeji bodem z,. Zvolme nejprve primku rovnobéznou s realnou

osou. Pro tuto primku plati z=x+jy,, tudiz z- z, = x- X, = z- z, a proto se vySe uvedena
l[imita rovna +1. Pro primku rovnobéZznou simagindrni osou je z=x,+jy, proto

Z-2,=j(Y- Yo)=VYo- Y=2,- z, takZe limita je rovna -1. WS uvedend limita tedy nee-
xistuje a funkce f(2z) =z nemévbodé z, derivaci. ProtoZze bod z, byl zvolen libovolné, neni
tato vaude spojita funkce nikde diferencovatelna.

Podobr¢ jako u rednych funkci plati, Ze mé-li funkce f(z) v n¢jakém bod¢ derivaci, je
v tomto bodé¢ i spojit& Plati téZ véty o derivaci souétu, rozdilu, sou¢inu, podilu (krome déleni
nulou) a doZené funkce.

Pro praktické pouziti potiebujeme mit k dispozici néjaké kriterium, pomoci néhoz bychom
snadno Zzjistili, zda je dana funkce diferencovatelna. Podle predchozi ukézky spojitost funkce
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k tomu nestaci. Nutné a postacujici podminky pro existenci derivace komplexni funkce udé
vaji Cauchyovy-Riemannovy podminky definované v nadedujici véte.

Vétad9 Funkce f(2)=u(xy)+]jv(x,y) ma vbodée z=x+jy derivaci prave tehdy,
maji-li funkce u(x,y) a v(x,y) vtomto bodé totélni diferencidl a splzuji-1i podminky

fu _ v fu_ v
=Ty Ty T (42)
Abychom naznagili, jak Ize Cauchyovy-Riemannovy podminky (4.2 ) odvodit, vezméme v
Gvahu, Ze derivace nezavisi na cesté, podél nizsebod z kbodu z, pribliZuje a proto ma-

Zeme psat

<

:_l

d d s d
fm_TF_H_%%JK a sougasnd majr V]

v
Ty lmye

“I

Porovnénim rednych aimaginérnich sloZek pak ziskame (4.2).

ProtoZe jak nezavisle proménnd z, tak i zavisle proménnd w = f (z) mohou byt vyjadieny
v kartézském i exponencidnim tvaru, uvedme s Cauchyovy-Riemannovy podminky pro
vSechny ¢tyti mozné dternativy:

W=U(x, Y) + V(X Y) P 11}; %:}}—;

w=u(rj ) +jv(r,j ) r%:;ﬂ#, r%:-%u
w= R0, Y)ep(F (X ) P %:R% Rm—i:-%—s
W=R(rj PR (i) P r$:R$ rR*}]—f:-%—R

Ukézka 4.19: Abychom ukézali, jak se odvodi napr. treti radek, dosad'me u = RcosF a
v=RsinF do (4.2).Po zderivovani soZenych funkci a Uprave obdrZime
IR

WcosF R—smF ."—ysmF + R—cosF
1R _ IR
."—ycosF R—smF - WsmF R—cosF

Tyto relace mizeme upravit nasledowne:
(25 R—) cosF - (—+ Rﬁ)sm F =0,

(—+ R—)cosF +( RﬂF)snF 0.

Ziskali jsme tak homogenni soustavu dvou lineérnich rovnic pro nemémé cosF, sinF  ata

ma nenulové feéeni jen tehdy, jelli determinant soustavy nulovy. Musi tedy platit
(."X RﬂF 4 RﬂF 2=0.To jemoéjen tehdy, jsou-li oba s¢itance nulové, coz jsme
meli v podstate dokazat.

Povdimnéme si geometrického vyznamu C-R podminek. UvaZzujme komplexni funkci
f(2) =u(x,y)+jv(x,y). Zvolme libovoln¢ dvé kiivky zadané implicitné rovnicemi
u(x,y) =konst. a v(x,y)=konst. Oznatme z, = X, + ] Y, jejich prasecik. Predpokladejme,
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ze funkce f(z2) mav bodé¢ z, derivaci, viz. Obr. 4.2 vlevo. Rovnice te¢en vedenych v bodé
z, kuvedenym kiivkam maji tvar

U=KONSE {06, Yo) XX %) + 30 0 Y)Y - Yg) =0
VEKONSE 1 0, Y0) KX X0) + (5. Yo) Xy~ ¥0) =0
ProtoZe funkce u(x,y) a v(x,y) spliuji C-R podminky, plati %% +%% =0, C0Z zname-

n4 Ze se ob¢ tecny, a tedy i ob¢ kiivky, protingii pod pravym uUhlem. Systémy kiivek
u(x,y) =konst. a v(x,y) = konst. jsou tedy navzajem ortogonani.

Obr. 4.2: Geometricky vyznam C-R podminek

Ukézka 4.20: Sozky u=x2-y?, v=2xy funkce f(z) =2z spliuji C-R podminky,
nebor’ % = % =2X, - :'"1—; = % =2y. Soustavy kiivek x> - y? =konst. (modré kivky) a
xy = konst. (cervené krivky) znazorsiiuje Obr. 4.2 vpravo. Kazda modra hyperbola protina
kazdou cervenou hyperbolu pod pravych thlem Fyzikalni interpretaci zadané funkce ziskame
tak, Ze se omezime jen napr. na prvni kvadrant komplexni roviny. Pak cervené krivky predsta-
vuji ekvipotencialy a modré krivky silocary eektrického pole dvou navzajem kolmych elek-
tricky nabitych desek umistenych do kladnych souradnicovych poloos.

4.7 Holomorfni funkce

Definice 4.7:  Jednoznatnou funkci f (z) nazveme holomorfni v bode, mé&li v tomto bodé

a v n¢jakém jeho okoli derivaci. Funkce je holomorfni v oblasti, je-li holomorfni v kazdém
bodé této oblasti. Funkce je holomorfni na krivee ¢i na uzaviené oblagti, je-li holomorfni na
nékteré nadoblasti, ktera tyto Utvary obsahuje.

Abychom vysvétlili geometricky vyznam holomorfni funkce, oznatme z, bod, v jehoz
okoli je funkce w= f(z) holomorfni a predpoklédejme, Ze f(z,)* 0. Z definice derivace
vyplyva

arg f §z,) =arglzg©r2V§I—Vzﬁf:lzg©r2arg(W- W) - limarg(z- ) =F o - o,
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C

WW0

LW
f€z,) |- lim 5=3 = lim ,
| q 0)| ® 2, |Z-ZO| ® 2,

Z- Z0

kde symbol C vyjadiuje oblouk kiivky. V podstaté tedy mazZeme tici, Ze argument derivace
piedstavuje Uhel otoceni tecny a modul derivace vyjadiuje koeficient deformace. Presnéjsi
vysledek formuluje nasledujici véta.

Véta4.10: Necht'jefunkce w= f(z) holomorfni vbodé z, anechs f(z,)* 0. Pak
1° argf(z,) jeuhel, o ktery je nutno v kladném sméru otocit tecnu ke k7ivce y prochazeji-
ci bodem z,, abychomdostali smér tecny ke kifivee G= f (y) prochézgici bodem w, = f (z,),

. G C
2° | f(z,)| udava pomery délek nekonecné malych oblouki kiivek ww, a zz, .
0 0 0

Pokud se jednd o deformaci ovlivnénou modulem derivace, mluvime v piipadé
| f€z,) >1 odilataci av ptipad¢ | f€z)|<1 o kontrakci.

Definice 4.8:  Zobrazeni se nazyva konformnim v bodeé z,, zachovavé-li thly mezi dvéma
libovolnym kiivkami vychézejicimi z bodu z, a zachovavéli poméry délek nekonecné ma-
lych obloukti. Zobrazeni je konformni na mnozine, je-li konformni v kazdém jejim bodg.

Véta4.11: Zobrazeni realizované holomorfni funkci je konformni v kazdém bode, v nemz
je derivace nenulova.

Ukazka 4.21: Funkce f(z) =z z ukazky 4.17 je z'efmé holomorfni, nebos ma derivaci
f(2)=2z vcelé komplexni roviné a proto zobrazeni realizované touto funkci je konformni
v kazdém bodé z1 0, nebor f (0) =0. Poznamengjme jedte, Ze komplexné sdruZena funkce

f(2)= 22 , jizZholomorfni neni, neboz nesplsiuje C-R podminky.
Ukazuje se, Ze mezi holomorfnimi funkcemi a harmonickymi funkcemi existuje tésna sou-

vislost. Pritom harmonické funkce vykazuji velice dobré vlastnosti a hraji daleZitou roli
v technickych aplikacich, napt. v teorii potenciau.

Definice 4.9: Redlnou funkci F =F (x,y) nazyvame harmonickou v oblasti M , jestlize
zde mé spojité druhé derivace a spliiuje Laplaceovu rovnici

oF o TF L T°F _o
T[XZ ﬂyz

Ukazka 4.22: Harmonickeé funkce jsou napr. funkce F =1, F=x, F=y, F =xy,

F=x*-y’, F=x*-3xy’, F=3x%-y° difunkce F =sinxsnhy, F =sinxcoshy,
F =cosxsinhy, F =cosxcoshy.

Ukazka 4.23: Harmonickymi funkcemi jsou také obecné funkce
151 (%4
_ 3 i fn)n-2i,,2 _ 8 if n n-2i-1,,2i+1
k= So(_ 1) (Zi) X y ! F= SQ (_ 1) (Zi + l) X y !

nebo nekonecnd trida funkci
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F =& o, sin(ix+4,)snh(iy+y ), 0 foy 1R
i=0

linearnich kombinaci soucin trigonometrickych a hyperbolickych funkci ¢i funkce

F =E(exp(2x)- 1), F =2Eexp(X)siny, vnichz E=1/(exp(2x)+2exp(x) cosy+1).

Véta 4.12:  Jeli funkce f(2) =u(x,y)+jv(x,y) holomorfni voblasti M , pak jsou obe
jgi doZky u(x,y) a v(x,y) voblasti M harmonické.

Zduraznéme, Ze obracena véta neplati, tj. povazujeme-li dvé libovolné zvolené harmo-
nické funkce za slozky n¢jaké komplexni funkce komplexni proménné, pak tato funkce nemu-
si byt holomorfni, nebot” vybrané harmonické funkce nemuseji splnovat C-R podminky.

Ukézka 4.24:  Jako priklad nam poslouZi harmonické funkce u=x%- y?> a v=x. Pak

funkce f(z)=x*- y*+jx=Rez’+jRez neni holomorfni, nebor 2x :% 1 % =0 a také

Definice 4.10: Dveé harmonické funkce, které spliuji C-R podminky, nazyvame sdruzeny-
mi (konjugovanymi).

Véta 4.13: VjednoduSe souvidé oblasti existuje k libovolné harmonické funkci sdruZzena
harmonické funkce.

V dudedku podedni véty maZeme libovolnou harmonickou funkci povaZzovat za redl-
nou ¢i imaginarni slozku ngjaké holomorfni funkce. Podle této véty druha sloZka existuje,
takZze muZeme zkonstruovat celou holomorfni funkci. Jingmi slovy, holomorfni funkce je az
na aditivni integracni kongtantu uréena jednou ze svych sloZzek. Metodiku konstrukce holo-
morfni funkce na zékladné znalosti jedné z jejich slozek demonstrujeme na nasledujici ukaz-
ce.

7z . s y . s s ™) — — y 7 z s
Ukazka 4.25. Ze zamé imaginarni sloZky v = v(x, y) = arctans mame nalézt holomorfni

funkci f(2), pro niz f(1) =0. Integraci prvni C-R podminky % :% ZXZTXyZ podle pro-

menné x ziskame u =Inx* + y? +c(y) , pricemz integracni konstanta mize zaviset jedté na
druhé nezavisle promenné, podle niz jsme neintegrovali. Tuto velicinu ur¢ime zdruhé C-R

podminky. Dostaneme postupné - p Y +cqy) = x21y2 P c(y)=0 b

Ty = T x2+y
c(y) = ¢,. Realna dozka hledané holomorfni funkce je tedy aZ na aditivni integracni konstan-

tu uréena jednoznacné a ma tvar u =Iny x> +y> +c,. Pro funkci f(2) tedy miZzeme prozatim
psat f(2) =Inyx® +y” +jarctany +c,. Komplexni funkci f(2) musime jedté vyjadsit pomo-
ci nezavislé komplexni promenné z. Takze f(z)=In|z|+jargz+c, =Inz+c,. Integracni
konstantu urc¢ime z podminky f (1) =0. Hledana holomorfni funkce ma tedy konecny tvar
f(2)=Inz.

Ukazka 4.26: Provedme si nyni aplikaci holomorfnich funkci na rovinné elektrostatické
pole bez volnych nabojii. Elektricky potencial tohoto pole vyhowuje Laplaceové rovnici a pro-
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to jg§ muZeme povaZovat napr. za imaginarni sozku v=v(xy) jisté holomorfni funkce
f(2) =u(x,y)+jv(x,y). Tuto funkci nazveme komplexnim potencidlem elektrostatického
pole. Redlna doZka u =u(x,y) komplexniho potenciélu reprezentuje silovou (tokovou) funk-
ci. Vektor intenzty elektrického pole vyjadreny pro komplexni rovinu pak dava postupné

I'_ v . qv_ v .qu_ S SN T T r
E=-gadv=- - jqy = x I = ifxu-iv=-if&=i1&9.

Ze znamého komplexniho potencialu f(z) tedy miZeme urcit viechny veiciny e ektrostatic-
kého pole, tedy tokovou funkci jako jeho realnou dozku, elektricky potencial jako jeho imagi-
narni slozku, vektor elektrické indukce zrelace IIE:j f§z), eventuelné velikost elektrické
intenzity | E |=] f€z)| jako modul derivace komplexniho potencialu, ¢i

argI'E:—arngz)—%.

Ukazka 4.27:  Skalarni magneticky potencial stacionarniho magnetického pole dlouhé
obdénikove drézky je dan relaci v =U sink x sinhk y. Podobneé jako u ukazky 4.25 se snadno
presvedcime, Ze sdruZena harmonickd funkce ma tvar u=-U cok x cosk y, pricen? jsme
2volili nulovou integracni konstantu. Komplexni potencial tohoto pole je tedy

f(z2) =-Ucok x costk y+ jU sink xsinhk y =-U cok (x+ jy) =-U cok z.

Prubeh dlocar u = konst. (cervené cary) a ekvipotencial v = konst. (modré cary) vysetio-
vaného poleuvadi Obr. 4.3.

L

I

Obr. 4.3: Prub¢h silocar aekvipotencial v obdélnikove drézce

4.8 Racionalni funkce

V téo kapitolce uvedeme struéné a bez zdivodnovani hlavni viastnosti nékterych jed-
noduchych racionélnich funkci.

48.1 Linearnifunkce

Jeto funkcetvaru w=az+b, at 0,bl C. Jgi z&kladni vlastnosti jsou:

1° zobrazuje vzdjemng jednoznatné C na C,

2° lzeji nahradit stejnolehlosti, rotaci a trandaci,

3° zobrazuje ptimku na piimku,

4° zobrazuje kruznici na kruznici,

5° v pripadé at 1 mapevny bod Z:%’ v ptipadé a=1,b ! 0 pevny bod neexistuje a
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v pripadé a=1, b=0 jekazdy bod roviny jejim pevhym bodem (identické zobrazeni).

Ukézka 4.28: Funkci w |ze prepsat do tvaru w=|a|exp(jarga) z+b , takze zobrazeni z =|a|z
predstavuje stejnolehlost, z, = z exp(jarga) reprezentuje rotaci a w=z, +b vyjadruje trandaci.

0 +90° kolem pocétku.

Ukazka 4.29: V ukazce 4.3 a 4.4 jsme uvedli rovnici primky a kruznice v komplexni rovine
a oba utvary jsme spojili v zobecnenou kruznici Azz+Ez+Ez+D=0, ADI R. Zrovnice

vy3etiované linearni funkce spoctéme z=%-b a dosad'me do rovnice zobecnené kruznice. Po

jednoduchych Upravach obdrzime Aww+Ea- Abw+(Ea- Ab)w+F =0, kde komplexni koefi-
cient E ma vyznam jako v ukazce 4.3 a realny koeficient je ddn F = Abb - Eab- Eab +Daa.
Uvedend rovnice wyjadruje zobecnenou rovnici vrovine w. ProtoZe jak v pivodni tak i

v transformované rownici je u kvadratického clenu tentyz realny koeficient A, transformuje
se primka v primku a klasicka kruznice v klasickou kruznici. Overili jsme tak body 3° a 4°.

48.2 Kruhovainverze

Kruhovéainverze je v komplexni roving vyjédienarelaci w= %2 , R>0. Pripomenme,
Ze body A a B jsou symetrické vzhledem ke kruznici k(S,R), kdyz leZi na spolecném paprsku
vychézejicim ze stiedu S kruznice k a piitom plati ASX8S=R?. Proto je ve jmenovateli kom-
plexné sdruZzend hodnota nezavisle proménné, jinak by odpovidgjici si body nelezely na spo-
lecném paprsku. Kruhovainverze matyto vlastnosti:
1° zobrazuje vzajemng jednoznacné C na C,
2° zobrazi zobecnénou kruznici na zobecngnou kruznici,
3° zobrazi vnitiek kruznice | z|< R najeji vngjsek a naopak.

Ukazka 4.30: VRL obvodu je impedance jako funkce frekvence o déana redaci
Z=R+jolL a je tedy doZena z ¢cinného odporu a reaktance. Admitance Y :% je pomoci kru-

hové inverze danarelaci y=—1_= Riel i y=—R _ y=_WL _ pogmemes, 7
R-jwL R+ oL Re+jwL Re+jwL

[ VYV =Y+ 30 i i 1 -1 - S v =_1 5
plati YY =X, coz je rovnice krumice |Y- k=L se stedem v bodé Y =-L a polomérem

==, Viz Obr. 4.4. Poloprimka vkomplexni roviné z tak prechazi v horni polokruzici

v komplexni rovine v .

W=

Obr. 4.4: Impedance a admitance
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4.8.3 Linearnilomenafunkce

v s

Jednou z nejdulezitéjSich racionalnich funkci komplexni proménné je linearni lomena

funkce, tj. funkce tvaru W:% , ab,c,dl C, ad®bc, ct! 0. Tato funkce vykazuje

velice zajimavé vlastnosti:

1° zobrazuje vzajemn¢ jednoznaéné C na C,

2° Ize nahradit translaci, rotaci, stejnolehlosti ainverzi,

3° zobrazi zobecnénou kruznici na zobecngnou kruznici,

4° zobrazi tii zadanébody z,, z,, z, natti zadané body w;, w,, w;, pritom plati

W-W W3-W _ 22 2324
W-W,  Wam Wy, 22 232

5° necht’ se kruZnice K zobrazi nakruznici L, pak se bud’ vnitiek K zobrazi na vnitiek L
(atedy vnejsek K navngjSek L) anebo se vnitrek K zobrazi navnejSek L (atedy i vnejSek
K navnitiek L),

6° body symetrické k zobecnéné kruznici se zobrazi body symetrické k obrazu této kruznice.

Z tietiho bodu vyplyva, Ze ptimka se maZe zobrazit na klasickou kruZnici a klasické kruz-
nice na ptimku. Ctvrty bod tik4, Ze lineérni lomené zobrazeni zachovava dvojpomer.

Ukazka 4.31: Pro rozklad na elementarni zobrazeni prepiSme linearni lomenou funkci do

tvaru w=2+-% o= bc(':zad . Pak dekonpozice z =z+4, z, :Zil, 23 =la |2y, 24 = zgexp(j arge)

c d’
z+g

a w=z+2 reprezentuje postupné trandaci, inverz, stejnolenlogt, rotaci a transaci, ¢imz
jsme prokazali platnost bodu 2°.

Ukéazka 4.32: Pomoci inverzni linearni lomené funkce z= 'C(f,x";b

se zobecnena kruzmice
Azz+Ez+EZ+D=0 transformuje na zobecnénou Kkruznici Fzz+Gz+Gz+H =0, pricemz
F=Add- Ecd- Ecd+Dcc, G=-Abd+Ebc+Ead- Dac, H=Abb-Eab-Eab+Daa, koeficienty
F a H jsourealné. Sted transformované kruznice lezi v bodé w,=- & a jeji polomer je dan

F
relaci r =-1./cG- FH . Timjsme provérili platnost bodu 3°.

TFI

Ukazka 4.33: Pomoci linearni lomené funkce naleznéte zobrazeni pravé poloroviny na
vnitrek jednotkového kruhu k, pricemz se dany bod z, zobrazi na stied kruhu. Zdanlive se

zd4, Ze mame k dispozci malo Udaj:. Podle bodu 6° se viak musi bod - z, symetricky k bodu
z, podle imaginarni osy (hranice zobrazované poloroviny) zobrazt na bod w =¥ , ktery je

symetricky ke st7edu kruhu vzhledem k jednotkové kruznici ohranicujici tento kruh. Dosadime-
li tyto dveé podminky do definicni relace linearni lomené funkce, obdrzime b=-az,,

d=cz, takfe po Upravé dostaneme w=2Z7%.
k dispozici jedte tieti podminku a sice, Zebody z = jy |eZici na imaginarni ose se musi zobra-
zit na body |w|=1 leZici na jednotkoveé kruzici. Uplatnéni této podminky dava |2 |=1, tj.
ﬂ
Z+Z,
stedu kruhu. Podotknéme jeste, Ze podle viastnosti 5° se leva polovina roviny z zobrazi na
vnéjSek jednotkového kruhu.

Pro urceni poméru 2 viak mame

a=cexp(jo). Hledané zobrazeni w=exp(jp) je tedy jednoznacné az na otoceni kolem
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Ukézka 4,34: Linearni lomena funkce odvozena v predchozi ukazce ma v eektrotechnické
praxi velky vyznam. Uved'me s nekolik jejich fyzikalnich interpretaci, v nichZz zvolime j =0.
Prvni interpretaci elektrickéno pole dvou opacné nabitych rovnobeéznych vidken uvadi, v nemz
modré cary vyznacuji ekvipotencidly a cervené silokrivky. VIoZime-li nyni do tohoto pole el ek-
trodu, jejiZz povrch splyvé s nekterou z ekvipotenciél, pak se pole vné elektrod nezmeni, nebor
povrch elektrody tvori ekvipotencialni hladinu. Tim ziskame dalSich Sest poli pro rizmné usku-
peni a to tenky a masivni vodic, tenky vodic a stena, tenky koaxialni vodic, dva riizné masivni
vodice, masivni vodi¢ a sténa a konecné masivni koaxialni vodi¢, viz  Obr. 4.6. V podgtate
stejné obrazky ziskame pro elektromagnetické pole riiznych seskupeni paralelnich vinovodi,
vizObr. 4.7; zde je ;m&zornéna dvojice stejnych vinovodii, dvojice rizznych vinovod:i a koa-
xialni vinovod. Do stejné kategorie aplikaci nalezi jeste Smithiv (kruhovy) diagram, ktery
dava do souvidosti cinitel odrazu w= p a pomeérnou vinovou impedanci Z =R+ j X, viz
Obr. 4.8.

=il e
."'-. b

1

pa W

ol
i

Obr. 4.6: Elektrické pole Sesti uskupeni vodici a stén
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Obr.4.8: Smithuv diagram

4.8.4 Mocninnafunkce

10
20
30
4°

Jedna se o funkci danou predpisem w=z" , n>1. Funkce ma néasledujici vliastnosti:

realizuje konformni zobrazeni v celé komplexni roviné s vyjimkou bodu z =0,
zobrazuje kruZnice se stiedem v poéatku na kruznice se stiedem v poc¢atku,

zobrazuje pgprsky na paprsky,
zobrazuje thel ¢ nauhel F =ne.

Ukézka 4.35: Elektrické pole dvou navzijem kolmych stejné nabitych sten, zminené jiz
v ukézce 4.20, miZeme urcit téZ tak, Ze prvni kvadrant transformujeme pomoci funkce w = z*
na horni polorovinu. Povrch sten tak prejde v redlnou osu, na nizZ je nyni predepsan konstant-
ni potenciél. . Pole v horni poloroviné je tak z/ejmé homogenni. Zpétnou transformaci pak
ziskédme pole kolmych sten. Cely postup je znazornen na Obr. 4.9

Ukézka 4.36: Dalsi ukazky pouZti rizznych tvari: mocninné funkce prezentuje Obr . 4.10.
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Obr. 4.10: Zobrazeni realizovana nékterymi mocninnymi funkcemi

Ukéazka 4.37: V aerodynamice hraje dileZitou roli funkce Zukovského, které je defino-
véana relaci w=3}(z+41). Zukovského funkee je jednoznacna a holomorfni v celé komplexni
roviné swyjimkou bodu z=0, jgji oblast jednolistnosti je vnitiek (vnejSek) jednotkového kru-
hu, realizuje konformni zobrazeni swvyjimkou bodiz z=+ 1, 0 a zobrazuje vnitrek (vnejSek)

kruhu na vnejSek Usecky <-1, 1>. Jako ukdzku s uved'me obtékani profilu kfidla letadla, tak
jakuvadi Obr. 4.11.

Obr. 4.11: Obtékéni profilu kiidla

485 Obecnaracionalni funkce

Obecnou raciondlni funkci mizeme zapsat jako podil dvou polynoma w= % . Tato

funkce je spojita a holomorfni v celé komplexni roving svyjimkou koreni jmenovatele. Pri

62



M atematika 2 63

vysetiovani raciondlni funkce se zpravidla vyuZiva rozkladu na parcialni zlomky, z nichz kaz-
dy maZeme chépat jako specidlni ptipad raciondini lomené funkce.

4.9 Zakladni transcendentni funkce

49.1 Exponenciélni funkce

Exponenciédlni funkci definujeme pomoci nekonecné fady

z 3 z"
e °exp(z):a—|. (4.3)
n=0 n

V ukézce 4.9 jsme dokazali, Ze tato fada konverguje v celé roving, nebot’ pro jeji polomér
konvergence plati R =¥ . Exponenciélni funkce ma nésledujici vliastnodti:

1° je holomorfni v celé komplexni roving,

2° Izeji urcit predpisem exp(z) = exp(X) (cosy + jsiny),

3° pro" z,z,1 C plati exp(z,)%exp(z,) =exp(z +2,),

4° je periodicka s ryze imaginarni periodou 2xj,

5° jeji oblast jednoznagnosti jepés - ¥ < x<¥, 2kn<y<2(k+xm, ki I,

6° realizuje konformni zobrazeni v kazdém bodg komplexni roviny,

7° rovnob&zky s redlnou osou zobrazuje na paprsky prochézejici pocétkem,

8° rovnob&zky simaginarni osou zobrazuje na soustredné kruhy se sttedem v pocétku,

9° péssitky h=1y, - y, <2xn rovnob&zny sredlnou osou zobrazuje na Ghel s vrcholem v
pocétku arozteci h, specielné pas y, =0, y, =p zobrazi na horni polorovinu a pas
y, =0, y, =2p nacelou rovinu.

4.9.2 Trigonometrickéfunkce

Trigonometrické funkce jsou definovany relacemi

exp(jz)- exp(- j2)

exp(jz)+exp(- j2)
2j 2 '

sinz= cosz=

Vzhledem ke ( 4.3) je miZzeme vyjadiit i pomoci konvergentnich fad

2n+1

oy Y 2n
sSnz= & (- 1" Gy cosz= & (-1)"&
n=0 n=0

(2mt-

Maji tyto vlastnosti:
1° jsou holomorfni v celé komplexni roving,
2° lzejeurgit pomoci sinz=sinx coshy + jcosx Sinhy, cosz = cosx coshy - jsinx sinhy,
3° jsou periodické s redlnou periodou 27,
4° plati pro ng zndmé vztahy, napi. sin’z+cos’z=1, tanz=30Z, cotz=9%Z,
sin(z, +z,) =sinz cosz, +cosz Sinz,, sin(z=cosz, cos(z=-snz apod.,
5° realizuji konformni zobrazeni pro z* 1 (2k +1) n, eventuelné pro z* k=, k1 1,

6° Izejevyjadiit jako kompozici znamych zobrazeni a to otoceni, exponencidlni funkce a
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Zukovského funkce,
7° rovnobg&Zky s redlnou osou zobrazuji na konfokalni elipsy,
8° rovnobezky simaginarni osou zobrazuji na konfokalni hyperboly.

Z druhého bodu vyplyva, Ze v komplexni roviné mohou trigonometrické funkce nabyvat
i hodnot v absolutni hodnoté vétSich nez jedna.

Ukézka 4.38: Spocteme modul funkci sinz a cosz. Podle druhé viastnosti a podle
ctvrté viastnosti nad edujici kapitoly plati postupne

|sinz|= \/sinzxcosh2y+coszxsinh2y = \/sin2x+sin2xsinh2y+sinh2y— sin’xsinh’y
|sinz|=+/sin®x+sinh®y
|cosz|= \/coszxcoshzy+sin2xsinh2y = \/coszx+coszxsinh2y+sinh2y— cos’xsinh’y

|cosz|=+/cos’ x+sinh’y

Ukézka 4.39: Urceme sinj. Na zaklade druhé viastnosti trigonometrickych funkci plati
2

sinj = sin0cosh1+ jcosOsinhi = jsinh1= &1 ;.
2e
49.3 Hyperbolickéfunkce
Hyperbolické funkce jsou definovany relacemi
Sinh z= P2 &0 D) cosh 7= EPD*ERC D)

Pomoci (4.3) je miZzeme vyjédtit ve tvaru konvergentnich rad

¥ _2ntl ¥ _2n
. _ o Va4 - o Z
snhz= & ney coshz a Gy -

Maji tyto vlastnosti:

1° jsou holomorfni v celé komplexni roving,

2° lIzejeurgit pomoci sinh z = sinhx cosy + jcoshx siny, cosh z = coshx cosy + jsinh x siny,
3° jsou periodické s ryze imaginarni periodou 2 j,

4° plati pro ng zndmé vztahy, napi. cosh’z- sinh®z=1, tanhz=3MZ = cothz =Nz,

sinh(z +z,) =sinhz cosh z, +coshz sSinhz,, sinh(z=coshz, cosh(z=sinhz gpod.,

5° realizuji konformni zobrazeni pro z* 1(2k +1) nj, eventuelnépro z* 2kxj, ki I,
6° lzejesloZit z exponencidni funkce a Zukovského funkee,
7° rovnobe&zky s redlnou osou zobrazuje na konfokalni hyperboly,
8° rovnob&zku simaginarni osou zobrazuje na konfokalni elipsy,
9° souvisi strigonometrickymi funkcemi pomoci vztaht
snhjz=jsinz, coshjz=cosz, snjz=jsinhz, cosjz=cosz.

Ukazka 4.40: Podobné jako v ukazce 4.38 | ze odvodit
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|sinhz|=4/sinh’x+sn’y a |coshz|=4/cosh’x- sin’y

Ukézka 4.41: Pribeh konfokalnich eips a konfokélnich hyperbol zobrazeni w=coshz
mazorsnuje Obr. 4.12.. Na témZe obrazku jsou uvedeny take nekteré el ektrotechnické interpre-
tace tohoto zobrazeni, zgména eektrické pole dvou navzijem kolmych deskowych elektrod,
dvou hyperbolickych elektrod, jedné deskové eektrody, dvojice deskovych elektrod leZicich
v jedné rovine a dvojice eliptickych koaxialnich elektrod.

Obr.4.12: Zobrazeni w=coshz ajeho fyzikani interpretace

494 Logaritmickafunkce

Logaritmicka funkce je definovanajako inverzni funkce k exponencialni funkci, tedy

w=lnz U z =exp(w) .

Jako inverzni funkce k periodické funkci je logaritmus nekone¢némnohoznaénou funk-
ci. Abychom to dokazali, polozme z=rexp(jo) a w=u+jv. Dosazenim do defini¢niho

vztahu alpravou ziskdme r =exp(u) a v=¢ +2kn j. Takze
w=Lnz=Inz+2knj=Inr+jo +2knj, ki I.

Velicina Inz oznatuje hlavni hodnotu logaritmu, velic¢ina Lnz reprezentuje mnoznu vech

hodnot logaritmu a téch je nekonecné mnoho, nebot’ k je libovolné celé ¢islo. Vlastnosti:

1° jespojitav proviechna zI C, z!0,-1- 2,..,
2° je holomorfni pro vSechna z C, z10,-1-2,...,
3° plati pro ni zndmapravidla, totiz Ln(z,z,) =Lnz +Lnz,, Lnz=

NlF

Ukéazka 4.42: Urceme Lnj. Podledefiniceplati Lnj=In|j|+j%+2kpj=(2k+3)p].
Ukézka 4.43: VWypocteme Ln (-1). Plati Ln(-1) =In|-1|+jp +2kp j=(2k+D)p .
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49,5 Obecna mocnina
Obecna mocnina je definovana relaci
w=z°=exp(cLnz), cl C.

Jedné se 0 kompozici exponencidlni a logaritmické funkce, tedy o kompozici periodické
a nekone¢némnohozna¢né funkce. Velicina exp(clnz) predstavuje jeji hlavni hodnotu.
Vlastnosti:

1° jespojitapro zI C, z'0,-1-2,..,
2° jeholomorfnipro zI C, z:0,-1-2,...,
3° plati pro ni znamarelace (z°)¢=cz®*,
4° je obecné mnohoznacnd, v piipadé ci N jejednoznaind, v pripadé zI Q je
kone¢nemnohozna¢né ave zbyvajicich ptipadech je nekonecnémnohoznacna.
Ukézka 4.44: ocitejme vyrazj. Podle definice a podle predchozi ukazky mame
j'=exp(jLnj)=exp(j(2k +3)p j) =exp(- 5 - 2kp).

Vidime, Ze vyraz j'. nabyva redlné hodnoty, a tato hodnota je dokonce nekonecnémnoho-
nacna, nebor’ k jelibovolné celé c¢ido.

49.6 Cyklometrickefunkce

Cyklometrické funkce jsou definovény jako inverzni funkce k funkcim trigonometric-
kym. Jsou tedy definovany relacemi

w=arcsinz U z=sinw, gpod.
Vlastnosti:
1° jsou mnohoznacné, nebot’ jsou inverzni k periodickym funkcim,
arcsinz=-jLn(jz++1- 7%), arctanz =1 jLn.*Z

2° plati pro ng relace e

arccosz=- jLn(z++2* - 1), arccotz:EjLnij

z+j "

49.7 Hyperbolometrickeé funkce

Hyperbolometrické funkce jsou definovény jako inverzni funkce k funkcim hyperbolic-
kym. Plati tedy

w=agsinhz U z=sinhw, apod.
Vlastnosti:

1° jsou mnohoznagné, nebot’ jsou inverzni k periodickym funkcim,
argsinhz=Ln(z++z* +1),  agtanhz=1 LnfZ,

2° plati pro n€ relace
argcoshz=Ln(z+v2z>-1), agcothz=1LnZd,

Ukazka 4.45: Obr. 4.13 uvadi nekteré dalsi interpretace doztejSich holomorfnich funkci.
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Obr. 4.13: Nekterainterpretace holomorfnich funkci

49.8 Prehled zékladnich transcendentnich funkci

V tomto odstavci jako rekapitulaci probrané latky uvedeme jen prehledné schéma vy-
tvareni zékladnich transcendentnich funkci. Vychozi funkci je funkce exponenciélni, kterou
jsme jako jedinou definovali pomoci konvergentni nekone¢né fady. Ostatni funkce jsme obdr-
Zeli bud’ pomoci vhodné relace ¢i inverze nebo pomoci kompozice obou postupti. Vice napovi
Obr. 4.14.

i S e = obecnai

| * | moenina
trig. funkce cyklometricke f
hyp. funkce hyperbolometricke f
periodické mnchomadné

Obr. 4.14: Konstrukce zékladnich transcendentnich funkci

4.10 Shrnuti

Rovnice zobecnénékruznicee Azz+Ez+Ez+D =0, ADI R, ET C
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<1l radakonverguje

Kriterium d’Alembertovo:

i
i
T

,l'®r§ “l: >1  rFadadiverguje

Kriterium Cauchyovo: A,@@ \/_ | ;:j: Z?:e\gilje
Derivace funkce komplexni proménné: L&g% , zz1 C
Cauchyovy-Riemannovy podminky:

wEu vy o= =

w=u(rj )+jv(r.j ) b 111]‘; 11]1]", r%:-%#

W=ROYPORIF(Y) P IR=RIC, RE=- g8

w=R(r,j )exp(jF(rj)) b r$:R$, qu]—'?:-%fR

Holomorfni funkce: maderivaci i v jistém okoli referencniho bodu

Harmonicka funkce: o o T'F , I°F =0, F1C,W
™ Ty?
Racionalni lomena funkce: :% , a,b,c,dl C
Exponencialni funkce: e’ ° exp(z) = é’\z—' , |z|<¥
Trigonometrické funkce:
sinz=%?xp('m, cosz=2PUD*RID - gnjz=jsnhz, cosjz=cosz

Hyperbolické funkce:
i — exp(2)- exp(- 2) _ exp(2)+exp(- 2)

sinh jz=jsinz, coshjz=cosz

L ogaritmicka funkce: w=Inz U z=exp(w)
Obecna mocnina: w=z°=exp(cLnz) , cl C
Cyklometrické funkce: w=arcsinz U z=snw, apod.
Hyperbolometrick é funk ce: w=argsinhz U z=sinhw, apod.

4.11 Kontrolni otazky

1) Co jeto zobecnénakruznice a ¢im se vyznacuje jei rovnice?
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2)
3)
4)
5)
6)
7
8)
9)

Co je to mocninna fada a jaké mavlastnosti?

Jaky je tvar geometrické fady ajak veliky je jeji polomér konvergence?
K ¢emu douzi podilové a odmocninove kriterium?

Formulujte Cauchyovy-Riemannovy podminky.

Jaky je geometricky vyznam Cauchyovych-Riemannovych podminek?
Vysvétlete pojem holomorfni funkce.

Vysvétlete pojem harmonické funkce.

Objasnéte pojem sdruZzené harmonickeé funkce.

10) Jak4 je souvislost mezi holomorfnimi a harmonickymi funkcemi?

11) Jaké vlastnosti ma konformni zobrazeni?

12) Co jsou to body sdruZené ke kruznici?

13) Vyjmenujte vlastnosti linedrni lomené funkce.

14) Napi&e definici exponencidlni funkce.

15) Které z funkci exponenciela, trigonometrické funkce, hyperbolické funkce jsou pe-

riodické?

16) MuZe modul trigonometrickych funkci preriast hodnotu jedna?

17) Napi&e relace mezi trigonometrickymi a hyperbolickymi funkcemi.

18) Pro¢ cyklometrické a hyperbolometrické funkce souvisgji s logaritmem?

4.12 Priklady ke kapitole 4

Piiklad 4.1: Rozhodnéte, zda mnoZina M je oteviend (uzaviend), ohranicena (neo-

¥
Piiklad 4.2:  Urcete polomér konvergence fady é ln z"
n

hranicend), piipadné k-ndsobné souvisla
a M={zl C:[Red>1|d<4},
b) M={zl C:1£imZ£2},
|

n=1

Piiklad 4.3:  Naeznéte rovnici kiivky, na kterou se zobrazi kruznice dana rovnici

zZ+(1- j)z+ @+ j)z+1=0 pomoci funkce w=2z+Z- 1.

Piiklad 4.4:  Urcete tvar holomorfni funkce f(2), jeli jeji rednd dozka

Ref(z) =u(x,y) = x>- 3xy? +3x*- 3y’ +1 a f(0)=1.

Priklad 45:  M¢gjme dvé komplexni ¢isla a=|ale”*, b=|pe”, |d 2 | a zobrazeni

definované  predpisem w=az+bz+c. Ukaite, Ze plati
1.
w=E(L(L(L@)) | kde fd=e2" "z, f,(2)=|dz+|42,
_ Ziasb)
f,(z) =e2 z, f,(2)=z+c.

69



70

FEKT Vysokého uéeni technického v Brn¢

Priklad 4.6:

Vycisete a) Ln(-9j)

Vysdedky viz kap. 9
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5 Integralni poéet v komplexnim oboru

Cile kapitoly: Kapitola obsahuje zaklady integralniho poétu komplexni funkce
komplexni proménné. Po definici integrdlu v komplexni proménné a nékterych zpiso-
bech jeho vypoétu dospéjeme ke stéZg ni Cauchyové vété, kterd mé radu dilezitych di-
dedki. Abychom mohli pracovat i s neholomorfnimi funkcemi, zavedeme s tzv. Lauren-
tovu Fadu. Ta ndm umozni klasfikovat izolované singularni body, v nichZ neni funkce
holomorfni. Zavérem zavedeme pojem rezidua a uvedeme reziduovou vétu, jako zobec-
néni véty Cauchyovy. Reziduovou vétu vyuZijeme v této kapitole jen p¥i vypoétu dvou
typt redlnych integréla. S dalSim jgim uplatnénim se setk&me p¥i studiu integrélnich
transfor maci.

5.1 Uvod

Jednim z fundamental nich pojma analyzy funkci komplexni proménné je pojem kiivko-
vého integrdlu. Tento integrdl Gzce souvisi s kiivkovym integrdlem druhého druhu studova-
nym v analyze reélnych funkci a mé s nim fadu podobnych vlastnosti. Proto budeme pfi vy-
kladu latky postupovat analogickym zptasobem . Omezime se ptitom jen natiidu kiivek, které
jsou pro prakticke aplikace dogtatecné obecné, tj. na téidu po ¢astech hladkych kiivek. Vyho-
dou tohoto omezeni je skute¢nost, Ze po ¢astech hladké kiivky jsou rektifikace schopné, tj.
muzeme urcit jejich délku. Druhd vyhoda spociva v tom, Ze vypocet kiivkového integrdu
komplexni funkce komplexni proménné pievedeme v podstaté na vypocet uréitého integrdlu
komplexni funkce redlné proménné. Uvedeme si nékolik zpusobu praktického vypoctu inte-
grdlu komplexni promeénné, nebot’ tyto metody nam usnadni préci pii sudiu nadednych kapi-
tol o integranich transformacich.

5.2 Integrdl

V celé kapitole budeme predpokladat, nebude-li feceno jinak, Ze C je po ¢éstech hladka
kiivka s po¢atecnim bodem z=a a koncovym bodem z=b. Na kiivce C zvolme néjaké
déleni z,=a, z, z, ..., z,,, z,=b a predpokladeime, Ze délici body jsou na ktivce
uspoiddany podle rostouciho indexu. Vybranému déleni piitadime nezdporné cido
D= max |z, - z,, |, tzv. normu déleni. V kazdém oblouku G, 1 G, k =1,...,n spocatenim

=1,..,n

bodem z,_, a koncovym bodem z, zvolme libovolné bod ¢ ,, tzv. reprezentanta. Predpokléa-
dejme dée, Ze nakiivce C je definovana spojitafunkce w= f(2),tedy f(2)1 C(C). Exis-
tuje-li niZze uvedena limita nezavide na vybéru déleni i vybéru reprezentantt, pak integral
komplexni funkce f(2) po krivce Gdefinujeme relac9

of (A dz=1im & €. (7 - 2.) (5.1)

n® ¥ k=1
D® 0
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Ukazka 5.1: Pomoci definice spoctéme integral ¢dz podé libovolné kifivky s koncovymi
G
body a a b. V tomto pripadé postupné plati

n
odz=1lim & (z. - z.,) =lim(z, - z)=b- a.
G n® ¥ k=1 n® ¥

D® 0 D® 0

Povamnéme si, Ze pro uzavicenou kiivku je vysetirovany integral nulovy.

Ukazka 5.2: Urcemenyni ¢ dz|. Tentokrat mame
G

n
oldz|=lima |z - z_, |=measG,

takZe vySetrovany integral udava délku krivky.
Ukazka 5.3: Foocitejme jeste postupne
Qpdz=1imA 3 (2 +7.) (- 2.,) =3lim(z - 7) =3(*- &)
G D® 0 k=1 D® 0
| vtomto pripadé je integral po uzaviené kiiivce nulovy.

Uréovani integrélu z definice je ponékud komplikované a proto s uvedeme dva vhodngj i
zpusoby jeho vypoctu.
Véta5.1: Nechrje G po castech hladka kiivka a nech f(z)1T C(C). Pak of (z)dz existu-
G
jeaplati of (2)dz=(u+jv) (dx+jdy) = Judx- vdy) +j(vdx+udy).
G G G G

Véta tedy umoziuje pocitat jeden integral v komplexni rovingé pomoci dvou kiivkovych
integrdla v redné rovirg. V piipadé, Ze umime vyjadrit integracni kiivku v parametrickém

tvaru, |ze kiivkovy integrdl komplexni funkce komplexni proménné pocitat jako urcity inte-
grél komplexni funkce realné promeénné.

Véta 5.2.  Necht je kiivka C zadana parametricky pomoci funkci x=x(t), y=y(t),
B
a £tEPR.Pak z=x(t)+jy(t)=12z(t), dz=z(t)dt aproto of (z)dz= pf[z(t)]z&t)dt .
G o

Ukéazka 5.4: Spocitegjme c‘,zf’—§0 podél kruzmice | z- z,|=r >0, pricemz z, jelibovol-
G

né, ale pevné zvoleny bod komplexni roviny. Zavedme parametrické vyjadreni kruznice
z=z,+rexp(jo), 0£¢ £ 2t . Pak

2n . . 2n
gz = Rireme) gt o
075 = Orepje 40 =1 oo =2m].

Toto je velice diil eZity vydedek, ktery se promitne do naSich dalSich Gvah. Povimneme si, Ze
integrand neni v bodé z, holomorfni. Sfaktorem 2pj sebudeme v dalSim casto setkavat.

ProtoZe kiivkovy integrdl v komplexnim oboru se v mnohém podoba kiivkovému inte-
grélu v redném oboru, uvedeme s, ato bez hlubSiho rozboru, alespon nékteré z jeho zéklad-
nich vlastnosti.
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Véta5.3: Za vyZe uvedenych predpokiadi a oznaceni plati:
dclf (2) +c,f,(2)]dz= clof (z)dz+c20f (2dz, c¢c,c,1C

2°  of(9dz= of(z)dz+ of (z)dz QQQ =f
GEG,

3° of(9)dz=- of(z)dz
G G

£ |f(2EM, I=meassC P |of (2dz[EMI.
G

5.3 Cauchyova véta

Nyni jiZ mame vSechny nutné poznatky k formulaci zékladni véty integrdniho poctu
komplexni proménné. V ukézkéch 5.1 a 5.3 jsme obdrzeli nulovou hodnotu integrélu podél
uzaviené kiivky. V obou piipadech byl integrand uvnitt integracni kiivky holomorfni funkci.
V ukézkéch 5.2 a 5.4 jsme dospéli k nenulové hodnoté integrdu, ale integrand nebyl viude
uvniti integracni kiivky holomorfni funkci. Ukazuje se, Ze tento vysledek je velice obecny a
Ze holomorfnost integrandu je pro vypocet integrélu velice podstatné.. Presné tvrzeni formulu-
je fundamentalni Cauchyova veta. S&m Augustin Louis Cauchy formuloval a dokézal toto
tvrzeni jiz v roce 1814, avSak za silnéjSiho predpokladu (spojitost derivace integrandu). Dnes-
ni tvar véty, kdy predpoklad o integrandu je slabsi (holomorfnost integrandu), dokézal v roce
1900 E Goursat.

Véta5.4: Bud’ W jednoduSe souvidé oblast a G1 W uzaviena po castech hladka krivka.
Necht je funkce f(z) holomorfniv W. Pak ¢f (2)dz=0.
G

Tedy, zhrubateceno, integrd z holomorfni funkce podé uzaviené krivky je vzdy nulovy.

Ukézka 5.5: Nechs C je Jordanova krivka, z, bod leZci vne této kiivky a n=0,1,2,..

Pak pr/imym diisledkem Cauchyovy véty je, ze W =0 , nebor integrand je uvnit/ kiiv-

ky T holomorfni funkci.

Cauchyovu vétu |ze zobecnit i na vicenasobné souvislou oblast. Necht’ je oblast ohrani-
¢ena po castech hladkymi a stejné orientovanymi kiivkami G, G,...,G,, pfi¢emZ kiivka I'o
obepina viechny zbyvajici kiivky, viz Obr. 5.1 vlevo. Pak

of (2)dz=4 of (2)dz.
) i=1g

Obr. 5.1: Vicenasobné souvisla oblast a deformace integracni cesty
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Dulezitou roli hraje pripad n =1, kdy

of (20dz= pf (2)dz.

G G
Tento ptipad je znam pod nazvem deformace integracni cesty. Vyznam uvedené relace spo-
¢iva vtom, Ze integrd i po velice komplikované kiivce G, muzeme pievést na integrd po
jednoduché kiivce G, napt. po kruznici, a to ndm vétsinou usnadni vypocet, viz Obr. 5.1
vpravo.

Ukazka5.6: Nechr GI C jepo castech hladka kiivkaa z,1 C jepevny bod. Pak
Ldz 1 ] z, uvnit’ G
GOE-ZO_% 0 z, né G
Prvni tvrzeni je dizsledkem ukazky 5.4 a pouzti deformace integracni cesty a druhé tvrzeni je
primym dizsledkem Cauchyovy veéty. Pro libovolné celistvé n plati i obecnéjsi tvrzeni
. o i 2] uvnit* G n=-1
z- z)dz=| o o T A NT o
ha 7 z, wnit/ G nt-1 U z vné G
Necht jsou body z,z 1 C spojeny dvéma stejné orientovanymi kiivkami G, a G,.
Oznaéme G=G, E G, . P&k G je uzaviena ktivka a podle Cauchyovy véty je integrd holo-
morfni funkce podé kiivky G nulovy. Tento vysledek ovem implikuje

of (2 dz= of (2)dz= of () dz.

G G 4
Jinymi slovy, kiivkovy integrél funkce holomorfni na oblasti nezévisi natvaru integracni ces-
ty, nybrZ jen na jejich koncovych bodech. Tato skutecnost nam mimo jiné dovoluje zavest
pojem primitivni funkce a v dasledku toho i naznacit dal§i zpasob vypoctu kiivkového inte-
grélu.

Definice 5.1:  Necht je f(z) holomorfni v oblasti W a necht je z,T W pevny bod.
Ozna¢me C kiivku s poc¢atecnim bodem z, a koncovym bodem z . Pak

F(2) = of (2)dz= of (O)dC
G 7
nazyvame neurcitym integralem (primitivni funkci) funkce f (2).

Véta5.5: Necht je funkce f(z) holomorfni na jednoduse souvisé oblasti W. Ozacme
F(2) funkci primitivni k f(2).Pak F(2) jev W téZ holomorfni a plati

F§)=1(2), of€)d =F(2)- F(z).
Z

Ukazka 5.7: ProtoZe funkce f(z) =z je holomorfni v celé komplexni rovine, mizeme napr.
integral z ukazky 5.3 jednoduse urcit takto: pzdz=12%5 =1 (b*- a%).
G

T2

Ke Cauchyové véte plati v jistém smyslu i obrécena véta— véta Morerova.
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Véta5.6; Bud W jednoduSe souvida oblast. Necht pro f(2)1 c(w) a pro kazdou uzavie-
nou kriivku G plati of (z2)dz=0. Pak jefunkce f(z) holomorfniv w.
G

5.4 Cauchyuv vzorec

V dudedku platnosti Cauchyovy véty se ukazuje, Ze hodnoty holomorfni funkce uvnitt
oblasti nelze volit zcela libovolng, ale Ze jsou zajistych piredpokladi jiZz dany jejimi hodnota
mi na hranici oblagti. Plati totiz:

Véta5.7: Necht'jejednodude souvidé oblast W ohrani ¢ena Jordanovou kifivkou G. Nech?
jefunkce f(z) holomorfni vW. Pak pro " zi W plati

\f
- 21 (C) dC

(5.2)

Podedni rovnogt, tzv. Cauchyziv vzorec, ukazuje, Ze ze znalosti funkénich hodnot holo-
morfni funkce na hranici oblasti miazZeme jednozna¢né uréit i jeji hodnoty v kazdém bod¢ ob-
lasti. Derivovanim relace ( 5.2 ) podle parametru z dostaneme existenci derivaci viech radu
holomorfni funkce.

Véta 5.8: Za predpokladi: predchozi vety ma funkce f(z) uvnit W derivace vech 7adii a
plati
(n)()_ n X f(‘;) C

2 O gt

(5.3)

Obdobny vydedek u realnych funkci nenajdeme. Vétu |ze zobecnit i na vicendsobné sou-
vislou oblast. V tom ptipadé musime poloZit G= LnJG, a urcit spravné orientaci jednotlivych
i=0
kiivek.

Ukéazka 5.8: Méame spocitat integral | = Ow dl podé krumice x%+y?-2x=0,

neboli |z- 1|=1. Abychom mohli vyuZit formule ( 5.2 ), poloZime f(g)_% Jelikoz je

funkce f(z) vkruhu |z- 1|£1 holomorfni abod z =1 |eZi uvnit/ vySetiované kruznice, mame

sm(n/4)

| =2rj f(1)=2n]j . Spocteme jesté tentyZ integral podél kruznice x? +y?- 2y =0,

tj.]z- j|=1. Oba body z==1 |eZ vné této kruznice, takze integrand je vkruhu |z- j|E1
holomorfni funkci a proto podle Cauchyovy véty 1 =0.

. sin(n¢/4)
ST
2volme stejne, jako v prredchozi ukazce, nebor jiz vime, Ze je uvnitis kruznice holomorfni. Nyni
pouzijeme relaci (5.3 ) pfi n=1. Proto | =2z f€) =iv2xn(n- 2)j, nebor kratkym vy-

ncos(nl/4)- 4f (Q)
4(C+)

Ukazka 5.9: Nyni spocteme | = d podd krumice |z-1|=1. Funkci ()

poctem Zistime, Ze f¢z) =
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Ukazka 5.10: Méjme danu holomorfni funkci f(z) aaplikujme(5.2) nakruh |¢ - z|=R.
Zaved'me parametricke vyjadreni z =z+Roexp(jo), O£ ¢ £ 27. Po snadné Uprave dostane-

2n
me f(2)=2% of (z+Reexp(ip)) do . Tato relace je znama jako Gaussova veta o stedni hodnote.
0

Uvedena relace 7ika, Ze hodnota holomorfni funkce ve stedu kruhu je rovna stiedni hodnoté
jelich hodnot na hranicni kruznici.

55 TaylorovaalLaurentovairada

V kapitole 4.4 jsme uvedli, Ze mocninna fada konverguje uvnitt konvergenéniho kruhu
stejnomerné a Ze ji zde proto miazeme derivovat i integrovat ¢len po ¢lenu, aniz by se zménil
obor konvergence. Tedy soucet fady je uvniti konvergencniho kruhu holomorfni funkci. Plati
v3ak i obréacené tvrzeni: Je-li funkce holomorfni v néjakém bodg, pak ji 1ze v jistém okoli to-
hoto bodu vyjédtit ve tvaru konvergentni mocninné rady.

Véta5.9: Necht'jefunkce f(z) holomorfnivkruhu K:|z- z,|<R, pak " zi K plati

¥
_ 3 _ n _ 15 _ 1 . f(Qadz
f(Z) - na=0Cn (Z Zo) ' Cn - rjil f (ZO) - 27] KO(C' ZO)n+l ) (54)

Tato tada se nazyva Taylorovou radou (Taylorovym rozvojem) funkce f(z) v bod¢ z,.
Plati vaak i obrécené tvrzeni o jednoznacnosti Tayl orova rozvoje.

Véta 5.10: Lzeli funkci f(z) rozlozit viadu f(2)= é C, (z- z,)", pak je to rada Tayloro-
n=0

va, tj.pro koeficienty c, plati relace (5.4 ).

Ukézka 5.11: Taylorovymi rozvoji funkci exp(z), sinz, cosz, sinhz, coshz jsou

rady uvedené v odstavcich 4.9.1, 4.9.2 a 4.9.3. Jak se miZeme presvedcit pomoci podilové-
ho kriteria, vSechny tyto r/ady konverguji v celé komplexni rovine.

V praxi se v3ak setkavame i s funkcemi, které nejsou ve vSech bodech oblasti holomorfni.
Abychom mohli i tyto funkce rozvést v fadu, musime si pojem mocninneé fady zobecnit.

Véta5.11: Nechrsjefunkce f(z) holomorfni na mezikruzi O<R, <|z- z,|<R,.Pak " z
tohoto mezikruzi |ze funkci f(z) rozvést v adu

¥ ~
f(2=ac,(z-2)", =28 2% il
n=-¥

n 2 ~ ml !
i A7) (5.5)

kde K jekruaice|z- z,|= R, R <R<R,. Tatorada konverguje v mezikruzi stejnomeérné.
Definice5.2: Radu (5.5) nazyvame Laurentovou 7adou (nebo téZ Laurentovym rozvo-
jem) funkce f(2) vbodé z,. Castecnatadapti - ¥ <n£ -1 (tedy ¢leny se zgpornymi moc-

ninami) vytvari hlawi cast Laurentova rozvoje, ¢astecna fada pii O£ n<¥ (tedy cleny
S nezapornymi mocninami) predstavuje regularni ¢ast Laurentova rozvoje.
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Je-li funkce f(2) v bod¢ z, holomorfni, pak Laurentova fada se redukuje na fadu
Taylorovu, tj. jgji hlavni ¢ast vymizi. Podobné jako v ptipadé Taylorovy fady i v ptipadé Lau-
rentovy rady plati véta o jednoznaénosti rozvoje v fadu, kterou vyuZivame hlavré v pripa-
dech, kdy se nam podaii nalézt soucet fady prostiednictvim geometrické fady nebo derivaci ¢i
integraci jiné fady ¢len po ¢lenu.

Véta 5120 Jeli momé vmezkruzi 0<R <|z- z,|<R, rozozt funkci f(z) vradu
f(2) = S c,(z- z,)", pakjeto 7ada Laurentova, tj. pro jeji koeficienty plati ( 5.5).
n=-¥

Ukézka 5.12: Vbodé z, =0 mame rozvést funkci f(2) = @02 1)(2 ) v Laurentovu 7-adu.

Budeme pritom vyuzivat znamého vysledku o souctu geometrické Fady (viz ukazku 4.12)
s no 2, 3 _ 1
X 1+g+g°+o +L=5,  [q|<l. (56)

Danou funkci rozlozime nejprve v parciaini Zomky f(z) =% - 515 . Z tohoto rozozeni vi-

dime, Ze rozvoj v Laurentovu /adu musime provadet oddélene ve tiech oblastech |, jgjiz hra-
nicni cary tvori kruznice | z|=1a|z|=2

a” Nechr | z|<1 atedy tim spiSe | 4 |< 1. Abychom mohli uZt ( 5.6 ), upravime danou funk-

¥

ci natvar f(z)=+4%-3125. Pak f(2)=42"- é’\(z) = a (1 2" z" . Laurentova
n=0 =0

Fada se meni v Taylorowu, nebor’ zadana funkce je ve vySetiované oblastl holomorfni.

b° Nechsnyni 1<|z|<2.Pak |2|<1a|4]|<1.V tomto pripadé upravime zadanou funk-

¥ ¥ -¥ ¥
. _ 1 1 o o n _ ° n S »-n-1_n
ci takio f(2)=-145- 1115, takie f(z)——%mazoz—lm—%rgo(%) ——nglz - 202 z".

Laurentziv rozvoj ma tedy nenulovou hlavni i regularni ¢ast.

c® Nechs' konecné 2<|z|. ProtoZe nyni plati |%|<1, |£|<1, pouZjeme Gprawu

f(2) =-1:i5+1:L5 aproto f(z):—ééi%ﬁla() = a(2nl 1) z". Tedy Lauren-

tiiv rozvoj ma jen hlavni cast.

5.6 lzolované singularni body

JiZ jsme se setkali stim, Ze komplexni funkce nemusi byt vSude holomorfni. Body, v nichz
funkce neni holomorfni, nazveme singularnimi body (nebo krétce singularitami). Nebudeme
se zabyvat vSemi druhy singul&rnich bodi. Omezime se jen na takové singularity, v jejichz
okoli je dana funkce holomorfni. Singularitami, které jsou hromadnymi body dalSich singula-
rit, se zabyvat nebudeme. Stein¢ tak nebudeme brét v Gvahu singularity mnohoznacnych
funkci, jako je napt. izolovana singularita z, = 0 funkce f(z) =Inz.

7
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Definice 5.3: Bod z,1 C nazveme izolovanym singularnim bodem jednoznasné funkce
f(2), jestlize $R>0 tak, Zze voblasti 0<|z- z,|<R je funkce f(z) holomorfni, ae
v samotném bod¢ z, holomorfni neni.

Singularita z, funkce f(2) je tedy izolovang, jestlize je funkce f(z) holomorfni v n¢ja-
kém prstencovém okoli bodu z,.
Ukazka 5.13: Meé¢jme funkci f(2) :m. Body z, =+-, kT N jsou izolované singu-
larni body a proto budou predmétem naSich dalSich Gvah. Singularni bod z, = 0 v3ak jiZ izo-
lovany neni, nebor’ je hromadnym bodem posloupnosti singularnich bod:z. Sngularitami toho-

to typu se zabyvat nebudeme, nebor’ v Zzadném jgich prstencovém okoli neni vySet/ovana funk-
ce holomorfni.

Véta 5.13: V okoli izolovaného singularniho bodu z, funkce f(z) miiZeme Zkonstruovat
Laurentovu 7adu, ktera konverguje v oblasti 0<|z- z, |[<R

Hlavni ¢ast této Laurentovy fady mizZe obsahovat rizny pocet nenulovych ¢lenia. Podle
poctu téchto ¢lent rozeznavame izolované singularity tii typa.

Definice 5.3: Izolovana singularita z, jednoznaéné funkce f(z) se nazyva odstranitelnou

singularitou (pdlem ¢i podstatnou singularitou), jestlize hlavni ¢ést Laurentova rozvoje této
funkce v okoli bodu z, m& nulovy (konecny ¢i nekonecny) pocet ¢lena. Index posledniho

¢lenu hlavni ¢ésti Laurentova rozvoje udava ad polu.

ProtoZe ur¢ovani typu singularity pomoci Laurentova rozvoje je velice pracné, uvedeme
vétu, kterd umoZiuje klasifikovat singularity mnohem jednoduSeji ato pomoci limity.

Véta5.14: Bud f(z) jednozacna funkcea z, jeji izolovany singularni bod. Pak z, je

1° odgranitelnou singularitou U |im f(2) <¥,
® 7,

2° pélen U L@@r?of(z):¥,
3° podstatnou singularitou U |jm f(2) neexistuje.
® 7,

Vénujme se nyni jednotlivym typtim izolovanych singularit podrobngji.

Odstranitelnd singularita. Predstavuje-li bod z, odstranitelnou singularitu funkce

f(2), pak bud’ neni tato funkce v bod¢ z, definovana nebo |im f(2) ! c,, piicemz c, je
® 7,

koeficient z Laurentova rozvoje. V tomto pripadé Ize singularitu odstranit v tom smyslu, Ze
funkci f(z) nahradime funkci g(z), kterd ve vSech bodech z?* z, nabyva stejnych hodnot

jako funkce f(z) avbod¢ z, nabyva hodnoty g(z,) =c,. Novafunkce g(2) jiz v bod¢ z,

holomorfni je. V dalSich Gvahach budeme predpokladat, Ze tato singularita je jiz odstranéna
dodefinovanim vySetiované funkce pomoci relace f(z,) = Ilim f(2).
z® 7,
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Ukazka 5.14: Vysetreme singularitu funkce f(z) =802 vbodé z, =0. Funkce f(2) neni
v bodé z, =0 definovana, takze se jedna o singuléarni bod. Pritom plati

¥ ¥
s (- 1) 2n+l _ o ( 1) 2 — 1
f(2)=3 a eny z = ey (2n+1)l =1- 32"+ 55

z'- L, lim*Z7* =1.

®0
Hlawni cast Laurentova I’OZVOje chybi a proto je uvedena singularita odstranitelna. ProtoZe
existuje konecna limita vySetrované funkce v bodé z, = 0, miZeme singularitu odstranit, tj.

120

funkei f(z) nahradime funkei g(z), pro niz g(z) =S92 psi z 0 a g(0) =1. Funkce g(2)
se od prvodni funkce lisi jen vbodé z =0, jevSak vbodé z =0 holomorfni.

Pol. Tato singularita se v praxi vyskytuje velice ¢asto. Funkce, které nemaji jiné singula-
rity nez poly, se nazyvaji meromorfni funkce. Hodnoty vysetiované funkce rostou v pélu na-
de vSechny meze a hlavni ¢ast piisusného Laurentova rozvoje obsahuje konecny pocet ¢len,
piicemz index posedniho ¢lenu udava fé&d poélu. Abychom snadno Zzjigtili fad tohoto poélu,
zabyveime se nejprve f&dem nulového bodu funkce.

Definice 54:  Cido k nazveme 7adem nulového bodu z, dané funkce f(2), plati-li
f(z,)=f€z,)=L=1%"(z)=0, f%¥(z)! 0.V tomto pripadé miZeme psit

f(D=4c,(2-2) =@ ) 0@, 9z)*0.

Véta5.15: Je-li z, nulovym bodem k -tého 7/adu holomorfni funkce f(z), pak je téZ po-
lem k-tého 7adu funkce 1/ f (z) a naopak.

Ukézka 5.15: Urceme 7ad polu funkce f(z) = v bodé z, =0. Vy3et/ujme proto 7ad

smz
nulového bodu funkce g(z)=z- sinz. Zfejme g(0)=0. Déle plati g{(z)=1- cosz,
g(0)=0, g4z =sinz, g¢0)=0 a g%z =cosz, g&0) =11t 0. PAl zadané funkce je
tedy tretiho /adu.

Podstatna singularita. Hlavni ¢ast Laurentova rozvoje funkce v podstatné singularité
ma nekonecny pocet ¢leni a limita vySetiované funkce v tomto bodé neexistuje. Chovani
funkce v okoli podstatné singularity miZe byt velice slozZité. V podstate |ze fici, Ze se zde da-
n& funkce maZe priblizovat k libovolné predem zadané komplexni hodnoté. O sloZitosti cho-
vani funkce v okoli podstatné singularity vypovida presnéji nadedujici véta.

Véta 5.16: Nechs je bod z, podstatnou singularitou jednoznacné funkce f(z). Zvolme
libovolné ¢l C . Pak existuje podoupnost {z,}, limz, =z,, proniz |im f(z,) =c.
n® ¥ n® ¥

Ukazka 5.16: Vysetreme funkci  f(z) =exp(2) vbode z, =0. Plati z'gjme f(z)—

—on! zn ’

Hlawni ¢ast Laurentova rozvoje ma tedy nekonecny pocet ¢leni. Spocteme jeste I|m|tu podél
kladné realné poloosy Iim f(z) = Iim exp(%) = ¥ atakelimitu podél zaporné realneé poloosy

lim f(2) = I|m exp(%) = O Limity podé dvou rizznych cest selisi a proto |im f(z) neexistu-
® 7, z® 7,

je. Dvojim zpusobem jsme tedy ukazali, Ze se jedna o podstatnou singularitu. Zvolme nyni
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libowolne ¢isdlo ¢l C a definujme posloupnost zk:ﬁ:WM. Zrgme

L!JQZk =2z,=0 aproto take
lim f(z) =limexp(z-) =lim exp(Lnc) =limc=c.
k® ¥ k® ¥ k® ¥ k® ¥

Definice 5.5: Nekonecn¢ vzddeny bod nazveme izolovanym singularnim bodem funkce
f(2), jestlize existuje kruh o poloméru R> 0 tak, Ze vné tohoto kruhu nema funkce f(2)
Z&dné dalsi singularni body. Nekone¢né vzdédeny bod je odstranitelnou singularitou (pdlem ¢i
podstatnou singularitou) funkce f(z), jestliZe jeji Laurentiv rozvoj v tomto bodé obsahuje
nulovy (konecny ¢i nekonecny) pocet ¢lena s kladnou mocninou.

Ukazka 5.17: VySetreme funkci f(z) =exp(2) vbodé z =¥ . Podle predchozi ukazky je
f(2)= 5 —tw . Laurentiiv rozvoj tedy neobsahuje kladné mocniny a proto se jedna o odstra-
n=0""

nitelnou singularitu. Plati |im f(2) =limexp(3) =1.
® ¥ ® ¥

5.7 Teorierezidui

K duleZitym pojmam komplexni analyzy ndlezi pojem rezidua funkce v bod¢. Etymolo-
gie ndzvu reziduum (zbytek) vyplyvéa z nadedujici Uvahy. Zvolme libovolné funkci f(2) , kte-
rou |ze rozloZit v Laurentovu fadu, aintegrujme ji podél kladn¢ orientované Jordanovy kiivky
', uvniti niz lezi bod z. Pak s vyuZitim vydedku ukazky 5.6 zbude po integraci

¥ ¥

Of (9dz=pa ¢, (z- z)"dz=Q ¢, §z- z)"dz=2pjc,

G Gn=-¥ n=-¥ G
skute¢né jen jediny nenulovy ¢len. Reziduum a zvladte pak reziduova véta hraji v komplexni
analyze velice duleZitou roli. Jsou uZitecné jak z teoretického tak i z praktického hlediska.
UZivaji se napt. pii vypoctu integrald, pii realizaci integralnich transformaci, pii stitani rad
apod.

Definice 5.6: Bud’ C Jordanova kiivka, f(z) funkce holomorfni uvniti C seventudni

vyjimkou izolované singularity v bod¢ z,. Reziduem funkce f(z) v bodé z, nazveme inte-
gra resf(z,) =-%0f(2)dz .

2n
JG

Z definice bezprostiedné vyplyva, Ze reziduum nezavisi na integracni cesté. Neni-li z,
singularnim bodem, je podle Cauchyovy véty resf(z,) =0. Abychom nemusdli rezidua po-
Citat ptimo z definice, musime nalézt néjaka jednodusSi pravidla pro jejich urc¢ovani. Jiz poca

te¢ni Uvaha této kapitolky naznacuje, Ze maZzeme formulovat obecnou vétu, ktera je vhodné k
uréeni rezidua pro libovolny singulérni bod, tedy i pro podstatnou singularitu.

Véta 5.17:... Reziduum funkce f(z) vbodé z, serovna koeficientu c_, v Laurentove roz-
voji vySetrovaneé funkce v bodeé z,,.
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Ukézka 5.18: Nalememe reziduum funkce f(2) = exp(i) vbodé z,=0, kde podle
ukazky 5.16 nastava podstatna singularita. Protoze f(z) = & %, je resf(0) =1.
n=0

Dalsi pravidla pro vypocet rezidui se tykaji jen meromorfnich funkci. UvaZzme nejprve,
Ze meromorfni funkce f(z) méa v bod¢ z, jednoduchy pdl. Pak Laurentiv rozvoj zadané

funkce méatvar f(z)— +c0+cl(z z,) +¢C,(z- z,)* + L. Vynasobime-li celou rovnost

dvojclenem z- z,, dostaneme (z- z,)f(2) =c,+c,(z- z,)+c,(z- z,)* + L. Prejdeme-li
v této relaci k limité pro z® z,, ziskame koeficient ¢, atedy prvni zpiasob uréeni rezidua

Véta5.18: Bud’ z, prostym pdlem funkce f(z). Pak resf(z,) =1lim(z- z,) f(2).
® z,

Ukazka 5.19: Vypocteme rezduum funkce f(2) :m vbode z, =1. Zrejme plati
-1
I’eSf(l)—|Z|rq (237 "4

Podobnym zpusobem se odvodi pravidlo pro vypocet rezidua, je-li z, pol fadu k.

Véta5.19: Bud z, polem k-tého 7adu funkce f (z). Pak
_ . dk—l
res 1(z;) = e lim el 20)" £ (2)
Ukézka 5.20: Vypoctete reziduum funkce z predchozi ukézky v bode z, = 3. V tomto pri-
pade se jedna o pdl druhého adu, takZe plati res f (3) = I|m & (—) =-lim—L>5

=1
03 (Z- 1)2 4"
Ukazka 5.21: Vramci ukdzky zdiivodneme platnost predchozi vety pro k= 2. Vtomto
pripade plati
c c
f(2)=—25+—-+
RN A2

aproto (z- 2)* f(2)=c,+c,(z- )+ (z- )+ (z- 7)) +... .

G +G(Z- %) +C(2- 7)) +...

Abychom obdrZeli koeficient ¢, derivujme posledni relaci podle promenné z. Obdrzime tak

d
G2 ) (D] =c,+2¢(z- 2)+3c,(z- )" +... .
Prechodem k limité pro z — z, pak bezprostiedné ziskame specialni pripad piredchoz vety, tj.
lim(z- z)* (2] =c,=resf(z) .

Vyjé&dieme nyni funkci f(z) ve tvaru zZlomku f(2) —‘ng a predpokladeime, Ze z, je

jejim prostym polem. Tedy musi platit ¢(z,)* 0, w(z,) =0, y(z,)?* 0. Véta 518 pak

implikuje res f (z,) = lim (z- zo)"’§§§ =lim ﬂgﬁm _u(fﬁ(lzzz))

%)

Véta5.20: Nechr'je z, prostym polem funkce f(z) = "’(— Pak resf(z,)) = ‘P(ZO)
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Ukazka 5.22:  Urceme reziduum funkce f(z):L vbode z,=%. Plati ¢(2) =1,

C0Ssz
y(2) =cosz, y(2)=-sinz.Proto resf(%)=- =1

sn"

Reziduova veta, kterou nyni zformulujeme, ma pro své ¢etné aplikace zcela mimoradné
postaveni mezi ostatnimi vysedky. Je v jistém smyslu zobecnénim Cauchyovy véty. Je vlast-
n¢ dasledkem rozSiteni Cauchyovy véty na vicenasobné souvislou oblast.

Véta 5.21: Necht je oblast W ohranicena Jordanovou krivkou C. Nechr je funkce f(2)
holomorfni na W s vyjimkou konecného poctu izolovanych singularit z,,L_,z, T W. Pak

Qf(z)dz:aniaz_lr&sf(;) . (57)

Podle reziduové véty zavisi hodnota integrélu jen na singularnich bodech uvniti kiivky C.
Tato hodnota serovné 2nj nasobku souétu rezidui od vSech zmingnych singulérnich boda.

Ukéazka 5.23:  Urceme hodnotu integralu | = o— podd kruznice | z- —| . Inte-
grand ma dve singularity a to pol druhého 7adu v bode z, = 0, ktery lezi uvnit? zadane kruz-
nice, a jednoduchy pol v bode z, = - 1, ktery leZi vne této kruznice. Proto
=-27j .

| =2nj resf(0) =2xj lim L(22 1 (2)) = 2 lim g, G721 =" 2m] “m(z+1)2

Ukazka 5.24: Spocteme integrél z predchozi ukazky podé kruznice |z— 2 |— 2. Vtomto
pripadé jsou oba singularni body uvnit/ integracni cesty, takze
| =2nj (resf(0) +resf(-1) =2nj (- 1+ Iim ((z+1) f(2)) =27 (- 1+ lim 2—12) =0.
®-1 ®-1
Definice 5.7:  Necht’ je funkce f(z) holomorfni v okoli bodu z =¥ . Bud’ C kladn¢ ori-

entovand uzaviena po ¢astech hladké kiivka obsahujici uvnitt vechny kone¢né singulérni
body funkce f(z). Pak reziduemfunkce f(z) v nekonecnu rozumime integral

resf(¥)———of(z)dz

2]

Ukéazka 5.25: Urceme reziduum funkce f(z)=1+< vnekonecnu. Za krivku G zvolme

kruznici | z|= R> 0. Podle definice plati
resf (¥)=- - 77 o(l Z)dz-——odz— ordz=-1

2m] amj

Prvni integral je nulovy podle Cauchyovy vety, druhy serovna 2 7 j podle ukazky 5.4. Po-
vimnéme s, Ze plati lim f(z) =lim(1+1) =1. Bod z, =¥ neni singularnim bodem zadané
® ¥ ® ¥

funkce a presto je reziduum v tomto bodé nenulové. Toto je odchylka od pripadu |z, |< ¥,
kdy je reziduum v nesingularnim bod¢ vzdy nulove.

Véta 5.22: Nechr je funkce f(z) holomorfni v celé komplexni roviné s vyjimkou konecné-

ho poctu singularit z,,L,z,. Pak énlresf(zi)+resf(¥):o.
i=1

Ukazka 5.26: UZtecnost podedni vety s ilustrujeme na vypoctu integralu
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= o 7" dz
s(z' - D*(2° - 4)°
podél kruznice C: |z|=3. Integrand ma Sest poli vbodech 2z =1, z,=-1, z,=],
z,=-j, z=2 a z; =-2, pritomprvni ¢tysi poly jsou druhého /adu a posledni dva paté-
ho 7/&du. ProtoZe viechny poly leZi uwnit/ kruznice G, plati podle reziduové vety

| =27 é6 resf(z). Vypocet techto rezdui je pomerné pracny. Proto svyhodou wyuZijeme
i=1

posledni véty, takZe | =-2xj resf (¥). Staci tedy urcit

B - z° _
srest)=limz i@ =N sz -t

Zadany integral tedy nabyva hodnoty | =2pj.

5.8 Aplikaceteorierezidui

Jednou z aplikaci teorie rezidui je vypocet reanych integrai, zvl&ste nevlastnich, je-
jichz uréeni pomoci klasickych metod je obtiZzné nebo nemozné. Teorii rezidui je mozno
s Uspéchem vyuzit i pri séitani nekonecnych tad, pii definovani nékterych specidnich funkci,
pii odvozovani asymptotickych vzorca apod. V této kapitolce se zametime jen na urceni inte-
grélt dvou typt. DalSi mozZnogti vypoctu integréla nalezne ¢tend napt. v[9],[21],[ 29].

2n
a® Vypoéet integralti typu oR(sin x,cosx) dx
0

V integrdu predpoklédame, Ze R je racionani funkce dvou proménnych. Pro uréeni tohoto
integrdlu zavedeme substituci z = exp(j x) . Pak z defini¢nich vztaht trigonometrickych funk-
ci vyplyvaji po jednoduché Upravé relace
snx=Z-1 cosx=Z*tl =02
2jz 2z jz

Po provedeni substituce se uvedeny integrél zmeéni naintegral

2n
‘R(g — \p(2z2-1 z°+1y dz
gR(sm X,COSX) dx = C?R(ﬁ’ 57)7s

z raciond ni funkce komplexni proménné podd jednotkové kruznice I':| z|=1.

2n

Ukézka 5.27: Spocteme integrél | = é‘)% , pricemz a>b> 0. Po zavedeni substi-
_ . . , - v s — 2 dz -2 A dz M1 >
tuce z=exp(jx) a jednoduché Uprave obdrzime | = j gm i gm pricemz

z,=t(-a+va®- b?), z,=1(-a- Va’- b?). Integrand mé tedy dva jednoduché pdly. Pél
z, leZi vne jednotkové kruznice, protoze z,< - % <-1, pdl z leZi uvniti kruznice, nebor

- 1<z <1 Poderedduové ety je | =3 2xjrest(z) = F 5z :%n\/aZb.bZ = Ja:th .
2n
Ukazka 5.28: Spoctemenyni J = O(a+b?:—xosx)2 , a>b>0. Integrél miZeme spocitat dve-

0

ma zpusoby. Jednak analogicky jako u predchoz ukazky pomoci substituce z =exp(jx) a
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jednak na zkladé vydledku z predchozi ukazky. Integrdl | =1(a,b) miZeme totiZ chapat jako
funkci parametrii a a b. ProtoZe integrand tohoto integrélu je vzhledem k proménné a spo-
jity a diferencovatelny, miZzeme integral derivovat podle parametru a. Proto J = - {1]'5 Na

zakladé predchoziho wsledku pak J = —2"5-, q=3.

@2-p%)d”’

2n
Ukézka 5.29: Nakonec urcemeintegral K = ¢
0

strovali rozmanitost pristupii k 7eSeni nekterych problémii, naznacime s t7A zpisoby urceni
tohoto integralu. Prvni zpisob spociva v jiZz predvedeném zavedeni substituce z =exp(jXx).

Druhy zpiisob wuZiva derivovani integrélu | =1(a,b) podle parametru b, tedy K = - {1]'5. A

cosx dx

(arboosx)? ’ a>b>0. Abychom demon-

konecné treti zoisob je zaloZen na platnosti identity aJ +bK =1. Tedy K=4(I - aJ) a

_ 2nb _3
proto K—_m, q-?.

b° Vypodet integrali typu t‘)f(x)dx.
-¥

Integraly tohoto typu se vyskytuji napi. v souvislogti s Fourierovu transformaci. Predpokl&
dame, Ze funkce f(z) je holomorfni v horni poloroving komplexni roviny s vyjimkou koneg-

ného pocétu pdla z,L,z, aZe soucin zf(z) konverguje k nule pro z® ¥ stejnomerne.
Pak plati

¥

of (¥)dx = 2njén_ resf(z).
v i=1

¥

Ukéazka 5.30: Vyhodnorme integral | = %@ dx , a,b>0. Funkee f(2) = ep(iaz) jq
-¥

72+h?

v celé komplexni roviné holomorfni svyjimkou dvou prostych polii z =jb a 1z =-jb.
Oveime negjprve uvedeny piredpoklad o stejnomerné konvergenci. Upravami dostaneme

limzf (2) = lim X 2PU 2 exp(iaRexp(j o))

R® ¥ R® ¥ RZ eXp(ZJ (P) + b2

lim zf (2) = limexp(jaRcosg - j¢) ¥im Rexp(- aRsing)

Z®¥ R® ¥ R® ¥ RZ + bZeXp(_ 2] (-P)
V podedni relaci je prvni limita ohranicend, nebor modul exponencialy z ryze imaginarniho
¢ida je roven jedné. Druhd limita konverguje p/i R® ¥ knule nezivide na promenné ¢,
nebor’ v horni komplexni polorovine je sing 3 0. ProtoZe soucin z f(z) konverguje pro
z® ¥ knule stgnomerne, miizeme psat

. . . iaib
| =2njrest (jb) = 2nj P02 = Zexp(- ab),
nebor druhy pdl v horni poloroviné nelezi. Pro tzv. Laplacesiv integral specieliné plati
¥

Ocipz X = fpexp(-b) .
0

84



Matematika 2 85

Ukazka 5.31: Nyni zZkoumeime integral J = (‘)(Czo%dx , a,b>0. | tento integral mi-

Zeme pocitat bud’ pomoci rezidui zpiisobem popsanym v piredchozi ukézce nebo derivaci inte-

gralu | podle parametru b. V druhém pripadé mame J = - E% = 1+§;b exp(- ab).

¥ .
N Xsinax

Ukazka 5.32: Nakonec jedté vypoctéme integral K = O z.pz dX - Opeét miizeme postupo-
¥

vat dvojim zpisobem, bud’ pomoci rezidui, kdy vezmeme do UGvahy komplexni funkci
f(z) =- Jzexg(‘;;z) nebo pomoci derivace integrélu | podle parametru a. V tomto pripadé

K=-1Il=Zexp(-ab).

Ta

5.9 Shrnuti
Cauchyovavéta:  )f (2)dz=0, f(2) holomorfni, G uzaviend

of (2)dz= & of (22 dz pro vicendsobn¢ souvislou oblast
G =G
Defor mace integraéni cesty: of (2)dz= of (2)dz
G G

Z

Primitivni funkce: F(2) = E‘)f (z)dz, F¢2)=1(2) p E‘)f(z)dzz F(z)- F(z)

Z
o . o) —n ~ f(©) 3
Cauchyuv vzor ec: f(2) =55 o(ﬁdC , n3 0
- Z)n¥
G
5 g n L f(Q)dz
Laurentovarada: f(2)= g c,(z- z)", C =t

n 27j (k‘;' ZO)n+l
K

n=-¥

Klasfikaceizolovanych singularit:

Ig@m f(z)<¥ odstranitelna singularita
® 7

limf(z) =¥ pol

® 7,

I(i@mf(z) neexistuje podstatna singularita
® 7

Reziduum: resf(z,) = 2n1 -L-of(2)dz , resf(¥)=- Z—quf (2)dz
Reziduova véta: of (9adz= 2nja resf(z) e°n1 resf(z)+resf(¥)=0
G i=1 i=1
2n ¥
Aplikacerezidui:  gR(sinx,cosx)dx , of (x)dx
0 -¥
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Zpuasoby vypoétu integralu:
- primo z definice
- jako dvarealné krivkove integraly
- jako integrél komplexni funkce realné proménné pii parametrickém vyjadieni kiivky

pomoci Cauchyovy véty

pomoci deformace integracni cesty

pomoci Cauchyova vzorce

prostiednictvim primitivni funkce

pomoci rezidui

5.10 Kontrolni otazky

1) Které zpasoby vypoctu kiivkového integralu v komplexni proménné znéte?
2) Formulujte ptesn¢ Cauchyovu vétu?

3) Jak vypada Cauchyova véta pro vicenasobné souvidou oblast?
4) Popiste metodu deformace integracni cesty.

5) Jak zavisi integrél holomorfni funkce ne integracéni cesté?

6) Jaky tvar ma Cauchyav vzorec?

7) Definujte primitivni funkci komplexni promeénné.

8) Jaky tvar ma Taylorovatadav komplexni proménné?

9) Co jeLaurentovatadaajaké ma césti?

10) Jaky vyznam ma Laurentova fada?

11) Definujte izolovany singulérni bod.

12) Uved'te klasifikaci singularnich bodi.

13) Definujte reziduum v kone¢ném i nekonecném bodé.

14) Popiste zpasoby urceni rezidua.

15) Formulujte reziduovou vétu

16) Uved'te nekteré aplikace reziduove vety.
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5.11 Priklady ke kapitole 5

Priklad 5.1:

Priklad 5.2

Priklad 5.3:

Priklad 5.4:

Priklad 5.5:

Priklad 5.6:

Priklad 5.7:

Priklad 5.8:

Vypoctéte (ydz , kde kiivka g jedanarovnici z=1+tj, t1 (- 11).
g

Vypocteéte (fz- 1)" dz , kdeg:z=1+re’" , t1 (0,2p).
g

a n=2,
b) n=-1.
Pomoci Cauchyho vzorce vypoctéte (‘)L , kde krivka g je
g Z( z- 1)
kladné orientovana kruznice | z- 1] = % .
Najdéte Laurentowu 7adu pro funkci f(z) = oy v bode
(z- 2)(z- 3)
z, =0 promezikruzi M :2<|z|<3.
Urcete typ singularniho bodu funkce f(z) vbodé z, =0 :
1 . .
f(2) =e? b) f(z)=>"% 9 f(=22%.
z z

Urcete singularni body funkce f(z) a spoctéte vnich hodnoty
resf(z) :

1 1

) @)= b) (@)=

2
Vypoctete dcos4 x+sin* x) dx.
0

¥
1
octete dx.
Wp [

Vysdledky viz kap. 9
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6 Laplaceova transformace

Cile kapitoly:, Uvodem této kapitoly zaradime kréatkou poznamku o smyslu a moznos-
tech transformaci viibec. Pfed vlastnim vykladem zavedeme pojem piedmétu a obrazu
Laplaceovy transformace a pojem konvoluce dvou funkci. Nato formulujeme p¥imou
Laplaceovu transformaci jako nevlastni integrél ze sou¢inu transformované funkce a
vhodné exponencidly. Abychom mohli sLaplaceovou transformaci efektivné pracovat,
popiSeme struéné jeji gramatiku, tj. uvedeme dvanéct zékladnich pravidd, jimiZ se tato
transformace ¥idi. Pro periodické funkce pfidame moznost zednoduSeného vypoétu
obrazu. Poté formulujeme zpétnou Laplaceovu transformaci a zpasoby jejiho uréeni.
Zde budou hrat dileZitou tlohu dvé Heavisideovy véty o rozkladu. V navaznosti na La-
placeovu transformaci se zminime i o zobecnénych funkcich neboli distribucich. Ne di-
lezitéjSi z nich je Diracova funkce, které je potiebna k modelovani kratkodobych jevi.
Kapitolu doplnime Fadou rozmanitych aplikaci a kratkym dglovni¢kem Laplaceovy
transformace.

6.1 O transformacich obecné

K teSeni nekterych obycejnych i parcidnich diferencidnich rovnic, zvlé&té rovnic
s konstantnimi koeficienty, integralnich rovnic, integrélt apod. se svyhodou vyuZivaji trans-
formacni metody. Setkame se snimi napt. pii feSeni elektrickych obvoda, pii vySetiovani
linearnich systému, pii sledovéni vedeni tepla, pii studovani kmitani struny ¢i membrany, pfi
vypoctu vlastnich i nevlastnich integrdlt apod. Klasicky pristup feSeni spociva v tom, Ze nej-
prve nalezneme obecné ieSeni dané rovnice a hodnoty integracnich konstant uré¢ime
z vedlejSich podminek tak, jak jsmeto provadéli v kapitole 2. Obecny postup transformacnich
metod je zaloZzen natom, Ze nejprve zadanou rovnici pomoci zvolené transformace zobrazi-
me. Transformovana rovnice, obsahujici jako neznamou funkci obraz hledaného reeni, je
zpravidla jednodusSi. Tento obraz z transformované rovnice vypocitdme a pomoci zpétné
transformace ziskdme hledané feSeni pavodniho problému. Tento postup ma téi hlavni vyho-
dy. Prvni vyhodu |ze spatiovat v tom, Ze odpadé urc¢ovani integracnich konstant. Druh& vyho-
da spociva vtom, Ze z&kladni z&konitosti lze v nekterych pripadech formulovat piimo
v obrazovém tvaru, ¢imz se vyhneme piimé transformaci. Za tieti vyhodu je |ze povaZzovat
skute¢nost, Ze jiz na zakladé obrazovych rovnic je mozné provadét nékteré zavéry o ieSené
Uloze, takZe zpétna transformace, reprezentujici nejtézsi krok, neni vzdy nutna
Ukazka 6.1: Obecny postup transformacnich metod si mizeme priblizt porovnanims lo-
garitmovanim. Mame-li vypocitat soucin dvou cisel, pak tento soucin nejprve 2 ogaritmujeme
(primé& transformace), provedeme soucet logaritmi obou souciniteli (/eSeni transformované
rovnice) a odlogaritmovanim ziskame hodnotu hledaného soucinu (zpétna transformace).

Integrélni transformace maji vétSinou tvar nevlastniho integrélu
¥
F(p) = of ()K(t, p)dt,

kde pitedem znama funkce dvou proménnych K(t, p), tzv. jadro, charakterizuje jednotlivé

transformace. Uvedme s piehledné alespon nejzndméjsi z nich:
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2 K (t, p) transformace

0 exp(-pt) Laplaceova

0 pexp(-pt) | Laplaceova-Carsonova
-¥  exp (- pt) dvoustranna L aplaceova
-¥  exp(-jpt) Fourierova

0 cos pt Fourierova kosinova

0 sin pt Fourierovasinova

Krom¢ uvedenych transformaci existuje jesté transformace Méelinova, Hilbertova, Besselova,
Meierova, Eulerova, Lagrangeova, Stieltjesova, Weylova, Riemannova-Liouvilleova, Konto-
rovicova-Lebedévova, Millerova-Fokova apod.

PovSimnéme si Laplaceovy-Carsonovy transformace. Laplaceova-Carsonova transformace
ma urcité vyhody, jako je stejny fyzikalni rozmér origindlu i obrazu, zobrazeni konstanty na
konstantu, jednoduchost vztahii pro t =0 a t =¥ aforméni shoda s Heavisideovym pojetim.
Pro tyto své nesporné vyhody se piimo nabizi zvl&sté k feSeni elektrickych obvoda. Avsak
vzhledem ke vSeobecné tendenci, kterd4 se prosazuje v mezinarodni technické literature, se
piiklonime ke studiu Laplaceovy transformace. Laplaceova transformace je vhodn¢jsi pro

viws

obecnéjSi Uvahy, umoznuje snadnéjsi prechod k Fourierové transformaci a hlavné je v raz-
nych technickych oblastech (obvody, signaly, regulace,...) jiZ dostatecné zavedena.

6.2 Prima Laplaceova transformace
Definice6.1: Funkci

F(p)=t‘)f(t)exp(- pt)ydt , pl C, tI R (6.1)

nazyvéame Laplaceovou transformaci (Laplaceovym obrazem) funkce f (t) abudemeji znatit
bud f(t)« F(p) nebo F(p)=L{ f(t)}. Funkce f(t) jerednou funkci rediné promenné a
funkce F(p) je komplexni funkci komplexni proménné.

Uvedeny integrd ovSem nemusi existovat. Pomoci Laplaceovy transformace nemiZeme
zobrazit kazdou funkci. T¥idu zobrazitelnych funkci musime néjakym zpaisobem vymezit.

Definice 7.2:  Funkci f(t) nazveme predmetem (originalem) Laplaceovy transformace,
jestliZze splnuje nésledujici tii podminky:
1°  f(t), f(t) jsou po céstech spojité,
2° f(t)=0 prot<O,
3° f(t) jefunkci ohrani¢eného rastu sindexem s.
K definici poznamenejme, Ze funkce f(t) je funkci ohraniceného rustu sindexem s,
existuji-li kladné konstanty M, s tak, Zze plati | f (t) [E M exp(st) " tT R. Funkce f(t) tedy

nemuaze rust rychleji nez vhodna exponencidlni funkce. Zdaraznéme, Ze staci zarucit existenci
konstant M a s, neni tiebaje ¢iselné vyhodnocovat.
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90 FEKT Vysokého uéeni technického v Brn¢

Podminka 2° #ik4, Ze se soustied'ujeme na budoucnost dgje, jeho minulost nds nezajima.
Abychom tuto podminku mohli pii vypoctech snadno akceptovat, zavadime tzv. Heavisideowu
funkei (jednotkovy skok) pomoci relace
il prot>0

t) =1 (1+sgnt) = ,
=3 =

viz Obr. 6.1 - prvni pripad. | kdyZ to v dalSim nebude explicitné uvedeno, budeme apriori
predpokladat, Ze predmét Laplaceovy transformace podminku 2° spliiuje.

V nekterych aplikacich budeme téZ s vyhodou vyuZivat tzv. identickou funkci, definova
nou vztahem (viz Obr. 6.1 - druhy ptipad)

y(t) =t n(t) = max(t,0) =3 (|t]+t) .

Ob¢ uvedené funkce jsou predméty Laplaceovy transformace.

Ukézka 6.2: Proveime, zda funkce f(t)=t", nil N je predmétem Laplaceovy trans-
formace. Pripomeime, Ze fakticky vySet/ujeme funkci f (t) =t" n(t) = (max(t,0))", takze dru-
ha podminka je splnena. Prvni podminka je téZ splnena, nebor’ se jednd o mocninou funkci,
ktera ma viechny derivace. Abychomoverili, Ze je spinénai tieti podminka, uvazme, Ze plati

exp(t) =1+t +it> + 13+ L +1t"+L3 1t", nebot t>0.

Tedy t" £ nlexp(t) , odkud vyplyva, Ze dana funkce je predmetem Laplaceovz transformace
skoeficientem ristu s=1 a multiplikativni konstantou M =n!. Grafy dvou specialnich pri-
padi: vySetirované funkcepro n=1a n=2 uvadi Obr. 6.1 - druhy a t/eti pripad.

Ukézka 6.3: ProZetreme, zda je funkce f(t) = exp(t?) predmétem Laplaceovu transfor-
mace. Ve skutechosti tedy f (t) = exp(t*) n(t) . Prvni dvé podminky jsou zigjmé spinény. Uka-
Zeme, Ze treti podminka splnéna neni. Zvolme proto libovolné kladné konstanty M, s a poci-
tegfme postupné
im L TOL i &) L - sy=y
¥ M exp(st) ¥ Mexp(st) M ¥

nebor pro dogtatecnée velkd t bude pro jakykoliv index ristu s platit t > s. ProtoZe tato rela-
ce plati pro libovolné M, s, treti podminka spinéna neni, nebor’ limita pocitaného pomeru

=1
t

neni konecna. Proto funkce f (t) = exp(t?) neni p/edmetem Laplaceovy transformace.

Ukazka 6.4: Prabehy funkei 1, t, t?, sint, cost a exp(-t) chapané jako piedmety Lapla-
ceovy transformace prezentuje Obr. 6.1. Prvni z funkci je Heavisideova funkce cili jednotkovy
skok, druhd je identicka funkce.

Ukézka 6.5: Naleznéme Laplaceiv obraz funkce f(t) =1, tj. vlastne f(t) =n(t). Podle
definice primé Laplaceovy transformace mame
¥ ¥

F(p) = n(t)exp(- pt)dt =¢pxp(- pt)dt =- Fexp(- p)|s =4 (1- limexp(- p) =4

v pripadé, Ze Rep > 0. Vidime, Ze se zadana funkce nezobrazuje na konstantu, nebor’ ve smys-
lu Laplaceovy transformace plati 1 « % .
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Obr.6.1: Predmety Laplaceovy transformace

Véta 6.1: Oznacme s index rustu funkce f(t). Pak Laplaceiv integral konverguje
v poloroviné Rep > s absolutné aobraz F(p) je zde holomorfni funkci.

Véta vyjadiuje jen pogtatujici podminku. Funkce F(p) miZe byt definovénai projind p.

Definice6.3: Konvoluci dvou redlnych funkci f (t) a g(t) rozumime funkci

o) = f(t)*g(t)=§)f @)gt-t)de .

Jsou-li funkce f(t) a g(t) predméty Laplaceovu transformace, mizeme konvoluci defi-
novat i pomoci ekvivalentniho nevlastniho integrélu

o) = of (99t~ o .

Snadno se provéti, Ze konvoluce mé nésledujici viastnosti:
1° jekomutativni,tj. f*g=g*f,
2° jeasociaivni,tj. f*(g*h)=(f*g)*h,
3° jedistributivni, tj. f*(g+h)=f*g+f*h,
4° jsou-li f a g po castech spojité, je funkce ¢ Spojita.

Ukézka 6.6: Urcetekonvoluci o(t) =a’t* exp(at) , kde al R. Na zakladé definice plati
t
t
o(t) =a” ¢ft - 1)exp(at)dr = (a(t- 1) +1)exp(ar) 0" exp(at) - at - 1.
0

Pri Upravach jsme integrovali metodou per partes.

Ukazka 6.7: Spoctete konvoluci o(t) = exp(at) * exp(bt) , pricemz at bl R. Plati
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exp((a-b)t) |t

o(t) = ¢pxp(at) exp(b(t - 1)) dr =exp(bt) ¢pxp((a-b)t ) dr = exp(bt) - 0

Po vyhodnoceni dostaneme konecny vysledek o(t) = exp(at) - expbt) fengg vydedek mize-
a-b
me limitnim prechodem a uZtim |‘Hospitalova pravidla rozsi7it i na pripad a=b, kdy

o(t) =texp(at).

Ukazka 6.8: Naleznéte konvoluci dvou riizné posunutych jednotkovych funkci n(t- t) a
n(t- t,) . UZtimdefinice a poté substituci 6 =t-t, a s=t-t -t,- c postupné ziskame

t-t, t-t-t

n(t-t)*n(t-t)= G](T' t)n(t-t-t,)dr= On(t' t-t,-0)do = 0 ds=wy(t-t - t,)
0 0 0

Konvoluci dvou zadanych jednotkovych funkci je tedy posunuta identicka funkce, jejiz posuv
je souctem posuvzii obou jednotkovych funkci, viz Obr. 6.2. Specielné pro t,=t,=0 plati

n()* n(®) = w().

L}
=

£ £y t

Obr. 6.2 Konvoluce dvou jednotkovych funkci

Ukazka 6.9: Na zaklade vydedku piredchozi ukazky miizeme urcit i konvoluci
F()=(nt-t)- nt-t))*(nt- ty)- nt-t,)) dvou riznych obdénikovych impulzi. Plati

F (1) =n(t- t)*n(t- t)- n(t- H)*nt- t,)- - )" nt- ) +nt- L)*n(t-t,)
a proto podle predchoz ukazky je vys edkem soumerny lichobeznikovy impulz
FO=wt-t-t)- wt-t-t)- yt-t,-t)+ylt-t,-1,).

Definice 6.4: Necht' f(t) « F(p) a g(t) « G(t) v poloroviné Rep >0. Necht’ oba La
placeovy integraly absolutné konverguji. Konvoluci obrazi nazyvame integral
Yti¥
F(P)* G(p) =75 TE(C)G(IO- Qdc,
Y-
piicemZz Rep>y +s, y >s.Poznamengme, Ze uvedeny integrél je nutno chpat ve smyslu
Yti¥ Y+iR
0 =lim o .
y-j¥  RO¥ ., jR
Integracni cestou kiivkového integrélu je tedy rovnobézka simaginarni osou, kterd leZi
napravo od imaginarni osy ve vzdélenosti y >s. Konvoluce obrazu je komutativni, tj. plati
F*G=G*F.
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Abychom mohli Laplaceovu transformaci pii feSeni praktickych dloh efektivné vyuZivat,
uvedeme s nékterd obecnd pravidla, jimiZ se tato transformace tidi. Soubor pravidel nazyva-
me gramatikou Laplaceovy transformace. Existuje 12 zminénych pravidel. V u¢ebnicich je
kazdé z pravidel obvykle formulovano ve tvaru samostatné véty. V tomto textu s vSechna
pravidla shrneme do véty jediné. Pro kazdé pravidlo uvedeme nazev prisdusné véty, tvar
predmétu i obrazu a eventudné konkretizujici poznamku.

Véta6.2: Nech/rl R, r>0, ab,pl C, f(t)« F(t), g(t)« G(t).Pak

vétao piredmét obraz poznamka
1° linearite af(t)+bg(t) aF(p)+bG(p) Rep3 max(s;,s,)
2°  podobnosti f(rt) 1rd
3°  posunuti predmetu f(t-r) exp(-rp) F(p) f(t)=0, tEr
4°  posunuti obrazu exp(at) f (t) F(p- a)
5° derivaci predmetu f (t) pF(p)- f(0)
6° derivaci obrazu -t f(t) F(p)
7°  derivaci podle parametru %L— f(tA) %: F(p,\) $ ﬁ‘l)]C
8° integraci predmétu zc;,f e LF(p)
9° integraci obrazu (1) EF €)de $E
10° konvoluci predmetu f(t)*g(t) FE p) G((p) nésoben? obrazi
11° konvoluci obrazu f(t)g(t) F(p)* G(p) nasobeni predmetii
12° Duhameliiv vzorec f()gO)+f@)*g(t) pF(p)G(p)
5° () P R(P- AP 10O
g° z?tg;l_tg; f(t,)dt, Ldt, 2 F(p)

Pro uZiti v praxi byly po vzoru jazykovych slovnika vypracovany i slovniky Laplaceovy
transformace, které kromé gramatiky obsahuji také fadu hesel, tj. dvojic vzajemné si kore-
spondujicich funkci. Razné¢ obséhlé dovniky mozno nalézt napt. v [ 1],[4],[ 8], [ 22].
Kratsi dovnik je uveden i v [ 9] ¢i v téchto textech.

Odvozeni nekterych pravidel je pomérné snadné. Napt. u véty o podobnosti vystatime se
substituci T =rt . Pak postupné plati

¥ ¥
of (rt)exp(- pt)dt =4 g,f @)exp(- 2r)dr =2 F(P).
0
U véty o derivaci predmétu ndm pomaZe integrace per partes. Proto
¥ ¥
g‘)f &) exp(- pt)dt = f (t) exp(- pt)[y + pgﬂ‘ (t)exp(- pt)dt = pF(p)- f(0).
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Odvozeni dalSich vét jiZz nebudeme ani naznatovat. Misto toho radgji predvedeme nékolik
piipadi jgich vyuZiti.

Ukéazka 6.10: Naleznémeobrazfunkce f(t)=t". Zfejméplati f(0)=..=1f"Y(0)=0,
f((t) =n!. Podlevety5° je p" F— aproto F(p) = W Celkemtedy t" « plnli.

Ukézka 6.11: Urceme obraz funkce f (t) = exp(at) , al C. Aplikaci véty o posunuti ob-
razu a predchozi ukazky pii n=0 mameihned exp(at) « ﬁ , Rep>Rea. Tento vwyde-
dek miiZeme ovSem take ziskat primo z definice, coZ vede na integraci exponenciélni funkce.

Ukézka 6.12: Spocteme obraz funkce f(t) =sinwt . Z Eulerova defini¢hiho vztahu vyply-
va f(t) =4 exp(j ot) - i.exp(— jot). Podle vety o linearite a vysledku prredchozi ukdzky plati

F(p) = 2] o j(u 211 IR To po prevedeni na spolecného jmenovatele dava sinwt « —p2v+vw2 )

Obdobnym zpiisobem | ze urcit i obrazy funkci coswt, sinhwt, coshwt, sin(wt +¢) apod.

Ukazka 6.13: K urceni obrazu funkce f (t) = exp(at)sinwt staci aplikovat vétu o posu-
nuti obrazu a wydedek predchozi ukdzky. Bezprostredné pak obdrZime prirazeni
exp(at)sinot « m .

Ukézka 6.14: Nalezeni obrazu funkce f(t) =¢sinot provedeme pomoci vety o integraci
obrazu a vysedku ukézky 6.12. Pri zavedenl' substituce { = wn postupné plati

F(p) = QWC h arctann |}, =5 - arctan = arccot .
Celkemtedy isinot « arccot? .

Ukazka 6.15: Gramatika Laplaceovy transformace ndm dovoluje jiZ nyni k zadanénmu ob-

razu F(p)= W nalézt pridudny predmet, tj. provést zpétnou transformaci. Zgjme pla-

ti F(p) = 2+m pipmz a proto podle véty o konvoluci predmétu méme f (t) =sinot* coswt .
Tuto konvoluci musime ovdem jedte spocitat. Postupneé obdrZzime
t t t
f(t) = (gnotcos(ot - o 1)dr = cosoatc‘ﬁinoarcosoardr+sinoat(‘§in2 otdr=Lisinot.
0 0 0

Dospéli jsme tedy k vy edku ﬁ« lsnot .

Abychom se vyhnuli vypoctu nevlastniho integralu, miZeme pti urcovani obrazu perio-
dické funkce f(t+T)=f(t) " tl R postupovat téZ nadedujicim zpasobem: Definujme si
pomocnou funkci

i f(t) protl <0,T >
fr () =i
10 pro tl <0,T>

Pak zadanou funkci maZeme vyjédiit ve tvaru souctu f(t) = f,(t)+ f(t- T), viz Obr. 6.3.
Prechodem k obrazové relaci dostaneme F(p) = F; (p) + F(p)exp(- pT) . Z uvedené obra-
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zové relace jiz mazeme urcit F(p). Vyhodu tohoto postupu Ize spatiovat v tom, Ze integrél
T T

Fr(p) = Ofr () exp(- pt)dt° f () exp(- pt)dt integrujeme pies konecny interval jedné pe-
0 0

riody. PresngjSi zavér formuluje véta

7 J=1)
—Pvgv%&‘ t

£ =1t
T/\ t
o

P F=At-1)
—-’—%/Qvg—« t

Obr. 6.3: Zobrazeni periodickeé funkce

Véta6.3: Necht' jefunkce f(t) periodickd speriodou T . Nechs existuje F; (p). Pak

- K
F(P) = o pmy -
Ukazka 6.16: Pomoci podedni véty si nyni urceme obraz funkce f(t) =sinot , ktery jsme
spocitali jiZ v ukazce 6.12. V tomto pripadé plati T =2% . Funkci

.
Fr(p) = (pinotexp(- pt)dt
0

vypocitame pomoci dvoji integrace per partes a vyireSenim vaniklé linearni rovnice. Po Upra-

vach ziskame F; (p) = m%(';f) , takze dospéjeme k sinot « ﬁ jako v ukazce 6.12.

6.3 Zpétna Laplaceova transformace

Z predchozi kapitoly vyplyva, Ze k danému piredmétu Ize na zéklade integrdlu z definice
5.1 jednoznacn¢ nalézt piidudny obraz. Po eventudnim vytreSeni transformovaného problému
musime provest podedni a zpravidla nejobtizngjsi fazi transformace, tj. piechod od obrazu
k predmeétu, tedy zpétnou transformaci. Pritom nevime za jakych podminek tato zpétna trans-
formace existuje, zda je jednoznatnd a hlavne jak se prakticky ur¢i. Témito otédzkami se bu-
deme postupné zabyvat.

M&li k funkci F(p) existovat predmét, pak funkce F(p) musi mit vlastnosti, které
spliuje Laplaceiiv obraz predmétu, napt. holomorfnost zminénou ve véte 6.1. PresngjSi vycet
téchto vlastnogti specifikuje nésledujici véta:

Véta6.4: Necht'je F(p) obrazem néjakeno predmétu. Pak
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a® $sl R tak, Ze F(p) jeholomorfni pro Rep > s, ( vétao regularité obrazu)
b® Rep3s,>s, s,=konst. P |imF(p)=0, (1. vétao limitg)
p® ¥

¢ k>1 b |im pF(p) jekonecna.
|p|F<)(I?I§ep

Podminky uvedené v podedni vété jsou nutné, ne viak postaujici. Existuji tedy funkce,
které nejsou obrazem Zadného predmétu. Prikladem mohou byt znamé funkce exp(p), sinp,

cosp, sinhp, coshp, Inp apod.

Predpokladgime nyni, Ze f(t) « F(p) azetéZ f(t) je predmét. Naz&klade véty o de-
rivaci predmétu musi platit f(t) « pF(p)- f(0). Uzijeme-li 1. limitni vétu, dostaneme
lim (pF(p)- f(0)) =0, coz vede k disledku 6.1. Podobné bychom dokézali i disledek 6.2.
p® ¥

Didedek 6.1: Nechs f(t) « F(p), f(t) je pFedmétem a F(p) je holomorfni funkci
vbode p=¥. Pak |im pF(p) =Ilim f (t). (2. veta o limite)
p® ¥ t® 0,

Didedek 6.22  Nechr f(t) « F(p), nechs f(t) je prfedmétem a nechs navic existuje
lim £(t). Pak lim pF(p) =lim f (1) (3. véta o limite)
p

t®¥

Ukézka 6.17: Platnost limitnich vet proverime na funkci  f (t) =exp(at), Rea< 0 stu-

dovanéjizv ukazce 6.11. Plati F(p) = ﬁ . Pak pro jednotlivé limitni vety plati

Ukazka 6.18: Proverme platnost limitnich vet jeste na pripadu coswmt « pZEmZ . Plati

. . 2
lim pszz =0, lim pZF-)i-mZ =1=cos0
P P

a tedy prvni dve limitni vety jsou spineny. Treti limitni vetu nemiiZzeme aplikovat, nebor’ nee-
xistuje I!@rgcoswt .
t

Prejdéme nyni k otézce jednoznacnosti zpétné transformace. Rekneme, Ze dvé funkce
jsou skoro vaude stejné, 1iSi-li se nangvyS v bodech mnoZiny miry nula. Povdmnéme s nyni,
Ze vezmeme-li dva skoro vaude stejné predmeéty, pak jejich rozdil nemavliv na hodnotu inte-
grélu definujiciho piimou transformaci. V disdedku toho mgi oba piedméty stejny obraz.
Naskyta se otézka, zda i predméty, které se lisi podstatnéji, nemohou mit stejny Laplaceiv
obraz. Podle nasledujici veéty, kterou dokézal ¢esky matematik MatyéS Lerch, v&ak tato ater-
nativa nemiZze nastat.
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Véta 6.5: Nechr funkce f,(t) a f,(t) maji stejny Laplaceriv obraz. Pak je jgich rozdil
skoro vaude nulovy, tj. o;‘| f,(t)- f,(t)|dt=0.

Abychom se vyhnuli uvedené pomérné nepodstatné nejednozna¢nosti, budeme brét
v Uvahu jen ty predméty, jejichz hodnota v bodech nespojitosti je dana aritmetickym pramg-
rem limity zleva a limity zprava. Budeme tedy kléast f(t)=1(f(t+0)+ f(t- 0)). Touto
Umluvou maZzeme problém jednoznacnosti zpétné transformace povaZzovat pro praktické apli-
kace za vyreSen.

Nyni jiZ maZeme pristoupit k vlastni technice ur¢ovéni zpétné Laplaceovy transformace.
Nekteré ze zpuisobi, jak k zadanému obrazu pritadit prislusny predmeét, jiZz zname. V piipadé
mnoha jednodusSich a v praxi se vyskytujicich obrazi muZeme svyhodou vyuZit vhodny
dovnik Laplaceovu transformace, eventuelné aplikovat nekteré z pravidel gramatiky. Pro pii-
pad, Ze tento postup selZe, uvedeme si nejprve tzv. Bromwichuv integrél, ktery reprezentuje
obecny tvar zpétné transformace a poté formulujeme nekolik praktickych vét vyuZivajicich
pirevazné metodiku vypoctu rezidui.

Véta 6.6: Nechr je funkce F(p) obrazem ne¢jakého predmetu f (t). Pak v bodé spojitosti
funkce f(t) plati
g+j¥
f(t) =55 OF(P)exp(pt)dp , (6.2)
o- j¥

pric¢emz uvedeny integral je nutno chapat ve smyslu definice 6.4.

V bodech nespojitosti prvniho druhu maZeme levou stranu rovnice ( 6.2 ) nahradit aritme-
tickym pramérem 1(f(t+0)+ f(t- 0)). V cetnych praktickych aplikacich nalézame obraz
ve tvaru nekone¢né fady. K uréeni piislusného predmeétu pak douZi tzv. 1. Heavisideova véta

o rozkladu, zalozena v podstaté na vysledku ukézky 6.10, tj. nardaci t" « nT'ﬂ .
p

Véta6.7: Necht jeobraz F(p) zadan ve tvaru niZe uvedené nekonecné rady konvergujici
pro| p> R3 0. Pak

¥ C ¥ C .
F o 3 _I f t o 8 : i tl-l
(P ia=-l p' « ® i?-l(l - 1!

Ukazka 6.19: Platnost 1. Heavisideovy vety overme na pripadu funkce F(p) =2

P+l

Pomoci vzorce pro soucet geometrické rady s kvocientem q = - (ﬂp)2 dostaneme postupné

w wg, owi; & wAH

S A () =AY S

pPPA+)?) P P o Pt
¥

V tomto pApadé plati ¢ = (- 1)' 0", cozimplikuje f(t)=§ (-1

i=0

F(p)=

241 2+

Véta 6.8: Nechr je funkce F(p) holomorfni viude vyjma izolovanych singularit p,, ...,
p, leZicich vpolorovine Re p <y . Nechr funkce F(p) konverguje stejnomeérné knule na
libovolné podloupnosti krumic | p|=R,, R, ® ¥ . Pak
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98 FEKT Vysokého u¢eni technického v Brng

¥ 18 es F(p)exp(pt)) prot>0
57 OF(Q)exp(Ct)ds = {1 pe p.( ) :
v ¥ fo prot<0

Zapredpokladii véty plati pro F(p) « f(t) relace f(t) = a res(F(p) exp(pt)) -

Véta6.9: Necht'je F(p) = # raciondlni ryze lomena funkce, kterd ma poly p,,..., p,

snasobnostmi k..., k. Pak
8 K1 .
f=a gilim s (P p)s M(mer(pn)
1= p® p

Podedni véta je dudedkem véty predposiedni. Specianim pripadem této podedni véty
pro jednoduché pdly je 2. Heavisideova veta o rozkladu, ktera zni:

Véta 6.10: Nechr' je F(p) = N(p)) racionalni ryze lomena funkce sjednoduchymi poly
_ 2 M(p)exp(p t)

Pl P,.Pak f(t)=g§ — bl

: a™" Nep)

Ukazka 6.20:  Funkci F(P) =50

M(p)=1, N(p)=p(p-2)(p-2), NE¢p)=3p°- 6p+2. Aplikaci 2. Heavisideovy veéty
dostaneme

priradme predmet. Vtomto pripade mame

0 t 2t
() = SR, * iy * sy, = 3~ @P() + Sexp(20) = L 1 exp(t).

6.4 Zobecnénéfunkce

V raznych oblastech fyziky a techniky, zvI&&té v elektrotechnice, se ¢asto setkdvame
sc¢asové proménnymi veli¢inami (sily, proudy apod.), které trvaji jen velice krétkou dobu.
Tyto veli¢iny pritom ale dosahuji velikych hodnot a piidusny integrdl (impulz sily, mnoZstvi
nédboje) je nenulovy. Abychom s situaci konkretizovali, piedstavme s hustotu jednotkového
néboje soustredéného do jednoho bodu. Pri popisu takovych veli¢in se neobejdeme bez tzv.
Diracovy funkce 3 (t) , které prisuzujeme nésledujici i vlastnosti:

¥
5(t)=0 "tt0, 5(0) =¥, o6 (t)dt =1.
¥

JiZz na prvni pohled v3ak je zigimé, Ze uvedené vlastnosti chgpané ve smyslu klasické analyzy
se navzajem vylucuji. Integral z funkce, ktera je nenulova v jediném bodé, musi byt nutné
nulovy, takZe funkce s témito vliasthostmi viibec neexistuje.

Aby bylo moZné vy3e uvedené jevy vhodné popsat, byl vybudovén specidlni matematicky
aparat, tzv. teorie zobecnénych funkci neboli distribuci. Zobecnénou funkci nemuZeme chapat
v béZném smyslu jako zobrazeni, které kazdému ¢idu z definiéniho oboru prifazuje n¢jakou
funkéni hodnotu, nebot” pojem hodnoty zobecnéné funkce v bodé nema smysl. Spie ji maze-
me charakterizovat jej im pﬁsobenl’m najiné funkce atoto pﬁsobenl’ jiz pomoci tzv funkcionér

.....
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umoznuje popisovat i nespojité jevy a prifazovat zobecnénou derivaci (derivaci ve smyslu
distribuci) i funkcim, které v klasickém smyslu derivaci nemaji.

Diive nez si vylozZzime zaklady teorie zobecnénych funkci, prfipomenme si dva pojmy, kte-
ré budeme v dalSim potrebovat. Nosicem suppf(t) funkce f(t) minime uzavér mnoziny
vSech bodu, v nichz je funkce nenulovd, tedy

supp f () ={tT R:f(0)* O}.

Druhym pojmem je jiz zminény funkcional. Funkcionél je zobrazeni n¢jaké (ne nutné ciselné)
mnoziny do mnoZiny ¢isel. Defini¢nim oborem funkciondlu je tedy obecna mnoZina, zatimco
jeho oborem hodnot zastdva mnoZina ciselnd. Funkciondl je zobecnénim pojmu funkce, nebot’
funkce je specidlnim piipadem funkciondlu, kdy i defini¢ni oblast je ¢iselnou mnozinou.

Ukazka 6.21: Pojem funkcionalu s prehlednym zpizsobem ilustrujeme na nekolika ukaz-
kach zriuznych oblasti Zivota. Uvedeme jen typ obecného prvku z definicni oblasti a priraze-
nou ¢iselnou hodnotu.

teleso — objem obrazec — plodny obsah kiivka — déka krivky
matice — determinant matice — norma teleso — hmotnost
vina — frekvence fyzikalni pole — energie 2oz — cena
mesto — pocet obyvatel zamestnanec — prijem atd.

Definice 6.5: Pripustnou (testovaci) funkci nazveme funkci, jgjiz nosi¢ mé konecnou délku
aktera mav R vSechny derivace. MnoZinu vSech pripustnych funkci oznatime symbolem
K.

MnoZina K zigimé vytvaii linedrni prostor. A navic, je-li a(t)T K pripustna funkce, pak
a(- ¥) =a(¥) = 0. Tohoto dusledku budeme s vyhodou vyuZivat.

Ukazka 6.22: Jako priklad testovaci funkce, ktera je definovana na konecném intervalu
<a,B > ama viechny derivace ndm pod ouz funkce

} bl 7
a(t) = .[ exp(- rayp-y) Ul <wp>
i0 tlh <o,B>
Vbodech t =a at=f jsou viechny derivace této funkce nulové. Na pripojeném Obr. 6.4 je
nakreslen prizbeh uvedené funkcepro oo =1 a f = 3.

0.05+
0.047
0,03
0.02
0,01

u 1 2t 3 4 5
Obr. 6.4: Pribéh testovaci funkce
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Definice 6.6: Rekneme, Ze posloupnost funkci {a, (t)}%., I K konverguje v prostoru K
k funkci a(t)l K, jestlize existuje ohraniceny interval J tak, Ze pro vdechna m plati
suppa, (t)1 J aposoupnogt derivaci {a”(t)}Y_ 1 K libovolného ¥&du n konverguje
k funkci a™ (t) stejnomerne.

Definice 6.7:  Zobecnenou funkci (distribuci) nazveme libovolny linedrni spojity funkcio-

ndl f definovany na prostoru ptipustnych funkci, tj. f : K ® C. Hodnotu funkciondu pro
ptipustnou funkci a(t) oznatime (f,a).

Abychom s pojem zobecnéné funkce vice pribliZili, uvédomme g, Ze definice 6.7 obsahu-
je splnéni tiech podminek:
1° kazdé pripustné funkci a(t) je podle pravidla, které jsme oznagili symbolem f , prifa-
zeno ngjaké ¢idlo (f,a), (funkcional)

2° pro libovolné konstanty c,,c, 1 C alibovolné pripustné funkce a, (t) a a,(t) plati
(f,c,a, +c,a,)=c (f,a)+c,(f,a,), (linearita vzhledem Kk pripustné funkci)

3° |ni®r9an(t):a(t) =} |ni®rg(f,an):(f,a). (spojitost)

Definice 6.8: Necht f,f,, f, jsou zobecnéné funkee, ¢,c,1 C konstanty a u(t) neko-
ne¢né diferencovatelna funkce. Pak definujeme:
(c,f,+c,f,,a)=c,(f,a)+c,(f,,a), (linearita distribuci)
(uf,a)=(f,ua) . (soucin s funkci)

Definice 6.9: Zobecnénou funkci, kterou |ze vyjédiit ve forme (f,a) = c‘_)¥¥ f(t)a(t)dt,
nazyvame regularni. Zobecnéna funkce, které neni regulérni, je singularni.
Ukazka 6.23: Definujme s funkcional pomoci relace

¥
(f,ay=g a(n) , at)l K.
n=0
| kdyz jsme vzhledem k jednotnému popisu pouZli zapis pomoci nekoneché rady obsahuje
suma jen konecny pocet scitanci, nebor se jedna o soucet funkenich hodnot pripustnych funk-
ci, jgichz nosi¢ ma konechou délku. Proto mizZzeme niZze naznacené operace bez potiZi proveést.
UkaZeme nejprve, Ze funkciondl je linearni. Plati totiZ

¥ ¥ ¥
(f.aa+ca)=a (qam+ca)=ca am+ca a() =c(f.a)+c(f.a).
n=0 n=0 n=0
Pro overeni pojitosti funkcionalu prredpokladejme, Ze M@rg a, (t) = a(t). Pak
¥ ¥ ¥
lim(f.a,)=lm& a,(n =& lima, () =4 am) = (f.2).
Studovany funkciondl je tedy linedrni i Spojity a proto predstavuje zobecnenou funkci.

Ukézka 6.24: Definujme nyni funkcional vztahem (f,a) =|a(t) | . Proverme nejprve jeho
linearitu. Sohledem na viastnosti absolutni hodnoty plati obecné
(f.ca +ca)=ca®)+ca®) | lca®)|+|ca®)[=c(f.a)+c,(f.a)
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a proto uvedeny funkcional nemiZe prredstavovat zobecnénou funkci.

Ukazka 6.25: Necht je funkce f(t) predmétem Laplaceovy transformace. Tato funkce
generuje regularni zobecnenou funkci

(f,a) = ¥c‘)f(t)a(t)dt = 9 fMadt.

supp aft)

Ukazka 6.26: Jako ukdzka singularni zobecnené funkce nam poslouZi niZe popsana Dira-
cova funkce.

Diracova zobecnéna funkce (Diraciv impulz) je pro libovolnou pripustnou funkci
a(t) definovana funkcionalem (5 (t),a(t)) = a(0) . Tento funkciond je linearni i spojity, nebot’
© (t).ca (1) +c,a,(t)) =, (0) + ¢, ,(0) = ¢, (6 (1), 8, (1)) + ¢, (6 (1), a,(1)) ,
lim (6 (t),2, (1)) =lim a,(0) = a(0) = (6 (1) a(t) .

Funkciondl definovany uvedenou relaci tedy predstavuje zobecnénou funkci. ProtoZe neexis-
tuje lokdné integrovatelna funkce a(t) tak, aby platilo

(350.a(0) = G(Da()dt =a(0),

jedna se o zobecnénou funkci singularni.

Je-li u(t) funkce podie definice 6.8, pak (u(t)d(t),a(t)) = (§(t),u(t)a(t)) = u(0)a(0) .
Pokud je ptisobeni Diracovy funkce soustiedéno do bodu t =t,, pak (5(t - t,),a(t)) = a(t,) .

Pro vyuziti v praxi se Diracova zobecnéna funkce aproximuje zpravidla vhodnou po-
soupnosti lokane integrovatelnych funkci, ktera k Diracové funkci konverguje. Pritom se
tato posloupnost zpravidla konstruuje tak, ze pro jeji kazdy clen f_(t) plati

¥

Of (Bdt =1.
-¥

Vzhledem k nejriznéjSim potiebam praxe, existuje vice zpuasobu, jak Diracovu funkci
modelovat. Uved’'me si alespon nekteré z nich:

f.)=2(M(t- L)-n(t- L) posloupnost obdénikowych impul zi
f (t)= % Dirichletova podoupnost
f ()= % exp(- 1nt?) Kirchhoffova pod oupnost
f.(t) = Jpl_gn exp(- %) >0, ¢,®0 Gaussova posloupnost
f. (1) :pitz‘i—”g%, >0 ¢ ®0 Cauchyova posloupnost

Tyto ajeste nékteré dalSi modely Diracovy zobecnéné funkce prezentuje Obr. 6.5.
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Obr. 6.5: Aproximace Diracovy zobecnéné funkce

Dulezitym nastrojem matematické analyzy je pojem derivace. Zatimco u klasickych
funkci nemusi derivace vzdy existovat, zobecnéné funkce maji deriveci libovolného radu.
Abychom mohli pojem derivace zobecnit, predpokladejme nejprve, Ze f(t) je lokdng inte-
grovatel na funkee. Pak pro " a(t)T K, tj. pro libovolnou pripustnou funkci, postupné plati

(f),a00) = o 1@t = FOaOL’ - of (tat)dt =-(1(),aa).

P Upravéch jsme integrovali per partes a vyuZili vymizeni pripustnych funkci v bodech
t =+¥ . Platnost ziskané relace definitoricky rozsitime i na zobecnéné funkce.

Definice 6.10: Derivaci zobecneneé funkce definujeme vztahem

(fq0).a) =- (f1),a().

ktery musi platit pro viechny pripustné funkce a(t)T K . Pro derivace vy&ich radu uzijeme
(f7®,am) =9 "(f1),a" ).

Z definice vyplyva, Ze tihu derivovani jsme pienesli na piipustné funkce, které maji deri-
vace libovolného fadu.

Ukézka 6.27: Spocteme derivaci Heavisideovy funkce f (t) =n(t) . Podle definice je
¥ ¥
(ndt).a() =- (n(t).a¢t)) =- n(t) at)dt = - cpgt) dt =- a(t) [; = a(0) = ((t). a(t)) .
-¥ 0
Pii vypoctu jsme wyuZili jednak faktu, Ze Heavisideova funkce je regularni zobecnénou funkci
a jednak definice Diracovy funkce. ProtoZe ziskana relace plati pro libovolnou testovaci

funkci, miZeme psat  n&t) = 8(t) . Situaci zndzorziuje Obr . 6.6.

Ukézka 6.28: Podobnym zpiisobem urc¢ime derivaci identické funkce f (t) = y(t) . Plati
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(v&),a)) =- (w(t),akt)) =- Qu(t)akt)dt =- Gakt)dt =-ta(t) |+ Crt) dt =n(t) a(t) dt

Celkemtedy (y&t),a(t)) = (n(t),at)), " alt)l K aproto y&t) =n(t), vizObr.6.6.

! uit)

Mezi identickou, Heavisideovou
ni

a Diracovou funkci plati relace

o (t) y &t) =h¢t) =d(t)
Obr. 6.6: Z&ladni zobecnéné funkce

Definice 6.11: Predpokladgime, Ze f(t) a f(t)exp(- pt) jsou zobecnéné funkce a necht’
suppf (t) I <0,¥). Laplaceovou transformaci zobecnéné funkce nazyvame vyraz

(f (), exp(- pt)) .

Pro Laplaceovu transformaci zobecnéné funkce neplati gramatika v plném rozsahu, tak
jak ji uvadi Véta 6.2. Néktera pravidla, jako véty o linearité, podobnosti, posunuti a konvolu-
ce, samozigimg plati. Jin4 pravidla se lidi, jako véta o derivaci predmétu, jejiZ znéni pro zo-
becnéné funkce je jednodussi, nebot’ ™ (t) « p"F(p). Nektera tvrzeni vak pro zobecnéné
funkce neplati, napi. prvni véta o limité, takZze obraz F(p) muZe v nekone¢nu nabyvat nenu-
lové hodnoty.

Ukézka 6.29: Urceme Laplaceiv obraz Heavisdeovy funkce f(t) =n(t) . Je
¥

(n(t), exp(- pt) = Ouid)exp(- pyct= ¢pxp(- pdt=3 b nt)« .

Ukazka 6.30: Nalemneme obraz Diracovy funkce f (t) = §(t) .V tomto pripade plati
(8(t), exp(- pt)) = (n&t),exp(- pt)) = p(n(t),exp(- pt)) =p5=1 P &)« 1.

Podobné miZeme odvodit 5™ (t) « p". Spojenim tohoto vysledku s vysledkem ukézky 6.10
obdrZime prehlednou tabulku

obraz # é é % 1 p p?
b b b b b b b
predmet 13 it? t 1 o(t) okt) d¢kt)

Ukazka 6.31: Sanovme nyni jesteé obraz konvoluce f (t)* &(t) . Podle vety o konvoluci
predmetu plati L{ f (t)*a(t)} =L{ f ()} L{a(t)} =L{ f (t)} aproto f(t)*d(t) = f(t). Diracova
funkce spolu soperaci konvoluce tedy hraje podobnou roli jako jednicka soperaci nasobeni
nebo nula s operaci scitani, tj. danou velic¢inu nemeni.
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Ukézka 6.32: Urceme predn¥ét funkce F(p) = P%Z . Tuto racionalni neryze lomenou

funkci miiZzeme rozloZt na soucet funkce celistvé a raciondlni ryze lomené funkce

F(p)=p’- w2+7—zp ‘f‘w .

Z vysledki? ukazek 6.30 a6.12 pak vyplyva bezprostiedne f (t) = 5%t) - o’d(t) + w’sinot .
6.5 Nékteréaplikace

6.5.1 Impulzy

Prvni aplikaci Laplaceovy transformace, jiZz s podrobnéji povsimneme, je zobrazovani
impulza. Nejprve, ato ve formé piehledné tabulky, predstavime z&kladni impulzy, které se
v technické praxi ¢asto vyskytuji. U kaZzdého impulzu uvedeme tvar jeho piredmétu i obrazu.
K modelovani impulzi vyuZijeme svyhodou Heavisideovy a identické funkce. Abychom se
vyhnuli nekonecnym tfadam, uvedeme u piisusnych impulzt jesté dalsi vyjédieni. Pritom
symbolem [.] budeme rozumét celou ¢ast ¢ida Po ukonéeni tabulky naznacime, jak Ize uve-
dené obrazy ziskat.

Heavisideova funkce

f(©) =n()

F(p) =+

obdélnikovy impulz
FO) =n(t-t)- n(-t,)
F(p) =+ (exp(-1, p) - exp(-t,p))

jednostranny periodicky obdélnikovy impulz

1 f(t)=4 (- 'h(t- iT)=h(sinY)
2T a7 g ”

1 1

F(P) = S Trept pT)

104



Matematika 2

105

—_ e W

2T 4T

T 2T 37 4T

VLl

dvoustranny periodicky obdénikovy impulz

f(t) =n(t)+23 (- D' n(t- iT) =sgn(sin®')

i=1

F(p) = L tanh(%)

stupnovity impulz

f()=4 n(t-iM)=[4

i=1

F(p) =55 1+ coth(%))

identicka funkce
f(t) =y(t)°tn(t)
F(p) =2

pilovity impulz
fO=4v(0- anlt-iT)=4- 4]
_1- exp(- pT)- pT exp(- pT)
F(p) =
) p°T (1- exp(- pT))
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trojuhelnikovy impulz

(ta- t)w(t- t) + (- to)w(t-t,) +(t- t)w(t-ty)

F ( p) - (ta' tz)exp(' tl p) + (tl' t3)exp(— tz p) + (tz' tl)exp(' t3 p)
pz (tz - tl) (ta - tz)

: /\\ | o= G- L)

periodicky trojuhenikovy impulz
¥ . i
f) =4O +28(-D'v(t-T)

# T
a7 AT 6T F(p) =7z tanh -

lichobéznikovy impulz

1 !
ﬂ f(t) :‘If(t' t)-w(t-t) } y(t-t)- w(t-t,)
t L-4 t- 1,

exp(-t; p)-exp(-t, p)  exp(-t; p)-exp(-t, p)
( t t i t t )
2" 1 4" '3

F(p) =2

dvoucestné usmér néni

{/’\/'\/'\/’\ ; f(t) = sinat |

b 2n 3n 4n o pp
F(p) = e coth%
jednocestné usmérnén

% il " f(t) = 3(Isinot |+sinot) = max(0,sinwt)

T 2 3T 4n
F(p) = e
(p2+ 02) (- exp(- =)
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Pro odvozovani obrazi jednotlivych impulzi s zavedeme oznaceni r =2 pT .

Obraz Heavisideovy funkce byl odvozen jiZ v ukézce 6.5.

Obraz obdélnikového impulzu ziskame jako rozdil rizné posunutych Heavisideovych
funkci.

Obraz jednostranného periodického obdélnikoveho impul zu ziskame bud’ pomoci geomet-
rické fady nebo jako obraz periodické funkce. V prvnim ptipadé podle prvni Heavisideovy

véty o rozkladu mame
¥

F(P)=%4 (-1) exp(-2ir),

i=0
coZ je geometricka fada s kvocientem ¢ =- exp(- 2r). ProtoZze - 2r <-TRep<-sT <0, je
| g |<1 ageometrickou fadu miZeme secist. Ziskame tak

_ 1
F(p)= p(d+exp(-2r)) "

Ve druhém piipadé spocitdme nejprve vlastni integrél
2T T
Fr(p)= Gh(sinr) exp(- pt)dt = ¢pxp(- pt)dt =
0 0

apak, jak tvrdi Véta 6.3, pro hledany obraz plati

F(p)= 1- exp(- pT) _ 1- exp(- pT) _ 1
p- exp(-2pT)) p(L- exp(- pT))(A+exp(- pT)) p@+exp(- pT))

1- exp(- pT)

Obraz dvoustranného periodickéno obdé nikoveého impulzu obdrZzime téz bud’ prostrednic-
tvim vhodné geometrické fady nebo jako obraz periodické funkce. V prvnim pripadé

F(P) =5 (1+24 (' ep(-2in) =5 (- 1+ 24 (1) ep(-2ir) = $(-1+24 (- exp(-20)'),

coz je geometricka fada skvocientem q=- exp(- 2r), kterou podle predchoziho muZeme

secist. Ziskame tak

_ _ 1 Lexp(-2r) exp(r)- exp(-r)
F(p) = %(_ 1+ 1+exp2(- 2r)) - % Trexp(-2r) ~ % exp(r)+exp(-r)

Ve druhém piipadé spocteme ngjprve vliastni integrd
2T
Fr(p) = g‘m(t)- 2n(t- T))exp(- pt)dt = 5 (1- exp(- 2r))*.

1
IDtanhr.

v LA s _ 1 @-exp(-2r))2 _ ; 1-exp(- 2r)
Véta 6.3 pak 1ika, Ze F(p) =41 (- 47) =5 Trexp(- 21) = +tanhr .

Obraz stupriovitého impulzu ziskédme jako soucet specidlni geometrickeé fady s kvocientem
g =exp(- 2r), pro ngjz jako v predchozim piipadé plati | q |< 1. Postupné dostaneme

_ 13 Py — exp(r)- exp(- r)+exp(r)+exp(-r) _
F(p) _BgleXp('ZIr) _%1-expl(-2r) _2_1p exp(r)- exp(-r) _2_1I°(1+C0thr)

Obraz identické funkce je specialnim pripadem funkce vy&etiované v ukazce 6.10.

Obraz pilovitého impul zu obdrZime bud’ pomoci specidni geometrické fady s kvocientem
g=exp(- 2r), | g |< 1 nebo jako impulz periodické funkce, kde

F; (p) =ﬁ(1- exp(- pT)- pTexp(- pT)).
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Obraz trojuhelnikového impulzu je trojnasobnou gplikaci razné posunutych identickych
funkci.

Obraz periodickéno trojuhelnikového impulzu maZeme urcit trojim zpasobem a to bud’
pomoci specidlni geometrické fady nebo jako periodickou funkci a nebo pomoci integrace
dvoustranného periodického obdé nikového impulzu. Prvni dva zpusoby jiz byly vysvétleny
pii vySetiovani jinych impulzi. Proto zminime podrobnéji jen tieti zpiasob. Podle véty o inte-
graci predmetu musi bezprostredne platit F(p) =+ 5tanh(r) = T_taz tanh(r) .

Obraz lichobéznikového impulzu je étyindsobnou aplikaci razné posunutych identickych
funkci.

Obraz dvojcestného usmerneni ziskame jako obraz periodickeé funkce s periodou T =Z..

Oznacme r = 12 . Protoze F, (p) = Sl (L+exp(-2r)) je
_ T+exp(-2r) _
F(p) = pZVJYW2 I-exp(-2r) — pZVJYW2

cothr .

Obraz jednocestného usmerneni uréime jako aritmeticky pramér obrazu dvojcestného
usmernéni afunkce sinwt . Algebraickymi Upravami dospéjeme bezprogtiedné k relaci

F(P) =327 (L+ cothr) = 2 o 38

__©® 1
p2+0? +o? exp(r)-exp(-r) = p?+@? 1-exp(-2r) *

6.5.2 Elektrickéobvody

Z&ladnimi prvky elektrickych obvodu jsou rezistory, kapacitory a induktory charakte-
rizované odporem R, kapacitou C a induk¢nosti L. Omezime se na piipad, Ze viechny para-
metry obvodovych prvka jsou konstantni. Vztahy mezi napétim na svorkach jednotlivych
prvka a prochazejicim proudem jsou dany postupné relacemi u(t) = Ri(t), u(t) = %Cgi(T )dt
a u(t) = Li(t). Predpokladejme, Ze vechny funkce ¢asu jsou predméty. Pak uvedené relace
ptejdou Laplaceovou transformaci v jednodussi obrazové vztahy U =RI, U=-t1 a
U =pLl, pficemz u« U a i« |.Pomoci Kirchhoffovych zakoni miZeme sestavit dife-
rencialni nebo intego-diferencidni rovnice vySetrovaného obvodu, které popisuji jeho dyna-
mické vlastnosti, a tyto rovnice pak vyiesit prostiednictvim Laplaceovy transformace. Neni-li
feteno jinak, predpoklddadme i(0) =0. Vlastni postup ieSeni nejlépe ilustruji nésledujici
ukazky.

Ukazka 6.33: V seriovém RL obvodu urcete proudovou odezvu i =i(t), je-li na vstup pri-
vedeno obecné napéti u =u(t), které je predmétem. Rovnice vySetiovaného obvodu ma tvar
Li¢+ Ri =u , ktery Laplaceovou transformaci p/ejJde na pL1 +RI =U . VWreSenim této li-

nearni rovnice obdrzime
u _, 1
L

CRepL "p+f
VyuZitim vety o konvoluci predmetu ziskame konecny tvar proudoveé odezvy

i =Lu(t)*exp(- Rt) =Lexp(- %t)é‘y(r) exp(R 7) dr,
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vV némz ovdem v pripadé znamého napéti musime konvolucni integrél vypocitat. Povdmnéme
s, Ze jsme vitbec nemuseli konkretizovat obraz U obecné zadaného napeti.

Ukazka 6.34: V pripadé ustaleného periodického napéti u=u,sinot obdrzime po vy-
poctu konvoluchiho integralu pomoci dvoji integrace per partes proudovou odezvu

i :%(Rsinmt— oLcosot+oLexp(- £1)),

R
znizjepatrny (viz Obr. 6.7 vevo) rychly Utlum exponencialniho ¢lenu, takze po urcité dobé
dané parametry obvodu se i proudova odezva i = i(t) ustali.

0157

0.1 92
1 0.25
0.057 0.2
] T T T T . 015
04 1 15 25 :ﬂn o
-0.05 t :
] 0.05
-0.1 o

Obr. 6.7: Proudoveé odezvy v RL obvodu pro razny prabéh napéti

5 10 1t'5 20 25 30

Ukazka 6.35: Ma-li budici napeti tvar obdénikového impulzu u=u,(n(t)- n(t-t,)) je
prochazejici proud popsan funkei i =<2 (exp(- By(t- t,)) - exp(- £t)), zniZje patrny narist

proudu pri pusobeni impulsu a poté pomerne rychly exponencialni Gtlum pri jeho zaniknuti
(vizObr. 6.7 vpravo).

6.5.3 Linearni systémy

Tato kapitola patii k tém obtiznéjSim a je uréena naro¢néjSim studentam. Tyké se teorie
systémi a pojmeme ji ponékud obecnéji. Teorie systému analyzuje rozliéné jevy ve vzaem-
nych souvislostech a v posledni dobé vykazuje intenzivni rozvoj. Tato pomérné nova discipli-
na se svyhodou uplatiiuje i v riznych oblastech elektrotechnické praxe jako je automatizace,
sdélovaci technika, energetika apod. ProtoZe se budeme zabyvat pomérné obecnym systé-
mem, odhlédneme od jeho konkrétniho fyzikalniho typu, tj. od toho, zda se jedna o systém
elektricky, mechanicky, elektromechanicky, tepelny, hydraulicky, hydrodynamicky, pneuma-
ticky, chemicky ¢i jiny. Omezime se na systém dynamicky, ktery popisuje chovani néjaké
reality v ¢ase a ktery je vzhledem k moznostem Laplaceovy transformace navic linearni a
spojity. VnéjSi popis takového systému v sobé zahrnuje jen reakci vystupni veliciny y = y(t)
na vstupni signd u =u(t) a neuvaZuje zadné vnitini vazby. Chovani tohoto systému |ze po-
psat pocéecni Ulohou pro linedrni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty, kterou
muzeme zapsat ve tvaru

Sayi=Abu®,  men a0, b0,
i=0 i=0

Aplikujeme-li nyni na tuto rovnici za piedpokladu nulovych pocétecnich podminek vétu o
derivaci predmétu Laplaceovy transformace (zobecnénou variantu 5°), dosp&jeme k obrazové
rovnici
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fapY=4bp neboli  Y=FU.
i=0 i=0
Prenosova funkce
abp
F=F(p=2—o, proniz |im F(p)=2d,,, (Kronecker),
é_ a pi p® ¥

i=0
udava pomeér mezi obrazem Y =Y(p) vystupni veliciny a obrazem U =U (p) vstupni veligi-
ny. Tato funkce popisuje dynamické vlastnosti zkoumaného systému. Jedna se o funkci holo-
morfni v nekone¢nu, nebot’ piipadnou odstranitelnou singularitu povaZzujeme za jiZz odstrang-
nou. Vztah mezi vstupem a vystupem se zpravidla vyjadiuje pomoci reakce systému na nékte-
ré specidni vstupni signdly.

Zejména se vyuZiva impul zni charakteristika g(t)jako odezva na Diracovu funkci 6 (t) .
ProtoZe 6 (t) « 1 a g(t) « G(p), je F(p) =G(p). Ur¢ime-li predmét pridudny prenosové
funkci jako podil vystupniho a vstupniho obrazu, je odezva na libovolny vstupni signdl u(t)
déna konvoluci y(t) = g(t)* u(t) .

Dal§ moZnost jak urcit odezvu na obecny signdl poskytuje prechodova charakteristika
h(t) jako odezva na Heavisideovu funkei n(t) . Protoze n(t) « <+, je prenosova funkce dana
relaci F(p) = pH(p), kde h(t) « H(p).V dudedku této relace plati Y = pH U . Aplikaci

Duhamelova vzorce je odezva ha obecny vstupni signdl u(t) danarelacemi
y(t) = h(t)u(0) + (h(t) * uqt)) nebo  y(t) =h(Q)u(t) + (h(t)* u(t)).
Mezi obéma charakteristikami existuje tésny vztah. Plati totiz G=F = pH aproto

g) =" neboli  h(t) = o) -
0

Jistou informaci o systému poskytne téZ analyza rozloZeni nul (koteny citatele) a polu
(kotreny jmenovatele) prenosove funkce.

Ukézka 6.36: Prenosova funkce RL obvodu s obecnym buzenim ;eSenym v ukéazce 6.33 je
F(p) :ﬁ , takze impulni, resp. prechodova charakteristika ma tvar g(t) =+exp(- £t),

resp. h(t) = £[1- exp(- £t)]. Mezi obéma charakteristikami plati relace Rh(t) + L g(t) = 1.

6.5.4 Nevlastni integraly
Laplaceova transformace hraje téZ vyznamnou roli pti vypoctu nékterych nevlastnich
integrélt v realném oboru, jeichZ vypocet klasickymi prostiedky je piinggmenSim obtizny.
Mezi predmétem a obrazem Laplaceovy transformace plati integrélni relace:
¥ ¥
oildt = oF (p) dp
0 0
¥

L f(t _ ¥\ n
9tn‘—+£dt—ﬁ9p F(p)dp

o () dt = (- 1) (FO(0)- FO(¥))
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K provéteni prvniho vztahu integrujme defini¢ni relaci ( 6.1 ) ptimé Laplaceovy trans-
formace podle proménné p v mezich od nuly do nekone¢na. ObdrZime postupné
¥ ¥ Y E i N e GO PSR 5|
oF (p)dp = oof (t) exp(- pt)dtdp = of (t) gexp(- pt)dpdt = of ()[——], dt = o——dt.
0 00 0 0 0 0

Podobnym zptisobem |ze dokézat i zbyvajici dve relace.
Ukazka 6.37: Urceme hodnotu integralu éw dx, ktery jiZzv roce 1781 spocital Leonhard

Euler. Integral vypocteme tremi zpisoby. Prvnl Zpiisob spociva ve wuziti Cauchyovy vety
aplikované na funkci f(z) = P92 ktera je holomorfni pro z 0. Abychom se tomuto bodu
vyhnuli, 2volime integracni cestu tak , jak ukazuje Obr. 6.8. Podle Cauchyovy vety plati, Ze
soucet integrali pres kiivky G, G,, G, a G, je roven nule. Spoctéme nyni integrély pres
jednotlivé krivky a prgjdemek limité pror ® 0 a R® ¥ . Dostaneme

Obr. 6.8: Integracni cesta

¥ .
G: z=xaproto Of (2)dz= Oi‘exr’“x) dx® 2P dx,
G 0
G,: z=Rexp(jo) aproto 5f(2) dz:j@exp(jRCOS(p)exp(- Rsing)de ® 0,
G 0
. Y _
G;: z=x aproto ¢f (2)dz= (‘)ap)((lx) dX® - D‘EXD();JX) dx,
G -R 0
p
G,: z=rexp(jo) aproto f (Z)dZZ-j@EXp(jrexp(j(p))d(p® im.
Gy 0

Celkem tedy (‘)wdx— jn=0, takZe po Upravé (‘)Sﬂ

Pri realizaci druhého zoisobu vyuzijeme vysledku ukazky 7.13, z niz specielné vyplyva
snx « arccot p, odkud aplikaci véty o integraci p/edmétu dostaneme pro tzv. integralni si-
t

nus Si(t) = Q%dr relaci Si(t) « arccot p. Podle treti vety o limité pak snadno dospéje-
me k vydedku Si(¥) =1imSi(t) =limarccot p =
t® ¥ p® 0
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Treti zpiisob tkvi vapllka(:| prvni zvyse ti uvedenych integralnich relaci. Z ukazky 7.11

vyplyva siny « FEl,takzec‘fﬂ Oﬁﬁ-arctanp =B,

6.5.5 Rovnice se zpoZzdénym argumentem

Takeé tato kapitola je urcena jen narocnéjSim studentim. V praktickych aplikacich se se-
tkavame sjevy, kdy vliv nékteré veliciny neni okamZzity, ae trva uré¢itou dobu. Jevy tohoto
typu se matematicky popisuji diferencidnimi rovnicemi se zpozdénym argumentem a tyto
rovnice lze v nékterych pripadech efektivné eSit pomoci Laplaceovy transformace. Postup
feSeni demonstrujeme na jednoduchém piipadg.

Ukézka 6.38: Nalezneme reeni diferencidlni rovnice x&t) =x(t- 1), pricemz hledana
funkce x(t) splsiiuje pocétecni podminku x(t) =-t pri - 1£t £0. Na z&klade definice urceme
nejprve obraz prave strany dané rovnice. Za predpokladu x(t) « X (p) postupne plati

X(t-1) « (- Dexp(- pr)dr =exp(- p) Ox(t) exp(- pt)dt =

= exp(- p)[»c‘; exp(- pt)dt + () exp(- pt)dt] = - [exp(- p) - 1+ +exp(- p) X .

P#i Upravach jsme uZili integraci per partes. Nyni jiZ miZzeme zadanou rovnici pomoci véty o
derivaci predmetu transformovat do obrazového tvaru. ProtoZze x(t) « pX , ziskame po vyie-
Seni obrazové rovnice

__ exp(-p)»-1 1
" Plp-exp(- ) T plp-exp(- P

Rozvineme-li pirevracenou hodnotu funkce v hranaté zavorce v geometrickou /adu, dostaneme
1 _ 4 &xpiip)
p-exp(- p) i P*
Dosazenim této 7ady do piredchoz relace obdrZzime

1 & exp(-i g exp(-i
x:_iz_ a p(|+3p)+2a p(i+2p)’
P™ =0 P izo P

takZe zpétnou transformaci podle prvni Heavisideovy vety po Upravach ziskame
i+1
X(t) =3t(2- t)n(t) - a (t- 3i- 4)( ) n-i).
o] (i+2)!
Tato funkce je na kazdém intervalu <i - 1, i > dana polynomem (i+1)-niho stupne. Konkrétne
pro nekolik pocatecnich intervali plati

i -t -1£t£0
I

x(t):%%(t +2t) Of£t£1
[ (-6t - 9t +7) 1EtE£2
F4 (-t +12° - 482 +92t - 52) 2ELE£3

Pruibeh eSeni zndzoriuje Obr. 6.9.
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Obr.6.9: Prabeh reSeni ukazky 6.38

1

6.6 Slovni¢ek Laplaceovy transfor mace
K usnadnéni studia i dalSi préce studenta uvedeme si v této kapitolce bez odvozovani

kratky dlovnicek Laplaceovy transformace. Jednotlivi hesla prezentujeme v poradi obraz —
piedmét, coZ je pro vyuZiti v praxi vyhodngjsi. DalSi hesla nalezne ¢tendr napr. v [1]. Po-

dotknéme je&te, Ze hedatykgjici se nekterych impulzi jsou obsaZena v odstavci 6.5.1.

Ve slovnic¢ku predpokladame, ze ni N, nT R, abl C.
tnl

1
—_— «
p" (n- 1!
n-1
! . exp(- at)
(p+a) (n- !
1 ng"E
p" Jp (2n- 1!
i « tn-l
P’ Gh)
1 Cat « exp(- at) - exp(- bt)
(pt+a)(p+b) b- a
p b « bexp(- bt) - aexp(- at)
(p+a)(p+h)’ b-a
1 « sinat
p°+a’ a
pszaZ « cosat
1 « exp(- at) sinbt
(p+a)®+b? b

113



FEKT Vysokého u¢eni technického v Brné

114
pta
— T =  « exp(-at)cosbt
(p+a) +D? p(- at)
1 « 1- cosat
p(p®+a’) a’
1 « at - sinat
p2 (pZ + aZ) aS
1 « sinat - at cosat
(pZ +a2)2 2a5
p « tsinat
(p? +a%)? 2a
p’ . Sinat+atcosat
(p® +a%)? 2a
p 21 « cosat - cosbt
2 2 2 L |12}’ 2 a2
(p~+a’)(p® +b%) b”- a
1 \/_ t \n2
2 2w & P (_) 2Jn_;(at)
(p® +a%) G(n) ‘2a 2
1 expi-at)- exp- 9) (cos¥3 - \[3sin3aL)
ps +3° 332
1 « sinat coshat - cosat sinhat
p* +4a’ 4a°
p sinat sinhat
p*+4a’ 2a’
1 sinhat
2 2 «
p°- a a
o f)az « coshat
1 « sinhat - sinat
p4 - a* 23°
p coshat - cosat
« —_—
p4 - a* 232
In pta exp(- bt) - exp(- at)
p+b t
2 2
In p -i-za &« 2%
p t
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2 _ a2 _
inP 2a « 21 coshat
p t
arcctgg « Snat
a t
6.7 Shrnuti

Predmét Laplaceovy transfor mace:
1) jevcetné své derivace po ¢astech spojity
2)  vymizi pro zgporné argumenty
3)  jefunkci ohraniceného ristu

K onvoluce:

(P(t)=f(t)*g(t)=z<;)f(f)g(t-f)0|T , F(p)*G(p) =

Piima L aplaceova transfor mace:

2 FO6(p- Dk

F(p)=t?f(t)exp(- pt)dt , pi C, tiR

Gramatika Laplaceovy transformace:

véta o piredmét obraz poznamka
1°  linearité af(t)+bg(t) aF(p)+bG(p) Rep3 max(s;,s,)
2°  podobnosti f(rt) 1r®
3°  posunuti predmétu f(t-r) exp(-rp) F(p) f(t)=0, t£r
4°  posunuti obrazu exp(at) f (t) F(p- a)
5° derivaci predmétu f(t) pF(p)- f(0)
6° derivaci obrazu -tf(t) F(p)
7°  derivaci podle parametru &) LR $ -
8° integraci predmétu E?f () de LF(p)
9° integraci obrazu (1) EF €)de $f‘3
10° konvoluci predmétu f)*g() Fp( pP) G((p) nésober:i obrazu
11° konvoluci obrazu f(t)g(t) F(p)*G(p) nasobeni predméta

12° Duhameliiv vzorec fgO)+fM)*g(t) pF(p)G(p)
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n-1

5° £ (t) pn F(p)- _é-o pn-i-1 f (i)(o)

th o g

& ool of (t,)dt, Lat, & F(p)
00 0

Obraz periodické funkce:

T T

P =reqipm  F(P=0ROSPE pOdie of Hex(- pyct

Zpétna L aplaceova transformace:
g+j¥ .
f(t) =5 OF(P)exp(pt)dp, fH=a 5?(F(p) exp(pt))
g- j¥ P
Limitni véty:
limF(p) =0, lim PF(p) =lim f (), lim PF(pP) =lim f ()
p® ¥ t®0, p® 0 t® ¥

p® ¥

Heavisideovy véty o rozkladu:

¥ C ¥ C .
A —- — fi)e § —t"
21 p' ® 91(I- D!

F(p) =gy — f(t):é%ﬁ%m

F(p)°

Funkcional: zobrazeni obecné mnoziny do mnozZiny ¢isel
Zobecnéna funk ce: pojity linedrni funkciond na mnoZing piipustnych funkci
Diracova funkce: (3(t- t,),a(t)) = a(t,), a(t)T K
Derivace zobecnéné funkce: (f™@),a(t)) =(-D"(f1),a" (), a(t)T K

L aplaceova transformace zobecnéné funkce: (f (t),exp(- pt))

6.8 Kontrolni otazky

1) Naznatte vyznam transformacnich metod

2) Jakévlastnosti musi splnovat predmét Laplaceovy transformace?
3) Vysvétlete pojem konvoluce a popidte jeji vliastnosti.

4) Definujte ptimou Laplaceovu transformaci.

5) Které z pravidel gramatiky Laplaceovy transformace znéte?

6) Co jeto Duhameltv vzorec?

7) Jak Ize zjednoduSeng ur¢it Laplaceiv obraz periodické funkce?
8) Definujte zpétnou Laplaceovu transformaci.
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6.9

9) Uvedtetii limitni vety.

10) Formulujte dvé Heavisideovy véty o rozkladu.

11) Objasnéte pojem funkcionalu a uved’te nekteré priklady.
12) Vysvétlete pojem zobecnéné funkce

13) Co jeto Diracova funkce?

14) Definujte derivaci zobecnéné funkce.

15) Kolik derivaci zobecnéna funkce ma?

16) Jak se ur¢i Laplaceiv obraz zobecnéné funkce?

17) Uved'te n¢které aplikace Laplaceovy transformace.

Priklady ke kapitole 6

Piiklad 6.1: Proverte, zda funkce f(t) = e? je predmétem Laplaceovy transfor-
mace.

Piiklad 6.2: Foctete konvoluci | (t) =h(t)* exp(-t) .
Piiklad 6.3: Urcete obraz funkce f (t) = cos(wt) pri Laplaceove transformaci.

Piiklad 6.4:  Pomoci Laplaceowy tranformace vyreSte diferencidlni  Ulohu
2y®+4y@=0, y(0)=0, y€0)=0, y%0)=8.

Piiklad 6.5: Pomoci Laplaceovy transformace vyieste diferencidlni  dlohu
y¢+ y¢=sint, y(0)=0, y40)=0.

Vydedky viz kap. 9
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7 Fourierovatransformace

Cilekapitoly: V této kapitole se budeme nejprve kratce vénovat Uvodu do problematiky
Fourierovych fad, jako prostiedku pro popis periodickych déja. VySetirenim mezniho
piipadu Fourierovych fad pro aperiodické funkce dospéjeme k Fourierovu integralu.
PF¥imou i zpétnou Fourierovu transformaci pak budeme formulovat jako rozklad tohoto
Fourierova integralu. Zminimei tésnou souvisost mezi Fourierovou transformaci a La-
placeovou transformaci. Pro praktické vyuZivani Fourierovy transformace popiseme
souhrnné jeji gramatiku. Zavérem kapitoly s vyuZiti Fourierovy transformace ilustru-
jemenanékolika ukadzkéch a uvedeme kratky sovniéek.

7.1 Fourierovy iady

Pri vySetiovéani periodickych dgju, jako jsou napt. elektrické, mechanické a akustické
kmity, kruhové pohyby apod. a pti feSeni diferencidnich ¢i integrdnich rovnic, ¢asto vyjadiu-
jeme prisludné funkce pomoci Fourierovych fad. Ucelem této kapitolky je podat nezbytny
z&klad pro pouZzivéni Fourierovych fad v konkrétnich aplikacich. Upozornéme hned na poc¢ét-
ku, Ze Fourierovy fady se v technické praxi ¢asto pouZivaji velice formang, bez ovéreni pri-
pustnosti jejich pouZiti, coz muze vést k naprosto nespravnym vysledkim. Pokud tedy prova-
dime razné operace formang, je nutné se zpétné presvédéit, Ze pouziti vdech operaci bylo
opravnéné.

Mg&me dén interval | =<a,b> aoznatme T = b - a. Rekneme, Ze funkce f(x) je pe-
riodicka speriodou T, jestlize plati f(x+T)=1f(x) " xI R.

b ) b X
Obrézek 7.1: Periodickafunkce

Definice 7.1:  Necht {a }¥., a{b}., jsou dv& podoupnosti rednych ¢isel aw jeredné
¢ido. Pak vyraz

¥
38 +?=_0(ancosnwx+bnsinan) : xI R (7.1)

nazyvame trigonometrickou radou, dvojélen a, cosnw x+b sinnwx jejim n-tym clenem a
¢ido a, jejim absolutnim ¢lenem, definitoricky klademe b, = 0.

V nékterych aplikacich se déva prednost exponenciélnimu tvaru této fady, tj. tvaru
¥
a c exp(- jnwx) , cl C, (7.2)
n=-¥
piicemZ mezi koeficienty uvedenymi v (7.1) a(7.2) pléati relace
c,=z(@*ih) =38, ¢ =3(&-]b)-
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ProtoZe zvl&&t¢ v elektrotechnice se exponencidni tvar svyhodou vyuZiva, budeme dal§i vy-
dedky uvadét jak pro trigonometricky tak pro exponencialni tvar.

Véta7.1 Nechr Ize funkci f(x) rozvinout vtrigonometrickou /adu a nechr tato rada
konverguje k funkci f (x) naintervalu | stejnomeérné. Pak pro viechna pripustna n plati

T T T
a, =2 of (cosnwxdx, b, =2f ()sinnwxdx, ¢, =1of ()exp(-nwxjdx. (7.3)
0 0 0

Koeficienty definované relacemi ( 7.3 ') budeme nazyvat Fourierovymi koeficienty.

Ve vété jsme predpoklédali, Ze funkci f(x) lze rozvinout ve stejnomérné konvergentni
trigonometrickou fadu. Zvolme nyni opacny postup. Necht’ je funkce f(x) absolutné inte-
grovatelna, pak uvedené integrdly existuji. Lze tedy definovat Fourierovy koeficienty
a,,h,,c, afunkci f(x) mizeme forman¢ pritadit fadu ( 7.1 ), eventuelné ( 7.2 ). V tomto
piipadé mluvime o Fourierove rade funkce f(x). Fourierova tada je tedy trigonometrickou

fadou, avSak ne kazda trigonometricka fada je fadou Fourierovou. Je proto zcela prirozené
klast s v této chvili otazky typu, zda Fourierova fada viibec konverguje, v jakém smyslu kon-
verguje, k ¢emu konverguje, zdai a za jakych podminek konverguje k funkci f(x) apod.
Abychom naznagili sloZitost situace, uvedme s dvé ukézky.

Ukazka 7.1: Uvazujme trigonometrickou adu
g sinnx

n=2 1NN
Tato rada sice na intervalu <-p,p > konverguje, ne vk segjnomerné a neni Fourierovou

Fadou Zadné integrovatelné funkce.

Ukédzka 7.2:  Mejme dve funkce f(x)=0 a g(x)=0, x* 0, g(0) =1 definované na
intervalu <-1,1>.V obou pripadech jsou vSechny Fourierovy koeficienty nulové a proto obé

funkce maji stejnou Fourierow 7adu, ktera stejnomeérné konverguje k nule. Pritom soucet
rady se rovna funkci f (X), ale neroma sefunkci g(x), nebor g(0)t 0.

Z podedni ukézky vyplyvaji dva poznatky a sice: dvé rizné funkce mohou mit stejnou
Fourierovu fadu ai kdyz Fourierova iada néjaké funkce konverguje stejnomérng, nemusi jeste
konvergovat k této funkci. Drive neZ prikro¢ime k vySetiovani vlastnosti Fourierovy rady,
uved’me s nékolik uZite¢nych poznamek.

Xiténi fady ( 7.1 ) je nutno chapat tak, Ze nejprve secteme dvojcleny uzaviené
v zavorkéch a pak teprve s¢itame fadu takto vzniklych souctia. Uvedené zavorky tedy nelze
obecné odstranit. Podobné v piipadé fady ( 7.2 ) nejprve se¢teme dva odpovidajici si stitance,
jejichZ absolutni hodnota indexu je sejna a poté s¢itdme radu takto vzniklych soucta.

Integraly v relacich ( 7.3 ) |ze pocitat pres libovolny interval < x,,x, +T >, ¢asto se voli

symetricky interval <- 7,7 >.

Pii konstruovani Fourierovy fady muZzeme svyhodou vyuZzit n¢kterych viastnosti funkce
f(x). Jeli tato funkce sud4, tj. plati-li f(-x)=f(x) " xI R, je b, =0 pro vechny in-
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dexy n avdisedku c, =3a,. V tomto ptipadé mluvime o kosinove Fourierove rade. Je-li
funkce f(x) lichg tj. plati-li f(-x)=-f(x) " xI R, je a, =0 pro véechny indexy n a
tudiz c, = - %qnl sgnn. Mluvime pak o sinove Fourierove rade.

K popisu funkci se pouZiva i Taylorova fada. Koeficienty Taylorovy fady jsou zadany
derivacemi funkce f (x) aproto zavisgi jen na hodnotach vysetrované funkce v okoli vztaz-
ného bodu. Fourierovy koeficienty zaviseji na pribéhu funkce f(x) v celém intervalu I, ne-
bot” jsou vyjédieny vhodnym integralem. Hodi se proto i k popisu nékterych nespojitych
funkci av tomto smyslu je Fourierova fada obecngjsi.

Véta7.2 Nechr'jefunkce f(x) naintervalu | po castech hladkd. Pak jeji Fourierova rada
konverguje k aritmetickému primeru [ f (x+0) + f (x- 0)], tj. miZeme polozt
¥ ¥
1a,+Q (a,coswx+hsinnwx)= § c,exp(jrnwx) =3[ f(x+0)+ f(x- 0)].
n=0 n=-¥

Z véty bezprostredné vyplyvd, Ze v pripadé spojité funkce f(x), kdy se v kazdém bodé
limita zpravarovnalimité zleva, konverguje prislusnd Fourierovatadak funkci f(X) .

Ukézka 7.3: Sestrojme Fourierovu 7adu funkce f(x) =x, x1 (-p,p), f(x+2p) = f(X).
Vtomto pripade je T=2p a w =1. Funkce f(x) jelichd a proto a, =0, n=012L.
Pomoci integrace per partes spocitame

p ¥
b, =% dxsinnxdx=(-)""2  aproto f(x)=-28 (- )"sinnx.
-p

nop
n=1

Podle [ 28 ], str. 262, uvedena rada konverguje pro véechna x Ip a f(Ip) =0, IT I . Po-
viimnéme g, Ze periodicka funkce f(x) splyva sfunkci y=x jen naintervalu (-p,p), viz
Obrézek 7.2. Oznacme

f (X)=-28 (-1 "sinnx

n=1

mty castecny soucet sestrojené Fourierovy ady. Pro ilustraci je na zmineném obrazku uve-
den jedte prubeh osmého castecného souctu v intervalu ¢ty period a detailni situace postup-
ného priblizovani castecnych souctii f,(X), ..., fg(X) kfunkci f(x) vrozmez jedné periody.
1 P i

y=fx)

;-211: ; 2m AT &7 X
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w3

Obrazek 7.2: Periodicka funkce z ukézky 8.3 ajeji aproximace

Nyni ve forme péti vét uvedeme nekteré z&kladni vliastnosti Fourierovych rad.

Véta 7.3 Nechr'jefunkce f(x) ohranicena a po castech spojita. Pak prisusna Fourierova
Fada konverguje v primeru k funkce f (X), tj. plati

T m m
lim@f (- S,01°dx =0, S, (X) =1a,+q (a, cosnwx+h, snmwx) = § ¢, exp(jrwx)
0

n=1 n=-m
Dudedkem této veéty je tzv. Parsevalova rovnost

T ¥ ¥
2f(Pdx=1a2+§ (@2 +b?)=2§ |c P.
0 n=1

n=-¥

Veéta7.4 Za predpokladu f(x)T C,(I) konverguje Fourierova ada absolutné a stejno-
merne k funkci f (x)

n® ¥

.
Veta7.5 Predpokladgme, Ze j f (X) [dx <¥ . Pak plati Ii®r§€1an =limb, =0.
0

Véta 76 Necht f(x)T C(l), f(0)=f(T) anech? f&x) je po castech spojita. Pak

¥ ¥
f&x) =wQ n(- a, sinnwx+h cosnwx) = jw § nc, exp(jrwx).
n=1 n=-¥

Veéta 7.7 Je-li funkce f(X) po castech spojita, pak
X ¥ .
Of X)dx =La,x+& g [a,sinmwx- b, (coswx- 1] = &
0

n=1 n

S (1- exp(jrwx)).

Qox

-¥

Zvlé&te dveé podedni vlastnosti, ato véta o derivovani Fourierovy rady ¢len po clenu a
veta o integrovani Fourierovy rady ¢len po ¢lenu, jsou z praktického hlediska velice uZitecné,
nebot” umoznuji ziskavat dalsi Fourierovy fady bez pouZiti Eulerovych-Fourierovych vzorca.
[lustrujme s to na nadledujicich ukazkéch.

Ukazka 7.4:  Rozvinime tzv. dvoucestné usmernéni (viz Obrazek 7.3) definovane relaci
f (x) =] sin x| nebo téZ podrobneji f(xX) =sinx, xI <0,p >, f(x+p)= f(X), ve Fouriero-
vu Fadu. Funkce f(x) je z'gjmeé suda a proto b, =0 pro vSechna n. Staci tedy urcit jen koefi-
cienty a,. Vyuzitim znamé trigonometrické relace
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sina cosb =1[sin(a +b)+sin(@ - b)]

dostaneme postupnée
p p -
a, :ﬁc‘ﬁnxcosnxdxzﬁdsin(n+1)x— sin(n- 1)x]dx:pi[— cos(n+1)x+ cos(n 1)X]p
0 0 n+1 n-1 0
_1.C0smp +1 cosmp+1l _ , cosmp+l _ 5, 1+(-1)°
a, =4 : =-2 =g
n+1 n-1 (n+H(n-1 (n+Y(n-12
tj. a,, =- é ! a a,,, =0 prom=0,12,... .Dospéli jsme tedy k zaveru, ze
(2m+D(2m- 1)
dvoucestné usmernéni ma Fourieriv rozvoj
¥
_2 48 COS2mX
f=5-pa (74)

m=1 (2m+1) (2m- 1)

U 10
\ 3533/\ /\m [\

Obréazek 7.3: Dvoucestné a jednocestné usmérnéni

Ukazka 7.5: Zname-li vysledek prredchozi ukazky, pak k urceni Fourierova rozvoje funkce
f(x) =cosx, 0<x<p, f(x+p)=f(x) ndmpodouzi Véta7.6. Derivovanim(7.4) clen

po ¢lenu dostaneme ihned

Y .
f(X)=p§é nsin2nx
= (2n+1)(2n- 1)

Ukazka 7.6;  Snadno téZz ziskdme Fourieriv rozvoj tzv. jednocestného usmerneni (viz
Obrazek 7.3), které je urceno relaci f(x) =3(|sinx|+sinx) =max(0,snX) . Vyuztim (7.4 )
dostaneme bezprostiedne

¥
f(x) = L+1sinx- p;é _ cos2nx
= (2n+1)(2n- 1)

7.2 Souvidost Fourierovy transformace s Fourierovou radou

V piedchozi kapitole jsme uvedli, Ze kazdou periodickou funkci urcitych vliastnosti 1ze
rozvinout ve Fourierovu fadu ( 7.1 ) nebo ( 7.2), piicemz T >0 je prisudna perioda a koefi-
cienty a, b, seurcéi z ( 7.3). Zbyva tedy rozSitit popsany postup i na neperiodické funkce.
PoloZme zatim U¢elem wT = 2p . Z této relace vyplyva, Ze ¢im véts je perioda T, tim hustéji
jsou rozloZeny frekvence trigonometrickych funkci vystupujicich v ( 7.1), ( 7.2 ). Neperio-
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dickou funkci, ktera musi téz spliiovat uréité vliastnosti, tedy maZzeme povaZovat za mezni
piipad periodické funkce, j€jiZ perioda vzrista nade viechny meze. Dosadmev (7.1), (7.2)
za koeficienty a_,b, integray ( 7.3) aprovedme limitni prechod pro T ® ¥ . Pak nekone¢né
fady prejdou v integral, takZe ve vzniklych relacich se objevi dvojnésobny integrél. Presné
provedeni téchto Uvah piesahuje rdmec skript (podrobnosti 1ze ndézt napi. v [ 19],[ 28]) a
proto uvedeme jen vysledny Fourieriv integral

¥

f(t) =55 OLOT ) exp(- jwt)dt ] exp(jwt)dw .

Jedné se vlastné o identitu platnou pro libovolnou funkci f(t) jistych vlastnosti. Uvedeny
dvojnésobny integral miZeme rozloZit na dva jednoduché integrdly, tak jak je to naznaceno
cervenymi zavorkami. Dospéjemetak k definici ptiméi zpétné Fourierovy transformace.

Pred vlastni definici Fourierovy transformace s zavedme jeSt¢ dva dualeZité pojmy.

Rekneme, Ze funkce f(t) je lokalné integrovatelna, eventudng absolutné integrovatelna,
jestliZze plati prvni z nerovnosti

b ¥
gf@)ldt<¥, Ol f()|dt<¥
a -¥
pro kazdy konecny interval <a, b>, eventudné jestliZze plati druhé z uvedenych nerovnosti.

Definice 7.2: Necht je funkce f (t) absolutné integrovateln& Pak relace

¥

Fw) = of exp(- jwt)dt a  f(t) :$ OF (W) exp(jwt) dw (75)

nazyvame postupné primou a zZpetnou Fourierovou transformaci. Funkce f (t) je predmétem
afunkce F(w) obrazem Fourierovy transformace. Obé funkce jsou komplexni funkce realné
proménné. Fourierovu transformaci budeme symbolicky oznacovat bud’ f (t) « F(w) jako u
Laplaceovy transformace nebo F(w) = F{f(t)}, pokud by mohlo dojit k zameéné.

V ptipadé sudych funkci, kdy f (- x) = f(x), mizeme( 7.5) zjednodusit na
¥ ¥

F(w) =20f (t) coswtdt, f(t) = 5 O~ (W) coswt dw

amluvime o Fourierove kosinove transformaci. V piipadé lichych funkci, kdy f(-t) =- f(t)

dostaneme Fourierovu sinovou transformaci
¥

¥
F(w) =20pf (t)sinwtdt, f(t) =5 - (W)sinwtdw.
0 0
7.3 Souvidogt Fourierovy transformace stransformaci L aplaceovou

Kromé jednostranné Laplaceovy transformace, o niz bylo pojednano v kapitole 6, exis-
tuje jedté dvoustrannd L aplaceova transformace definovana relacemi

¥ g+j¥
F(p)= Of () exp(- pt)dt, f(t)=ﬁ O F(p)exp(pt)dp .
-¥ 9- j¥
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Pritom predpokladame, Ze predmét f(t) je funkce lokalné integrovatelné a Ze | ze volit indexy
rastu s, a s tak, abypro ss<Rep<s byl integrd F(p) konvergentni. Je-li funkce f(t) na-
vic absolutné integrovatelnd, je také lokaln¢ integrovatelndapro p =jw obdrZzime vy& uve-
denérelace ( 7.5 ). Tedy mnoZina, na nizZ je definovan dvoustranny Laplaceiv obraz, obsahuje
imaginérni osu. Povimnéme s jesteé, Ze absolutné integrovatelna funkce musi prot = + ¥
vymizet, zatimco lokélné integrovatelna funkce zde muaze nabyvat nenulovych hodnot.

7.4 Vlastnosti Fourierovy transformace

Abychom mohli Fourierovu transformaci efektivné vyuZivat, uved’me si nyni ve formg
tii vét nekteré jeji zakladni vliastnogti. Tvrzeni prvni z téchto vét se da ocekévat vzhledem
k pozndmce na konci piedchoziho odstavce a znacné podobnosti piimé a zpétné Fourierovy
transformace. Druh& véta bude obsahovat zakladni pravidla gramatiky Fourierovy transfor-
mace a treti bude vyjadiovat tzv. Parseval ovu rovnost.

Veéta 7.8: Necht jefunkce f(t) absolutné integrovatelna. Pak F(w)1 C(R), I!@rll F(w)=0.

Veéta7.9: Omacmeni N, rT R, a, b1 C. Predpokladejme, Ze funkee f(t) a g(t) jsou absolut-

¥

n¢ integrovatelne, pripadné Ze plati ¢yt f (t) [dt <¥ . Pak
¥

vétao pi‘edmeét obraz
1° linearite af(t) +bg(t) a F(w) + b G(w)
2°  podobnosti f(rt) LFMW)
3°  posunuti predmetu flt—r) exp(-j rw) F(w)
4°  posunuti obrazu exp(j rt) f(t) F(w-r)
5°  derivaci predmétu f O() (iw)" F(w)
6° derivaci obrazu t" (1) i" dF—(\nN)
dw
t
7°  integraci predmétu of (Dt 7w FWw)
0
8° konvoluci predmetu f(t) * g(t) F(t) G(t)
9° konvoluci obrazu f(t) g(t) F(t) * G(t)
¥ ¥ ¥
Veéta 7.10: O f)[dt<¥ p O fO 1 dt =5 O FWw)|*dw
¥ ¥ -¥
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7.5 Neékteréaplikace

7.5.1 Specialni impulzy

Nejprve se budeme zabyvat funkci, ktera se v technické praxi ¢asto vyskytuje, nebot’
sjei pomoci muZzeme vyjédtit hustotu pravdépodobnosti norméniho (Laplaceova-Gaussova)
¢i logaritmicko-normaniho rozdéleni, Gaussiv zékon chyb apod.

Ukazka 7.7:  Urceme Fourieriv obraz funkce f(t) = exp(-a’t®), kdea > 0 jedané cido.

V dal&im budeme potr;ebovat znat hodnotu integralu
¥ ¥
| = ¢exp(- a’t?) dt = 2¢pxp(- a’t?) dt
-¥ 0

a proto s jg nejprve spoctéme. ProtoZe se tento integral da jen zteéZi urcit klasickymi pro-
stiedky, urc¢ime jg pomoci dvojného integralu. Pocitejme proto postupné

¥ ¥ ¥ ¥
P =4 0pxp(- a° (¢ +y?)) dxdy =2 (pxp(- a°x*) 2 pxp(- a’y?) dy = 12
00 0 0

Vzhledem k tomu, Ze integrachi oblasti integrélu P je prvni kvadrant, miZzeme P spocitat téz
jako dvojny integral pomoci transformace do polarnich souradnic x=r co§ , y=r snj , t.
72" ¥
P=40Cpp(-a’r?)rdrdj ={subst. s=a’r’} = 5r cpp(- ) ds =1 .
00 0

Porovnanim tedy prichazime k vysledku | = Qp a*, ktery potvrzuje, Ze funkce f(t) je absolutné
integrovatelnd a mizZzeme ji proto transformovat.

Nyni jiZz miZe urcit obraz F(w). Podle definice plati
¥ ¥ .
F(w) = (yexp(- a’t?) exp(- jwt) dt = exp(- W—ZZ) Oexp(- a(t +J—WZ)2) dt .
oy 4a°" ; 2a

ProtoZe funkce exp(-&7Z) je v celé Gaussove rovine holomorfni, musi byt podle Cauchyovy
vety jgi integrél podél libovolné Jordanovy krivky G nulovy. Krivku G musime zvolit tak, aby
obsahovala hledany integral a aby eventualni dalSi integraly byly bud’ znamé nebo konvergo-
valy k nule. Zvolime za ni tedy obvod obdélnika, jehoz dolni strana o délce 2R |eZi na realné
ose symetricky vzhledem k pocatku a druha strana ma délku s = w /(2&°). Integrél podél klad-
né orientované kifivky G vyjadrime jako soucet ctyr integrélu pres jednotlivé strany obdélnika.
Dogtaneme tak

OBXP(- @°X°) dx+ j ¢pxp(- @ (Rtjy)) dy + _(‘)eXIO(- a’(x+js)’) dx+  Cpxp(- (- Rtjy)*) dy =0

Prechodemk limite pro R — ¥ Zistime, Ze prvni integral je roven vy3e spocitanému integralu
[, druhy a ctvrty integral konverguje k nule a treti integral hledame. Celkem tedy

Fw) =3P e )

Fourieriiv obraz funkce f(t) urcime jeste druhym zpiisobem. Funkee f = f(t) z'¢jme vyhowvu-
jedifrencialni rowici " = -2 a’ f. Transformaci této rovnice ziskame obrazovou diferencial-
ni rovnici 2 a® F'=-w F, kterou |ze 7eSit separaci promennych. Vy;eSenim této rovnice obdr-
Zime F(w) = c exp(-w/4a°). Integracni konstantu ¢ urc¢ime snadno z pocatecni podminky,
nebor’ podle definice Fourierovy transformace plati F(0) = I. Dospéli jsme tedy ke stejnému
vysledku jako vyZe.
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Proved'me s nyni analyzu dosaZeného vydedku. Za Sirku impul 2u povazujeme délku inter-
valu, behem nehoz funkce neklesnou pod jednu e-tinu, tj. pod as  36.7879 % své maximalni
hodnoty. V naSem pripade pokies funkce f(t) pod tuto hodnotu nastava v bodech t, = -1/a, t,
= 1/a, takZe Si/ka impulzu je Dt = t, — t, = 2/a a pokles funkce F(w) se realizuje v bodech w; =
-2a aWw, = 2a, takze Sirka obrazovéno impulzu je Dw = w, - w; = 4a. Z tohoto vysledku vidime
ihned Ze soucin DtxDw = 8 je konstantni a proto Si7ka obrazového impulzu je tim vetsi, ¢im
kratsi je predmetovy impulz a naopak. NemiZeme proto dosdhnout situace, kdy oba impulzy
jsou bud’ soucasne velice kratké nebo soucasne velice dlouhé. Prizbeh predmétu a obrazu mé-
zornuje Obrazek 7.4 modre, délky impulzi jsou zde vymaceny cervené.

5F5d A5 2 A0 1 3 3
Obrazek 7.4: Prabeh funkci f(t) a F(w) zukézky 8.7

JiZ jsme vySe podotkli, Ze Fourieriiv obraz F(w) je komplexni funkci realné promenné w,
kterd v rovine (X, y) reprezentuje krivku tav. frekvencni charakteristiku. V naSem pripade na-
byva funkce F(w) jen realnych hodnot a proto je frekvencni charakteristikou Gsecka leZici na
realné ose probehnuté dvakrat v opacnych smerech, ktera prow = - ¥ vychazi z pocétku, pro
w= 0sevbodé x= (p/a,y= 0 otaci zpét a navrati se do pocatku pii w= ¥.

Nyni pro&etitime dva z impulza, které byly studovany v odstavci 6.5.1. Trojuhelnikovy
impulz probereme velice dikladné, obdé nikovy impulz pak jen zbézng.

Ukézka 7.8: V odstavci 6.5.1 jsme odvodili Laplaceriv obraz obecného trojuhelnikového
impulzu. Uvazujme nyni symetricky trojuhelnikovy impulz, jehoZ stred umistime do pocatku
souradnic, tj. ve zmineném obecnémimpulzu polozme t, = -T, t,= 0, t; = T. Pak podle 6.5.1
plati f(t) = [w(t+T) -2 w(t) + w(t-T)] / T = w(1 - |t| /T), kde w(t) = t #(t) jeidentickd funkce.
Obraz tohoto impulzu mizeme urcit ¢tyrmi zpiisoby.

Prvni zoiis0b je zaloZen na uzti definicniho integralu Fourierovy transformace.

Druhy zpisob vychéaz z faktu, Ze vySet/ovany impulz je sudou funkci a proto mizeme apli-
kovat vzorec pro kosinovou Fourierow transformaci. Vyuztim integrace per partes pak po-
stupné dostaneme

¥ T WT
F(w) :ZC)’ a- %)COSWtdt :261— %)coswtdt :WET (1- coswT) :T(SI?VTZ )2_
0 0 W

Treti zpusob spociva ve vyuzti vydedku odstavce 6.5.1, kde byl urc¢en Laplaceiv obraz
obecného trojuhe nikového impulzu. Pro symetricky impulz pak p7i substituci p = jw plati

&inh P 6 asinWT &
L{f(t)}:Tg R b F{f(t)}:TgW—TZ+.
2 g 2 @
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Ctvrty zpiisob tkvi ve vyuZiti Diracovy zobecnené funkce. VySetrovany impulz je popsan
vhodnou linearni kombinaci identické funkce w(t) = t #(t). Dvojim derivovanim této funkce
podle kapitoly 6.4 dostaneme vy (t) = n(t) + t d(t) = »(t), v (t) = d(t). Aplikujeme-li tento
vysedek na impulz f(t) dospejeme k rdlaci f7(t) = [d(t+T) -2 d(t) + d(t-T)] / T. Tuto dife-
rencialni rovnici nyni pomoci gramatickych pravidel Fourierovy transformace prevedeme na
jednodussi tvar  (jw)? F = [exp(jwT) - 2 + exp(-jwT)] / T, odkud pak osamostatnénim F zis-
kdme F = 2(1 - coswT) / (WAT). Pirgjdeme-li nyni k polovi¢nimu Uhlu, obdrZime stejny vyse-
dek jako u predchozich zpiisobi.

Obrézek 7.5 ilustruje pribeh frekvencni funkce vySetrovaného impulzu. Zdirazneme, Ze
prost7edni vina je zdaleka nggmohutnéjsi, nebor’ predstavuje asi 90.3 % celkoveé plochy nacha-
zejici se mezi vodorovnou osou a frekvencni funkci. Na dalSi dve dvojice vin pak pripada dva-
krat 2.4% a dvakrat 0.8%. Za Sirku obrazového impulzu tedy miZzeme povazovat délku
hlavni viny, ktera c¢ini Dw =4p /T. Sika trojahelnikovéno impulzu je Dt = 2T. Celkem tedy
Dt Dw = 8p.

AN

Obrazek 7.5: Trojuhelnikovy aobdélnikovy impulz ajejich frekvenéni funkce

Ukézka 7.9: V odstavci 6.5.1 byl odvozen Laplaceiv obraz obecného obdélnikového im-
pulzu. Umistéme st7ed tohoto impulzu do pocatku a poloZzme p = jw. Dostaneme postupné

f()=h(t+T)-h(t-T) b L{f(t)}:ZSinhppT b Hf@)= 23'”WT

Sirka predmetového ¢i obrazového impulzu je Dt = 2T, resp. Dw = 2p /T, takZe Dt Dw = 4p.
Prubeh tohoto impulzu véetné jeho frekvencni funkce znazorriuje Obrézek 7.5.

Frekvenéni funkce studovanych impulzi jsou redlné a odpovidgjici frekvenéni charakteris-
tiky jsou proto dvojndsobné probéhnuté Usecky leZici na vodorovné ose. Nésledna ukézka
ilustruje jiny tvar frekvenéni charakteristiky.

Ukazka 7.10: Vysetreme funkci f(t) = exp(- at) n(t). Vyjdeme zdefinicea postupne urceme
1 - JW
a+ jW aZ +w?

Fw) = Oexp( at)h (t) exp(- jwt) dt = Oaxp( (a+jw)t)dt =
V tomto pripade frekvenchni funkce nabyvéa komplexnich hodnot z= x + jy zavidych na real-

ném parametru w. Plati tedy x=a/ (a®+w?), y= -w/(@ + w ?). Vyloucenim parametru w
ztechto vztahii, ziskAme po Uprave relaci a X’ + ay?> —x = 0, kter4 reprezentuje kruznici
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1)2 2 - 1 ; 1 |—_1
(X'ﬁ + _E t]. |Z'ﬁ—ﬁ_
Tato krumnice vychdzi pii w = -¥ zpocatku souradnic, probiha hornim obloukem az do prui-
seciku srealnou osou, kterého dosdhne pi w = 0, a pak se vraci dolnim obloukem zpét do
pocétku, jehoZ dosahne p/i w = ¥.

7.5.2 Diferencidlni rovnice

Fourierovu transformaci 1ze té& s aspéchem vyuZit pii feSeni diferencidlnich rovnic. Nej-

prve nalezneme tvar Sifeni tepla v nékonecné tyci. V dalsi ukazce pak uvedeme, jaké nebez-
pesi se v tomto zpusobu feSeni muZe skryvat.

Ukazka 7.11: Nekoneche tenkou a nekonecne dlouhou tyc ztotoZnime sosou x. Vedeni

tepla v této tyci je popsano funkci u = u(x, t) vyhowyjici diferencialni Uloze
2
aﬂ—lj:m, u(x,0) = g(x), t3 0, - ¥ <X<¥,
qIx qt
pricemz konstanta a a pocatecni rozozeni g(x) jsou zadany. Danou Ulohu nyni zobrazime
pomoci Fourierovy transformace, tentokrate vzhledem k promenné x. Pro obraz U = U(w, t)
« U= u(xt) dostaneme
a(jw)’U :%—L# p dT:—aw2 d P U =Gexp(- aw’t),

kde G = G(¥ je obraz pocatecniho rozoZeni. Podle ukédzky 8.7 je
1

2Ja? +b?

Ukézka 7.12: Nalezneme obecné eSeni diferenciélni rovnice y” + t y'+ y = 0. Aplikaci
Fourierovy transformace ziskame pro obraz Y relaci -w? Y + j (j wY)" + Y = 0, kterou Ize
Ziednodusit na y'+ wY = 0. Vy/eSenim této rovnice obdrZzime Y = c exp(-w? /2). K ziskani
zpétné transformace vyuzijeme vysledku ukézky 7.7. Dostaneme tak y = ¢ exp(-t* /2) /C(2p).
Ziskana funkce je g ce /eSenim vychoz diferencialni rovnice druhého /adu, ale neni to obecné
7eSeni nebor’ neobsahuje dveé nezividé integracni konstanty. Dosazenim do zadané rovnice se
mZeme presvedcit, Ze jeji obecné eSeni ma tvar

— 142 g(t) _t\ 14 2
y=c exp(- 5t HCZW' kde g(t)—gaxp(gt Yot .

exp(- aw’t) «

VR4

Rozpor spociva v tom, Ze druhé fundamentalni 7/eSeni neni absolutne integrovatelné a proto je
Fourierova transformace nemohla zachytit.

7.6 Slovni¢ek Fourierovy transformace

Bez odvozovéani si uvedeme krétky slovnicek Fourierovy transformace. Tento slovni¢ek
muZzeme vyuzivat obéma sméry. Abychom to vysvétlili, piedpokladejme, Ze predmétu f(t) je
piitazen obraz F(w). Povamneme-li si velké podoby formule pro pfimou a zpétnou trans-
formaci vidime, Ze predmétu F(t) musi byt pak ptitazen obraz 2p f (-w).

exp(- a’t?)  « B exp(- X
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« Fexp(-alw))

J Viw

sgnt . [2p

= - 4|t Sgnw

duo ’Vlwlsg

sinat 1

« Jf( )

It] IW al \/|w+a|
cosat 1
« ( )
It] V2 le al Jweal
exp(- alt|) « \/Zp Jw?+a? +a
|t| W2 + a2

ePCalIth P (o Zpiw]- siny2p W)

sinat « ip pro|wka
1
t 10 pro|wP a
. 2 W2
snat « 2cos(35 + %)
2 W2
cosat « 2cos(%5- %)
1 « o 1
coshat a comg—;

7.7 Priklady ke kapitole 7

Priklad 7.1: Najdeéte Fourierovu /adu k funkci  f(x) =x*, xT (- p,p).
Priklad 7.2: Najdete kosinovy rozvoj funkce f(x) =1- x pro x1 (0,2).
Priklad 7.3: Soctete sinovy rozvoj funkee f(x) =1- x pro x1 (0,2).

Vydedky viz kap. 9
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8 TransformaceZ

Cile kapitoly: Kapitola je vénovana zakladni problematice transformace Z, ktera souzi
k vySetiovani jevi popsanych posloupnostmi ¢isdl a kterou lze chpat jako diskréni
analog L aplaceovy transfor mace.

8.1 Uvod

Transformace Z neni integrdni transformaci v pravém slova smyslu (jako je napt. La
placeova ¢i Fourierova transformace), kdy predmétem je po ¢astech spojita funkce. Predme-
tem transformace Z je funkce celociselného argumentu a tedy vlastné ¢iselna posloupnost.
Cleny této posloupnosti byvaji hodnoty ngjaké fyzikalni veli¢iny zadané bud’ v urgitych ¢aso-
vych okamZicich nebo ve vybranych bodech prostoru. Pritom neni dulezité, zda tyto hodnoty
byly ziskény napt. vzorkovanim vySetiované veliciny ¢i diskretizaci analyzovaného fyzikal-
niho pole. Obrazem transformace Z je jista komplexni funkce, jejiz studium umoziuje vySet-
fovat vlastnosti zadané diskrétni veliciny. Tak jako je Fourierova fada diskrétni variantou
Fourierovy transformace, 1ze transformaci Z povaZovat za diskrétni analog transformace La-
placeovy. Proto je transformace Z ur¢ena jako jedna z metod k feSeni linedrnich diferen¢nich
rovnic popisujicich rozmanité diskrétni systémy (napt. pii zpracovéni signdla, pti numeric-
kém feSeni fyzikélnich poli, v oblasti komunikaci apod.). Naproti tomu Laplaceova ¢i Fourie-
rova transformace usnadiiuje mimo jiné feSeni linedrnich diferencia nich rovnic

Technikatransformace Z neni tak novd, jak by se na prvni pohled mohlo zd&t. Jiz nékdy
kolem roku 1730 zavedl De Moivre v teorii pravdépodobnosti velice blizky pojem vytvorujici
funkce.

8.2 Primatransformace”Z

Definice 8.1: Transformaci Z ¢&i Z-transformaci posloupnosti { f } © {f }¥. ;1 C nazyvame
funkci F(2) komplexni proménné, ktera je definovanafadou

g f
F(9=a (81)
n=0

Zadanou posoupnost nazyvame predmetem transformace Z a komplexni funkci obrazem
transformace Z, nékdy téZ Z-obrazem. Z-transformaci budeme oznacovat bud’ {f,} « F(2),
podobn¢ jako u piedchozich transformaci, nebo F(z) = Z{f.}, pokud by mohlo dojit k omylu.

V definici predpokléddéme, Ze uvedend fada konverguje pro | z | > R > 0. Podai-li se nam
tuto radu seist, obdrzime holomorfni funkci, kterd ma v bod¢ z= ¥ odstranitelnou singulari-
tu, nebot’ F(¥) = fo < ¥. Jednd se v podstaté o Laurentiv rozvoj funkce v okoli bodu z = ¥.
Zminénd komplexni funkce v3ak muze byt holomorfni v Sirsi oblasti, neZ je obor konvergence
fady, pak za Z-transformaci budeme povazovat funkci v takto rozSireném smyslu. Demon-
strujme tuto situaci na dvou ukazkach.

Ukézka 8.1: Vy3etreme nejprve jednoduchou posloupnost {1, 0, O, ...}, jejiZ obecny clen
muZeme zapsat f, = dno (Kronecker). Pak zefme F(2) = 1. Tato funkce je holomorfni v celé
komplexni roviné.
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Ukézka 8.2: Zabyvejme se nyni posloupnosti {1, c, ¢ ¢, ...}, sobecnym¢lenem f, = ",
pricemzcl C. Na zikladeé definicea nésl ednou Upravou dostaneme postupné
z
F(Z) a.(z) C_Z_C'
ProtoZe jsme wyuZli formuli pro soucet geometrické rady, jeiz kvocient musi byt v absolutni
hodnote mensi neZ jedna, uvedena ada konverguje jen pro body | z|>| ¢ |. Ziskan& komplexni
funkce ma vSak smysl pro vdechna z* c a proto je obraz definovan v celé komplexni rovine s

vyjimkou bodu z = c. PredloZend ukézka v sobe obsahuje celou Skalu konkrétnich tloh (napr-.
i predchozi ukazku) aproto s uved'me nekteré speciélni pripady a pripady z nich odvozené:

c=1 p f =1 P a={1111L} = F(z):rzl
c=-1 b f =2 P b={1-1K1-1L} b F(z):z—il
c=j b f =] P oc={li-l4L} P F@=;%
c=-j P f,=()) Pod={l-j-LjL} P F@=3%
z@a+b) b f =3[1+(-1"] P e={1010L} P F(2)= ZZ_
i(@-b)y b f =3[1-(-D"] P f={0101L} P F(2=—= _1
ferd) POLEAPCDT Pogs{10-10L} b F(z)zzz+1
Fe-d) P f =30 ()] P h={010-1L} P F@=-47
le+g) b f =i[1+(-1"]@+|") P {10,0,04000L} P F(2= 42_
1(f+h) b f =21[1-(-D"1@"Y) P {01000L00L} b F(z):(zf—gil)

Predmétem Laplaceovy transformace je funkce, kterd spliuje jisté tii vlastnosti. Podobné
vlastnosti, aviak v diskrétnim tvaru, musi tedy spliovat i predmét transformace Z. Pritom s
uvédomme, Ze prvni vlastnost Laplaceovy transformace, kdy predmét musi mit derivaci spoji-
tou po céstech, zde ztraci smysl a Ze druhéd viastnost, kdy predmét musi nabyvat nulovych
hodnot pii t < 0, je plnéna jiZ volbou indexu n. TakZe piisludné tvrzeni pro transformaci Z je
ponékud jednodussi.

Véta8.1: Nechr | fy| £ Mxexp(sn), n=0,1,..., ssMT R, M> 0. Pak posloupnost {f.} je
predmeétem transformace Z. V tomto pripade 7ada ( 8.1) konvergujepro | z|> R = exp(s) a
funkce F(2) je zde holomorfni.

Rikame také, Ze posloupnost {f.} je exponencialniho 7adu. Dtive nez formulujeme gra-
matiku transformace Z zaved’me si nékteré dalezité pojmy.

Definice8.2: Konvoluci posloupnosti {fn} a{gn} rozumime posloupnost

{f.,* 9.} ={a f 9.4} -
k=0
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132 FEKT Vysokého u¢eni technického v Brné

PovSimnéme si, Ze pojem konvoluce posloupnosti vznikl diskretizaci pojmu konvoluce
funkci (viz odstavec 6.2), kdy integrace je nahrazena sumaci, v niz roli integracni proménné t
hraje stitaci index k aroli vngjSi proménné t index n. Proto i konvoluce podoupnosti je ope-
raci komutativni, asociativni a distributivni.

Ukézka 8.3: Spocteme diskrétni konvoluce nekolika jednoduchych posloupnosti:
f =1 g =1 b 1*1=§1=n+1

k=0
f.=n, g,=1 b n*lzék:%n(n+1)
k=0
f=f,g,=1 b f*1=8§ f =s, céstecny soucet
k=0
f.=f,0,=n b fn*n:é(n—k)fn:n(fn*l)—(nfn)*l
k=0

Definice 8.3: Necht’ je dana posloupnost {f.}. Pak posloupnost

{f .t ={f.f..L} resp. {f..}={0L,0,f, f,L}
nazyvame posloupnosti posunutou vievo, resp. pod oupnosti posunutou vpravo. Podotknéme,
Ze u posloupnosti posunuté vpravo jsme pridai k nul.

Pojmu derivace funkce odpovida v terminologii diskrétnich hodnot pojem diference.

Definice8.4: : Necht’ je dana podoupnost {f.}. Pak vyraz Df, = f..1—f, nazyvame (prvni)
diferenci avyraz D'f, = D(D''f) k-tou diferenci.

Ukézka 8.4: Folu sdanou posloupnosti S uvedme i podoupnost jgjich prvnich, druhych
a tretich diferenci:

{0,1,4,9,16, ...}, t. f,=n% zadana posl oupnost,
{1,3,5,7,9, ...}, t. fa=2n+1, posloupnost prvnich diferenct,
{2,2,2,2,2,...}, t. f,=2 posloupnost druhych diferenci,
{0,0,0,0,0,...}, t. f,=0, posloupnost t/etich diferenci.

Véta8.2: Necht' F(z) = Z{fn} a predpokladeime, Ze niZe uvedené limity existuji. Pak plati:

Iim F(2) = f pocétecni hodnota
I|m F(2) = a f,
I|m(z 1)F(z)—I|mf kon cov & hodnota

Véta8.3: Necht F(2) = Z{f)}, G(2) =Z{g)}, a bl C, nT N.Pak

vétao piredmét obraz
1° linearite afi+bgn aF(2+bG(2
2°  podobnosti a'f, F(4) a'o
3°  posunuti vpravo fox F(2) z*
k 1
4°  posunuti vievo f ek Z‘[F(2)- a l]
5° derivaci obrazu nfn -zF (z)

132



Matematika 2 133

6° konvoluci predmétu fo* On F2 G(2)
. . f ¥ f (Z )
0 n N

7° integraci obrazu . ZO . dz
k-1

8° diferenci D, (z- D*F(2) - Zé_ D f,(z- 1
i=0

9° FAstecném souctu af Z_Z - F(2)

Platnost uvedenych gramatickych a limitnich vét provétime na fadé priklada, v nichz bu-
deme predpoklédat, e b, c1 C.

Ukézka 8.5: Vetu o linearité aplikujeme na komplexni posloupnost definovanou svym n-
tymclenem f, = cosnc. Plati f, = (exp(jnc) + exp(-jnc)) /2 = (exp(jc))" /2 + (exp(-jc))" /2.
Podle vyd edku ukazky 8.2 tedy musi postupne platit

F(7)=1 zZ 41 z z(z- cosc) _
(2)=3 z- exp(jc) 2 z- exp(-jc) Z*- 2zcosc+1
Zamenime-li nyni v predmétu i obrazu konstantu ¢ za konstantu jc obdrZime ihned relaci

f =coshnc « F(2)= ZZ(Z_ coshc) _
Z°- 2zcoshc+1

Ukézka 8.6: Veétu o podobnosti uZijeme pri zobrazeni posloupnosti f, = exp(nb) cos nc.
Plati f,= (exp(b))" cosnc a proto podle predchoz ukazky a po zednoduseni
F(2)= z(z- exp(b)cosc)
7* - 2zexp(b) cosc +exp(2b) -

Ukéazka 8.7: Vétu o posunuti vpravo ovérime na pripadu f, = exp((n-k) c) = (exp(c))™.
Vyuzjeme-li navic vyd edek ukazky 8.2, ziskame ihned F(2) = 2% /(z— exp(c)).

Ukéazka 8.8: Vetu o posunuti ievo aplikujemena f, = exp((n+K) c) = (exp(c))™*. Pak

B Zk+1 ko'l i .
F(z)——z_ xp(0) - goz exp(ic).

Ukézka 8.9: Vetu o derivaci obrazu pouZijeme pri transformaci funkce f, = n?. Vyjdeme
zvydedku ukazky 8.2, podle niz plati zZ{1} = z/(z1). Dvoji aplikaci véty o derivaci obrazu
dostaneme postupnée

Zny=-z4 71 = (2—21)2 b Zn}=-z47{n =

z(z+1
(z-2)°

Ukézka 8.10: Vetu o konvoluci predmétu a vétu o ¢astecném souctu budeme verifikovat
pri zobrazeni podoupnosti f, = n (n+1). Tuto posloupnost v zavidosti na jgim vyjadreni
transformujeme trojim zpizsobem.
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2(z+), 7z _ 27°
(z-)° (z-1)° (z-D*'

2z 27°
2.z0us0b:  f =n*2 b F(2)=—2% = ,
ZPu n ( ) (Z- 1)2 z-1 (Z- 1)3

- _ 2z _2z 7z _ 27
I b F(2=—%4&£Z{n} = = .
t (A=54n z-1(z-1* (z-)°

1. zpusob:  f . =n’+n P F(2)=

Qo

3. zpusob:  f =2

n

Ukézka 8.11:  Vetu o integraci obrazu ilustrujeme pri urceni souctu Leibnitzovy rady, o
niz jsme se zminili jiz v ukézce 5.7. Obecny c¢len fn Leibnitzovy rady miZe zapsat ve tvaru
podilu f,= gn/n, pricemz posloupnost g matvar g = {0,-1,1,-1,1, ...} avdisedku toho je
obecny ¢len gn = (-1)" -dno. Podle véty o posunuti vpravo a poté aplikaci vety o integraci ob-
razu obdrZime postupné

1 -1 G@) , _ dz z
G(@)= (z+1 z+1 P F(2)= 0 dz = 0z(z +1) BT
Na zaklade druhé Vety o limite (viz Véta 8.2) pak méme
¢ (-1)" ) - z _nl
a f, —IlmF(z) p a—~ Ilnl1lnz+1—ln2.

n=0 n=1

Ukézka 8.12: Na posloupnosti f, = g./n, pricemz gn= 1 - dn, (Kronecker), overime plat-
nost tvrzeni o koncové hodnoté. Podobné, jako u prredchozi ukézky, ziskame podle veéty o po-
sunuti vpravo a o integraci obrazu postupne

_ 1 G(Z) dz _
G(2) = ZZ 1 =51 2] F(2) = O—dz—zoz(z_l)—lnz_zl.

Spoctéeme nyni

In-% -

I|m(z DF(2) —Ilm(z 1)In——I|m

A
z-1

Pri Upravéch jsme uZli I'Hospitalovo pravidlo pro urceni limity neurcitého vyrazu typu 0% .
ProtoZe obecny ¢len f, zadané posloupnosti z/ejmé také konverguje k nule, miZzeme tvrzeni o
koncové hodnote povaZovat za proverené.

8.3 Souvidos Z-transformace s Laplaceovou transfor maci

Za predpokladu, ze posloupnogt {f,} je predmétem Z-transformace uvazujme zobecnénou
funkci

¥
f(t)= é f.d(t- n), kded (t) je Diracovafunkce.
n=0
Pak pro Laplaceovu transformaci této funkce mazeme podle definice 7.11 formalné pséat

(f(t),exp(- pt)) =(Q f,d(t- n),exp(- pt)) =g f, (d(t- n),exp(- pt)) =

n=0 n=0

a f, (- n),exp(- p) =pa f, (1(t- n),ep(- p) =pa f, (Pp(- p)dt =

$ f
f.exp(- pn) =a o A f},
n=0

>
JIi

Qox

0

>
JIi
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piicemz jsme nakonec polozili z = exp(p). V tomto smyslu |ze Z-transformaci povazovat za
diskrétni variantu Laplaceovy transformace.

8.4 Zpétnatransformace Z

Problematika zpétné Z-transformace je mnohem jednodusSi, neZ problematika zpétné
Laplaceovy transformace. Véta 8.1 uvédi, Ze obraz F(z) predmétu { fn} je funkce holomorf-
ni v okoli nekone¢n¢ vzdaleného bodu. Zpétna Z-transformace je tedy dana koeficienty Lau-
rentova rozvoje funkce F(2) v okoli bodu z = ¥. Abychom mohli tuto situaci pro&ettit, za-
ved'me subgtituci z = 1 /z Tato substituce ndm umozni ziskat rozvoj funkce F(z), ktera je
holomorfni v okoli nekonecné vzdaleného bodu, pomoci rozvoje funkce G(z) = F(2), ktera je
holomorfni v okoli nulového bodu. Dostaneme tak

g f

a
n=0

3 3 C
2=F(@=6@)=3cz'=a % P f,=c,

Z n=0 n=0 Z

pricemz, jak tvrdi Chyba! Nenalezen zdroj odkazi., musi pro kruznici K se stiedem

Vv pocétku platit

_ 1 :G@) _ 1 i dZ _ 1 o n-1
C ——.()—dz =— )l T —=—— 2)Z"dz .
" 2pJ|<Zn+l 2ijd:() z? 2ijd:()

Dospéli jsmetak k definici:

Definice 8.5: Necht' F(2) je funkce holomorfni v okoli bodu z = ¥. Necht' G je dostatecné
velka kladné orientovand kruznice | zZ = R. Pak zpétna transformace Z je definovana relaci

f =—1 (2" tdz, n=012L.
n ZDJGd:()

Kruznice G musi byt miniméalné tak velka, aby obsahovala vSechny eventualni singularity
funkce F(2).

K efektivnimu provadéni zpétné Z-transformace potiebujeme odvodit néjaké snadnéji pou-
Zitelna vypocetni pravidla. Pomérné obecné pravidlo ziskédme z defini¢ni relace piimé trans-
formace. Za tim G¢elem vynasobme relaci ( 8.1) velicinou 2" avysledny vztah n-krét zderi-
vujme. ObdrZzime

n n & . £ )
e =L 2 =D f (- n+D) (- n+2)Liz",
dz" dz" %

i=n

piicemZ jsme respektovali skutecnost, Ze prvnich n ¢lena nekonecné tady, vzhledem ke
svym celogiselnym faktoram, vymizelo. Vynésobime-li vzniklou relaci vyrazem (-1)" Z**/n!
a prejdeme k limité pro z® ¥, uvedena nekone¢na fada se redukuje jen na absolutni ¢len.
Dospéli jsmetak k prakticky pouZitelnému vysledku:

Véta 8.4: Nechr je funkce F(2) holomorfni v okoli bodu z= ¥ . Pak

g =D i d i p (g
dz

nl ¥

V praxi se nej¢astéji vyskytuji obrazy ve tvaru raciondlni lomené funkce, kdy stupen poly-
nomu Vv cCitateli neprevysuje stupen polynomu ve jmenovateli (jinak by obraz nebyl holomorf-
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ni v nekone¢nu). Raciondni lomenou funkci tohoto typu |ze rozloZit na parcidlni zlomky do-
plinéné o aditivni konstantu v pripadé, Ze stupneé citatele a jmenovatelé jsou stejné. Zpétnou
transformaci konstanty provedeme na z&kladé ukézky 8.1 a pro parcidni zlomky vyuZijeme
nékterou z nésledujicich dvou vét.

Véta 8.5: F(z):ik, k=0212L p f,=d, (Kronecker).
z

n-

2,10, k=123L b  fof_ (kl 2k

Véta 8.6: F(2) = (z- 2]

pritom kombinacni ¢ido jev pripadé n <k rovno nule.
Pro snazsi interpretaci posledni véty si uved’me tvar vzniklé posloupnosti:
{0.L,0,1 kg, 1k(k+1) 2, tk(k+1)(k+2) Z,L},

Vv niZ prvnich k ¢lent je nulovych. Jednotlivé posloupnosti miZzeme vyjédrit i tabulkou:

E@ 012 3 4 5 6 L
1 01z z z %z 7 L
2 00 1 27 32 47 57 L
3 000 1 3z 67 107 L
4 000 0 1 47 102 L
5 000 0 0 1 5, L
6 000 0 0 0 1 L

v niz lze spattit i Pascaluv trojuhdnik. VyuZijeme-li oznaceni podedni véty, muzeme
k rozSirovéni tabulky vyuZit z&onitosti
1 dfy,

fin :EE'

Pri transformaci vySe zminéné raciondni lomené funkce je t& velice vyhodné rozloZzit
tuto funkci na zlomky tvaru z/(z - z), jejichZ zpétnou transformaci 1ze provest pomoci vy-
sedku ukézky 8.2, nebo vyuzit techniku pro déleni polynomu polynomem.

Ukézka 8.13: Urceme predmet funkce F(2) = z (z-1) / (z+1)3 Funkce je z/ejme holomorfni
v nekonecnu, nebot’ je reprezentovana ryzim 2omkem. Mé& viak pdl tretiho 7adu v bode z = -1.
Predmét nal ezneme t'emi zpiisoby.

Pri prvnim zoiisobu vyjdeme z definice. Proto

- \Z'(z- 1) z "(z-1) _ . .
" 2pjo(z+1) dz= o (Z+1) 21!@ 1d22(z -2")=(-1)

Druhy zpiisob umoZiuje Véta 8.6, kdy poloZime z, = -1. Rozkladem na parcialni Z2omky
obdrZime

- 3 4, 2
F(2)= z+1 (z+1)?* (z+1)°
Véta 8.6 a nadedné tabulky implikuji
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{0,1,-11- 1L }- 30,0,1,- 2,3,- 4L} +2x0,0,0,1,- 36,- 10,L} ={0,1,- 4,9,- 16,25,L },
coz se shoduje s jiZ dosazenym vys edkem.
Treti zisob je zaloZen na deleni polynomu polynomem. Plati totiz

(Z- 2):(+37 +3z+]) =1- N
2 1
- 4z-3-1
4z+12+L2+4
-z z

Jako vydedek deleni dostavame primo pridusny Laurentiiv rozvoj

Ukézka 8.14: Nalememe predmet funkce F(2) = sin (1/2). Tato funkce je holomorfni
v nekonechu. PoloZime-li z = 1/z, miZeme vySetrrovany predmet urcit pomoci rozvoje funkce
sinz v Taylorowu /adu, viz odstavec 4.9.2. Proto

y N i0 pro n sudé
F(Z):é—( ) P fn:Il(_]_)n'

2o (2 +1 2
n!

N

% pro n liché

8.5 Nékteréaplikace

85.1 Diferenénirovnice

S diferenénimi rovnicemi se setkavame pii popisu diskrétnich systému v riznych oblas-
tech praxe a to jak v matematice samé (napt. pii numerickém feSeni diferencia nich rovnic,
v kongruktivni teorii funkci, v teorii pravdépodobnosti) tak v aplikacich (numerick& analyza
fyzikdlnich poli, elektrotechnika, stavebnictvi apod.). Bez ohledu na to, zda dedovany dis-
krétni systém vznikl vzorkovanim, métenim ¢i diskretizaci néjaké spojité veliciny, mizeme
k jeho teSeni vyuzit mimo jiné i techniku transformace Z. V nésledujicich n¢kolika ukéazkéch
s pomoci Z-transformace vyireSime nékolik diferencnich Uloh z raznych oblasti technické i
netechnické praxe.

Ukézka 8.15: Nejprve nalezneme hodnoty Fibonacciovy posloupnosti zadané pomoci re-
kurentni relace f,=f, =1, f., =f, + fin. Tato podoupnost ma cetné praktické aplikace.
Poprve byla uZta italskym matematikem Leonardem z Pisy, znAmym spiSe jako Fibonacci,
ktery Zil vletech 1170 az 1240, viz ukdzku 8.17. Na danou rekurentni relaci aplikujme Z-
transformaci. Pro obraz F = F(2) dostaneme Z (F-1- 1/2) =z (F - 1) + F. WieSenim této
rovnice a rozkladem vaniklé racionalni lomené funkce na parcialni Z2omky ziskdme postupné

__zZ _ 1 z z —1 -1(1-
Fo)=fq= i 27 kea L(1++/5), z,=1(1- V5),

71, 2 jsou koreny jmenovatele funkce F. Na zaklade ukazky 8.2 pak snadno shledame, Ze
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_ Zlnﬂ' Zgﬂ 1 1+\/g 1 1- \/g n+1
f =" === [EF=)"- )"
g @d - 22 = ) ()
Dospéli jsme tedy k posloupnosti definované formélne pomoci iracionalnich cisel. Aplikaci
binomicke vety ukézeme, Zec1eny této posloupnosti jsou pfirozené éisla Plati totizdale

n+l
Lt [a (- a V(NS =5 ;k*fnsk
Pri Upravéch jsme poloZili k = 2|+1, nebot c1eny pro sude |ndexy i serusi. Cleny Fibona-
cciho posloupnosti tedy jsou:

n|] 0 1 2
fn] 1 1 2

f, =

7 8 9 10 11 12 13
21 34 55 89 144 233 377

3 4 5 6
3 5 813

Ukézka 8.16: Naleméme nyni cleny posloupnosti gn, ktera vyhowje stejné rekurentni re-
laci gn+2 = gn + gn+, jako fn v predchozé ukazce a obecnym pocétecnim podminkamg, = a, g:
= b. Ve smydlu rekurentni relace dopliime v predchozi ukézce f, =1, f; =0 ahledgmeg, ve
tvaru linearni kombinace gn = p fn + g fr.i. Pak z pocatecnich podminek vyplyvaji relace go

=a=p, g.=b = g. VWSetirovana posoupnost ma tedy tvar g, = a fn. + b fy...

Ukézka 8.17:  Problém kraliki zverginil Leonardo zPisy jiZ v roce 1202 v knize Liber
abaci. Tento problém muZeme formulovat takto: Kolik kréliki: vzejde po roce z jednoho péru,
jestlize kazdému péru se v obdobi dospélodti, tj. po dvou mesicich, narodi jeden novy par.
Schéma riistu populace kralikii vypada takto:

0. mésic: 1 par ®

1. mésic: 2 péry /. \ O\
2. meésic: 3 pary .\ T /.
t/ .

3. mésic: 5 para

@] O
4. mésic: 8 péri e O ® ® O ®
O [ ]

T
®.

o
|

5.mésic: 13pam ¢ O

O nedospély par @  dospély par
Obrazek 8.1: Populacni vyvoj krélika
Z obrazku vidime, Ze pocet paru g, v n-tém mesici se ridi Fibonacciovou posloupnosti
S pOcatecnImI podminkami g, =1, 9. = 2 a proto s vyuzitim vydedk: predchozch dvou uka-
zek mame nakonec gy, = fio + 2y, =f, + ), =3 =377.
Ukézka 8.18: Prenosinformaci: Uvazljme signélni soustavu, kterd vydava dva signaly s,

a s, jegichz prenos vyZaduje napr. jednu, respektive dve ¢asove jednotky. Prikladem mize
douZit tecka a carka v Morseove abecedé. Zprava je pak reprezentovana konechou posloup-
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nosti signaliz. Omacme M, pocet moznych zprav vtrvani n casovych jednotek. Pak M.,
vyjadruje pocet moznych zprav vtrvani n casowych jednotek koncicich signdlem s, a My,
vyjadruje pocet moznych zprav vtrvani n casowych jednotek koncicich signalem s,. Zrgme
plati Mp = Mp, + Mn, za predpokladu M, = 0, M; = 1. Opeét jsme dospeli k Fibonacciove
posloupnosti a proto podle ukadzky 8.16 mame M, = f,,. Na zdkladé¢ znalosti M, miZeme
urcit i kapacitu C kanalu definovanou relaci

C =1im/99M,
n® ¥ n
V naSem pripadeé tedy
1+/5\n 1-4/5\n 1+/5\n 145
c= 1 imMEE) | NG i InV5 - g NG _IN*52 ) 6osp 0.7,
N2 nex n n® ¥ n ne¥ N In2 ne¥ n In2

Pri Upravach jsme wyuZili skutecnosti, Ze druha a t/eti limita je rovna nule.

Ukazka 8.19: Narodni dichod x,= C,+ I, + G, za obdobi jednoho roku se sklada ze
ti hlavnich poloZek a to z vydaji: na spotrebni zboZi C,, investic I,, a viadnich mandatornich
vydaju G,. Vydaje za spotrebni zboZi jsou Umerné narodnimu diichodu v prredchozim roce a
tudiz C, = a X,... Investice jsou Umerny vzristu wdaju, takze 1, = b (C, — C,..,). Mandatorni
vydaje byvaji v prizbehu roku konstantni a proto miZeme polozt G, = 1. Dosazenim do pii-
vodni rovnice dostaneme po Upravé Xn. 2 - a (1+b) X+ .+ ab x, = 1, pritom pocatecni velici-
ny X, X jsou dany. Abychom dal§i vySetiovani ponekud Zednodusili, zaved'me si substituci
Yn = Xn— C, kde ¢ = 1/(1-a). Tim se dana nehomogenni Uloha Zednodusdi na homogenni Ulo-
hu yn2-a(1+b) yne it @b yn=0, Yo=X-C, Y= X —C, pricenz konstanty a, b pova-
2ljeme za mamé. Z-transformaci podedni relace a zavedenim ozaceni 2 p = a (1+b) zs
kame obrazovou rdaci (Z-2pz+ ab) Y=y, Z + (V. — 2 pyo) z Jegjim vyreSenim a rozoZenim
vzniklé racionalni lomené funkce na parcialni Zzomky dostaneme

2 - -
Y:y022+(yl 2M)Z_ g 7z 4p 2z kde a=A" Yo% p=y g
z°- 2pz+ab z-z Z-12 2q
pricemz z,= p+ @, 2= p—q jsou koreny jmenovatele funkce Y, q= O(p?- ab). Na zakladé
ukazky 8.2 pak ziskame konecny vyd edek

y,=az+bzl P x =az+bz+c.

Ukézka 8.20: Zruinovani hazardniho hré¢e: Hazardni hréc¢ hraje /adu her proti souperi,
pricemZ pravdépodobnost, Ze vwhraje 1 K¢ je v kazdé hre déna cidemq, O £ q £ 1. Pravde-
podobnost, Ze prohraje 1 K¢ je tedy 1-q. Hry konci, jestlize hra¢ bud’ dosahne poZadovanou
c¢astku N K¢ nebo vdechno prohraje. Jestlize hréc¢ nejprve viechno zirati, rekneme, Ze je zrui-
novan. Oznacme pn pravdepodobnost, Ze hréc¢ bude zruinovan, kdyz vsadi n K¢. Zruinovani
mZe nastat ve dvou pripadech. V prvnim pripadé hrac prigti hru whraje a ziska jednu koru-
nu. Pravdépodobnost, Ze bude zruinovan je tedy q pn+:. V druhém pripadé hrac pri&i hru
prohraje a jednu korunu tak ztrati. Odpovidajici pravdépodobnost je pak rovna (1-0) pna.
Podle vety o Uplné pravdépodobnogti tak dospejeme krdaci pn = q poes + (1-0) Pna- PO
Uprave, preindexovani a pridani vedlgjSich podminek ziskame diferencni tlohu

pn+2_(r+1)pn+1+rpn:0’ pOZ:L pN:O’ I’:%-l.

Abychom mohli Uspedne provést Z-transformaci, dodefinujme jeste p,= a , pricemz parametr
a urcime nakonec z druhé vedlgjSi podminky. Transformovana rovnice mé po mensich Gpra-
vachtvar (Z—(r+1)z+r)P=2+ az—(r+1) z pricemz P« p,. Vyiesenimtéto rovnice
a naslednym rozkladem na parcialni Z2omky dostaneme
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:22(z+a—r—1):z(z+a—r—1):a Z 4p 2 a=@-r p=1.a.
ZZ-(r+D)z+r  (z-D(z-71) z-1 " z-r 1-r

Zpétnou transformaci podle ukazky 8.2 pak bezprostiedné mame pn = a + b r". Zbyva urcit
parametr a. Abychom Zednodusili vypocet, spoctéme primo koeficient a. VyuZijeme k tomu
podminku py © a+ b r" = 0. Dosazenimvztahu b= 1-a do této rownice a vy/eSenim do-
staneme a= -r" /(1 -r") apotazmoi b= 1/(1 —r"). Pro pravdépodobnost pn, Ze hazardni
hrac bude zruinovan, respektive pro pravdépodobnost f, , Ze vyhraje, dostaneme tedy
p :—rn'rN resp. 0 :M_

"N "o1- N
Vydedek plati i pro q = ', tj. r =1, musime vSak spocitat pomoci |I"Hospitalova pravidla
l[imtupro r® 1. Jeli q£ ', . r3 1, pakpro N® ¥ bude limp,= 1 a tedy skutecnost,
Ze pri dogtatecne velkeé ¢astce N bude hrac¢ zruinovén, hranici sjistotou. Nap pii n=5, N
=20aq=04 jer=15 aproto gs» 0,998.

Ukazka 8.21: Logisticka rovnice: Rist populace x = x(t) v ¢ase t je modelovan logistic-
kou rovnici X = a x —b x%, pricen? koeficient a > 0 wvyjadruje tempo ristu populace
v idedlnich podminkach a koeficient b > 0 reprezentuje negativni Viivy, jako je prelidnent,
omezenost zdroji: apod. Diskrénim ekvival entem této rovnice je Pielouova logisticka rownice

a
%= Ta 'y a=exp@>l b=8@-1>0,
kter& vak neni linearni. Na linearni rovnici ji miZeme prevést substituci y, = 1/ x,. Po Upra-
ve dostaneme ayn+1=Yn+ b. Pro Y« y, pakplati (az-1)Y=2z(ay,+ b/(z—1)). Wy-
7eSenim obrazové rovnice a rozladem na parcialni 2omky ziskame
(2% b _ b 7 ay-¥%-b -
Y_Z(az—1+(z—1)(az—1)) a-1z-1° a-1 z- 1’
odsud zpétnou transformaci pomoci ukézky 8.2 y, a prechodem k privodni nezndmé pak
y, = b +(a—l)yo—nb b X = n(a—l)a _
a-1" @-Da b@"-n+@-1y,
Toto /eSeni sepro n® ¥ bliZ krovnovamému stavu x¢ = (a -1) /b = a/b.

Ukézka 8.22: VyreSme nyni diskréni analog ukézky 6.20. VyuZitim metody konecnych dife-
renci |ze diferencialni rovnici elektrického RL obvodu studovaného v citované ukazce diskre-
tizovat. Ziskdmetak i, =0, inn.—bin=au,, kde a=h/L, b=1-Ra,n=0,1, ... . Z-
transformace téo relacematvar zl —b | = a Z{u,}. VyieSenim a Upravou dostaneme

=_a_ —ar,z_ -
I _Z_ bz{un} b(z_ bz{un} Z{un})
a zpétnou transformaci pak
) =R@b ' u-u)=a by =ag b"'u,,.
1=0 1=0 1=1
Proberme jesté mirné presnéjsi analog ukazky 6.20 ato i, = 0, in.e —bin = a( Untun..)/2.
Podobnym postupem jako wy3e dojdeme k vysledku
L =%a@ b (U, +u).
1=1
Pro sinusové buzeni mizeme obe ziskané konecné sumy na zakladé nize vyrreSené ukazky
8.25 secist a pro proudovou odezvu i1, pro méneé prresnou aproximaci a pro proudovou odezvu
i2n U mirne presnéjsi aproximace tak ziskame jednodusSi vypocetni formule
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b"sing- bsinng+sin(n- 1)q
b’ - 2bcosq +1
i,, = 1[au,sinng+(b+1)i,,], kde g =wh.
Presnost obou aproximaci numericky proverime na pripadu R= 3, L =8, w= 50, u, = 1.
Budeme sledovat maximalni relativni chybu e a relativni chybu v eukleidovské norme e,
obé pocitany v procentech. Vysledky jsou dany tabulkou

I, =au,

aproximace h n Emex [%0] e [%0]

1 01 200 221 1.93
0.05 400 0.45 0.26
2 01 200 0.93 0.82
0.05 400 0.25 0.11

Z tabulky je z/ejmé, Ze druha aproximace je 0 neco presnéjsi.

8.5.2 Konetné soucty

Pomoci transformace Z miZeme téZ urcit nékteré soucty celych ¢isel. Vyuzivame pti-
tom hlavné vétu o ¢asteéném souctu a vétu o derivaci obrazu. Metodiku vypoctu si osvétlime
na ukézkach.

Ukézka 8.23: Secteme tieti mocniny prvnich n prirozenych cisel. V ukéazce 8.9 jsme naleZi
obraz posloupnosti {n%}. S vyuzitim tohoto vysledku a pomoci vety o derivaci predmétu na-
leznéme jedte obraz posloupnosti {n’t. Na ziskanou relaci pak aplikujme vétu o ¢astecném
souctu. Postupne dospeéjeme k relacim

3 z(Z° +4z+1) é”ig« 22 +4z+1) _
(z-2)° = (z-2)°
ProtoZe funkce F(2) je holomorfni v okoli nekonecna a ma vbodé z= 1 pdl patého radu,
muZeme na zaklade definice zpétné transformace psat

F(2).

S .3 _ i 1 d?one3 N2 | ontly — 1 42 2
(ia:ll —resF(l)—Izlcgr}de‘l(z +AXTT+Z27) =407 (n+1)°.

Povmemesi, Zeplati  § i*=(§ i)°.
i=1 i=1
Ukézka 8.24:  Nyni urceme soucet ctverci prvnich n lichych cisdl. Z ukazky 8.9 vyplyva

2 z(z+1) g ., 72 (z+1) iy 21
« (z-1)° ia=ll « —(Z— ) %I sn(n+1)(2n+1).

Podobné pomoci véty o derivaci predmétu a véty o castecném souctu nalezneme

DM« £ -D"n« - Z -1D)"n? « z1-2) 2 -1« - z
(O« Fp (e (e A A eite -2

cozimplikuje
§ (- D'i*=1(-D"n(n+1).

i=1

Pro hledany soucet tedy plati
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a(2|+1) —2[a (2i +1* +a(2|) +a(2|+1) a(2|) —1[a k*- a( D Kk’

i=0 i=0 i=0 i=0

Na zaklade dosaZenych vysledkii, kde za n dosadime 2n+1, mame dale

8 (20 +17 = 1[1(2n+1) (2n+2) (4n+3) - 1(- D (2n+1) (2n+2)]

i=0

aproto én_ (2i+D)* =i (2n+D)(2n+2)(2n+3).

i=0
Ukazka 8.25: Nakonec naleznéme jeste v praxi pouZitelny konecny soucet
a p' sinig, p,ql C .
i=1
Omacme f, = p"siniq = p"(exp(gn) — exp-jgn))/(2j) = u"/(2j) —v"/(2j), pritom u = pexp(jg),
v = pexp(jq). Podle ukazky 9.2 spoéitej me obraz

z .1 _z __zpsing
F(2)= 2] z-u 2j z-v_ (z-u)(z- V)’
Aplikaci vety o konecném souctu pak Zistime, ze
z* psing
&1 GomieT
Funkce G(2) ma tri jednoduche poly a je regulérni v nekonecnu. Proto podle definice plati

a f, =res(z"'G(2)) +res(2"G(2) + res(z"*G(2) =
i=0 zZ=u = z=

° G(2).

—lim Z""psing lim Z"psing . . z™psing _
wu(z-V)(z-1) zev(z- u)(z- 1) 01(Z- u)(z- V)
—_u™ oy . psnq _ pan+p”*l(p9nnq sn(n+1)a)
2j(u-1) 2j(v-1) p*- 2pcosqg+1 p?- 2pcosq+1

Pro danou sumu tedy ziskame rel aci

¢ .. _ sng-p" S|n(n+1)q+p smnq
siniq =
ia=E)p a=p p®- 2pcosq+1
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8.6 Priklady ke kapitole 8

Piiklad 8.1: Pomoci transformace Z najdéte obraz nasedujici posloupnosti

to0l02,02 KY.
17278 32 128" )

Piiklad 8.2: Spoctete konvoluci podoupnosti f, * g, , kde
a f,={12481632K}, g,={12481632K],

b f ={12481632K}, g, =111t 1 1,4
|

o f, =il— 2Ky {1,2,4,816,32,K} .
I
Piiklad 8.3: Transformujte posloupnost f, =sin(nc).

2 -
Piiklad 8.4: Urcete predmet funkce F(2) :7Z(+221)1.
z|z°-
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9 Vysledky

Vstupni test
Piiklad 1.1: Vyznam uvedenych symbolt jetento: " provSechny, $ existuje, $!
existuje pravé jeden, b implikace, U ekvivalence, ~ kartézsky soucin, E siedno-
ceni, C pranik, I jecésti, T jeprvkem, T neni prvkem, ® konverguje. zpét
Priklad 1.2: Oznatme prvni vyrok jako p a druhy vyrok jako g. Pak plati
A(pb g)=pUBg . To znamend, Ze hledana negace naseho doZeného vyroku je
(" xT R:x*1 -2)U($a,b,cl R" xI R:ax’+bx+c! 0). Pravdivost tohoto vyroku
jezigma.  zpet
Piiklad 1.3: Uvedené symboly predstavuji postupné mnoZinu N piirozenych, | ce-
lych, Qraciondlnich, R redlnych, C komplexnich a C komplexnich (v&etné neko-
necna) ¢isel  zpét

Piiklad 1.4: Jedné se 0 mnoZinu realnych ¢isel, kterd jsou vétsi nez ¢islo a a mensi
nez ¢islo b. Jedné se tedy o otevieny interva (a,b). zpét

Piiklad 1.5: Imaginarni jednotka, kterou v oblasti elektrotechniky zpravidla oznacuje-
me symbolem j, jedefinovanarelaci j>*+1=0 nebo j*=-1.V Gaussové komplexni
roving je znazornéna bodem, ktery leZi na kladné svidé poloose ve vzdaenosti jedna od
pocétku. Poznamenejme, Ze neni spravnépsét j =+/- 1.V tomto pripads by totiZ plati-
lo j?=v-1J-1=(-D(-)=+1=1 ato je spor sdefinici imaginarni jednotky.
zpst

Piiklad 1.6: Algebraicky, trigonometricky a exponencidlni tvar komplexniho ¢ida je
postupné: z=x+jy, z=r(cosj +jsinj), z=rexp(jj ), pricemz x=rcos |,

w

y=rsnj . zpét
Piiklad 1.7: Modul komplexniho ¢idaje v Gaussové roving znédzornén vzdadenosti to-
hoto ¢ida od poc¢étku soustavy souiadnic, argument komplexniho ¢idaje Uhel pocitany
proti sméru chodu hodinovych rucicek, ktery svira spojnice tohoto bodu s pocétkem a
vodorovna osa. Komplexni ¢ido a odpovidajici komplexné sdruZené ¢islo jsou umiste-
ny symetricky vzhledem k vodorovné ose. zpét
Piiklad 1.8: Moivrova véta zni: (cosj +jsinj )"=cosnj +jsinnj , kde nl N.
zpet
Piiklad 1.9: Odmociovani komplexniho ¢isla se provadi podle vzorce

Yz =1f|z|(cos 22 + jenlF2KRy - K =01,..,n- 1,
ktery predstavuje celkem n hodnot. zpét
Piiklad 1.10: Hledame vSechny hodnoty z, = ﬁ Protoze 1=1>(cos(0) +isin(0)),
VZOrec pro z, matvar:
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z, :?/i>€%:oso+2kp +isn O+2kp9 pro k =012345.
e 6 6 g
Dostavametedy z, =1, zlzcosgﬂsin&:lﬂ@,
6 6 2 2

zzzcos£+isin£:—l+i£, zszcos$+isin@:—l,

6 6 2 2 6 6
24:cos&+isin$:—l—i£, ZS:COS£+iSin£:E_i£_

6 6 2 2 6 6 2 2

Grafickym znézornénim téchto reSeni pak vznikne pravidelny Sestiihelnik: zpét

Iz

Piiklad 1.11:  Z rovnice ptimky p vyjadiime y =2x+c a dosadime do stredového tvaru
rovnice kruznice k : (x- 3)? +(y+1)? =4. Po dosazeni a Gpravé dostavame kvadratickou
rovnici 5x° +(4c- 2)x+c”>+2c+6=0 s parametrem c. Diskriminant této rovnice je
D =-4(c® +14c + 29) . Primka p je tedy te¢nou kruznice k , je=li D =0, jgi se¢nou, je-li
D >0 ajgji vngjsi ptimkou, je-li D < 0. Pritom D =0 prave kdyZ bude spinéna kvadraticka
rovnice pro c”+14c+29=0, jgiz diskriminant je D, =80. Rovnice ma tedy dva redné

- 14;4JE c, = 14'2”3 . Celkem jsme tedy dospéli k

tvrzeni: Primka p je tenou kruznice k pro ci { 7- 2\/5;—7+2\/§}, secnou  pro
cl ( 7- 2\/5,-7+2\/§) avngj&i piimkou pro ci ( ¥,-7- 2\/§)E ( 7+2J§,+¥). Zpét

koreny c, , C =

= % neboli

Piiklad 1.12: Derivace f&x) zadané funkce f(X) vbodé x, je definovana relaci

f€x) = I!@mw. Geometricky vyznam: smérnice te¢ny ke kiivce y = f(x) v bo-
X® Xg -

dé x. Fyzikdni vyznam: rychlost hmotného bodu pohybujiciho se po dréze y = f(x)
v okamziku X,. zpét

Priklad 1.13: Diferencidl funkce f(x) jedanrelaci df = f¢x)dx. Uplny (totani) diferen-
cid funkce f(x)y) je definovan jako df = f (x, y)dx+ f (x,y)dy , jsou-li ob¢ parciani de-
rivace v okoli bodu [x,y] spojité. Vyjadiuje priblizné prirastek funkce f(x,y) . zpét

Piiklad 1.14: Funkce f(x)ma jeden nulovy bod v x =0 a je kladn& pro v3echna ostatni
xI R. Prvni derivace je rovna f&§x)=2xe* - x>e *. M& dva nulové body x, =0 a
X, =2. Jekladnd naintervalu (0,2) azdpornanaintervalech (- ¥,0) a (2,¥). Funkce f(x)
je tedy na prvnim intervalu rostouci, na druhém a tretim je klesgjici. Dale je vidét , Ze v bodé
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146
f @x) =e * (x* - 4x+2). M&opét dva nulové body x, = 2- J2 a X, =2++/2. Je kladna

na intervalu (-¥,2-+/2) a (2++/2,+¥), a zdpornd na (2- +/2,2++/2). Nage funkce je
tudiZ na prvnim a druhém intervalu konvexni, natietim je konkavni. Body x, a x, jsou body
inflexe. Asymptotabez smérnice neexistuje. Pokusime se tedy najit asymptotu se smérnici:
— i _ =i 2 o-X —
b—IX|®rg(f(x) ax) IX|®rQX e’ =0.

X, nastava lokalni minimum a v bodé¢ x, lokdni maximum. Druha derivace je rovna

a:IimM:Iimxe'X =0,
x® ¥ X x® ¥
Tedy asymptota se smérnici tvaru y =ax+b je v naSem pripadé rovna: y=0 pro x® ¥
Pro x® -¥ asymptotaneexistuje.

Neurcity integral  F(x) = of (x)dx je funkce, j€jiz derivace je inte-

Piiklad 1.15:
grand f(x) neurcitého integralu. Nazyva se téZ primitivni funkci. Naproti tomu je uréity
integral  )f (x)dx ¢islo, které numericky vyjadtuje obsah plochy omezene piimkami

b

x=a, y=0, x=b acéou y="f(x). zpét
- &xzéesxdx:

u¢=3x? 1
— 3 A3X
ax —X€e

3.3 u=x’,
Piiklad 1.16:  (¢<e dx_v¢:e3X, v:le =3
=x° ¢=2x
1 5 o au2.5x u=x. 1 s s 1 o a0, 22 a
= - dx = == - = + dx =
3xe o< e dx V= 6% v:%eg'x 3xe 3xe Oéxe X
u=x, uc=1
= e - L ax =lX3e3X—lx2e3x+g}xe3x—g‘1esxdx:
ve=e™, v—ée 3 3 33
:—(9x3—9x2+6x—2). Zpét
27
Piiklad 1.17:  Nejprve je tiebarozloZit zadanou funkci na parciani zlomky:
5 _ 5 _a bx+c
x® +2x% +5x x(x2+2x+5) X X +2x+5

5= ax’® +bx? + 2ax + cx + 5a

tj. a=1,b=-1,c=-2.
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Matematika 2
Dostavame tedy
5 _1 x+2
X3 +2x2+5x X XZ+2x+5
Po Upravé
5 1 1 2x+4 1

Nyni maZeme integrovat:

\ 5 1 2 1 $(+1O M
Oidlenx——lnx +2x+5)- —arctgc——=. zZpét
&+ 2x2 +5x X-3 ( ) QA A2

¥ C
w7 . BN -b —L; \ -b —_
Piiklad 1.18; 0d4+5t)e Lt =lim 0d4+5t)e "dt=Q +Q, =Q.

A \C e
Ql:||m gje'btu = |im ¢E_4e be ﬂg:ﬂ’
¥ &b~ Hy c®¥&b bg b
- C
Q2:|Im §_5te bt_%e bt U = lim g_sce-bc_%e bc 20:_’
A b*" Hy =¥ &b b b’y b
4 5
=—+—. ZzZpét
Q b b2 _L

Kontrolni priklady ke kapitole 2

1-1 +
VA= Indx+ly) je nutnou podminkou spl-

Priklad 2.1:Pro existenci funkce z=
JXe+y*-1

néni nervnosti : 1- In([X +|y|) £0 asoucasné x*>+y*- 1>0, které Ize prevést
nanerovnosti : [X+|y|£e asoutasné x*+y* >1 . Definieni obor méizeme po-
tom vyjadfit jako mnozinu
Df ={[xy] | 1- In(X+|y|) £ 0asoucasné x* + y*- 1> 0} . Tuto mnoZinu
muZeme také graficky znézornit jako rovinnou oblast.

Prvni nerovnost znazornime v jednotlivych kvadrantech jako ¢ést polorovi-
ny lezici pod resp. nad piimkou [X +|y| =e v ndvaznosti na odstranéni abso-

lutnich hodnot v jednotlivych kvadrantech. Druh& nerovnost predstavuje
vnéjSek kruZnice se sttedem v poc¢étku o poloméru 1 (viz. obrézek).
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Defini¢ni obor

Piiklad 2.2: Nejdrive ur¢ime funkeni hodnotu v zadaném bodé ( tzv. , vy3sku“
vrstevnice):

c=2(2,5) =22 +52 +2x- 26+2=/25=5

DéleteSime rovnici ¢ =2z(x,y):

5=} +y2 +2x- 2y+2 0 B =2 +2x+1+y?- 2y+1= (x+1)> +(y- 1)?

Coz je rovnice kruznice se stiedem v bodé¢ S=[- 1,1] o poloméru 5 (viz. obrazek)

To znamend, ze bodem X =[2,5] prochézeici vrstevnice je funkce y =1++/24- 2x- x* ,
ktera ma prvni derivaci y'= o2

2J24- 2x- X°
interpretovat tak, ze t= @,- 3/4) jetecnym vektorem vrstevnicev bodé X =[2,5].
K uréeni gradientu funkce musime spocitat parciani derivace:

apro x =2 dostadvamey'(2) =- 2 COZ miZzeme
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.o 2xX+2 . 2y- 2
z' = z', =
\/x2+y2+2x— 2y+2 \/x2+y2+2x— 2y+2

agradient v obecném bodé X =[x, y]je roven
2X+2 2y- 2 0
é\/x +y?+2x- 2y+2 \/x +y?+2x- 2y+2

v bod¢ X =[2,5] dostdvame grad(z(2,5)) = §/6_ \/8_0 é §9 ProtoZe skalarni soucin
Sy

grad(z(x,y)) = (z'x, z'

vektord t xgrad(z(2,5)) :éfgﬁ 20— Oje nulovy, je zigmé, Ze gradient je kolmy na
[4] [4]

vrstevnici.
Priklad 2.3: Ukazte, Zze funkce z=j (x*+y’), kde| je diferencovateln& funkce,vyhovuje
rovnici yE— xE =0
x Ty
Nejdiive vyposteme parcidlni derivace z', =j '(x* +y?)2x z', =j (X’ +y*)2y dosazeni do
rovnice dostavame
yZ' - X2, =Y (¢ +y?)2x- § (¢ +y?)2y =0.

Priklad 2.4: Ukazte, Ze funkce zadana implicitné rovnici 4x*- 4x*+y*=0 a bodem
[1/~/2,1] mav tomto bodg lokalni maximum.

Zadanou rovnici budeme postupné dvakrét derivovat stim, Ze proménndy je neznama funkce
promeénné x

1 , Y =1 vypocteme

V2

aelo 1

8
y'(1/+/2,0) =- 8IQ’

16x° - 8x+2yy'=0. Odtud po dosazeni x =

Analogicky vypocteme i druhou derivaci z rovnice 48x* - 16+2(y")* +2y"=0

ge}o -16+250
y'@/+2,1) =- ‘2’2 =-4.

To znamend, Ze funkce dana implicitné mav daném bod¢ loka ni maximum.

Kontrolni priklady ke kapitole 3

Piiklad 3.1 Prava strana rovnice je definovana a $pojita na oblasti E,. Smérové
pole prifazuje kazdému bodu [x, y]T E, vektor (Lsin(x+y)). To znamena:
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y'= sin{x+y)
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Piiklad 3.2 Derivovanim prvni rovnice podle x dostaneme:
1 _xutC-u 1 1 2(x+uuC
RN I zx_V(z 2)20,X10.
14 X 2 \x*+u
X
Po Upravé je
uqx- u)- (u+x) _
2 2 =0
X +u
+
aodud u¢=>"Y
X-U
Diferencidlni rovnici miazZeme upravit natvar
+
ye= u, yl x.
X-y
Funkce u tedy vyhovuje zadané diferencialni rovnici.
Piiklad 3.3 Nejprve ur¢ime viechna reSeni diferenciélni rovnice a z nich vybe-

reme ieSeni splnujici pocatecni podminku. Jedné se o rovnici se separovanymi promén-
nymi. To znamena, Ze viechna feSeni u dostaneme integraci zadané rovnice. Dostane-
me:

u(x) = ¢cos’xdx+C,

kde C jelibovolnakonstantaa xI R. Plati
Cpos® xdx = % CJL+ cos(2x)) dx

atedy

150



Matematika 2 151

u(x) =£?§<+lsin(2x)9+c pro " xi R.
2¢ 2 17}
Aby byla spInéna poc¢atecni podminka, musi platit

uagg_p 1+C:p

== += Ly
34;5 8 4

To znamen4 C = - % Regenim dané Cauchyovy Clohy je tedy funkce
lee | 1. 01 N
u(x) =—=cx+—-sgn(2x)=- — , xI R.
(9= Zgx+ jsin(2x)=-

L S G g+ S [ G S
AT Bl B
B Il [Pl P

T Pl d Py A
/’f’f’F—“—'—"——“jﬁ)/’/’fz——h-—-ﬁfff
AT AT T T
ey i
AT L Py e
T /f/f,f//—s_—u-//:
Rl /,f’f;;'f;f' _f:;f'

//’,«-'fux—u—*/;’:g;

AT T

T e T
e -
B
P A
T e
P s iy T
B I 1

Na obréazku je zndzornéno smérove pole (cervené Sipky) a reSeni u(x) (modra
kiivka).

Piiklad 3.4 Jde o lineérni rovnici. Nejprve nalezneme feSeni homogenni rovnice
y(- 2xy =0.

To jerovnice se separovanymi proménnymi,tj.
dy_ 2xdx .

5 y

ReSenim je funkce

x) =Ce*
ReSeni nehomogenni (zadané) rovniceyrsaj)deme metodou variace konstanty. Hledame jgj
tedy vetvaru y(x) = C(x)e* . Derivovénim podle x dostaneme
y&x) = CQx)eXZ + C(x)2xex2 .
Dosazenim do zadané rovnice méme
CQx)eXZ +C(x)2xex2 - 2xC(x)eX2 = 2xe*
v C(x) = 2x
C(x)=x*+K,
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kde K jelibovolnaredna konstanta.
ReSenim jsou tedy funkce

y(x) = (X% + K)eX .
Z pocatecni podminky y(0) =4 ihned dostaneme K =4.
Hledané feSeni mé potom tvar

y(x) = (X% + 4)e* .

Graf feSeni (spolecné se smérovym polem rovnice) pak vypada takto:

IR |
SRR AN N
RN N N ST !
BRIV SR [
[N T A B
AN
llk‘x\, ~ By~
b NN A7 0 0]
T T el i A A
SRR sl 2N
Vb N Nt S
£ IR IR S I R
Lo e e —— P
LN e
Piiklad 3.5 I. Homogenni rovnice je

y«+2y«+ y(:O,

charakteristickarovnice je
| *+21 2+] =0.

Jgji koreny jsou |, =0, | ,, =- 1. TudiZ obecné feSeni je
Y(X) = Ce™ +C,e " +Cxe = ¢, +C,e FHCyxe

I1. K ur¢eni partikularniho eSeni nehomogenni rovnice pouZijeme princip superpozice.
Polozme f,(x) =x*, f,(x) =sin(x).

Prvni ¢ast pravé strany f,(x) = x* jetypu f(x) = P,(x), kde n=2. ProtoZe na-
vic mécharakteristicka rovnice jednoduchy koien 0, predpokladame partikularni reSeni
ve tvaru

y,(X) = x'(ax® +bx+¢) = ax® +bx* +cx .

Odtud
yi(x) =3ax’ +2bx+c P y#=6ax+2b b y#=6a

152



M atematika 2 153

a po dosazeni méme

6a+12ax +4b + 3ax® + 2ox+c = x? ,
g.

3ax® +(12a+2b)x+6a+4b+c= x>,

Porovnanim koeficienta vyjde

x> 3a=1 b a=

Wl

x': 12a+2b=0 b b=-2
x°: 6a+4b+c=0 b c=6.
Partikularni feSeni je
V(X)) =1x% - 2x% +6x .

Druh&cast pravé strany f,(x) =sin(x) jetypu
f(x) = P, (x)e** cos(b x) + Q, (x)e**sin(b x),
kde P(x)° 0, Q(x)°1, n=0, a=0, b=1. ProtoZe navic ¢islo 0+1i =i neni
korenem charakteristicke rovnice, predpokladame partikulérni feSeni ve tvaru

y,(X) = x°(acosx +bsinx) = acosx +bsin x .
Odtud

y§(x) =-asinx+bcosx P y§=-acosx- bsnx b yf=asnx- bcosx

a po dosazeni vyjde
asin x- bcosx- 2acosx- 2bsin x- asin Xx+bcosx =snx,
tj.
- 2acosx- 2bsnx=sin X.

Porovnénim vyjde:
cosx: -2a=0 b a=0

snx: -2b=1 b b=-

N~

Partikularni feSeni je

1.
Y,(X) =- Esm X.
Partikularni feSeni celé nasi rovnice je pak

Y, (X) + Y, (X) :%xs - 2x% +6X- %sinx
a obecné ieeni je

y(X) =¢, +c,e* +cxe +%x3 - 2x% +6x- %sinx.

Napiiklad pro c, =4, ¢, = - 4, ¢; = - 4 maieSeni nasledujici tvar:
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401

307

207

10+

TN _F 5 :

Kontrolni priklady ke kapitole 4.12

Priklad 41 &) Mnozinu M ={z1 C:|Red>1|7 <4} Ize nézornit takto:

Zreime s jednd o mnoZinu otevienou, ohranic¢enou a 2-ndsobné souvis-
lou.

.
I =

Ra=

3 s z S_E . 3 z

b) Mnoznu M ={z1 C:1£|Im2 £ 2} Ize mazomit takto.
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Zreime se jednd 0 mnoZinu uzavienou, neochranicenou a souvisou.

Piiklad 4.2 Polomer konvergence rady a c, z" jedanvzorcem R= I|®rg—
n=1 n C,
Tedy
7n + n+l
R=lim—"" | = jim (1Y
n® ¥ (n+1)| n® ¥n (n+1)
(n+1)n+l
. )" A+ig
—Ilm( =lim ”: —I|m§+—— =e.
n® ¥ n® ¥ ﬂ n®¥a Ng

Piiklad 4.3  Wjadrime s nejprve rovnici kruznice pomoci realné a imaginarni doz-
ky promenné z . Predpokiadeimetedy, Ze z = x + jy. Potom:

X2 +y?+X- X+ jy+y+x+jx- jy+y+1=0
X? +y? +2x+2y+1=0
(x+1)* +(y+1)?* =1.

Déle predpokladgme, Ze w = u + jv. Funkeni vyjadireni pak piejde na
tvar: u+jv=2x+2jy+x- jy-1,t. u+ jv=3x- 1+ jy. Dosté-

vame tak vyjadieni :
y=v, x=Utl
3
Abychom naledi rovnici kifivky, na kterou se zobrazi zadana krunice,
staci nyni dosadit:
(u+1)?*

+Vv2+ = (u+1)+2v+1 0

u?+8u+9v?+18v+16=0
(U+4)?-16+9(v+1)*-1+16=0

(U +94)2 +(V+1)2 :l.
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Hledana krivka je tedy elipsa.

Priklad 44  Mame u$=3x"- 3y” +6x, u§ =-6xy- 6y.
Musi platit u$ =v¢{ , u¢ =-v(. Integraci u§ podle y dostavame:
v=3x’y- y*+6xy+c(X)
Dale v§ =6xy+ 6y +c(x) . Porovnanims u¢ mame c(x) =0.
T. c(xX)=c, cl R.
Tedy f(2)=x>- 3xy* +3x”- 3y +1+ j(3x’y- y* +6xy+cC).
Pro y=0 plati f(z) = f(x).tj.
f(z)=2*+3z* +1+ jc.
Dal&i podminka je f(0)=1. Mame f(0) =1+ jc,tzn. c=0.
Hledana holomorfni funkce ma tedy tvar:

f(z) =2° +32% +1.

PrikIad 45 w= £,(1,(F, (L) = fu(f, (1,2 ) =

1. 1.
= f,(f,(d e e+ o]V ) =

1 1 1 1
ia-b) @) ib-a)  ia+b)
=f,(ae? e xz+|ber Txe? T xz)=

1 1 1 1
Zi@-b) _ ia+b) Zib-a) _ Zj(a+b)
=|ale?” w2 xz+|ble? 2 xz+c=

=|ale’® xz+|ble’® xz+c=az+bz+c.

Atojsme m¢li ukazat.
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Priklad 4.6 a) Plati Lnz=Inz+2kp j =In|z|+ jxarg(z) + 2kp j.

Tedy Ln(-9j) =In(-9j)+2kp j =In9+ j xgp +2kpj=

:2In3+(g+2k)p j-

b) Plati z¢ =¢e®""Z,

Tj. (-2)V2 = e/21n(2) _ /2(N@+ip+2kp ) _ 52 o /2(2kDp ] _

= 2V2(cosy2(2Kk +1)p + >sinV2(2Kk +1)p ) .

Kontrolni priklady ke kapitole 5

Piiklad 5.1 Méame z=1+tj,tj. dz=jdt.
1 1 1 é. 10
Opdz=gfl+tj)jdt = ¢y tdt+ jJdt =-C= - =++2j =2
g -1 -1 o1 e2 2g

Piiklad 5.2 a n=2:

U
dz 1) dz— 2efltrjeldt=r 1633“ dt=r? e—3 g =
I

5.
:%(e‘m“— )=r31-1)=0
b) n=-1

2p 2p

O—dZ— OTrJe“dt—det—ij

Piiklad 5.3 Integral nejprve upravime (y ?Z :(‘)Z(Z+1) dz apouzijeme Cau-
9 z(z - 1) s, 2-1
chyho vzorec. Funkce f(2) -1 je zreime na kruznici g , jakoZ i
2(z+1)

Vv jgim vnitiku , holomorfni. Podle Cauchyho vzorce tedy mame:

1
. dz . Z(z+1) é 1 U
= dz = - =
0170 -1 “ gy, P
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¥
Priklad 54  VyuZijeme vztahu %: a q" pro|q <1 . Upravme nejprve danou
-Qq n=0
funkci f(z)= L -1, 1
(z- 2)(z-3) z-2 z-3
Pak
_ _ ¥ n ¥ n ¥ n-1
1 :_]‘v 1 _-Eé &_?9 :_é 2n+l:_é- 2n pro |- <1,
z-2 z 1_2 Zn=0eZg n=o Z n=1 Z
z
tj. |4>2;
1 _-1_1 18 g _ & 2 z
=—x =-= —t =-a — pro|-<1,|2<3.
z-3 3, 2 38 G T g PO <L
3
Celkem dostavame
1 § 2 & 27
flz)=7——==- - ro 2<|74<3.
( ) (Z_ 2)(2_ 3) na:.]_ Zn na:.O 3n+l p |Z|
i . . .. 2.7
Priklad 5.5 a Laurentovatadapro e _1+E+E+""

1
ez —petzieleg
C 2

Regulérni ¢ast je tvoiena cislem 1, hlavni ¢ast ma nekonec¢né mnoho
¢lent. Bod z = 0 je tedy podstatnou singularitou.

b) QLZZ:%sinz:%%—§+...+(-1)”%+.%:

=1- z,7. ot (- 1)”(2§—2:1)!+...

Rada mé pouze regularni ¢ast, jde tudiZ o odstranitelnou singularitu.
0) siznsz :z_:t'é%'_ § (- 1)”%+.%—

- L. %Jg ( 1)n%+...

Pro hlavni ¢ast plati a , =1, a, =0 pro n>2 .V tomto pfipad¢ jde
tedy o pdl 2. Fadu.
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Piiklad56 &  Uvazujemefunkci g(z)= % =72°- 22 =72°(1- Z)(1+2). Tato
z
funkce ma nulové body z, =0,0,01- 1. Funkce f(z) matedy v bods
z=0 pol 3. t&du, vbodé z=1a z=-1 pal 1. i&du.
e, 1 0" 1. o2
res,f =resf(z),-o = limgz" - =Zlim¢Z’ =
0 ()zO (n—l)!z®og ZS—ZSg 22®Og 23—25g
2
.. 2
=Ljim@ L 0 :llimi—)21+4zz -1,
208]1- 22 g 20 (1_ ZZ)
: 1 o6_,. & -1 0_ 1
resf =lim¢(z- 1)———==limg———==- =,
= z®l§ )23— g =g (+2)y 2
res,f = % , hebot’ soucet rezidui ve vech bodech singulérnich bo-
dech (v¢etné bodu z =¥ , kde je ovdem rovno nule) musi byt roven nu-
le.
b) Singuléarni body ziskame z rovnosti sin z= 0. ReSenim jsou body
z=Kkp ...jdeo pdly 1. f&du.
Pro pdl 1. t&du plati:
res, f(z;: f(z)) _
9\z)  9%z),,
V naSem pripadé
1 k
res, flz)= =(-1
1) == ()
Piiklad 5.7 Vyjdeme z ndd edujicich vztahii:
ix Z+7Z . z-2 . dz
e*=z,cosx=——,snx=——, dx=- j—
2 2] 2

= l4 N2Z8 +127% + 2| —= = - %>Qp i xQ resis(Zz8 +127° +2)
28 0 z 2 ze1  Z

Singularnim bodemjebod z, =0 ajdeo pdl 5. /adu. Pak
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&s 1 0"
¢z’ — (228 +127" + 2)+ =
le

z° a

1
P

-ElH

(22 +127° +2):%I| im

1
24

X288 =

|\J|-Es’

lim (33602 + 288) =

| T

je v Gaussove horni polorovine holomorfni

s vyjimkou dvou prostych poli: z; —£+% ) 22:_§+§J )

Déle zigjmé plati, Ze funkce zxf (z) konverguje k nule stejnomerne.

Priklad5.8  Funkce f(z)= 41
2" +1

Mame tedy:

¥ 1 1 6
e dx ———+r6es =
9 me? “+1 2 7' +1g

o Lo 1 1 1 ~ 1
274 +1 (4 )¢ 477 5 .6 -22+242]
+ — | =
2

TR

N
DO

1 1 _ 1 1
+

V2 2."3 22+22)

¥‘ dx=2p | & 99
O%+1 ng 22+ 24/2] -2\/§+2\/_155

Kontrolni priklady ke kapitole 6

Piiklad 6.1 VysSetiujeme funkci f (t) = e h(t) . Je tieba overit 3 definicni podminky:
1) f@)i f&)=2e ?h (t) jsou po céastech spojité,
2) f(t)=0pro t<O,
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3) |[fol=ft)=e”hEM=e™ "tT A

zigme staci volit M =1, s=3.
t t
Piiklad 6.2 h(t)* exp(-t) = gp(t) >exp(- t - t)dt = cpxp(-t-t)dt =
0 0

=[ exp(-t-t)], =-1+exp(-t) = exp(- t) - 1.

Piiklad 6.3 Funkce f(t) je periodicka speriodou T = & RozepiSeme pavodni funkci
w

_ ~ _1f@) tT(0T)
takto:  f(t)=f (t)+ f(t- T), kdefunkce f. o o

Pak obraz F(p) = Fy (9) + F(plexp(- pT) 8. F(p) == P

T

Kde F; (p) = Ofr (t) exp(- pt)dt = Td:os(wt) exp(- pt)dt.

u=coswt) uc=-gn(wt)xw

Td:os(w t) exp(- pt)dt =

vC=exp(- pt) v=- %exp(— pt)

. T u=sin(wt)  ut=coswt)xv
=5 lexp(— pt) cos(wt)lJ - ‘1wsin(wt) exp(- pt)dt = 1 =
€ p 4 005 ve=exp(- pt) v=- Bexp(— pt)

1 1 é1 o Tw?
=—- —exp(- pT) + g—exp(- pt)sin(wt)y - 5 cosiwt)exp(- pt)dt =
p P ep Up oP

2T

:%(1— exp(- pT))— %Ocos(wt) exp(- pt)dt
0

p?ﬁ%mwwmiﬂww»
P @0 P

T 2
< p> 1
b cos(wt) exp(- pt)dt = —(1- exp(- pT)).
GoosW exp(- prdt =7 (1 exp(- p))
Celkem tedy
_ p
F(p) = :
(p) oF + W
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Piiklad 6.4 Nejprve je tieba transformovat zadanou rovnici. Plati:
L(y® = p’Y- p®y(0)- py%0)- y%0),
L(y® = p”Y - py(0)- y%0),
kde L(y) =Y znai Laplaceovu transformaci y. Rovnice pak prejde narovnici:
2p°Y- 0- 0- 8+4p?*Y- 0- 0=0.
Tj.
Y(2p® +4p*)=8
Y ew if4|02) '

Mame tedy reSeni Y(p) . Nyni je tieba nalézt vzor , tj. funkci y(t). K tomu bude vhodné pouzit
rozklad na parciani zlomky
8 2 1. 1 __1 o 1
P =2—-—+ :
(2p°+4p") p° p p+t2 p° p p-(-2

Hledané reSeni diferencidlni rovnice je tedy
y(t) =2t - 1+exp(- 2t).

Piiklad 6.5 Opét provedeme transformaci zadané rovnice:
P*Y - py(0) - y&0) + pY - y(0) = —;
p”+1
Y(p*+p) =
_ 1 111 1 p 1 1
Y = ==.z= - = - = .
(P°+p)(p°+1) p 2p+l 2p°+1 2p°+1

ReSeni ma potom tvar

1 1 1.
=1- —exp(-t)- —cost- —sint.
y > p(-t) > >
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Kontrolni priklady ke kapitole 7

Piiklad 7.1 UvaZujeme funkci f  jako periodickou s periodou 2p. Mame tedy
T=2p, w :g =1. FunkcejesudabP b, =0,n=012K

p

Dée a,=— O(de‘pg%_ p’,

ooII\J

a _iO( coshxdx =— p@@ coshxdx =
" 2p -p p 0

u=x? ut=2x
1. =
v€=cosnx v==snn

n

. . . (=1
2& ,snnxdf  °.2x 6 | u=xX u
=£c% 0—smnxdx =\ o .1
p égx n HO ; p vé=snnx v=- Hcosn
_ 28 cosnxil’ 2", Lsin nxdx(.'j 4 —-cosnp - i sin nxup =
p énSX n B, nGh PR n® &n ty
4

Fourierova fada matedy tvar:
f(x)= p3 +4a( ) cosnx, x1 (-p,p).
n?

Priklad 7.2 Mame-li ngjit kosinovy rozvoj f(x) =1- x pro xI (0,2), musime zadanou
funkci doplnit na sudou periodickou funkci ", tj.

13

a5

=
L
I
e
—
=M
]
=

-0.54

-1 -

T =4, Wzgz%. Funkcejesudd b b, =0,n=012K

2
Déle a, = (‘jl— X)dx =0,
0
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2 2 2
a, = 1 of (% cos P X gix =0f (¥ cos 2% dix =¢f1- ¥ cos P X g =
23 2 o 2 0 2
=52 (1- xsn X X P24 in P Xy =2 € cosP X
&np 2 Y, npS};| 2 np2& 2 U
}0 n sudé
4 I
——(1- cosnp)={ 8 L
2.2 N nliché
n p TanZ

Fourierav kosinovy rozvoj pak vypadé takto:

4
an 2

1- cosnp cosm, x1 {0,2).
2

* °¥
f(¥=a
n=1
Jak vypada tento rozvoj pron=1,3,5 ilustruje nasledujici obrazek:
1 _l\-\. .

0.59

Ul 02 04 0B o8

-0.59

Piiklad 7.3

0.59

o
A
rJ
—
—
=
Lol
i

0.5

Fourierav sinovy rozvoj pak vypada takto:

. £ _(-1)"+1. mpx -
f =q 2 I (0,2).
(X) e (0.2)

164



Matematika 2 165

Jak vypada tento rozvoj pro n=3,5,7 ilustruje nasledujici obrazek

1_

0.5

02 04 0B 08

-0.54

Kontrolni priklady ke kapitole 8
Piiklad 8.1

Posloupnost matvar f, = 1 (1— (- 1)”).

Transformace Z ma podle definice tvar

5
11118%1¥ae100191 1 -
F2)=3a 2E ; éa 2y A&, T Tt
n=0 z nO( Z) n=0€ ﬂg él_ 1+ —
2z @
_1la2z+47° - 2z+472°0_ 472’
2@ 1- 472 5 1-4z%°
Piiklad 8.2 Ptimo z definice konvoluce dostavame:
a f =2"¢g,=2",
2n*2n:é2k>Qn-k:ézn:(n+1)>Qn;
k=0 k=0
by f,=2",9,=2",
2" 2" =d 2" =g 2" =(n+)R";
k=0 k=0
c f,=2",9g,=2",
n n _ 9-2(n-1)
2—n*2n:é2-k)Qn—k:2né2—2k:2n1 2 :ﬂ(zn_z—n—Z).
k=0 k=0 1_1 3
4
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Piiklad 8.3 Nejprve prepiSeme funkeni piredpis zadané posloupnosti pomoci ex-
ponenciélni funkce:

f =sin(ng) = exp(jnc)-zjexp(- jnc) :2—1j((exp(jc))” - (oxp(- jc))n)_

Potom

F2) _le z ] z 0_ 1 a¥”- zexp(- jc)- 2 +zexp(jc) 6 _
2182~ ep(ic) z-en( 05 21§ (- em(io)z- el i9) 5

_ 1 z2j>8in(c)  _ zsin(c)
2j 72 - 2cos(c) xz+1 Z*- 2zxcos(c) +1

Piiklad 8.4 Ne prve rozloZzime zadanou funkci na parcialni zlomky:

7z°+2z-1_1 2 4
P T S
zizz—li z z+1 z-1

Pro zpétnou transformaci racionénich zlomka plati Véta 9.5 aVéta 9.6. V naSem pii-
padé tedy dostavame

f ={0,1,0,0,0,0,0,K} +2xX0,1- 1,1- 1,1- LK} +4X0,1,1,1,1,1,1, K},
tj. f.={0,7,2,6,2,6,2,K}.
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