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0.1 Numericka matematika

Divodit proc¢ se zabyvat numerickou matematikou je vice. Ze zakladni skoly si odnasime znalost, ze ¢islo
7w = 22/7 s dovétkem, Ze to pro praxi sta¢i. Polozme si otézku, které je z obou ¢isel vétsi a jak moc se ¢isla
lisi. Dnesni ,kalkulackova® generace problém vytesi jednoduse s pomoci kalkulacky vestavéné ve Windows:

22
m = 3,1415926535897932384626433832795 - = 3,1428571428571428571428571428571
T < 2—72 2—72 —m = 0,00126448926734961868021375957764.

Poznamenejme, ze odhad ¢isla 7 byl znam jiz ve starovéku a byl ziskan dimyslnym vyuzitim elementarnich
znalosti a odhad byl ddn porovnanim 3 - 2"-tthelnika vepsaného a opsaného kruznici (podrobnéjsi infor-
mace naleznete na history 7). Tento jednoduchy ptiklad ukazuje, uziti pfiblizného ¢iselného (numerického)
vyjadreni, které uspokojiveé fesi polozené otazky.

P1i feseni mnoha praktickych tiloh se mohou vyskytovat komplikace, které jsme pii feseni ,Skolnich“
uloh potlacili. Jako priklad mtze slouzit dobfe teoreticky popsany postup feseni soustavy linearnich alge-
braickych rovnic. Zkuste vyfesit soustavu 100 rovnic o 100 neznamych s koeficienty, které nebudou mala

cela cisla a zjistite, Ze tuzka papir je nedostatecny nastroj.


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/HistTopics/Pi_through_the_ages.html
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0.2 PouzZivani matematického softwaru

Numerické metody jsou ze své povahy algoritmy. Problémy, které budete feSit ve své inzenyrské praxi,
budou casto velmi slozité, takze k jejich feSeni budete samoziejmé vyuzivat vypocetni techniku a spolu s
tim nékym jinym pfipraveny matematicky sotware. V této souvislosti je nutné, aby si ¢lovek byl védom
nedokonalosti matematického softwaru. U kazdé numerické metody byste proto méli mj. zvazit, jakym
zpusobem software zadanou tlohu Fesi. Dohledat odpovéd na tuto otédzku je Casto velmi pracné nebo
dokonce Uplné nemozné — a pritom bychom ji znat méli. Ptejme se, jak software, resp. uzivatel, ktery
pomoci softwaru bude zadanou ulohu fesit, ovéfuje pfipustnost zadani, v jaké formé chysta vstupni data,
jak interpretuje ziskany vysledek, jak ovéri, ze strojové ziskany vysledek je spravny, na zakladé ¢eho muze
usoudit, ze spravny neni apod.

Ukazme si nyni ptiklad chyby, ktera vyplyva ze skutecnosti, ze uzivatel prilis spoléha na strojoveé ziskané
vysledky.

Priklad 0.1. Urdete soucet fady ) .

n=0

Reseni. Z prvniho ro¢niku vite, Ze tato fada je divergentni, a soucet tedy neexistuje. Piedpokladejme,
zZe si tento poznatek nevybavite. Pokud pracujete se softwarem Maple, pfikaz sum(1/n,n=1..infinity)
spravné vypise vysledek co. (Otdzka: Znamena to, Ze soucet je nekonecno nebo Ze fadu nelze secist? Nebo
tyto dva pojmy znamenayji totéz?) Software MATLAB tento symbolicky zapis nezna. Jak zadéate pozadavek
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na se¢teni nekone¢ného poctu ¢lenti této rady? Lze nekonecno ,aproximovat® néjakym dostatecné velkym
¢islem? O

0.3 Studované typy tuloh

V textu uréeném pro studenty oboril v ramci studijniho programu Elektrotechnika, elektronika, komuni-
kacni a tidici technika se fesi nasledujici typy tloh:

- hledani reSeni soustavy linearnich rovnic — ukaZeme, jak hledat feSeni velkych soustav rovnic,
které neni vhodné nebo mozné tesit pomoci metod znamych z prvniho ro¢niku; pozadavek na feSeni
soustavy linearnich rovnic se bude také objevovat v ramci postupu feseni nékterych jinych tloh,

- hledani feseni jedné nelinearni rovnice — ukdZeme, jak TfeSit rovnice, které presahuji réamec
stredoskolského studia, resp. rovnice, které analytickymi postupy obecné fesit nelze,

- hledani FeSeni soustav nelinearnich rovnic — ukdzeme, jak fesit soustavy rovnic, které se skladaji
z nékolika nelinearnich rovnic (viz napi. soustava z P¥ikladu ??), nebo soustav rovnic, které vzniknou
z pozadavku urcit bod, ve kterém funkce komplexni proménné nabyva predem dané hodnoty,

- hledani pribliZzného vyjadieni funkce — zndmymi body budeme proklddat neznamou funkci,
pri¢emz jimi mtzeme prokladat bud jednu funkci nebo sadu funkci podobného typu,
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- urcovani neznamé funkce znamého typu — jestlize budeme znat zpusob, jakym zavisi jedna
proménna na druhé, budeme na zakladé vysledki méreni usuzovat, jak presné tato zavislost vypada,

- derivovani a integrovani neznamych nebo komplikovanych funkci — budeme derivovat a
zejména integrovat funkce, jejichz derivovani je pracné a integrovani pracné nebo nemozné; navic
budeme derivovat a integrovat funkce zadané nikoli funkénim predpisem ale jen tabulkou funkénich
hodnot v nékolika bodech,

- hledani numerického rfeseni diferencialnich rovnic — ukézeme, Ze postupy reSeni diferenciilnich
rovnic, které jste se ucili v pfedmétu Matematika 2 1ze nahradit jinymi, v mnoha ohledech jednodus-
$imi, které 1ze navic pouzit i na typy rovnic, které analyticky fesit neumime. Cenou za tuto vyhodu
vsak bude, Ze o FeSeni téchto rovnic ziskdme mnohem méné informaci, nez kdybychom pouzivali
analytické postupy.

Tento vycet jasné ukazuje celkovou rozsahlost problematiky a tedy nemoznost se ve vymezeném prostoru
celé problematice vénovat. Proto se v dalsim textu zaméifime pouze na jednu oblast, na niz budeme ilu-
strovat nékteré zakladni problémy. Touto oblasti bude feseni jedné rovnice.
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0.4 Numerické reseni
jedné nelinearni rovnice

Je dana redlnd funkce f jedné redlné proménné x. Najdéte vSechny body ¢ € R, pro které plati, ze f(¢) = 0.

Na stiedni skole jste si ukézali postupy feseni nékterych algebraickyjch rovnic — linearni, kvadratické,
pravdépodobné kubické a mozna i rovnic ¢tvrtého stupné (pro rovnice patého a vyssich fadi obecné Feseni
ve tvaru vzorce neexistuje). Déle jste Fesili rovnice logaritmické, exponencidlni a goniometrické. V této
chvili vS§ak neumime fesit rovnice, kde se vyskytuji soucasné funkce riznych typu, napf. e* + sin(z) = 1
nebo z* + cos x = 3 nebo In(z) + (r — 1)* + 2 = 0 apod. Vétsinu takovychto rovnic ani neni mozné vytesit
presné — je vSak mozné najit jejich priblizné feseni.

Metody, které budeme uvadét, bude samoziejmé mozné pouzit i na FeSeni znamych typt rovnic. Kromé
ptikladi metod, které si budeme uvadét, existuje navic ve specidlnich pfipadech (napf. pro algebraické
rovnice) i celd fada specidlnich numerickych metod. Ulohu viak také vyuzivame napf. pii feseni optimali-
zacnich tloh ve chvili, kdy mame za tikol stanovit extrémy funkci, piip. inflexni body.

0.4.1 Pocet Feseni a odhad polohy resSeni

Pokud bychom zjednodusené popsali postup feSeni nelinedrnich rovnic zndmych typt (napf. logaritmickych,
exponencialnich nebo goniometrickych), ktery jste pouZivali na stfedni gkole, mohli bychom ¥ici, Ze jste
nejprve nasli defini¢ni obor funkci, které v rovnici vystupovaly, poté jste aplikovali znamy postup feSeni
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a timto postupem jste dané FeSeni bud nalezli, nebo jste ukézali, Zze zadand rovnice zadné FeSeni nema.
Nakonec jste zkontrolovali, zda nadhodou ziskané feseni neodporuje informaci o definiécnim oboru nebo
podminkam, za kterych jste provedli nékteré z tiprav v postupu resSeni.

Numericky pfistup k feseni nelinedrnich rovnic je ponékud odlisny. Najit defini¢ni obory pfislusnych
funkci je sice dilezité, nicméné musime také zejména urcit alespon priblizny interval, na kterém budeme
néjaké teseni hledat, a teprve poté miizeme vlastni hledani feSeni zahajit. Numerické metody, které si
budeme uvadét v dalsim textu, se lisi ve zpiisobu, jakym hledaji feseni zadané rovnice. Pred jejich pouzitim
vsak musime védét, kde toto feSeni mame hledat.

Odpovédét na tuto otazku neni v redlnych situacich viibec jednoduché.

Piiklad 0.2. Rozhodnéte, kolik mé feseni rovnice In (tg /1 — ) - sin% =0.

Reseni. Pokud budeme chtit rozhodovat na zakladé obrazku, vykresleného poéitacov§m programem, mu-
sime védét, na jakém intervalu mame prislusnou funkci vykreslit. Jak to vSak pozname? Na obrazku je
znézornén graf funkece f(z) =In (tg+/1—x) - sin 2
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P1i rozhodovani o intervalech, na kterych lezi néjaké feseni zadané rovnice, nam jisté pomtize znalost
defini¢niho oboru prislusné funkce. O

Véta 0.3. Je-li funkce f spojitd na intervalu (a,b) a maji-li f(a) a f(b) opacnd
znaménka, tj. plati-li

fla)- f(b) <0, (1)

pak v intervalu {(a,b) lezi alespori jedno Teseni rovnice f(x) = 0.
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y=1()

/ B

Obr. 1: Je-li funkece na (a, b) spojita, pak splnéni podminky f(a) - f(b) < 0 zarudi existenci kofene

Jinou moznosti, jak provést odhad polohy feSeni, je ptevedeni tlohy f(z) = 0 na tvar
fi(x) = fo(x). V tom piipadé hledame prisecik prisec¢ik dvou funkei.

Priklad 0.4. Je dana rovnice 10sin 2z — x — 1 = 0. Sefadme jeji kladné Feseni podle velikosti a oznac¢me
je xg, x1, xa, .... UrCete x4 a xg této posloupnosti.
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Reseni. Graf funkce 10sin 2z — 2 — 1 = 0 naértnout neumime. V prvni fazi dokonce ani nevime, kde mame
uvedené feSeni hledat — na intervalu (0, 10)?

Je tedy ziejmé, ze zaddna jind kladnd feseni nez ta, ktera jsou na obrazku, rovnice nemé. Reseni xg tedy

neexistuje. Co se tyka feSeni x4, je ziejmé, ze lezi nékde mezi 27 a f—iﬁ. Ptitom tento obrazek neni nutné

vykreslovat strojové, protoze je mozné jej nac¢rtnout na zakladé stfedoskolskych znalosti. O]
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0.5 Zkracovani intervalu

Jestlize vime, Ze hledané feSeni zadané rovnice lezi na néjakém intervalu I = (a,b), na kterém je funkce
f(z) spojita, pak mizeme hledané feseni najit tak, Ze tento interval budeme vhodné zkracovat a pii tom
si budeme prubézné ovérovat, ze hledané feseni lezi i v tomto zkraceném intervalu.

Toto ,zkracovani® intervalu miizeme provést mnoha riznymi zptisoby, ¢imz dostaneme rtizné numerické
metody. UkaZeme si nyni nékteré postupy, které jsou jednoduse algoritmizovatelné.

0.5.1 Metoda puleni intervalu

Predpokladejme, 7e na néjakém intervalu I = (a,b) je funkce f(z) spojitd.! Déle pfedpokladejme, Ze na
tomto intervalu lezi alespon jedno feSeni rovnice f(z) = 0. (Tuto skuteénost mizeme ovéfit napf. pomoci
Véty 0.3.) Jestlize interval I rozdélime na dvé poloviny, bude funkce f(x) na kazdé z takto vzniklych ¢asti
opét spojitd a miZzeme se ptat (napf. za pouziti Véty 0.3), na které z téchto ¢asti hledané feseni lezi. Takto
miizeme pokracovat, dokud neni ptleny interval dostatecné maly.

Pro prehlednost budeme pocatecni body intervalti oznacovat jako ay, koncové body jako by a stiredy
intervalt jako xj, pficemz ve vSech pripadech je £ = 0,1,...,n, kde n je takové ¢islo, ze délka intervalu
(Gp, by) je mensi nez 2¢, kde ¢ je pozadované pfesnost vypoctu.

Stied intervalu vypocteme podle vzorce x; = %

1Jak vypada spojitost vné intervalu I neni podstatné!
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Jestlize bude délka posledniho, tj. n-tého, intervalu mensi nez 2¢, je zfejmé, ze stied posledniho intervalu,
tj. bod x,,, se bude od presné hodnoty feseni liSit o méné nez o pozadované . Samoziejmé se béhem vypoctu
muze stat, ze pro néjaky bod a; (nebo by nebo xy) bude platit f(ax) = 0 (nebo f(by) = 0 nebo f(xy) = 0).
V tom pripadé jsme primo nalezli feseni zadané rovnice a mizeme ukoncit vypocet.

Pii volbé intervalu, na kterém lezi pravé jedno feSeni a na kterém je funkce f(x) spojitd, bude metoda
ptleni intervalu vzdy konvergovat k hledanému feseni.

y=f(x)

Obr. 2: Metoda piileni intervalu

Priklad 0.5. Metodou pileni intervalu najdéte kladny kofen rovnice

e+ 122 —-3=0
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s presnosti € = 0, 01.

Reseni. Nejprve uréime, ze kladny kofen zadané rovnice lezi v intervalu (0,1). (K tomu si miZzeme napf.

vykreslit do jednoho obrazku funkce fi(z) = e* a fo(z) = 3 — z?%.)

Poté mtzeme zahajit vlastni vypocet. Postupné vypocitavané hodnoty ayg, by, xr budeme zapisovat do
tabulky. Je vhodné si také zapisovat znaménka funkénich hodnot funkce f(z) = e+ 2% —3 v téchto bodech.

k| a by, Ty flar) | f(br) | f(xr)
00 1 0,5 - + -
1105 1 0,75 - + -
210,75 1 0,875 - T R
310,75 0.875 | 0,8125 - n -

4 10,8125 0,875 0,84375 - + +
5 | 0,8125 0,84375 | 0,828125 - + -

6 | 0,828125 | 0,84375 | 0,8359375

Nyni miiZzeme vipodet ukoncit, protoZe bg — ag < 2 - 0,01. Reseni rovnice e® + 22 — 3 = 0 s presnosti

0,01 je 26 = 0, 84.

]
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0.5.2 Metoda regula falsi

Princip metody regula falsi je velmi podobny jako u metody ptleni intervalu. Opét postupné zuzujeme
interval obsahujici feSeni rovnice f(z) = 0. Tentokrat ale délicim bodem neni polovina intervalu, nybrz
prusecik seény vedené body [ag, f(ax)] a [bk, f(bx)] s osou z — viz obrazek 3.

Tento priisecik vypocéteme podle vzorce!

by, — ay,

f(bx) — f(ax)

Z intervall (ay,xy), (zk,br) pak vybereme ten, v jehoz krajnich bodech maji funkéni hodnoty funkce
f opacna znaménka.

Plati-li f(ay) - f(xx) < 0, polozime a1 = ay, b1 = g, plati-i f(bg) - f(zx) < 0, polozime apyq =
= T, bpr1 = bg. V piipadé, ze f(zx) = 0, nasli jsem kofen rovnice a vypocet ukon¢ime.

Ve vypoctu pokracujeme tak dlouho, dokud nenarazime na kotfen, nebo dokud neplati

f (k) (2)

l’k:bk—

|z, — xp_1] < g,

kde ¢ > 0 je pfedem dané ¢islo. Splnénim tohoto kritéria ale bohuzel neni zaruceno, ze pfesna hodnota
kofene ¢ se od jeho aproximace xy lisi o méné nez €.

1Zkuste si ho sami odvodit za pouZiti podobnosti vhodnych trojihelniki!
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y=f(x)

T T
=l 0 by
a 1 b,
a, b,

Obr. 3: Metoda regula falsi

Chceme-li se presvédcit, ze |z — &| < €, mizeme vypocitat f(zy+¢) a f(zr —e). Plati-li f(zg)- f(ap+
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+¢e) <0, resp. f(xg) - f(xp —e) <0, je jisté, ze koFen £ lezi v intervalu (zy, zg + €) , resp. (xp — &, x%) , a
tedy se od xp nemiize liSit o vice nez e.

V situaci, kdy se pohybujeme na intervalu, na kterém lezi pravé jedno feSeni zadané rovnice f(z) =0,
pfifemz na tomto intervalu je funkce f(z) spojitd, metodou regula falsi vidy najdeme hledané feSeni.
Metoda byva rychlejsi nez metoda puleni intervalu, avsak existuji ptripady, kdy je pomalejsi.

Priklad 0.6. Metodou regula falsi najdéte kladné Feseni rovnice
e +12°—-3=0
s presnosti € = 0,01.

Reseni. Mohli bychom vyjit z néjakého intervalu nalezeného metodou ptileni v piikladu 0.5, ale pro
srovnani obou metod za¢neme opét s intervalem (0, 1) . U metody regula falsi budeme potfebovat i funkéni
hodnoty v bodech ay, b a xj, nejen jejich znaménka.

k| ay bi | @y, f(ar) J(bx) f(xr)

010 1 ]0,73576 | -2 0,71828 | -0,37159
110,73576 | 1 | 0,82585 | -0,37159 | 0,71828 | -0,03414
21082585 |1 |0,83375 | -0,03414 | 0,71828 | -0,00291

Plati | o — 1] < 0,01, proto vypocet ukon¢ime. Pfiblizné feSeni rovnice je x5 = 0, 83.
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0.5.3 Nékolik poznamek

JestliZze pracujeme na intervalu, na kterém ma spojita funkce f(x) pravé jeden priseéik s osou x, bude jak
metoda piileni intervalu tak metoda regula falsi konvergovat k hledanému feseni.

Musime vSak zvéazit, na zdkladé jakych skutecnosti usuzujeme na to, Ze dana rovnice f(z) = 0 méa
na intervalu I = (a,b) pravé jedno feSeni. Jestlize tak usuzujeme z podminky ve Vété 0.3, tj. z faktu, ze
f(a) - f(b) < 0, mohou nastat problémy. Z této podminky totiz plyne, Ze na intervalu I lezi alespor jeden
kofen, nikoliv pravé jeden. Pti praktickém vypoctu se tak muze stat, ze rozhodovani na zakladé znamének
funkcénich hodnot nemusi byt viibec tak jednoznacné, jak by se mohlo zdat z priklada 0.5 a 0.6.

Piiklad 0.7. Najdéte feSeni rovnice cos 3z + § — 2 = 0, které lezi na intervalu (7, 27).

ReSeni. Funkce f(z) = cos3z + £ — 2 je na intervalu (m,2m) spojitd. Plati, ze f(m) = —1,43 < 0 a
f(2m) =2,14 > 0, tj. podle Véty 0.3 na tomto intervalu lezi alespori jedno Feseni zadané rovnice.

Pokud zvolime pro feseni metodu ptleni intervalti nebo regula falsi, budou obé konvergovat k feseni
x=3,7L.

Je to vSak praveé to reSeni, které jsme chtéli? Uvedend rovnice ma totiz na tomto intervalu feseni celkem
tfi. Podobné napf. na intervalu (0, 27) mé rovnice celkem 5 feSeni. O

Kromé metody piileni intervalu a metody regula falsi existuje cela fada dalsich numerickych metod,
které pracuji na podobném principu. Jednou z nich je napt. metoda secen.
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0.6 Metody vychazejici z bodu

Nékteré numerické metody na hledani feSeni nelinedrni rovnice f(x) = 0 pracuji na ponékud odlisném
principu. Opét predpokladame, ze pracujeme s intervalem, na kterém lezi pravé jeden prisecik spojité
funkce f(z) s osou z. Nyni vSak nebudeme tento interval zkracovat. Misto toho si v tomto intervalu podle
néjakych pravidel vybereme jeden bod, ze kterého se postupné budeme k hledanému feSeni priblizovat.
Metody, které si budeme uvadét, budou takové, ze budou konvergovat jen v nékterych situacich — jen pro
nékteré funkce, nékteré intervaly a nékteré body.

0.6.1 Newtonova metoda (metoda tecen)

UZ sam nazev metody fika, ze budeme pracovat s te¢nami ke grafu funkce f. Proto vsude v této kapitole
budeme ptredpokladat, ze funkce f méa na intervalu, na kterém budeme pracovat, derivaci.

Newtonovu metodu muzeme popsat graficky takto:

Zvolime pocate¢ni aproximaci kofene xy. Bodem [zg, f(x)] vedeme tecnu ke grafu funkce f. Jeji prisecik
s osou x oznacime z;. Pak vedeme te¢nu bodem [z1, f(z1)], jeji prusecik s osou x oznacime zy atd. — viz
obrazek 4.



0.6 METODY VYCHAZEJICI Z BODU 18

e o

Obr. 4: Newtonova metoda Obr. 5: Newtonova metoda muze divergovat

Priisecik teny v bodé [z, f(x1)] s osou x vypocteme jako!

_ Sl
T ) @

1Zkuste si tento vzorec sami odvodit! Pokud si uvédomite, jaky je geometricky vyznam derivace funkce v bodé a jak je
definovana funkce tangens, je to snadné.
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Vypocet provadime tak dlouho, dokud neni splnéna podminka
‘ T — X k—l’ <e

Pfi splnéni této podminky vSak nemusi platit |z, — &| < e. Kdybychom si chtéli byt opravdu jisti, ze se
xy, od TeSeni & 1isi o méné nez €, mohli bychom pouzit dale uvedeny odhad ??, pfipadné vypocitat f(xy) a
f(zy, £+ €) a pouzit postup popsany u metody regula falsi.

Newtonova metoda je z metod pro feSeni nelinearnich rovnice nejefektivnéjsi, nemusi vsak
konvergovat — viz obrazek 5.

Véta 0.8. Necht je ddana rovnice f(x) =0 a interval I = (a,b), na némz lezi prdvé
jedno teseni této rovnice. Necht jsou splnény ndsledujici podminky:

e funkce f(x) md na intervalu I spojitou proni a druhou deriwaci f'(z) a f"(x),
e na intervalu I je f'(x) # 0 a soucasné f"(x) neméni znaménko.

Pak zvolime-li pocatecni aproximaci xo € I tak, Ze plati
e f(zo) - f"(x0) >0,

Newtonova metoda bude konvergovat.
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Priklad 0.9. Newtonovou metodou najdéte zdporné feSeni rovnice
e+ 122 —-3=0
s presnosti € = 0,01.

Reseni. Odhadneme (napf. tak, Ze do jednoho obrazku nakreslime funkce f,(r) = e® a fo(x) = 3 —?), ze
hledané zaporné feseni lezi v intervalu (—2, —1) . Ovéfime, Ze na tomto intervalu jsou splnény predpoklady
Véty 0.8.

Vypoéteme prvni a druhou derivaci funkce f(z) = e* + 22 — 3 :

fllx)y=¢"4+2¢ , f'(x)=¢"+2

Na celém intervalu (—2,—1) je f'(x) < 0 a f”(x) > 0 (tzn. prvni derivace neni nikde nulova a druha
derivace zde neméni znaménko). Jak to pozname? Rozmyslete si sami zejména situaci pro f'(x).

Nyni z intervalu I vybereme pocatecni aproximaci zy tak, aby byla splnéna podminka 0.8. Protoze
f(=2)=e2+1>0a f(-1)=e!—-2<0, zvolime 7y = —2.

Dalsi aproximace feSeni budeme pocitat pomoci iteracniho vztahu

PR {C) Il el
k+1 k () k oo+ 20y
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Dostaneme
rg = -2
r1 = —1,70623
Ty = —1,67752
rg = —1,67723

Nyni miZeme vypocet zastavit, protoze |r3 — z3| < 0,01. VSimnéme si, Ze t¥i kroky by nam stacily i pro
dosazeni presnosti 0,001. Newtonova metoda je obvykle velice rychla.
Ptiblizné feSeni rovnice je x3 = —1,68 [l

0.6.2 Metoda prosté iterace

Ptipomenme, Ze véta o pevném bodu 1iké, Ze za splnéni urc¢itych predpokladii existuje
na intervalu I pravé jedno feSeni rovnice x = g(z), které je limitou posloupnosti
postupnych aproximaci tvorené body

Ter1 = (), (4)

pricemz pocatecni aproximaci mizeme z intervalu I volit libovolné.
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Véta 0.10. Necht funkce g zobrazuge interval (a,b) do sebe a md na tomto intervalu
derivaci. Jestlize existuje cislo a € (0,1) tak, Ze

|9 (@) <o Vze(ab), (5)

pak v intervalu (a,b) ezistuje pevny bod & funkce g a posloupnost postupnych apro-
ximact ziskana predpisem 4 k nému konverguje pro libovolnou pocdatecni aprorimact
xg € (a,b).
Ddle plati

«

|z — ¢ <

T o = 2] (6)

k
Q
1 — 7
]1x0] ()

2 =&l = =

Uziti metody si ukdZeme na feSeni rovnice, které jsme jiz nasli v Prikladu 0.9.
Priklad 0.11. Metodou prosté iterace najdéte zaporny kofen rovnice

e+ 122 —-3=0
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g(x,) / /

a(xp

) g(xg) Z/

T T
Xy X Xo

/ X}O}Xl X; X}3
Obr. 6: Metoda prosté iterace Obr. 7: Metoda prosté iterace miize divergovat
s presnosti € = 0, 01.

Reseni. Vime, e kofen lezi v intervalu (—2, —1). Budeme hledat vhodnou itera¢ni funkci g. Jedna moz-
nost, jak ze zadané rovnice vyjadrit x, je

2=3-¢" = 1=4+3—e¢"

Protoze hledame zaporny kofen, je
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Ovérime, je-li splnéna podminka 5. K tomu je potieba funkci g zderivovat. Dostaneme

xT

e
/
r) = ———.
9() =5 m—
Nyni budeme hledat maximum |¢’(x)| na intervalu (—2,—1). Na tomto intervalu je | ¢'(x)| = 2\/3—317
Derivace této funkce je 5;6—76;}. To je funkce na intervalu (—2,—1) kladnd, tedy |¢'(z)| je na tomto
_e%)2

intervalu rostouci a svého maxima nabyva v pravém krajnim bodé tohoto intervalu. Hodnota maxima je
g (=1)| = 2\/% < 0,12 < 1. To znamen4, Ze podminka 5 je splnéna.

Jesté bychom méli ovérit, ze funkce g zobrazuje interval (—2, —1) do sebe. ProtoZe je na tomto intervalu
g'(z) > 0, je funkce g rostouci a sta¢i ovéfit, ze hodnoty g v krajnich bodech intervalu do tohoto inter-
valu patii. (Kdyby g nebyla monotonni, museli bychom hledat jeji maximum a minimum na zkoumaném
intervalu — jen dosadit krajni body by nestacilo.)

Protoze g(—2) = —1,69 € (—2,—1)ag(—1) = —1,62 € (-2, —1), funkce g zobrazuje zkoumany interval
do sebe.

Konvergence itera¢niho procesu je tedy zarucena. Muzeme zvolit napi. xo = —2. Dalsi aproximace pak

budeme pocitat podle predpisu
Tpy1 = g(ag) = —V/3 — e

Dostaneme
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r; = —V3—e?2=-1,69253
T —V3 — e 169253 = 1 67808
x3 = —V3—e L6788 = 1 67728

Nyni miZeme vypocet zastavit, protoZe |3 — x2| < 0,01. Pfiblizné feSeni rovnice je x3 = —1, 68.

]

Z tohoto prikladu je vidét, Zze zatimco vlastni vypocet postupnych aproximaci podle vzorce 4 je jedno-
duchy (jedna se jen o vypocty funkénich hodnot), slozité je ovéfovani splnéni podminek konvergence.

Navic musime vzit v tvahu, ze pfevod rovnice f(z) = 0 na tvar z = g(z) nemusi byt jednoznacny.
Mohou se také vyskytnout dalsi problémy vyplyvajici z pozadavku vyjadrit neznamou .

Priklad 0.12. Metodou prosté iterace najdéte libovolné Feseni rovnice e 4+ 3sinz — 2 = 0.

ReSeni. Pfevod na tvar r = g(r) miiZeme provést napf. osamostatnénim &lenu e” nebo ¢lenu 3sinz. V
prvnim pripadé dostdvame e* = 2 — 3sinx, tj. po zlogaritmovani z = In (2 — 3sinz). Ve druhém pfipadé
dostavame 3sinz = 2 — €%, tj. po Gpravé x = arcsin (% — %ex).

Zatimco definiénim oborem funkce f(z) jsou v8echna realna ¢isla, pro defini¢ni obory funkci g(x) —af v
prvni nebo druhém piipadé — to neplati! Pomoci téchto itera¢nich tvart x = g(z) tedy rozhodné nemiizeme
najit libovolné feseni, ale jen néktera z nich. Je pfitom ziejmé, Ze zadana rovnice mé nekoneéné mnoho
zapornych FeSeni (sami si rozmyslete proc!). O
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