0.1 PRAVDEPODOBNOST 1

0.1 Pravdépodobnost

V prikladech, na kterych budeme zakladni pojmy vysvétlovat, se vétsinou setkdme s mozna ponekud
neprakticky vyhlizejicim héazenim kostkami, vytahovanim barevnych kulicek z osudi, apod. Neberte to,
prosim, jako dalsi diikaz neuzitecnosti matematiky. Dtvod je ten, Zze napt. hazeni kostkou si kazdy snadno
predstavi a miizeme se pak soustfedit na matematickou stranku véci. V praktickych tlohach byva formulace
zadani casto slozita a nepfehledna a clovéku muize jistou dobu trvat, nez zadani rozlusti a zjisti, ze vlastné
potfebuje tutéz iivahu, jako pfi onom nudném héazeni kostkami.

Teorie pravdépodobnosti se zacala rozvijet v souvislosti s hazardnimi hrami jiz v 17. stoleti a jejimi
zakladateli byli slavni matematici Blaise Pascal a Pierre de Fermat.

Zakladni situace je takova, ze provadime né&jaky pokus (napf. hod minci nebo kostkou, vybér jedné karty
z balicku, apod.), u kterého je n moznych vysledki, pfi¢emz lze o¢ekavat, ze pii opakovani pokusu budou
vsechny tyto vysledky nastavat stejné casto, zddny nebude ve vyhodé proti ostatnim. Ptame se, jaka je
Sance, ze nastane vysledek, ktery je pro nas néjakym zpiisobem zajimavy (napf. padne Sestka, vytdhneme
si eso, atd.). Tato Sance odpovidd poméru poc¢tu moznosti vyhovujicich tomuto ,zajimavému® vysledku ku
poctu vsech moznych vysledk pokusu.

Priklad 0.1. Mame balicek karet na Kanastu: celkem 56 karet, z toho ¢tyfi zolici. Jak casto pfi sejmuti
balicku dostaneme zolika?

Reseni. Jelikoz karet je celkem 56 a Zolici 4, miizeme o¢ekavat, Ze budeme-li pokus mnohokrat opakovat,

zolika sejmeme priblizné v % = & piipadd, tj. zhruba v 7 % piipadi. ]
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Zatim jsme o pravdépodobnosti mluvili pon€kud neurcité, nyni pojmy upfesnime.

Definice 0.2 (Nahodné jevy). Piedpokladejme, Ze provadime pokus, ktery mtize
dopadnout n stejné pravdépodobnymi zpiisoby. Ozna¢me ) mnoZinu vSech moz-
nych vysledku tohoto pokusu, 2 = {wy,ws, ..., w,}. Mnozinu 2 nazveme zakladni
prostor.

Nahodnym jevem budeme rozumét libovolnou podmnozinu mnoziny 2. Nahodné
jevy budeme zpravidla znacit velkymi pismeny (A, B, ...). Specidlné prazdnou mno-
zinu () nazveme jevem nemoznym a celou mnozinu € jevem jistym.

Jednoprvkové podmoziny, tj. mnoziny {w;}, i = 1,...,n, nazveme elementarni jevy.

Definice 0.3 (Klasicka pravdépodobnost). Pravdépodobnost jevu A ozna-
¢ime P(A) a definujeme ji jako
__ pocet moznosti piiznivych jevu A |A|

P(A) o (1)

pocet vSech moznosti 1]

kde symbolem | - | zna¢ime pocet prvkii mnoziny.
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Protoze pocet pfiznivych moznosti nemtize byt vétsi nez pocet vsech moznosti a pocty prvkt mnozin
rozhodné nemohou byt zaporné, pravdépodobnost nemtize byt zaporna ani presahnout jednicku:

Pro pravdépodobnost libovolného nahodného jevu A plati

0< P(A) < 1.

P1i stanoveni poctu moznosti velmi ¢asto pracujeme s riznymi kombinatorickymi pojmy, jako napf.
variace s opakovanim ¢i bez opakovani, kombinace, apod. Stru¢ny prehled kombinatoriky najdete ve sbirce
prikladi z pravdépodobnosti.

Priklad 0.4. Hodime dvéma kostkami, bilou a ¢ervenou. Urcete pravdépodobnosti néasledujicich jevi:
A .. .na bilé kostce padne Sestka,
B ...soucet ok na obou kostkach bude vétsi nez 10,

vvvvv

Reseni. Pii zkouméani pravdépodobnosti jevu A bychom se na ¢ervenou kostku nemuseli ohlizet a mohli
bychom rovnou fict, ze P(A) = %, protoze ze Sesti moznosti, které mohou padnout na bilé kostce, jevu
A vyhovuje jedina. Protoze vsak u dalSich jevii musime pracovat s obéma kostkami, zavedeme zakladni
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prostor €2 o 36 prvcich. Jednotlivé prvky budou usporadané dvojice udavajici, co padlo na bilé a co na
cervené kostce:

Q={(1,1),(,2),...,(6,6)}.
Nahodné jevy A, B a C jsou pak

A={(6,1),(6,2),...,(6,6)}, B ={(5,6),(6,5), (6,6)}.
C=1{(21),(3,1).(3,2),...,(6,5))}

Mnoziny 2, A, B a C' jsou znazornény na obrazku 1.

Poé¢ty moznosti odpovidajicich jeviim A a B jsou na prvni pohled patrné: |A| = 6 a |B| = 3. Pocet
moznosti vyhovujicich jevu C' miizeme uréit rtiznymi zptsoby. Z obrazku vidime, ze |C] =142+ 3 +4 +
+5 = 15. Nebo si miizeme uvédomit, ze vylouc¢ime-li pripady, kdy na obou kostkach padlo stejné ¢islo, tak
ze zbyvajicich 30 pfipadua tvori ty, kdy je vétsi ¢islo na bilé kostce, polovinu, takze opét |C| = 30/2 = 15.

Hledané pravdépodobnosti jsou tedy

6 1. 3 1 . 5 5
=% "5 0,167, P(B)= %12 0,083, P(C)= %13 0,417.

Tyto vysledky miizeme interpretovat tak, ze kdybychom mnohokrat hodili dvéma kostkami, jev A by nastal
zhruba v 16,7 % pfipadt, jev B zhruba v 8,3 % pfipadi a jev C' zhruba v 41,7 % piipadti. V predchozi
vété zdiraznéme slova ,mnohokrat a ,zhruba“, protoze rozhodné nemtizeme ocekavat s jistotou, zZe by
napf. ze 36 pokust pravé tiikrat padl soucet vétsi nez 10 (i kdyZz stat se to samoziejmé mize). O]

P(A)
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(4,1)

(5,1) (5,2) (5,3) (5,5) (5,6)
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K@6,1) 6,2) (6,3  (6,4) 6\ 66’

Obr. 1: Zakladni prostor 2 a jevy A, B, C' z prikladu 0.8

Poznamka 0.5. Nyni uvazujme pravdépodobnost jevu B pro dvé nerozlisitelné kostky (napf. obé bilé):

{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6), (2,2),(2,3), (2,4), (2,5), (2,6),
(37 3)’ (3’ 4)7 (37 5)7 (3’ 6)’ (47 4)7 (47 5)’ (47 6)7 (57 5)7 ? }

Bezmyslenkovitou analogii predchoziho postupu ziskdme Spatny vysledek. Nyni mé zakladni prostor jedna
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dvacet elementarnich prvki a jevu 72 vyhovuji pouze dva elementérni jevy tedy P(B) = 2/21. Chyba je
zpusobena nevyslovenym predpokladem, Ze vSechny elementarni jevy jsou stejné pravdépodobné.

Priklad vyfesime spravné pouzijeme-li obecnéjsi model model pravdépodobnosti nez klasickd pravde-
podobnost.

0.1.1 Diskrétni pravdépodobnost

Dalsi moznou komplikaci je, ze pocet moznosti mize byt nekonecny, ovsem miizeme je usporadat do po-
sloupnosti — v takovém pfipadé mluvime o spoc¢etné mnoziné ( uréete pravdépodobnost, Ze pfi hézeni minci
padne poprvé lic v n—tém hodu.)

Definice 0.6. Mnozina {2 se nazyva spocetna, jestlize jeji prvky lze usporadat do

nekonec¢né posloupnosti, tj.
0= {wl,wg, c. }

Je-li mnozina kone¢na nebo spocetnda, nazyva se nanejvys spocetna.

Spocetna mnozina je tedy takova, Ze na jeji prvky si lze jednotlivé ,jukazovat®, lze je ,,pocitat® neboli
o¢islovat je pFirozenymi ¢isly. P¥ikladem spocetné mnoziny je mnoZina vSech pfirozenych ¢isel {1,2,3,...},
mnozina vSech celych ¢isel, mnoziny {2,4,6,...}, {1;0,1;0,01;0,001;...}, apod. Pfikladem nespocetné
mnoziny je tfeba interval (0, 1) nebo mnozina vSech redlnych ¢isel.
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Definice 0.7 (Diskrétni pravdépodobnost). Predpoklddejme, Ze mnozina vSech
moznych vysledkt pokusu {2 je nanejvys spocetna a jednotlivym elementarnim jevim
{w;}, i = 1,2,... jsou ptifazeny pravdépodobnosti P({w;}) > 0, které mohou byt
navzajem ruzné a které splnuji

> P{{wh) =1 (2)
weN
Pravdépodobnost jevu A C 2 pak definujeme jako

P(A) = P({w}). (3)

w€eA

Klasické pravdépodobnost, definovand pomoci (1), je specidlnim piipadem diskrétni pravdépodobnosti
s tim, ze P({w;}) = 1/n pro vSechna i =1,... n.

Nyni muzeme ,vyfesit“ p(B) v modifikaci pfikladu 0.8 s nerozlisitelnymi kostkami. Zakladni prostor 2
ma zakladni prostor s 21 elementarnimi jevy dvou typt w; = (i,4) proi =1,...,6 aw; proi =17,...,21,
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1
kde 2p(w;) = p(w;) pro i <6, j > 7 coz spolu s podminkou 2 dava jedinou moznost: 621 —6)2 (21— 6)2

1 1
plws) = 35 Pro i=1,...,6 p(w;) = g Pro i > 6.

Potom dostavame podle (3):

p(B) = p((5,6)) + p((6,6)) = 1_18 i % _ % _ %

Priklad 0.8. Vypoctéte pravdépodobnost, ze pfi hazeni minci poprvé padne lic pfi sudém hodu.

ReSeni. Zakladni prostor Q = {wy,...,wy,,...} je tvofen elementarnimi jevy w,, Ze poprvé padne lic
v n—tém hodu. K urceni pravdépodobnosti p(w,) pouzijeme klasickou pravdépodobnost. Pti n—nasobném
hodu minci dostavame stejny vysledek jako pfi soucasném hozeni n oc¢islovanymi mincemi. Jev, Ze na minci
s ¢islem n padne lic a na ostatnich rub je pouze jeden z celkové 2" stejné moznych jevi. Tedy plati:

001_
o]

n=1

N |—=

1
plw,) = on navic ovéfime podminku (2

DO [—=

Jev A — poprvé padne lic pii sudém hodu je tvoren:

o0
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a pravdépodobnost tohoto jevu je podle (1)
= 1 : 1
k=1 k=1 1
]

Prikladem pravdépodobnostniho modelu, ktery mize obsahovat i nespocetné mnoho vysledkl je geo-

metrickd pravdépodobnost.

0.1.2 Geometricka pravdépodobnost

Definice 0.9 (Geometricka pravdépodobnost). Jestlize mnozina vsech vysledkt
pokusu € tvori oblast v R™, vSechny jeji prvky jsou stejné pravdépodobné a p(£2) < oo,

pak pravdépodobnost jevu A C Q) definujeme jako
A

pa) = 12,
1Y)

kde symbolem g (-) myslime miru oblasti, tj. pro jednorozmérnou oblast jeji délku, pro

dvourozmérnou obsah a pro tfirozmérnou objem.
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Priklad 0.10. Honza a Marek chodi vencit své psy na louku pfed domem. Kazdy z nich tam ptichézi
nékdy mezi osmou a devatou hodinou (kazdy okamzik pfichodu je stejné pravdépodobny) a je na louce 15
minut. Jaka je pravdépodobnost, ze se Honza s Markem mezi 8. a 9. hodinou setkaji?

Reseni. Ozna¢me
8 + ... Cas prichodu Honzy (v hodinéach);
8 +1vy... cas ptrichodu Marka.
Vime, ze oba pfijdou urcité do deviti hodin, tedy 0 < z < 1, 0 < y < 1. VSechny moznosti tak tvori
mnozinu
Q={(z,y):0<z<1, 0<y <1},

coZ je ¢tverec v roving, viz obrazek 2. Obsah (neboli mira) tohoto ¢tverce je
p()=1-1=1.

Oznac¢me dale jako jev A to, ze se Honza a Marek setkaji.
Piipadim pfiznivym jevu A odpovidaji ty pfichody (x,y) obou chlapct, ve kterych se x od y li$i nanejvys
o 15 minut, coz je 1/4 hodiny. To znamen4, Ze musi platit soucasné

1< < +1
T — - T+ —.
1Y s 1
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Yy Yy
1 1
0,75 {L 0,75 i
0,5 0,5 A
0,25 0,25
025 05 075 1 z 025 05 075 1

Obr. 2: K prikladu 0.10: mnozina vsech vysledki €2 Obr. 3: Mnozina vSech pfiznivych vysledki



0.1 PRAVDEPODOBNOST 12

Body splnujici tyto podminky jsou na obrazku 3.
Jev A lze tedy vyjadiit jako mnozinu bodu v roviné:

1 1
Az{(w,y):OSxS1,0§y§1,y§$+17y2w—1}-

Obsah (miru) mnoziny A snadno vypocéteme tak, ze od celkového obsahu mnoziny 2 odecteme obsah
»zbytku“, ktery v A nelezi. Vidime, Ze tato oblast je slozena ze dvou rovnoramennych pravotuhlych troju-
helniki s odvésnami o délce 3/4. Kdybychom tyto trojuhelniky pfilozili k sobé, dostaneme ¢tverec o obsahu

(3/4)2. Tedy
3\’ 9 7
W‘):l—(z) 1% 1%

Pravdépodobnost jevu A ted uréime jako podil miry mnoZiny pfiznivych pfipadi a miry mnoZiny vSech
moznych pripadii:

=
=
—_
—_
D

0.1.3 Operace s ndhodnymi jevy

Nyni probereme riizné operace, které lze s nahodnymi jevy provadét. Jelikoz jsme jevy definovali vlastné
jako mnoziny, budou tyto operace splyvat s mnozinovymi operacemi a obrazky téchto mnozin miizeme brat
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jako geometricky pravdépodobnostni model.

Jev opacny

U nékterych ndhodnych jevi je snazsi urcit pravdépodobnost, Ze se takovy jev nestane, nez pocitat prav-
dépodobnost zkoumaného jevu ptfimo.

Priklad 0.11. Hodime dvéma kostkami. Jaka je pravdépodobnost, Ze soucet ok na obou kostkach bude
vétsi nez 47

ResSeni. Ozna¢me jev popsany v zadani jako A. Uz vime, Ze pro hod dvéma kostkami mame 36 moznjch
vysledki. Kdybychom méli probrat vSechny moznosti vyhovujici A, bylo by to pracné. Jednodussi je vy-
loucit piipady, kdy soucet vétsi nez 4 neni. Pohledem na obrazek 1 (nebo i z hlavy) zjistime, Ze takovych
moznosti je celkem 6. Pravdépodobnost jevu A je tedy
~36—-6_ 30 5

P(A) =2 == =2 20833
W= =366 "

V tomto ptikladu jsme vyuzili tzv. opacny jev:
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Definice 0.12 (Jev opa¢ny). Opaény jev (nebo téz doplnek) k jevu A je jev,
ktery nastane pravé tehdy, kdyz nenastane jev A. Oznacime jej jako A a plati

A-0\4

(operace \ je mnozinovy rozdil), viz obrazek 4.

Z piikladu 0.11 uZ jste mnozi vytusili, jaky bude vztah mezi pravdépodobnostmi jevii A a A. Nyni tento
vztah odvodime obecné. Vyuzijeme toho, ze po¢et moznosti nevyhovujicich jevu A dostaneme tak, ze od
poctu vSech moznosti odec¢teme pocet moznosti jevu A vyhovujicich:

_ AL Q1A 19 1Al _

PA) =19 =g = 1o " =LA

Pro pravdépodobnost jevu opac¢ného k jevu A plati

P(A)=1- P(A). (4)
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15

|

Obr. 4: Opac¢ny jev

Prianik jevi

Mnohé jevy jsou zadané nékolika riiznymi podminkami, které maji platit zaroven.
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Definice 0.13 (Prunik jeva). Pruanik jeva A a B je jev, ktery nastane pravé
tehdy, kdyz nastanou jevy A a B soucasné, viz obrazek 5. Oznacime jej jako

ANB.

Jestlize jevy A a B soucasné nastat nemohou, tj. AN B = (), pak mluvime o jevech
neslucéitelnych nebo téz disjunktnich.

Piiklad 0.14. Popiste priniky jevi A a B a A a C z ptikladu 0.8 (hod dvéma kostkami) a urcete jejich
pravdépodobnosti.

Reseni. Jev A N B nastane, jestlize na bilé kostce padne Sestka a zaroveii bude soudet ok vétsi nez 10.
Tomu odpovidaji dvé moznosti, AN B = {(6,5), (6,6)}, a tedy
P(ANB) = 2 = 1 = 0,056.
36 18
Jev A N C nastane, jestlize na bilé kostce padne Sestka a zaroven bude na bilé kostce vétsi ¢islo nez na

¢ervené. Takovych moznosti je 5, ANC = {(6,1),...,(6,5)}, a tedy

P(ANC) = ;—6 =0,139.
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AUB
ANB
Obr. 5: Prinik jeva Obr. 6: Sjednoceni jevi

Poznamka 0.15. Mozna si néktefi z vas ze stiedni Skoly vybavuji vzorec P(A N B) = P(A) - P(B).
V této kapitole jej vSak zatim do zadného ramecku psat nebudeme, dockame se jej az v kapitole 7?7, kde
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vysvétlime, za jakych podminek plati. Na tomto misté si povSimnéme, Ze jeho platnost neni univerzalni —
v pravé uvedeném piikladu ndm vyslo P(AN B) = 1/18, zatimco P(A) - P(B) = (1/6) - (1/12) = 1/72!

Sjednoceni jevu

Definice 0.16 (Sjednoceni jevu). Sjednoceni jeva A a B je jev, ktery nastane
pravé tehdy, kdyz nastane alespon jeden z jevii A a B, viz obrazek 6. Oznacime jej
jako

AUB.

Piiklad 0.17. Popiste sjednoceni jevii A a B z piikladu 0.8 (hod dvéma kostkami) a urcete jeho pravdé-
podobnost.

Navic popiste sjednoceni jevu B s jevem D popsanym podminkou ,soucet ok bude roven 10“ a urcete
pravdépodobnost tohoto sjednoceni.

ReSeni. Jev AU B nastane, jestlize na bilé kostce padne Sestka nebo bude soucet ok vétsi nez 10 (pfipadné
nastanou oba tyto jevy soucasné). Uz vime, Ze jevu A odpovidd 6 moznosti, jevu B 3 mozZnosti, takze by
se mohlo zdat, Ze jevu AU B bude odpovidat 6 +3 = 9 moznosti. Z obrazku 1 vsak vidime, ze jev AU B se
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sklada ze 7 prvka: AU B = {(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6), (5,6)}. Kdybychom mechanicky secetli
pocty prvki A a B, tak by moznosti, které jsou obsazeny v obou jevech, byly zapoc¢itany dvakrat. Abychom
dostali spravny vysledek, musime jejich pocet odecist. Dohromady mame
6+3—2 7
P(AUB) = ——— = — =10,194.
( ) 36 36 ’

Jev B U D nastane, jestlize soucet ok bude vétsi nebo rovny 10. Tentokrat jevy B a D nemohou nastat
soucasné, takze staci se¢ist moznosti vyhovujici jevu B a D (ty jsou 3) a dostéavame, Ze

3+3 6 1

= = 0,167.

P(BUD) = % 366

O

Zobecnime-li pravé provedenou tivahu o poctech prvki dil¢ich jevli a poc¢tu prvki obéma jeviim spo-
leénym, dostaneme
_|AuB| |A[+|B|-|AnDB|
€ jo!

P(AUB) P(A)+ P(B) — P(AN B).
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Pro pravdépodobnost sjednoceni jevi A, B plati
P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B). (5)
Jsou-li jevy A a B neslucitelné, tj. nemohou-li nastat soucasné, pak

P(AUB) = P(A) + P(B). (6)

Maplety
Odkazy na nékteré maplety:

1. Kombinatorika — zjisténi poc¢tu a vypis vSech variaci, kombinaci, atd.

0.2 Axiomaticka definice pravdépodobnosti

V predchozim textu jsme vzdy pouzili samotné slovo ,,pravdépodobnost” — ,vSechny moznosti jsou stejné prav-
dépodobné. .. “. Pro intuitivni pochopeni pojmu pravdépodobnosti to tak (doufejme) stacilo. V této ¢asti predve-
deme, jak lze pravdépodobnost definovat formalné presné, ukazeme si tzv. axiomatickou definici pravdépodobnosti.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/Kombinatorika.html
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Vsechny dfive zavedené typy pravdépodobnosti pak budou jeji zvlastni pfipady. Nejprve musime piepracovat de-
finici ndhodného jevu.

Definice 0.18 (Jevové pole). Bud Q # () a S systém podmnozin mnoziny €2, ktery ma
tyto vlastnosti

1. QeS,

2. jestlize A € S, pak také A =Q\ A€ S,
3. jestlize Ay, € S, k=1,2,..., pak také |J Ay € S.
k=1

Pak S nazveme mnozinovou o-algebrou a dvojici (€2, S) nazveme jevovym polem.
Mnozinu A C 2 nazveme ndhodnym jevem, jestlize A € S.

D4 se ukazat, ze z podminek 1., 2., 3. vyplyva, Ze s kazdymi dvéma mnozinami A, B € S o-algebra obsahuje
nejen jejich dopliky (viz podminka 2.), ale i jejich sjednoceni, prinik a rozdil, tj. o-algebra je systém uzavieny
na obvyklé operace s mnozinami. Z podminek 1. a 2. také plyne, ze kazda o-algebra musi obsahovat prazdnou
mnozinu ().
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Definice 0.19 (Axiomaticka definice pravdépodobnosti). Necht (2,S) je jevové
pole. Pak zobrazeni P: & — R nazveme pravdépodobnosti, jestlize spliiuje nasledujici t¥i
axiomy:

1. P(Q) =1,
2. P(A) > 0 pro kazdé A € S,

3. jestlize Ay € S, k = 1,2,..., jsou navzijem disjunktni jevy, A, N A; = 0 pro i # j,
pak P(AjUAyU---) = P(Ay) + P(Ag) + - --.

Pro libovolny ndhodny jev A éislo P(A) nazveme pravdépodobnosti jevu A.
Trojice (2, S, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor.

Pravdépodobnost jsme tedy definovali jako funkci, ktera kazdé mnozin€ ze o-algebry S prifazuje jakousi ,veli-
kost*, pficemz ,velikost“ celé mnoziny €2 je rovna jedné.

Jestli vam pfijde zvlastni, Zze v pozadavcich na pravdépodobnost neni to, ze P()) = 0, tak vézte, Ze tato
odekavand podminka vyplyva z axiomd 1. az 3.: Plati Q = QUQUD U ..., a tedy, podle tfetiho axiomu, P(Q) =
=PQUOUDU...)=P(Q)+ P(®)+ P(0) + ---. Protoze podle prvniho axiomu je P(Q2) = 1, pfedchozi rovnost
miiZze byt splnéna jediné tak, ze P(()) = 0.

Sami si rozmyslete, ze klasickd pravdépodobnost definovand pomoci (1) s tim, Ze za jevové pole bereme sys-
tém vSech podmnozin zakladniho prostoru €2, spliiuje vSechny t¥i axiomy pravdépodobnosti. Stejné tak diskrétni
pravdépodobnost definovand pomoci (3).
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7 axiomu pravdépodobnosti se daji odvodit vlastnosti, které jsme v kapitole 7?7 vydedukovali specidlné pro
klasickou pravdépodobnost:

P(A) = 1-P(4)
P(A) + P(B), jestlize ANB =10
P(AUB) = P(A)+P(B)—-P(ANB)

)
=
c
)
I

0< P(A) <1

0.3 Podminéna pravdépodobnost, zavislost a nezavislost nahod-
nych jevua

0.3.1 Podminéna pravdépodobnost

Priklad 0.20. Zkousku délali studenti dvou obort: Automatizace a Silnoproud. Ze studentti Automa-
tizace uspélo 80 %, ze studentti Silnoproudu 75 %. Jestlize ndhodné vybereme jednoho studenta, jaka je
pravdépodobnost, Ze uspél?
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Reseni. Zalezi na tom, ze kterého oboru vybrany student je. Je-li z Automatizace, je odpovéd 0,8. Pokud
je ze Silnoproudu, pak 0,75. Ale jak to symbolicky zapsat? Oznacime-li jako jev A to, Ze vybrany student je
z Automatizace, jako S to, ze je ze Silnoproudu, a jako Z to, ze udélal zkousku, pak pravdépodobnost jevu
Z za podminky, Ze nastal jev A, zapiSeme jako P(Z|A). Tedy P(Z|A) = 0,8. Podobné P(Z|S) = 0,75 je
pravdépodobnost, ze student udélal zkousku, kdyz vime, Ze je ze Silnoproudu. Jestlize ale nevime, z jakého
oboru student je, pravdépodobnost Z na zakladé informaci ze zadani nejsme schopni urcit, zalezi na tom,
v jakém poméru byly pocty studenti obou obori. O

Pravdépodobnost jevu B za podminky, Ze nastal jev A, nazveme podminénou prav-

dépodobnosti a oznac¢ime ji
P(BJ|A).

0.3.2 Obecna definice podminéné pravdépodobnosti a nezavislosti nahod-
nych jeviu

Zatim jsme podminénou pravdépodobnost P(A|B) poditali tivahou — védéli jsme, Ze néjaky jev B nastal,
tim byl omezen pocet vSech moznosti a z nich jsme vybirali ty, které vyhovovaly i jevu A. U axiomatické
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definice pravdépodobnosti se neda mluvit konkrétné o néjakych poctech moznosti, ale zato mame pravdépo-
dobnost definovanou jako ,velikost* mnoziny. Proto si mizeme (analogickou tivahou jako v poznamce ?7)
podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky B predstavit tak, ze zkoumame, jakou ¢ast B tvori
AN B. Tim se dostavame k definici podminéné pravdépodobnosti:

Definice 0.21 (Podminéna pravdépodobnost). Necht (€2, S, P) je pravdépodob-
nostni prostor, A, B € S, P(B) > 0. Pak ¢islo

P(ANB)

P(AIB) = ~ 5

nazveme pravdépodobnost jevu A za podminky B.

Nezavislost jevt jsme zatim také posuzovali podle konkrétniho zadani. Z podstaty véci jsme vidéli, jestli
se néjaké jevy A, B navzajem ovliviuji ¢i nikoli. Ukézali jsme, Ze u klasické pravdépodobnosti pro nezavislé
jevy plati rovnost (?7?). Tuto rovnost ted pouzijeme pro definici nezavislosti pro pfipad, Ze pracujeme s
abstraktnim pravdépodobnostnim prostorem, kde jevy slovné nijak popsany nejsou.
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Definice 0.22 (Nezavislost jevil). Rekneme, ze ndhodné jevy A, B jsou nezavislé,
jestlize
P(ANB)= P(A)- P(B).

Piiklad 0.23. Vime, ze P(A) =0,4, P(B) =0,6 a P(AU B) = 0,7. Jsou jevy A, B nezavislé?
Reseni. Nejprve uréime pravdépodobnost priniku zadanjch jevi:
P(AUuB)=P(A)+P(B)—P(AnB) = P(ANnB)=P(A)+P(B)—P(AUB)=0,4+0,6-0,7=0,3.

Vidime, ze
P(A)-P(B)=0,4-0,6=0,24 # 0,3,

takze jevy A, B nezavislé nejsou. O

0.3.3 Uplna pravdépodobnost a Bayestiv vzorec

Vratme se nyni k pfikladu 0.20 a dopliime zadani:
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Priklad 0.24. Zkousku délali studenti dvou oborti: Automatizace a Silnoproud. Studenti Automatizace
bylo celkem 60 a uspélo jich 80 %, studentt Silnoproudu bylo 40 a uspélo 75 %. Jestlize ndhodné vybereme
jednoho studenta, jaka je pravdépodobnost, ze uspél?

Reseni. Pouzijeme oznaceni jevii A, S a Z z ptikladu 0.20. K uréeni P(Z) musime spocitat, kolik student

z celkového poétu 100 uspélo. Vidime, Ze to bylo 60 - 0,8 + 40 - 0,75 = 78. Vysledek je tedy P(Z) = 0,78,

ale vypocet jesté jednou rozepiseme, protoze se snazime dojit k obecnéjSimu vzorci:
~60-0,8+40-0,75 60 40

P(2) 00 = 10508+ 1gg 075 = P(A) - P(Z|A) + P(S) - P(Z]5).

O

Zobecnéme nyni situaci z prikladu 0.24. Predpokladejme, ze mnozinu vsech vysledkt €2 Ize rozepsat jako
sjednoceni navzajem disjunktnich jevll Hy, ..., H,, tzv. hypotéz. Hypotézami se mysli mozné vychozi stavy,
v predchozim piikladu by to byly obory, ze kterych student mohl byt. Budeme zkoumat pravdépodobnost
urc¢itého jevu A, kdyz znadme podminéné pravdépodobnosti pti platnosti jednotlivych hypotéz P(A|H;),
1 =1,...,n. Odvodime nyni vzorec podobny tomu, ktery jsme ukézali v ptikladu 0.24. Jev A miZeme rozdélit na
¢asti, které spadaji do jednotlivych hypotéz, viz obrazek 7, tj.

A=(H NA)U(HNA)U---U(H,NA).

Jevy HiNA,i=1,...,n, jsou navzajem disjunktni, takze pravdépodobnost sjednoceni mtizeme rozepsat podle (6)
jako soucet jednotlivych pravdépodobnosti. Na kazdy sc¢itanec pak aplikujeme pravidlo o pravdépodobnosti pri-
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niku (?7?):

P(A)=PHNA)+---+P(H,NA)=P(Hy) P(A|Hy) +---+ P(H,) - P(A|H,,).

Shrnutim pravé popsanych tvah je véta o uplné pravdépodobnosti.

Q2

Obr. 7: Uplna pravdépodobnost
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Véta 0.25 (O uplné pravdépodobnosti). Necht Hy, Hs, ..., H, jsou navzdjem
disjunktni ndhodné jevy (tzv. hypotézy) takové, e P(H;) > 0 proi = 1,....n a
56H1UH2UUHTL:Q

Pak pro kazZdy ndhodny jev A plati

P(A) = P(H,)-P(A|H,)+ P(H,) - P(A|Hy) +---+ P(H,) - P(A|H,) (7)

= ZP(Hz') - P(A|H;) .

Zavisi-li tedy pravdépodobnost jevu A na tom, kterd z moznych vychozich hypotéz nastala, muzeme ji
pocitat podle vzorce (7), podobné jako v piikladu 0.24. Nékdy jsme postaveni pied opaény problém: uz
vime, jak pokus dopadl, a ptadme se na pravdépodobnost nékteré z hypotéz.

Priklad 0.26. V situaci z piikladu 0.24 jsme ndhodné vybrali jednoho studenta a ten ndm radostné
oznamil, ze zkousku udélal. Jaka je pravdépodobnost, ze je ze Silnoproudu?

ResSeni. Reseni je snadné: uz vime, Ze zkousku udélalo 78 studenti, z ¢eho# ze Silnoproudu jich bylo 30.
Tedy pravdépodobnost, ze student je ze Silnoproudu, kdyz vime, ze zkousku udélal, je P(S|Z) = 30/78.
Ted si predstavme, Ze nevime, Ze studentd je celkem 100, ale pouze to, Ze z Automatizace jich je 60 %
a ze Silnoproudu 40 %. Chceme-li opét vypocitat P(S|Z), staci urcit, jakou ¢ast studentii, ktefi zkousku
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udélali, tvofi studenti ze Silnoproudu. Z celkového poctu (af uz je jakykoli) zkousku udélalo 78 % a téch,
kdo jsou ze Silnoproudu a maji zkousku, je 30 %. Vysledek tedy bude tentyz. RozepiSeme, jak jsme k nému
dosli, protoze za chvili situaci zobecnime.

P(SNZ 0,4-0,75
P(S|Z) = ( ) = — .
P(Z) 0,6-0,8+0,4-0,75
]
Obecné pro vypocet tzv. aposteriorni pravdépodobnosti (aposteriori® = ,po“ provedeni kontroly, ex-

perimentu, apod.) nékteré z hypotéz plati:

Véta 0.27 (Bayesuv vzorec). Jestlize P(A) > 0, pak pro kazdé j =1,...,n plati

_ P(Hj)- P(A|H;) P(H;) - P(A|H;)
PHEN) === = B P + -+ PUL) P )

Vzorec (8) je dusledkem (?7), (??) a (7):
PH;NA) P(Hj) - P(A|H;)
P(4) P(Hy) - P(A|Hy) + -+ P(Hy) - P(A[Hp) -

P(H;|4) =
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Priklad 0.28. Vime, Ze pravdépodobnost, Ze Honza na péalce pfi baseballu dobfe odpali mic, je 0,1.
Pravdépodobnost, ze kdokoli jiny z jeho tymu dobfe odpali, je rovna 0,3. V jednom tymu je celkem devét
hract. Z radia se dovidame, ze Honztv tym je na palce, a slySime: Je to zasah! Jaka je pravdépodobnost,
ze rozhlasovy reportér mluvi o Honzovi?

vvvvvv

pocty kusi. Predstava vedouci k vysledku je tato: Kdyby se ,pokus® ze zadani mnohokrat opakoval (tj.
opakované bychom nahodné vybrali jednoho hréce, ktery by odpalil), jakou ¢ast piipadii, kdy byl mic¢
zasazen, by tvorily pfipady, kdy byl na palce Honza? Neboli: jakou ¢ast pravdépodobnosti, ze mi¢ bude
zasazen, tvori pravdépodobnost, Ze mi¢ bude zasazen Honzou? Kazdopadné musime urc¢it pravdépodobnost,
ze mi¢ bude zasazen. PouZijeme k tomu vzorec pro plnou pravdépodobnost (7).

Ozna¢me jevy H; ...Honza je na palce, Hy ...nékdo jiny z Honzova tymu je na palce. Tyto dva jevy
tvori disjunktni pokryti, protoze vycerpavaji vSechny situace, které nas zajimaji, a pfitom nemohou nastat
soucasné. Dale A ...Honzlv tym zasahl mic.

P(A) = P(H,) - P(A|H,) + P(H,) - P(A|H,) = % -0,1+ g .0,3.

Nasim tkolem je zjistit P(H;|A), k tomu pouzijeme (8):

P(H,|A) = P(HI)F;(Z()A|H1) _ 51.
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0.4 Nahodné veliCiny

Procesti, kde nas zajima ciselny vysledek, je celd fada. Miizeme napt. sledovat zivotnost vyrobku, pocet
pristuptt na pocitacovy server, atd.

Nahodna veli¢ina (nebo téz ndhodnd proménnd) je velicina X, jejiz hodnota je
jednoznac¢né urcena vysledkem nahodného pokusu.
Je to funkce, kterd prvkiim mnoziny ) prifazuje realna cisla,

X: Q=R

Nahodné veli¢iny budeme znacit velkymi pismeny, nejcastéji X.

Priklad 0.29. Hodime dvéma mincemi. Nahodné veli¢ina X udava, kolikrat padl lic.
Mnozina €2 vSech moznych vysledkti pokusu ma 4 prvky,

Q={RR,RL,LR,LL},
kde R znamena rub a L lic. Nahodna veli¢ina X jednotlivym moznostem prirazuje ¢iselné hodnoty:

X(RR)=0, X(RL)=1, X(LR)=1, X(LL)=2.
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Nahodny jev, ktery by byl slovné popsan ,lic padl pravé jednou”, lze nyni vyjadrit pomoci ndhodné veli¢iny
X jako [X = 1]. Podobné jev ,lic padl asponi jednou“ se pomoci X zapiSe jako [X > 1].

Obecné zépisem [X = z] rozumime nahodny jev slozeny ze vSech w € Q, pro kterd je X(w) = =z,
tedy [X = 2] = {w € Q: X(w) = z}, analogicky [X < z|] = {w € Q: X(w) < z}, apod. Jak asi
tusite, hlavnim cilem bude pocitat pro nahodné veli¢iny rtzné pravdépodobnosti. Abychom se vyhnuli
nadmérnému mnozstvi zavorek, nebudeme psat napt. P([X = 1]), ale pouze P(X = 1), atd.

Zapis P(X = xz) ¢teme: ,Pravdépodobnost, ze ndhodné veli¢ina velké X nabude

hodnoty malé z.“
Podobné pro P(X < z), P(X > x), atd.

Priklad 0.30. Pro nadhodnou veli¢inu X z ptikladu 0.29 plati
3
P(X=1)=-=05, PX<1)= 1= 0,75.

Zakladni typy nahodnych veli¢in

Nahodné veli¢iny lze rozdélit velmi podobné jako ¢iselné statistické znaky, o kterych jsme mluvili v ka-
pitole ??7. Nékteré mohou nabyvat pouze konecné mnoha hodnot, typickym piikladem jsou pocty prvki



0.4 NAHODNE VELICINY 34

s urcitou vlastnosti. Jiné se mohou rovnat cemukoli z néjakého intervalu, prikladem by byla jiz zminéna
zivotnost vyrobku.

Vv

e diskrétni — mohou nabyvat pouze hodnot z urc¢ité konecné nebo spocetné mnoziny

e spojité — mohou nabyvat kterékoli hodnoty z ur¢itého intervalu

Metody riiznych vypocti se budou lisit podle toho, jakého typu zkoumana nahodné veli¢ina bude.

0.4.1 Diskrétni nahodné veli¢iny

Definice 0.31 (Diskrétni nahodna veli¢ina). Ndhodna veli¢ina X se nazyva dis-
krétni, jestlize jeji obor hodnot je nanejvys spocetna mnozina. To znamena, ze X se
bud miiZe rovnat jen konecéné mnoha hodnotam, nebo sice nekoneéné mnoha hodno-
tam, ale tyto hodnoty lze sefadit do posloupnosti.
Hodnoty, kterych diskrétni ndhodna veli¢ina miize nabyvat, oznac¢ime x1,zs,... a
jejich pocet oznacime n, pricemz n muze byt i co.
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0.4.2 Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce

Definice 0.32 (Pravdépodobnostni funkce). Pravdépodobnostni funkce dis-
krétni ndhodné veli¢iny X je funkce p: R — (0, 1), ktera je definovana jako

p(r) = P(X = ). (9)

Vztah (9) ¢teme: ,,Hodnota funkce malé p v bodé malé x je rovna pravdépodobnosti, Ze nahodna veli¢ina
velké X se bude rovnat malému z.“ Poznamenejme, Ze plati Z p(z;) = 1.

1

Priklad 0.33. N&hodna veli¢ina X udéava pocet ok, ktera padnou pii hodu hraci kostkou. Najdéte prav-
dépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny X. Pak vypoctéte pravdépodobnost jevu A, Zze padne sudé ¢islo.

ReSeni. Nahodn4 veli¢ina X miize nabyvat pouze hodnot z mnoziny {1,2,3,4,5,6}. Uzitim klasické prav-
dépodobnosti dostavame, ze hodnota p(i) = 1/6 pro i € {1,2,3,4,5,6}. Jesté si uvédomme, Ze pro jakou-
koli hodnotu z ¢ {0, 1,2, 3,4} je p(x) = 0. Hodnoty pravdépodobnostni funkce miizeme zapsat do tabulky:

s [ 1]2]3]4]5]6]jnak
p@) 515 5!15lsls| O
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Graf pravdépodobnostni funkce je na obrazku 8.
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Obr. 8: Graf pravdépodobnostni funkce z ptikladu 0.33

P(A) =p(2) +p(4) +p(6) = 1/2.
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Kromé pravdépodobnostni funkce se k popisu ndhodnych veli¢in pouziva distribu¢ni funkce.

Definice 0.34 (Distribu¢ni funkce). Distribuéni funkce nédhodné veliciny X je
funkce F': R — (0, 1), ktera je definovana jako

F(z) = P(X <ux). (10)

Vztah (10) ¢teme: ,Hodnota funkce F' v bodé malé z je rovna pravdépodobnosti, Ze ndhodné veli¢ina

velké X nabude hodnoty mensi nebo rovné malému z, tj. hodnoty z intervalu (—oo, x).“ Definice 0.34 plati
univerzalné pro vSechny nahodné veli¢iny, nejen pro ty diskrétni. Zdiraznéme, Ze pismeno F' v oznaceni
funkce je velké. Funkci oznacenou malym f budeme pouzivat u spojitych nahodnych veli¢in a bude mit
jiny vyznam.
Poznamka 0.35. Nékdy se pouzivé také definice F'(z) = P(X < z), tj. s ostrou nerovnosti. Tuto definici
lze nalézt i ve starsich skriptech pro FEKT a FIT i ve starsi verzi sbirky z pravdépodobnosti. A proto
pozor: kdyz budete zkoumat néjaky piiklad ze starsi verze sbirky, resp. ze starsich zadani pisemek, miize
se stat, ze pfedvadéné feSeni nebude v souladu s definici (10). My se v8ak striktné budeme drzet definice s
nerovnosti neostrou!
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Priklad 0.36. Najdéte distribuc¢ni funkci ndhodné veli¢iny z prikladu 0.33.

Reseni. Nejprve najdeme hodnoty distribu¢ni funkce v bodech z mnoziny {1,2,3,4,5,6} a potom se
podivame, jak se distribuc¢ni funkce chova jinde.
Hodnota distribu¢ni funkce v bodé z =1 je:

Plr) = P(X < 1) = P(X =1) = p(1) =

Hodnota v bodé = = 2 je:

P(X§2):F(2):P(X§2):P(X:0)+P(X:1):p(0)+p(1):% é:%

Podobné pokracujeme dal. Pii vypoctu vzdy mizeme vyuzit hodnotu funkce F' v predchozim bodé:

F() = POXS3)=p(1)+p(2) +p(3) = F@)+p(3) =5+ 5= 5,
F() = P(X <4) = p(0) +p(1) +p(2) +p(3) = F(3) +p(3) = 5 + 5 =3,
F(3) = P(X <5)=p(0) +p(1) + p(2) +p(3) + p(4) +p(5) = F(4) +p(5) = 5 + 5 = ¢

F(6) = P(X<8)=F()+p0)=2+c=1

=
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Na rozdil od pravdépodobnostni funkce distribu¢ni funkce v jinych nez tabulkovych bodech neni nulova.
V nasem piikladu je F(z) rovno nule pro vSechna z < 1. Dosadime-li do F' jakékoli ¢islo vétsi nez 6,
dostaneme jednicku. Jesté zbyvaji hodnoty, které lezi mezi tabulkovymi body. Dosadime-li napt. do F
néjaké z € (2,3), feknéme x = 25, dostaneme F'(2,5) = P(X < 25). Pocet ok je mensi nebo roven 2,5,
jestlize nabyva nékteré z hodnot 1,2, takze F'(2,5) je stejna jako F'(2). Podobné napi. F(3,1) = F(3), atd.

Dohromady dostavame
(

0 proz € (—o0,1),
¢ prox e (1,2),
s prox € (2,3),
F(z)=4q31 proxze(3,4),
2 proz € (4,5),
% pro z € (5,6),
|1 proz € (6,00).

Graf distribu¢ni funkce je na obrazku 8. [



0.4 NAHODNE VELICINY 40

1.29

11 [ .

]
0.8
[
Y 0.6
]
0.4
I
0.2
| —)
D_' T \
1 2 3 £ 153 g =}

Obr. 9: Graf distribu¢ni funkce z prikladu 0.36
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Vlastnosti distribuéni funkce diskrétni nahodné veli¢iny
L F(x) = 3 plx:)
x; <z
2. Graf funkce F' ma schodovity tvar: je po ¢astech konstantni, schody jsou v bodech
x; a jejich vysky jsou hodnoty pravdépodobnostni funkce p(z;), tj.

p(z;) = F(z;) — lim F(x).

Jsou-li hodnoty z;, ¢« = 1,...,n sefazené vzestupné podle velikosti, tj. 71 < x5 <
< x3 < ..., lze posledni vztah (mozné srozumitelnéji) zapsat jako

p(z1) = F(z1), p(a;) = F(x;) — F(x;—1) proi =2,3,. ..

Z definice distribu¢ni funkce coby ,kumulativni“ pravdépodobnosti vyplyvaji dalsi vlastnosti, které
plati univerzalné, tj. nejen pro diskrétni ndhodné veli¢iny.
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Vlastnosti distribuéni funkce jakékoli nahodné veliiny
1. 0 < F(z) <1 pro kazdé = € R,

2. F je neklesajici, tj. kdyz a < b, pak F(a) < F(b),

3 xgr_noo F(z) =0, xlgglo F(z) =1,

4. P(X > a) =1— F(a) pro kazdé a € R,

5. Pla < X <b)=F(b) — F(a) pro kazdé a,b e R, a < b

6. I' je zprava spojita, tj. tlir:g F(t) = F(x).

Stfedni hodnota

Definice 0.37 (Stfedni hodnota diskrétni nahodné veli¢iny). Stfedni hodnotu diskrétni ndhodné
veli¢iny X ozna¢ime FX (jind pouzivana znaceni: E(X), u(X), 1) a definujeme ji vztahem

EX = ixz - p(x;). (11)
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Priklad 0.38. Vypoctéte stiedni hodnotu ndhodné veli¢iny X z prikladu 0.33.
Reseni.
11 21

1 1 1 1
EX=1--4+9.2 Za4. =  Z  Z _
6+ 6+3 6+ 6+5 6+66 5 3,9

Pti mnoha hodech kostkou tedy lze ocekavat, ze primérna hodnota poctu hozenych ok bude nékde kolem
3,5. m

Vlastnosti stfedni hodnoty
1. Jestlize X a Y jsou nahodné veli¢iny, pak

E(X+Y)=EX+LEY. (12)
2. Jestlize X je ndhodna veli¢ina a ¢ € R, pak
E(cX) =cEX. (13)
3. Jestlize X a Y jsou ndhodné veli¢iny a a, b, c € R, pak
E(a4+bX +c¢Y)=a+bEX + cEY.
4. Jestlize X a Y jsou nezavislé nahodné veliciny, pak

E(X-Y)=EX-EY.
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Rozptyl
Definice 0.39 (Rozptyl a smérodatna odchylka diskrétni ndhodné veli¢iny). Rozptyl nahodné
veliciny X je

DX = E(X — EX)*. (14)
PouZivd se té7 termin disperze nebo variance a jind oznaceni jsou V(X),0? Smérodatné odchylka o je

odmocnina z rozptylu:
c=VvVDX.

U diskrétnich nahodnych veli¢in rozptyl pocitame jako
DX = Z (Zx - p( ) — (EX)? = BE(X?) — (EX)2, (15)

Priklad 0.40. Vypoctéte rozptyl a smérodatnou odchylku ndhodné veli¢iny X z piikladu 0.33.

ResSeni. Pro vypocet rozptylu potiebujeme znat st¥edni hodnotu £X. Tu uz jsme spoéitali v pikladu 0.33,
EX = 3,5. Rozptyl je tedy

1 1 1 1 1 1 7\? 91 49\ 2
L o 2 a2 oo (8 22 () Z9q97.
6 " 6 6 672 67" % (2) 6 <4) ’

DX =142 43— 44
Smérodatna odchylka je o = /2,197 = 1,708. O]



0.4 NAHODNE VELICINY 45

Podobné jako pro rozptyl statistického znaku (viz (?7), (??)) plati pro rozptyl ndhodné veli¢iny:

Vlastnosti rozptylu
1. DX >0
2. Jestlize a € R, pak

D(a+ X)=DX.
3. Jestlize a € R, pak

D(aX) = a*DX. (16)
4. Jestlize a,b € R, pak

D(a+bX)=a+b"DX.

5. Jestlize X a Y jsou nezavislé ndhodné veliciny, pak

D(X £Y) = DX + DY. (17)
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0.4.3 Vyznamna diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti

Nektera rozdéleni pravdépodobnosti se ¢asto opakuji v rtiznych redlnych situacich, a proto si zaslouzila
vlastni nazvy. Pro takova rozdéleni zname jejich vlastnosti — pravdépodobnostni funkci, stfedni hodnotu a
rozptyl, pfipadné i dalsi charakteristiky. Statistické softwary mivaji pro praci s témito rozdélenimi specialni
funkce. Pfi feseni praktickych problémii pak staci rozeznat typ rozdéleni a dosadit do prislusnych vzorcu.

Alternativni rozdéleni

Nejjednodussi rozdélenti je tzv. alternativni — ndhodna veli¢ina nabyva hodnoty 0 nebo 1 podle toho, zda se
pokus podaril nebo nepodaril. Takova nahodna velic¢ina by sama o sobé moc zajimava nebyla, ale pouziva

vvvvvv

Priklad 0.41. Stielec vystfeli do terce, pravdépodobnost zasahu je 0,8. Nahodna veli¢ina X udava, jestli
trefil: polozime X = 1, jestlize ano, a X = 0, jestlize ne. Najdéte pravdépodobnostni funkci, vypoctéte
stfedni hodnotu a rozptyl nahodné veliciny X.

Reseni. Pravdépodobnostni funkce je

T 0 1 | jinak
p(z) ]/ 02]08| 0
Stredni hodnota je EX =0-0,2+1-0,8 = 0,8 a rozptyl je
DX =0?-02+1%-0,8-0,8=0,8-(1-0,8) =0,16. ]
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Jestlize pravé uvedeny priklad zobecnime — nebude fe¢ zrovna o stiileni a pravdépodobnost tspéchu
nebude konkrétné 0,8, nybrz n&jaké p € (0,1), pak bude piislusnd ndhodna veli¢ina popsana takto:

Provadime pokus, u kterého tspéch nastane s pravdépodobnosti p a netispéch s prav-
dépodobnosti 1 — p. Nadhodna veli¢ina X, ktera udéva, zda tspéch nastal (X = 1),
nebo nenastal (X = 0), méa alternativni rozdéleni pravdépodobnosti, piSeme

X ~ A(p).

Pravdépodobnostni funkce: p(0) =1 — p, p(1) = p,
stfedni hodnota EX = p, rozptyl DX = p(1 — p).

Binomické rozdéleni

Uvazujme experiment takové povahy, Ze mohou nastat jen dva rizné vysledky, které se navzajem vylu-
¢uji (nemiize k nim dojit soucasné): ,ispéch® a ,netspéch® (,ispéch* nemusi znamenat nic svétoborného;
oznacuje se timto terminem proto, Zze se jednd o ten ze dvou moznych vysledki, na ktery se ve svych
tvahéch chceme zamétit). Pravdépodobnost uspéchu je p, pravdépodobnost netspéchu 1 — p. Tento pokus
n-krat nezavisle zopakujeme. Slovo ,nezavisle“ znamena, ze vyskyt tspéchu pfi jednom opakovani expe-
rimentu nema vliv na to, zda pfi druhém a dalSich opakovanich nastane tispéch nebo ne. Za této situace
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budeme pocitat, kolikrat v celkovém poctu n pokusi nastal iispéch. Nahodna velicina X udavajici pocet
uspéchit v n nezavislych pokusech méa tzv. binomické rozdéleni pravdépodobnosti, coz budeme zapisovat
jako X ~ Bi(n,p).

p(k:)z(Z)-pk-(l—p)"k, k=0,1,...,n EX=n-p DX =n-p-(1—-p).

Dobry modelovy ptiklad pro tuto situaci je opakované hazeni kostkou:

Priklad 0.42. Hézeme ¢tyfikrat kostkou. Ndhodné veli¢ina X udavé, kolikrat pfitom padne Sestka. Na-
jdéte pravdépodobnost jevu A, Ze Sestka padne alespon dvakrat a urcete jeji stfedni hodnotu a rozptyl
nahodné veliciny.

ReSeni. Pravdépodobnost, Ze pfi jednom hodu padne Sestka, je p = 1/6, a pravdépodobnost, ze Sestka
nepadne, je 1 — 1/6 = 5/6. Hody jsou navzajem nezavislé Jedna se o Bi(1/6,4) tedy

P3) = (g) ' (é)3%:4' (é)3%= % p(4) = (é)4= Tl% P(A) =p(3) +p(4) = %

px—ar -2 px_4L5_3
6 3 66 9
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0.4.4 Spojité nahodné veli¢iny

Nyni se budeme vénovat spojitym ndhodnym veli¢indm, tedy takovym, které mohou nabyvat nespocetné
mnoha hodnot. Spojitou nahodnou veli¢inou muze byt napt.:

e zivotnost baterie,
e namérend hodnota napéti v siti,
e délka casového intervalu mezi dvéma pristupy na server.

U diskrétnich ndhodnych veli¢in jsme pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina X padne do urcitého inter-
valu, pocitali pomoci sou¢tu hodnot pravdépodobnostni funkce. Napt. u ndhodné veli¢iny z prikladu 0.42
(pocet Sestek ve ¢tyfech hodech) by P(2 < X < 4) byla p(2) + p(3) + p(4). U spojitych ndhodnych veli¢in
pro vypocet P(a < X < b) také musime projit vSechny moznosti, které do zadaného intervalu spadaji.
Protoze je téchto moznosti nespocetné mnoho, se sumou uz zde nevystacime.

Definice 0.43 (Spojita nahodna veli¢ina). Nahodnd veli¢ina X se nazjva spo-
jité, jestlize existuje nezaporna funkce f: R — R takova, Ze pro kazdé a,b € RU{oo},
a < b, plati

Pla< X <b) = /bf(:t)da:. (18)

Funkce f se nazyva hustota pravdépodobnosti nahodné velic¢iny X.
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Podobné jako soucet vsech hodnot pravdépodobnostni funkce musel byt roven 1, i zde plati

/ flz)de =1 (19)

neboli obsah plochy mezi grafem hustoty a osou x musi byt roven 1.

Kromé hustoty je pro praci se spojitymi nédhodnymi veli¢inami mimotfadné uzitecnd distribucéni
funkce. Tato funkce definovana jako

F(z) = P(X < z).

U diskrétnich ndhodnych veli¢in jsme pfi vypoc¢tu hodnoty distribu¢ni funkce v daném bodé z scitali
hodnoty pravdépodobnostni funkce, ted budeme misto toho integrovat:

F(x):P(Xga:):P(—oo<X§x):/x f(t)dt.

Odtud plyne, ze zname-li distribu¢ni funkci F', pak hustotu f vypocteme jako jeji derivaci.
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Vztah distribuéni funkce s hustotou u spojité nahodné veli¢iny
Distribuc¢ni funkci F' vypocteme pomoci hustoty f jako

F(z) = / f(t)dt, (20)

zatimco hustota f se z distribuc¢ni funkce F' spocita jako

fx) = F'(x). (21)

V bodech, kde F”(x) neni definovana, mizeme f(x) zvolit libovolné.

Distribuc¢ni funkce spojité nahodné veli¢iny je spojita.

Priklad 0.44. Je dan kruh o poloméru ry. Urcete hustotu a distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny X, ktera
udava vzdalenost ndhodné vybraného bodu od stfedu kruhu, pricemz pravdépodobnost vybrani libovolného
bodu nezavisi na jeho poloze uvniti kruh. Urcete pravdépodobnost jevu A, Ze bod padne do mezikruzi,
které vznikne z daného kruhu vybranim kruhu se stfedem ve stfedu daného kruhu o poloméru ry/2.

Reseni. Nejdifve uréime distribuéni funkci F(z) = P(X < ) pro x € (0,7,), ¢emuz uZijeme geometrickou
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pravdépodobnost:

Tx? x?

})()( f; $) = ;;;g':: ;¥§.

Poznamenejme, ze F'(z) =0 pro z € R\ (0, r0). Hustotu potom ziskdme jako derivaci pro x € (0, )

o= (%) =%
0 0

a f(x) =0proz € R\ (0,79). Pravdépodobnost jevu A mizeme urc¢it pomoci integralu:

/—dx—

ro/2

Druhou moznosti je pfimé uziti distribuéni funkce P(A) = P(r¢/2 < X < rg) = F(ro)—F(ro/2) =3/4. O

Posledni pouzity obrat mtizeme povazovat za podstatny divod uzivani distribuc¢ni funkce

Pro spojitou ndhodnou veli¢inu X plati, ze pro kazdé a,b € RU {oc}, a < b,

Pla< X <b) = / F(@)de = F(b) — Fl(a). (22)
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Stiredni hodnota a rozptyl spojité nahodné veli¢iny

Stredni hodnota a rozptyl spojité ndhodné veli¢iny X se vypocitaji jako

EX = /:17 - f(z)dx (23)
DX = [ (x— EX)?- f(x)dz = / 22 f(r)dr — (EX)% (24)

Priklad 0.45. Vypoctéte stiedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny z ptikladu 0.44.

- 2z
ReSeni. Zopakujme, Ze hustota ndhodné veli¢iny X z predchoziho piikladu je f(r) = —. Stiedni hodnota
o



0.4 NAHODNE VELICINY 54

EX je podle vztahu (23)

o0 0 0 0 2 T0 2T0
EX:/ x-f(x)dx:/ x~0dx—|—/ —dx—l—/ r-0dr = |—2°| =—.
—00 —00 0 TO ) 3710 0 3

Rozptyl je podle (24) roven

ro 70 2 2 2 2
DX = / dx_(EX)ZZ/ 24— (BX)? = {ix‘l} _(%) _ o _ g _ 1o
0

7"0

0.4.5 Normalni rozdéleni

Normalni (nebo téz Gaussovo) rozdéleni pravdépodobnosti je nejvyznamnéjsi ze vSech pravdépodobnost-
nich rozdéleni. Jeho hustota mé tvar tzv. Gaussovy kiivky (viz obrazek 10). Normalnim rozdélenim lze
popsat napf. veli¢iny, jejichz hodnoty jsou ovlivnény velkym mnozstvim nepatrnych navzajem nezavislych
faktord. Predstavme si napf. automatizovanou vyrobu néjakych soucastek. Vysledny tvar by mél byt u
vSech soucastek viceméné stejny, je vSak ovlivnén mnoha vlivy. Dalsi dilezita oblast, kde se norméalni
rozdéleni pouzivéa, je zpracovani chyb vzniklych pfi méfeni, stielba atd. Diilezitost normélniho rozdéleni
spociva také v tom, ze pomoci néj lze aproximovat fadu dalsich rozdéleni.
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Néhodna veli¢ina X s normélnim rozdélenim se stfedni hodnotou EX = p (u € R) a
rozptylem DX = 02 (o > 0) m4 hustotu

f@) = ——— e, seR (25)
) = - e 202 s T .
V2t o
Zapisujeme
X ~ No(p,o?)
Yy

w— 30 p—o u pto w+30 x

Obr. 10: Graf hustoty normalniho rozdéleni

Graf hustoty norméalniho rozdéleni je soumérny kolem stfedni hodnoty p, kde funkce téz nabyva svého
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maxima. V bodech z = p + o jsou inflexni body (funkce se méni z konvexni v konkévni, resp. naopak).
Funkce f je kladnd pro vsechna redlna x, avSsak mimo rozmezi p + 30 uz graf s osou x témér splyva
(tzv. pravidlo t¥i sigma. Pfi praktickych vypoctech budeme pracovat s tzv. standardizovanym normélnim
rozdélenim.

Normaélni rozdéleni s parametry p = 0, 02 = 1 se nazjva standardizované (nebo téz
normované) norméalni rozdéleni. Ndhodnou veli¢inu s timto rozdélenim budeme znadit
U ~ No(0,1). Hustota ndhodné veli¢iny U je

—_
S

u

f(u) = ce” 2, uwelk (26)

Distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny U oznac¢ime @,

O(u) = P(U < u) = \/%7 /_u e 7 dt,

Funkci ®(u) nelze vyjadiit pomoci elementarnich funkei, avsak statistické pocitacové
programy (i nékteré kalkulacky) s ni umi pracovat. Navic jsou hodnoty funkce @
tabelovany.

Transformovana nadhodna veli¢ina (X — p)/0 mé standardizované norméalni rozdéleni U ~ No(0, 1).
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Jestlize X je ndhodna veli¢ina s normalnim rozdélenim se stiedni hodnotou p a roz-
ptylem 0%, X ~ No(u,c?), pak transformaci

(27)

ziskdme nahodnou veli¢inu se standardizovanym normalnim rozdélenim U ~ No(0, 1).
Vypocty pravdépodobnosti pro X pak provadime pomoci distribu¢ni funkce nahodné

veliciny U:
P(U<b;“>—q><b;“) (28)
P(X >a) = P(U>“_“>: —@(“_“) (29)

o o

Pla<X <b) = P(G_M<U<ZJTTM):<I>([)_M)—<I><G_M) (30)

P(X <)

g

Piiklad 0.46. Nihodna veli¢ina X udéavajici spotfebu barvy na 100 m? natirané plochy m4a normalni roz-
déleni se stfedni hodnotou p = 9 litrii a rozptylem o2 = 0,16, X ~ No(9;0,16). S jakou pravdépodobnosti
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bude spotieba barvy
a) vétsi nez 9,5 litru,
b) v intervalu 8,6 az 9,3 litru,

c¢) v intervalu (u — 30; p + 30)?

d) Pod jakou hranici lezi spotfeba barvy s pravdépodobnosti 0,997

Reseni. Protoze X ~ No(9;0,16), pouzijeme transformaci (27) ve tvaru

X—9_X—9_U
V016 04

Pozor na jmenovatel zlomku. Je v ném smérodatna odchylka o, nikoli rozptyl o2. Césti a), b) a c) nyni
budeme pocitat pomoci vztaht (28)—(30) a (??), hodnoty funkce ® vzdy najdeme v tabulkach 2 a 3:

a)ﬂX>ﬂﬁ%=P@h>%§):Pw>qga:1—¢u2mil—qw4zam6vW@mmﬁmmmwh
vysrafované plochy na obrazku 11.
mP@ﬁng&&:PG%9§U§%¥>:PP1§U§M®:
= ®(0,75) — ¢(—1) = ®(0,75) — (1 — ®(1)) = ¢(0,75) — 1 4+ ®(1) = 0,774 — 1 + 0,841 = 0,615 Vypocitali
jsme obsah sedé vybarvené plochy na obrazku 11.
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¢) Zde nebudeme dosazovat konkrétni hodnoty p a o, vypocet provedeme obecné:

w—30 — <U< w+30—p
o o
=®(3) —P(-3)=P(3) — (1 — P(3)) =29(3) — 1 =0,997.
U normaélniho rozdéleni naprosta vétsina hodnot (99,7%) lezi v intervalu (u — 30, i1 + 30) (= tzv. pravidlo
tii sigma, viz téz obréazek 10).

P(u—3a§X§u+30—):P< >:P(—3§U§3):

d) Hledame z, pro které plati P(X < x) = 0,99, viz obrazek 12. Musime tedy postupovat zpétné. Kdy-
bychom x znali, vypo¢itali bychom k nému pfislusné v = (z — 9)/0,4 a platilo by
P(X <z)=PU <u) =o(u) =0,99.
Najdeme u, pro které je ®(u) = 0,99. Pohledem do tabulky zjistime, Ze je to pfiblizné u = 2,33. Takze
z—9
0.4

=233 = 2=233-0,4+9=090932 litru

0.4.6 Centralni limitni véta

Uz jsme fekli, Ze norméalni rozdéleni dobfe popisuje veli¢iny, jejichz vysledna hodnota vznikd piisobenim
mnoha nezavislych vlivii. Nyni toto tvrzeni formulujeme presnéji. Pfedpokladejme, ze mame n navzajem
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y N

P(X < ) =0,99

86 9395 i
r=7 =z
Obr. 11: K prikladu 0.46, ¢ast a) (Srafovana plo- ” "
’ br. 12: K ptikladu 0.4 t d
cha) a b) (8eda plocha) Obr piikladu 0.46, éast )
nezavislych nahodnych veli¢in X, Xs, ..., X,,, které maji vSechny stejné rozdéleni (libovolné, ne nutné

normélni) se stfedni hodnotou EX; = p a rozptylem DX; = 02, i = 1,...,n. Budeme zkoumat soucet a
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prumeér vsech téchto velic¢in

i=1 i=1
Podle pravidel pro pocitani se stfedni hodnotou a rozptylem (viz (12)—(17); zdiraznéme, ze X; jsou neza-
vislé) mame
2
— — O
EY =nu, DY =no?, EX=pu, DX=-—.
n
Ukazuje se, Ze pro vzriistajici n se rozdéleni ndhodngch velicin Y a X pfiblizuje normalnimu rozdéleni
se stiedni hodnotou py = ny, resp. ux = p a rozptylem o3 = no?, resp. 0% = 0*/n neboli rozdéleni
transformovanych nahodnych veli¢in

Y — X — X —
\/_n—‘nol_jl, resp. ﬁy]:\/ﬁ O_M

n

se pfiblizuje standardizovanému normélnimu rozdéleni No(0, 1). A to je pravé obsahem tzv. centralni limitni
vety.
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Véta 0.47 (Lindenberg-Lévyho). Jestlize X, X, ..., X, jsou navzdjem nezdvislé
ndahodné veliciny, které maji vSechny stejné rozdeleni se stredni hodnotou EX; = 1 a
rozptylem DX; = 02, pak pro soucet a primér téchto ndahodnijch velicin

platt

pro kazdé u € R.
Jingmi slovy, pro dostatecné velké n (za prijatelné se povazuje n > 30) je

P(Y <y)=P (YJEW < u) = B(u), kde u= y\;ﬁzf‘

P(Ygx)zp<ﬁ~X_“§u) = B(u), kde u:\/ﬁ.“’_o_”“.

g
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0.4.7 Aproximace binomického rozdéleni pomoci normalniho rozdéleni

Vratime se nyni k jednomu z vyznamnych diskrétnich rozdéleni — binomickému. Nalistujeme-li zpét ob-
razky 77-?7?, vidime, zZe jejich tvar ponékud pifipomind Gaussovu kiivku. Binomické rozdéleni lze skutecné
pfiblizné nahradit (aproximovat) rozdélenim normalnim, a to tim lépe, ¢im je pocet pokust n vétsi. P¥i-
pomenime, Ze stfedni hodnota a rozptyl binomického rozdéleni pravdépodobnosti jsou

EX = np, DX =np(1—p).

Véta 0.48 (Moivre-Laplaceova). Necht ndhodnd velicina X uddva pocet dspéchii v sérii n nezdvislyjch
pokusi, kde v jednom pokusu uspéch nastdvd s pravdépodobnostip € (0,1), tj. X ~ Bi(n,p). Pak pro kaZdé

r € R plati
lim P(X <a2)=0 | ——2 |
n=r00 np(1 — p)

Piiklad 0.49. Firma vyrabi balicky ofechi po 200ks, pficemz 3/4 ofiskiu jsou burské a 1/4 liskové,
dokonale se promichaji, a pak se teprve sypou do balickii. Jestlize koupime jeden balicek ofechii, jaka je
pravdépodobnost, Ze pocet liskovych ofechtl je v intervalu (47, 56)7
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Reseni. Nahodna veli¢ina X udéavajici pocet liskovych ofechti v jednom balicku mé rozdéleni Bi(200; 0,25).
Ptimy vypocet

P(AT< X <56) = P(X =47) + P(X =48) + --- + P(X = 56) =

200 200 200
_ 9547 153 9548 152 9556 144 9
(47>O, 970,757 + (48)0’ 50,7577 + - + (56)07 5°°0,75 0,57

byl proveden pomoci vhodného matematického softwaru, ,ru¢né“ bychom k tomuto vysledku dosli jen
tézko.

Nyni vypocet zopakujeme pomoci nahrady binomického rozdéleni normalnim rozdélenim. Nejprve na-
jdeme stfedni hodnotu a rozptyl:

EX =pu=200-025=50, DX =0o%=200-0,25-0,75 = 37,5.

Ted pocitame stejné, jako kdyby X mélo normélni rozdéleni:

47 — 50 96 — 50
PAT< X <56)=P| —— < U< — | = P(0,98) — ¢(—-0,49) =
(< x <302 P (572 <0 < ) = 0l00) - (-0

= $(0,98) — (1 — ®(0,49)) = 0,524.

Je vidét, ze chyba od presného vysledku je v fadu procent (druhé desetinné misto). Pokud bychom pouzili
korekei (viz nésledujici piiklad ?7?), dostali bychom vysledek P(46,5 < X < 56,5) = 0, 569, jehoZ odchylka
od presného vysledku je v fadu desetin procenta (tfeti desetinné misto). O
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Tab. 1: Hodnoty distribuéni funkce ®(u) - 1.¢ast.

®(u)

u

®(u)

u

®(u)

u

®(u)

®(u)

0,00
0,01
0,02
0,03
0,04
0,05
0,06
0,07
0,08
0,09
0,10
0,11
0,12
0,13
0,14
0,15
0,16

0,5000000
0,5039894
0,5079783
0,5119665
0,5159534
0,5199388
0,5239222
0,5279032
0,5318814
0,5358564
0,5398278
0,5437953
0,5477584
0,5517168
0,5556700
0,5596177
0,5635595

0,17
0,18
0,19
0,20
0,21
0,22
0,23
0,24
0,25
0,26
0,27
0,28
0,29
0,30
0,31
0,32
0,33

0,5674949
0,5714237
0,5753454
0,5792597
0,5831662
0,5870604
0,5909541
0,5948349
0,5987063
0,6025681
0,6064199
0,6102612
0,6140919
0,6179114
0,6217195
0,6255158
0,6293000

0,34
0,35
0,36
0,37
0,38
0,39
0,40
0,41
0,42
0,43
0,44
0,45
0,46
0,47
0,48
0,49
0,50

0,6330717
0,6368307
0,6405764
0,6443088
0,6480273
0,6517317
0,6554217
0,6590970
0,6627573
0,6664022
0,6700314
0,6736448
0,6772419
0,6808225
0,6843863
0,6879331
0,6914625

0,51
0,52
0,53
0,54
0,55
0,56
0,57
0,58
0,59
0,60
0,61
0,62
0,63
0,64
0,65
0,66
0,67

0,6949743
0,6984682
0,7019440
0,7054015
0,7088403
0,7122603
0,7156612
0,7190427
0,7224047
0,7257469
0,7290691
0,7323711
0,7356527
0,7389137
0,7421539
0,7453731
0,7485711

0,68
0,69
0,70
0,71
0,72
0,73
0,74
0,75
0,76
0,77
0,78
0,79
0,80
0,81
0,82
0,83
0,84

0,7517478
0,7549029
0,7580363
0,7611479
0,7642375
0,7673049
0,7703500
0,7733726
0,7763727
0,7793501
0,7823046
0,7852361
0,7881446
0,7910299
0,7938919
0,7967306
0,7995458
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Tab. 2: Hodnoty distribuéni funkce ®(u) - 2.¢ast.

0,85
0,36
0,87
0,38
0,89
0,90
0,91
0,92
0,93
0,94
0,95
0,96
0,97
0,98
0,99
1,00
1,01

D (u)
0,8023375
0,8051055
0,8078498
0,8105703
0,8132671
0,8159399
0,8185887
0,8212136
0,8238145
0,8263912
0,8289439
0,8314724
0,8339768
0,8364569
0,8389129
0,8413447
0,8437524

u
1,02
1,03
1,04
1,05
1,06
1,07
1,08
1,09
1,10
1,11
1,12
1,13
1,14
1,15
1,16
1,17
1,18

D (u)
0,8461358
0,8484950
0,8508300
0,8531409
0,8554277
0,8576903
0,8599289
0,8621434
0,8643339
0,8665005
0,8686431
0,8707619
0,8728568
0,8749281
0,8769756
0,8789995
0,8809999

u
1,19
1,20
1,21
1,22
1,23
1,24
1,25
1,26
1,27
1,28
1,29
1,30
1,31
1,32
1,33
1,34
1,35

D (u)
0,8829768
0,8849303
0,8868606
0,8887676
0,8906514
0,8925123
0,8943502
0,8961653
0,8979577
0,8997274
0,9014747
0,9031995
0,9049021
0,9065825
0,9082409
0,9098773
0,9114920

u
1,36
1,37
1,38
1,39
1,40
1,41
1,42
1,43
1,44
1,45
1,46
1,47
1,48
1,49
1,50
1,51
1,52

D (u)
0,9130850
0,9146565
0,9162067
0,9177356
0,9192433
0,9207302
0,9221962
0,9236415
0,9250663
0,9264707
0,9278550
0,9292191
0,9305634
0,9318879
0,9331928
0,9344783
0,9357445

1,53
1,54
1,55
1,56
1,57
1,58
1,59
1,60
1,61
1,62
1,63
1,64
1,65
1,66
1,67
1,68
1,69

D (u)
0,9369916
0,9382198
0,9394392
0,9406201
0,0417924
0,9429466
0,9440826
0,9452007
0,9463011
0,9473839
0,9484493
0,9494974
0,9505285
0,9515428
0,9525403
0,9535213
0,9544860
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Tab. 3: Hodnoty distribuéni funkce ®(u) - 3.¢ast.

®(u)

®(u)

u

®(u)

u

®(u)

u

®(u)

®(u)

1,70
1,71
1,72
1,73
1,74
1,75
1,76
1,77
1,78
1,79
1,80
1,81
1,82
1,83
1,84
1,85
1,86

0,9554345
0,9563671
0,9572838
0,9581849
0,9590705
0,9599408
0,9607961
0,9616364
0,9624620
0,9632730
0,9640697
0,9648521
0,9656205
0,9663750
0,9671159
0,9678432
0,9685572

1,87
1,88
1,89
1,90
1,91
1,92
1,93
1,94
1,95
1,96
1,97
1,98
1,99
2,00
2,01
2,02
2,03

0,9692581
0,9699460
0,9706210
0,9712834
0,9719334
0,9725711
0,9731966
0,9738102
0,9744119
0,9750021
0,9755808
0,9761482
0,9767045
0,9772499
0,9777844
0,9783083
0,9788217

2,04
2,05
2,06
2,07
2,08
2,09
2,10
2,11
2,12
2,13
2,14
2,15
2,16
2,17
2,18
2,19
2,20

0,9793248
0,0798178
0,9803007
0,9807738
0,0812372
0,0816911
0,9821356
0,9825708
0,9829970
0,0834142
0,9838226
0,0842224
0,9846137
0,9849966
0,9853713
0,9857379
0,9860966

2,21
2,22
2,23
2,24
2,25
2,26
2,27
2,28
2,29
2,30
2,31
2,32
2,33
2,34
2,35
2,36
2,37

0,9864474
0,9867906
0,9871263
0,9874545
0,9877755
0,9880894
0,9883962
0,9886962
0,9839893
0,9892759
0,9895559
0,9898296
0,9900969
0,9903581
0,9906133
0,9908625
0,9911060

2,38
2,39
2,40
2,41
2,42
2,43
2,44
2,45
2,46
2,47
2,48
2,49
2,50
2,51
2,52
2,53
2,54

0,9913437
0,9915758
0,9918025
0,9920237
0,9922397
0,9924506
0,9926564
0,9928572
0,9930531
0,9932443
0,9934309
0,9936128
0,9937903
0,9939634
0,9941323
0,9942969
0,9944574

2,55
2,56
2,57
2,58
2,59
2,60
2,70
2,80
2,90
3,00
3,20
3,40
3,60
3,30
4,00
4,50
5,00

0,9946139
0,9947664
0,9949151
0,9950600
0,9952012
0,9953388
0,9965330
0,9974449
0,9981342
0,9986501
0,9993129
0,9996631
0,9998409
0,9999277
0,9999683
0,9999966
0,9999997
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