0.1 & TRANSFORMACE 1

0.1 % transformace

Rovnice popisujici vlastnosti diferen¢nich systémt mizeme fesit analogicky jako ve se spojitém pripadé
pomoci transformace. Touto transformaci je & transformace.

Definice 0.1. Nechf je dana posloupnost ¢isel {f,}5°,. Jestlize existuje alespon jedno komplexni ¢islo
0 # 2z # oo takové, Ze funkéni fada

R =YL 1)

konverguje, potom fekneme, ze posloupnost { f,}>°, je Z transformovatelna neboli pfipustna. Jeji soucet
F(z) je komplexni regularni funkce definovand v okoli bodu oo a nazyvame ji obrazem posloupnosti { f, }52.
Tuto skutecnost zapisujeme Z°{f,} nebo téz F(z) <> {f,}. Toto pfifazeni je jediné a nazyvame jej Z-
transformaci.

V dalsim textu budeme pro jednoduchost indexovani posloupnosti vynechavat, tj. symbolem { f,,} bu-
deme rozumét vzdy posloupnost {f,}22,. Poznamenejme, ze Casto byva posloupnost zapisovana pouze
pomoci n-tého ¢lenu f,, resp. posloupnosti funkénich hodnot f(n). Abychom vymezili mnozinu piipust-
nych posloupnosti zavedeme pojem index rtistu posloupnosti.

Definice 0.2. Rekneme, 7e posloupnost {f, } je ohrani¢eného riistu s indexem s, jestlize existuji konstanty
M, s takové, ze
|ful < Me®™ pro vSechna n € Ny.
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Véta 0.3. Plati, Ze posloupnost { f,} je Z transformovatelnd, pravé kdyz je ohraniceného ristu s indexem
s, kde s je vhodné cislo.

Piiklad 0.4. Snadno vidime, Ze posloupnost {a"} je ohrani¢eného ristu s indexem In |a|, pro libovolné
komplexni a. Jeji obraz nalezneme pomoci souc¢tu geometrické rady.

=, " 2 ran" 1 z
F(Z>:ZZ_”:Z<;) T l-az! z-a

n=0 n=0

Obdrzeli jsme vysledek ve tvaru
z

Z{a") =

z—a

Nez uvedeme vétu, kterda prehledné shrne zakladni vlastnosti 2 transformace, zavedeme nékteré dile-
zité pojmy analogické s pojmy vyskytujicimi se ve formulaci podobnych vét pro transformace integralni.
Dilezitym pojmem je konvoluce.

Definice 0.5. Konvoluci {f, * g,} posloupnosti {f,}, {g.} nazyvame posloupnost, pro jejiz ¢leny plati

vztah
n

fn *On = an—igi-

1=0
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Priklad 0.6. Spoctéme konvoluci nékolika jednoduchych posloupnosti

Ut [{gnd | {fn* gn}
{1} | {1}
{1} | {n}

ilz{n%—l}
éz:{g(nH)}

{1} [{fn} {i fit = {sn} posl. ¢ast. souctu
i=0

n} | {fu} {ém—im}=n<fn*1>—<nfn>*1

Poznamenejme, Ze jsou-li obé posloupnosti pripustné je i jejich konvoluce pripustna posloupnost. Navic
je konvoluce posloupnosti operaci, ktera je komutativni, distributivni a asociativni.

Definice 0.7. Nechf k je prirozené ¢islo. O posloupnosti {g,} = { fn+x} Fekneme, Ze vznikla z posloupnosti
{fn} posunutim o k mist vlevo, jestlize pro jeji ¢leny g, plati

Gn = futr pro n=0,1,2,....
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O posloupnosti {h, } = {f.—«} Fekneme, Ze vznikla z posloupnosti { f,,} posunutim o k& mist vpravo, jestlize
pro jeji ¢leny h,, plati

L _{O, pron=0,1,...,k—1;

"\ fok, PrONn=Fkk+1,....

Dalsi diilezitou operaci je vytvoreni posloupnosti diferenci k dané posloupnosti.

Definice 0.8. Nechf je zadana posloupnost { f,,} potom vyraz Af, = f.+1 — fn nazyvame prvni diferenci
a {Af,} posloupnosti diferenci. Diference vyssich fadi definujeme rekurentné pomoci prvni diference

AP fo = AN
a vyraz A*f, nazyvame k-tou diferenci a {AFf, } posloupnosti k-tych diferenci.

Piiklad 0.9. Spoctéme viechny diference posloupnosti f, = n?.

{0,1,4,9,16,25,...} fn =n? zadané posloupnost,
{1,3,5,7,9,16,...} Af,=2n+1 posloupnost prvnich diferenci,
{2,2,2,2,2,2,...} N2f, =2 posloupnost druhych diferenci,

{0,0,0,0,0,0,...} AFf., =0  posloupnost k-tych diferenci, kde k > 2.
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Véta 0.10. Predpoklddejme, Ze posloupnosti {f,}, {gn} jsou ohraniceného ristu nebo-li jsou obé pri-
pustné. Oznacme F(z) = Z{f.} a G(z) = Z{gn}, navic ddle predpoklidame, Ze n € N, a,b € C jsou
konstanty. Potom plati

Véta o Predmet Obraz
pozndmka
linearité a{fn} + bo{gn} aF(z) + bG(z)
podobnosti {a" [} F (f)
a
posunuti vpravo {fn-r} zFF(2)
posloupnost { f,_r} je doplnéna nulami
_ —
, K In
posunuti {fosr} 2N F(z) =) =
ZTL
n=0
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Veéta o Predmeét Obraz
pozndmka
derivaci obrazu {nfn} —2F'(2)
n < F
integraci obrazu { f— } / ﬁ d¢
n = 6
musiplatz’t fO = O; t] {fn/n} = {07 fla f2/27 s }
konvoluci predmétu {fn*gn} F(2)G(z)
k—1
diferenci {A*f} (z—=1DFF(2) — 2 > (2 — D11 AL
i=0
posloupnost A* je také pripustnd, A°f, = f,
castecnem - z
nf — 3 F
souctu {sn} {; / } z—1 (2)
posloupnost {s,} je také pripustnd
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Na misto provadéni diikazii procvic¢ime pouziti jednotlivych vét pii hledani obrazt pripustnych posloup-
nosti.

Priklad 0.11. Pomoci vysledku v Pfikladu 0.4 a véty o linearité miZeme odvodit s vyuzitim Eulerovy
idntity nasledujici vysledky.

g{smn}:ﬂf{eﬂ‘w}—f{e—mﬂ}:;( . ):

27 2j \z—el*  z—eio
1 2(e* — 1) B zsina

2j 22— z(ef 4 e i) +1 22 —2zcosa+ 1

Analogicky dostavame

,,@W{emn};g{ejan}:%( : oz ‘):

Z{cosan} =

1 22—z +e*  (z—cosa)z
222 — z(elv fedo) 41 22 —2zcosa+ 1
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Dale ozna¢me {a,} = {1}, {bn} = {(=1)"}, {en} = {7"}, {dn} = {(=))"}, potom plati

posloupnost kombinace obraz
() =(010. ) fe}=bed+ b)) EG =5
(F=0001) () =bad-0)) B =
() = (L0101} o =dla) +ld) GEI= 5T
{h.} ={0,1,0,-1,0,1,...} {h,} =1({cn} —{dn}) H(z) = e
{1,0,0,0,1,0...} Y{an} + {ba} + {ca} + {du}) zjj :

Priklad 0.12. Na vysledcich pfedchoziho pfikladu je mozné demonstrovat pouziti vét o posunuti vpravo
i vlevo. Plati vztahy mezi posloupnostmi {e, 1} = {f.} = {en.s1}, pro jejich obrazy soucasné také plati:

2 2
2 1E(2) = - - -

i.z2_1:F(2):z<Z2_1—1):z(E(z)—l)
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Piiklad 0.13. Pomoci véty o derivovani obrazu ({nf,} <> —zF’(z)) postupné urcete obrazy posloupnosti
{n}, {n*}, {n’}.

/
I v », / z _]- z
Reseni. Z{n} = —z(Z{1}) =—= (z — 1) = — EEE = G
Analogicky dostaneme obraz posloupnosti {n?}, {n3}:

Z(z— 13 (z—1)3 (2)
ff{ng}:—z<ff{n2})/:_z((z2_—+1;) _ 22_|_1—|—4z_z(2 +1+42)

Fn?h = —2 (2 {n}) = — <ﬁ) _—x-1 24

-1 FEET ®)

V nasledujicim prikladé nalezneme obraz jedné posloupnosti tfemi zptsoby s vyuzitim rtznych vét.

1
Priklad 0.14. Naleznéte obraz posloupnosti { <n~2|— ) }

ReSeni. 1. VyuZijeme vysledkt Piikladu 0.13 2°{n} = ©

(z = 1)

2
z z
ﬁ. Soudtem obrazu

a Z{n*} =
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n—+1

1
obou posloupnosti a jeho délenim 2, nebot < > = 5(712 + n), dostavame:

ff{(n;l)} -3 <<z—zl>2 i <z2—+1§3> =% ;éti;ﬂ e i21)3'

1
2. Vyuzijeme skutecnosti {(n—; } = {1} % {n} (viz Priklad 0.6) a véty o obrazu konvoluce

({fu* gn} & F(2)G(2)):

()} rzm - Stn -ty

n
R SN N +1 e y
3. Tteti moznosti je vyuzit zndmé skutecnosti E 1= < 9 > a uzitim véty castecnych souctech:
i=0

"JX{CL;I)}:zi1g{n}:zi1(z—21)2:(zi21)3'

V nésledujicim prikladé pouzijeme vétu o integraci obrazu.
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2,...7 0

1 -1 n+1
Priklad 0.15. Naleznéte obraz posloupnosti { f,}oo, = {O, 1,— (=1 }

eSen Tuto posloupnost muzeme také zapsat jako posloupnost {f,/n}, kde je posloupnost {f,} =
{0,1,—1,...}. Ve vété o integralu obrazu polozime {f,} = {0,1,—1,1,...} a jeji obraz mtzeme ziskat
jako soucet geometrické rady:

R

1 1 (—1)+! 1 1
701, -1,1,.. Vb =—-— — +... __z_ _ ,
01,11} e 1+ z-1

Integraci racionalné lomené funkce F(¢)/¢ provedeme pomoci rozkladu na parciélni zlomky:

n+1 * 71 1
ff{ } /<c+1 L(Z‘cﬁ)dg_ifio[m_

Co z 2 1
L D]° =1 ~L =-L =Ln|1+-
n(¢+ 1)L ol—I>noo< o il U )

kde Ln je hlavni vétev logaritmu a navic plati:
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Véta 0.16. Necht {f.} je pripustnd tj. Z{f.} = F(z). Jestlize nize uvedené limity ezistuji, potom plati:

lim F(z) = fo pocdtecni hodnota (4)
Z—00

lim (= Z f (5)
lim(z — 1)F( ) = lim f, koncovd hodnota (6)
2z—0 n—00

Uzitec¢nost téchto limitnich vztahii je mimo jiné ddna u vztahu (4) moznosti nahradit pfedpoklad fo = 0
predpokladem na funkci F'(co) = 0. Vztah (5) ndm umozni vyuzit predchozi ukazky k uréeni souctu

0 n+1 1
5 —hmln (1+—> =In2.
z

n=1

0.1.1 Souvislost 2 a Laplaceovy transformace

Predpokladejme, ze posloupnost {f,} je pfipustna. Uvazujme zobecnénou funkci

=Y fad(t = n)
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Vypocteme Laplacetv obraz této zobecnéné funkce:

LY fubt—n) =) Lot —n) =) foe
n=0 n=0 n=0

Tento vztah se nazyva diskrétni Laplaceova transformace a substituci e = 2z dostavame obraz 2 transfor-
mace posloupnosti { f,,}.

0.1.2 Zpétna & transformace

Timto pojmem rozumime nalezeni vhodné posloupnosti {f,}, kterd ma funkci F(z) za sviij obraz pii &
transformaci. Kazda funkce komplexni proménné F'(z), kterd je v okoli bodu oo holomorfni, je obrazem
vhodné posloupnosti {f,}, to jest Z{f.} = F(z), coz také zapisujeme:

ZHF(2)} = {fa}. (7)

Protoze ¢leny této posloupnosti jsou koeficienty Laurentova rozvoje je toto zobrazeni jednoznacné a navic
pro né plati integralni vzorce:

1

=—— [ F()z"'Y n=012,.... 8
377 J, ) (8)

Jn

kde C, je kruznice se stfedem v pocatku o dostatecné velkém poloméru takovém, Ze vSechny pfipadné
singularity lezi uvniti této kruznice. Tento postup je pomérné narocny.



0.1 & TRANSFORMACE 14

Poznamka 1. Pii hledani vzoru 2 transformace miZeme vyuzit vSech vlastnosti 2 transformace, které
jsou pfehledné shrnuty ve Vété 0.10. V nasledujicim paragrafu, vénovanému hledani vzoru pro racionalné
lomenou funkci, to bude linearita zpétné transformace 2!, ktera plyne z linearity 2 transformace.

Situace se vyrazné zjednodusi pii hledani vzoru pro racionalné lomenou funkci.

0.1.3 Predmét k racionalni funkci

Je-li obrazem Z transformace racionalné lomena funkce, lze predmét nalézt pomérné jednoduse nékolika
moznostmi.

1
(z — 20)*
feCeno pro raciondalni funkci, kterd neni ryzi, je vyjadfeni ve tvaru souctu konstanty a parcialnich
zlomkt. Pro parcialni zlomek kde & = 1 snadno ziskame

1. Rozkladem na parcialni zlomky: kde k£ € N a z; je konecné komplexni ¢islo. Presnéji

1 1 1 2z zg zS’
==z 429,04, 9
z— 2 -2 22 23 A ©)

Rozvoj parcidlnich zlomkt (z — 29) %, kde 2 < k € N mtizeme odvodit z rozvoje (9), jestlize jej k — 1
krat derivujeme. Situaci presné popisuje nasledujici véta.
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Véta 0.17. Je-li zg # 0 plati

1 1 k 20 E—1+n\ z§
m:?+(k_1)zk+l+“'+( -1 )* (10)

coZ davad predpis pro hledanou posloupnost

pro k < n.

k—1 n
fn=0pron<kafk+n:( *”) %

k—1 ) zktn
Poznamenejme, ze uvedend véta platii pro k = 1 a prava strana rovnice (10) je jenom sloZitéji zapsana
prava strana (9). Podobné pfipadny predpoklad zy # 0 neni nutny, ale pro zo = 0 je parcialni zlomek
primo Laurentovym rozvojem.

Celkové muzeme postup hledani predmétu Z transformace k racionéalni funkci shrnout do jediné véty.
Racionalné lomenou funkci vyjadiime ve tvaru souctu konstanty a parcialnich zlomkt a z linearity 2
transformace ziskame predmét jako soucet predméti jednotlivych parcidlnich zlomki podle znamych
vzorcli. Uvedeny postup predvedeme na ptikladech.

Priklad 0.18. Naleznéte predmét 2 transformace k funkci

224+42—1
(z+1)2(z—1)
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ReSeni. Rozklad racionélni funkce ma tvar

22 +4z2 -1 1 2

(z+1)%(2—1) z—1+(z+1)2'

Podle vztahu (9) dostavame

L, vty
z—1 =z 22 n
a podle vztahu (10)
2 2 206D 2N)eDT
(z4+1)2 22 28 Zntl

a predmeét pivodni racionalni funkce je ve tvaru souctu jednotlivych predméti

2244z —1 1 241 1+2(n—1)(-1)"
+ -+ :

(z4+12(z—1) =z T 2"

Zapis predmétu 2 transformace k dané funkci lze realizovat i takto

224+42—1
+12(—1)

kde dg,, je tzv. Kroneckeriv symbol.

< {0on +1+2(n—1)(—-1)"},
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2. Pomoci rezidui: Je-li funkce F(z) racionalné lomend ma koneény pocet singularit zj, které jsou poly
nebo odstranitelné singularity a vyse uvedeny integral mitizeme vy¢islit pomoci rezidui

fn ! F(2)2z" 'z = Z rez F(z)z" L. (11)

27 =
j Cp o 2=z

Postup budeme ilustrovat na stejném zadani.
Priklad 0.19. Naleznéte predmét 2 transformace k funkci

2442 —1
(z+1)2(z—1)

Reseni. Vypocet ¢lent posloupnosti {f,,} musime provést dvéma zptisoby, nebot funkce obsazené v

integralu / F(2)2z" 'dz m4 pro n > 0 pouze dva pdly z = 1 (prvniho fddu) a z = —1 (druhého
c,
fadu). Cleny vzoru {f,} k této funkci pro n > 0 vyjadiime jako soucet

(22 + 42 — 1)z (22 + 42 — 1)z
fn = rez rez
=1 (z+1)2(z-1) =1 (z+1)2(z-1)
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_ lim ((z2 +4z — 1)2’”_1)/ N 41"
A -1 TEE

i 2" 2(nz* + (3n—5)z2 + (2—5n)z +n —1) g
z=—1 (z—1)2

=2n—-1)(-1)"+1
Pro fy plati vypocet

= 1o (22 +42—1) e (22 +42—1) . (22 +42—1)
= Z Z €Z -
TNz 4+1)2(2—1)  =1z(z+1)2(z—1)  =02(z4+1)2(z—1)

lim (M)/_‘_L_F__l:

z—-1 z2(z —1) (14+1)2-1 -1
522 —2z+1

z:—l_m

+1-1=—

Celkové dostavame predmét 2 transformace k dané funkci ve stejném tvaru

22 44z—1
(z+1)2%(z—1)

& {Son+142(n—1)(=1)"}.
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3. Piimo z definice: Vyjdeme-li ze vztahu (1), je mozné ziskat ¢len f,, také tak, Ze dany vztah vynasobime
2" 1 a n-krat derivujeme. Ziskdme tak fadu, kterd za¢ina vyrazem (—1)" f,n!2~""! nebof z umocnéné
na nezaporné celé mocnitele derivovanim zmizely. Vynasobime-li nyni fadu z" a provedeme limitni
prechod z — oo dostaneme vzorec

Prestoze, odvozeni tohoto vzorce je jednoduché, jeho uziti komplikuje nutnost urcit n-tou derivaci
racionalné lomené funkce, coz je vhodné realizovat ve tvaru rozkladu této funkce ve tvaru souctu po-
lynomu a parcidlnich zlomki. Nebudeme proto uvadét piiklad vypoctu pomoci tohoto v literatute [¢]
uvadéného vzorce. Misto toho uvedeme dalsi moznost

4. Déléni polynomu polynomem: Tento postup ndm umozni v mnohych ptipadech urcit vzor jak je
dokumentovano v nasledujicim prikladu

Priklad 0.20. Naleznéte predmét 2 transformace k funkci

22442 -1
(z+1)2(z—1)
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1
2 4z -1 =
z
1
3z +-
z
3 3
32 43 —= -
z z
4 3
-3 +- )
z z
3 3 3
3 2 _2 il
z 22 +23
7 3
z 23
7 +7 _7 _7
z 22 23 z4
7 4 7
=z T3 Ta
7 7 7 7
Z @ ta s
11 7
23 5
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Poznamenejme, ze pfi ilustrovani réiznych moznosti byl imyslné volen tentyz ptiklad, aby mél ¢tenar moz-
nost vzajemnym porovnanim zvolit metodu, ktera mu vyhovuje. Dalsi urcovani predmétt 2 transformace
bude dil¢i tlohou pii vyuziti & transformace. V textu jsou uvedeny dvé moznosti uziti 2 transformace.
Prvni je k feseni diferen¢ni nebo rekurentnich rovnic a druha moznost je k urcovani konec¢nych soucti.

0.1.4 ResSeni diferenénich a rekurentnich rovnic

S diferen¢nimi a rekurentnimi rovnicemi se setkdvame pri popisu diskrétnich systému v rtiznych oblastech
a to jak v matematice samé (napf. pii numerickém FeSeni diferencidlnich rovnic, v konstruktivni teorii
funkei, v teorii pravdépodobnosti) tak v aplikacich (numerickd analyza fyzikdlnich poli, elektrotechnika,
stavebnictvi apod.) Analogicky s FeSenim linedrnich integro-diferenciélnich rovnic uzitim Laplaceovy trans-
formace mutzeme fesit linedrni diferenc¢ni rovnice. Za linearni diferen¢ni rovnici s konstantnimi koeficienty
povazujeme:

ar {A Y} + -+ ay {AQZ/H} +ao{yn} = {fa},
kde a # 0, r € N, n € Ny a navic

e a; jsou konecné komplexni konstanty pro ¢ = 0, ..., r, které se nazyvaji koeficienty rovnice.
e {f.} je zadana posloupnost komplexnich ¢isel, kterd se nazyva prava strana rovnice.

e {y,} je hledana posloupnost, kde prvnich r ¢lend yo, y1, . .., yr—1 jsou obvykle zadany jako pocatecni
hodnoty.
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Pti hledani feseni postupujeme obvykle nasledujicim zpiisobem:

1. Nalezneme obraz diferencni rovnice, ktery je v pfipadé linearni diferenc¢ni rovnice s konstantnimi
koeficienty rovnice algebraicka.

2. Dosazenim pocatecnich podminek do této algebraické ziskdme rovnici, ktera jedno feseni a nalezneme
tak obraz feseni diferenc¢ni rovnice.

3. Hledané feSeni {y,}, potom urc¢ime zpétnou transformaci.
Priklad 0.21. Reste diferenéni rovnici {AQyn}—{yn} = {1} s pocatecnimi podminkami yo = 0, Ayy = —1.
Reseni. Ur¢ime obraz diferenéni rovnice 2 {A%y, } — Z{y,} = Z{1}, pficemz oznatime Z{y,} = Y (z):

z

(= = 1PY (2) — 2(z — Do — 2go — Y (2) = ——

Dosazenim pocatec¢nich podminek a vyfesenim rovnice ziskame obraz feseni:

C-DYE) YR = o
Y(2)(2* —22) = Zil—z:Qj:f,
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K tomuto obrazu feSeni nalezneme snadno predmét uzitim (9):
-1
Fe—— 5 ={-1}.
{ =)=

Druhou moznosti zapisu zavislosti, které popisuji diferencni rovnice je tzv. rovnice rekurentni. Dosadime-li
za vSechny diference linearni kombinaci ¢lenti hledané posloupnosti pfi vyuziti vztahu

Aryn = Z(_l)r_i (:) fn+i7

=0

O

lze kazdou diferenc¢ni rovnici s konstantnimi koeficienty prepsat na rovnici, kterd ma tvar:

Ar{yn—l-r} +oeee AZ{yn—l-Q} + Al{yn-H} + AO{yn} = {fn}7 (12>

kde A, # 0 # Ay a A; jsou vhodné komplexni konstanty. Vzhledem k tomu, Ze ze znamych pocatecnich pod-
minek lze opakovanym pouzitim tohoto vztahu urcit libovolné y,, je tento tvar rovnice nazyvan rekurentni
rovnici. Postup naznac¢ime na rovnici z Prikladu 0.21.
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Priklad 0.22. Piepiste rovnici z Prikladu 0.21, tak aby neobsahovala diference.

Re3eni. Z ilustrativnich divodt odvodime druhou diferenci A2y, bez pouziti vyse uvedeného vzorce:

A2yn = A(Ayn) = Yn+2 — Yn+1 — (yn+1 - yn) = UYn+2 — 2yn+1 + Yn-

Po dosazeni do rovnice dostavame

{Ynr2} = 2{ynr} + {vn} — {vn} = {02} = 2{vua} = 1.
O

Pti hledani feSeni rekuretnich rovnic postupujeme stejné jako u rovnic diferenc¢nich, to znamena, ze
nejdiive urc¢ime obraz dané rovnice, ktery vyfesime. Potom zpétnou transformaci urc¢ime feseni ptivodni
rovnice jako vzor feSeni obrazu ptivodni rovnice. Situaci budeme ilustrovat na piikladu znamé Fibonacciovy
posloupnosti. Poprvé byla uzita italskym matematikem Leonardem z Pisy, znamym spise jako Fibonacci,
ktery zil v letech 1170 az 1240. Problém kralikd zvetejnil Leonardo z Pisy jiz v roce 1202 v knize Liber
abaci. Tento problém mtzeme formulovat takto: Kolik kraliki vzejde po roce z jednoho péaru, jestlize
kazdému paru se v obdobi dospélosti, tj. po dvou mésicich, narodi jeden novy par. Oznac¢me y, pocet
pari kralikti v n-té generaci, pficemz predpokladame, ze zadni kralici neuhynou. Pro zjednoduseni budeme
kraliky rozliSovat na staré (mohou mit potomky) a mladé (nemohou mit potomky) pary. V (n+2). generaci
je starych paria jako vSech paru v (n+ 1). generaci, tj. y,.1 a mladych pari je zde tolik, kolik bylo starych
part v (n + 1)-ni generaci, tj. jako vSech part n-té generace, tj. y,. Touto ivahou jsme odvodili rovnici
Ynio = Yns1 + Yn. Dale pTfedpokladejme, ze zaciname s mladym parem tj. yo = y; = 1.
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Priklad 0.23. Naleznéte hodnoty tzv. Fibonacciovy posloupnosti urc¢ené rekurentnim vztahem f, o =
= faus1 + fn a pocateénimi hodnotami fo = f; = 1.
Nejdrive nalezneme obraz a nasledné vyresime:

A(F(2)—1-1/2) = z(F(z)—1)+ F(2),
F(z) = —=

22—z2—-1

Rozkladem na soucet ,parcialnich“ zlomkt dostaneme Fibonacciovu posloupnost:

22 1 20z 292 1++5
F(z) = _ _ kde 21 5 —
(2) 22—2-1 21—22(2—21 z—zg)’ © 12 2 7
n+1 n+1
£o— 2121 — 2225 1 1++5 1—+5
S 21 — %92 N \/5 2 2

Uvedeny vysledek neni v prilis praktickém tvaru. Rozvineme proto n + 1. mocniny podle binomické véty a
v rozdilu obou zavorek se ode¢tou sudé mocniny /5:

I R A e g R A I | n+1
f”:\/52n+1 [;( i )\/5__;(_1)< i )\/5_]:27 (2k+1)5k’
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n [0|1]2(34|5| 6| 7| 8| 9|10 11| 12| 13| 14
fo 111235 |8]13]21 |34 |55|89 | 144|233 | 377 | 610

Poznamka 2. Poznamenejme, Ze pri obecnych poc¢atecnich podminkach yy = «, y; = § ma obraz FeSeni
dané rekurentni rovnice tvar

Y02 + (y1 — yo)2
Fz) =% —1
proto rozklad na ,,parcidlni“ zlomky obsahuje pouze zlomky se stejnymi jmenovateli. Z toho plyne, Ze feSeni
je ve tvaru vhodné linedrni kombinace posloupnosti uvedenych vyse a koeficienty této linedrni kombinace 1ze
stanovit z pocatecnich podminek. Pro zjednoduseni zapisu doplnime vyse uvedenou Fibonacciovu posloup-
nost ¢leny f_o =1, f_; = 0, kterd je zfejmé také fesenim dané rekurentni rovnice. Pro linedrni kombinaci
posunutych posloupnosti g, = ay,_2 + By._1, plati go = o, g1 = B. Proto posloupnost g, = ay,_2 + Byn_1
je Teseni s pocatecnimi podminkami yy = a, y; = .

V dalsim ptikladu si ukdzeme moznost fesit rekurentni rovnice, kde feseni je zadano jinak nez pomoci
pocatecnich podminek.

Pfiklad 0.24 (Zruinovani hazardniho hrace). Hrac hraje proti protivnikovi fadu her, kdy vsadi jednu
korunu a s pravdépodobnosti g korunu vyhraje a s pravdépodobnosti 1 — ¢ korunu prohraje. Tato situace se
opakuje, dokud hrac¢ neziska predem stanovenych N korun nebo neprohraje vSech n korun, se kterymi do
hry vstupoval. Urcete pravdépodobnost zruinovani hazardniho hréace, to jest, ze hra skonci jeho prohrou.
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Reseni. Ozna¢me f, pravdépodobnost prohry (zruinovani) hrace, ktery ma n korun. V situaci kdy hrac
vlastni n korun mohou nastat dvé vzajemné se vylucujici moznosti. Prvni, Ze hrac¢ korunu ziska, tedy
pravdépodobnost zruinovani je f, = qf,+1. Druha, ze korunu ztrati a pravdépodobnost zruinovani je
fn = (1 — q)fnu_1. Protoze pravdépodobnost vzajemné se vylucujicich moznosti je souc¢tem jednotlivych
pravdépodobnosti, dostavame rovnici

fn = an+1 + (1 - Q)fn—l-
Déle ze zadani plyne pocatecni podminka f, = 1 (hra¢ prohrél) a fy = 0 (hrac¢ vyhrél). Nejdiive danou
rovnici upravime na tvar analogicky s pfedchozim piipadem (n nahradime n + 1)
1 1—g¢q
for1=afar2+ 1= fo & for2 — 5fn+1 + Tfn =0.
Pro provedeni & transformace potifebujeme také znat f;. Protoze hodnotu f; nezname, oznac¢ime ji jako

parametr f; = « s tim, Ze o dodatecné stanovime z druhé podminky (fy = 0). Obraz dané rovnice je ve
tvaru

1 1-—
AF() —1- )= Z2(F() - 1)+ —LF(z) = 0.
z q q
Odtud uréime F'(z) a pro q # % rozlozime na ,parcialni“ zlomky, tj.
22—|—z(a—1) 22—|—z(a—1)
q q z qla+1)—1 z qa—1)

2 _z 4 1-q — — _1 _
z 2+ (z—i—l—%)(z—l) z—1 2¢—1 z+1 q2q 1
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a FeSeni dané rekurentni rovnice (v zavislosti na «) pak je

q(a+1)—1_(1—q>"CJ(a—1)

29— 1 q 29 —1

fn:

Dosazenim tohoto feSeni do druhé (okrajové) podminky fy = 0 stanovime a:

N
1—
gla+1)—1 (1—q>Nq(oz—1) q(Tq> +g-1
— =0= a=
2g —1 q

2qg—1 N ‘
q () 1)
Po dosazeni do ptivodniho vztahu, tak ziskdme konkrétni pravdépodobnost zruinovani hazardniho hréace
()"~ ()
q q
(=)
q

V ptipadé spravedlivé hry ¢ = 1/2 maji obraz FeSeni a FeSeni tvary:

22+ z(a—2) N —n

F(z) = PR Y S fa=1l4+nla—1) & f, = N




0.1 & TRANSFORMACE 29

Situaci budeme ilustrovat pro n = 5, N = 10 a t¥i konkrétni moznosti ¢; = 0,4, ¢o = 0,5 a g3 = 0,6, pro
které dostaneme tti riizné pravdépodobnosti

()" -06) a3 _10-5 1 _®o-(3)_ 1
YL B R TR W 2)o—1 1025

2

Pomoci tohoto feseni miizeme provést analyzu popisované situace v navaznosti na volbu parametru q
pro ,velkd ocekavani“ tj. N — oc:

(5 - (5

1—

¢ <3 lim & =1, neboﬁ—q>1,
q

_ 1 : N—m __

0=} Jim =1

Tedy pti spravedlivé g = % a nevyhodné g < % hie je velkd pravdépodobnost zruinovani hazardniho hrace
pii velkém ocekavani V. O

V poslednim ptikladé ukazeme jak lze postupovat u nehomogennich diferenc¢nich rovnic tj. u rovnic,
které maji nenulovou pravou stranu. Popiseme feseni diskretizace rovnice z Prikladu ?? s obecnou pravou
stranou u(t) (tj. diskretizaci LR obvodu s obecnym napétim).
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Priklad 0.25. Naleznéte feSeni rovnice
tny1 — Dy = auy,, kde i =0,a,b,u, € R.

ReSeni. Obraz dané rovnice ma tvar

z

z—>b

o — bl =a{u,} < [ = ﬁff{un} - % ( P {u} — ff{un}) .

Zpétnou transformaci s vyuzitim véty o konvoluci dostavame

({0"} * {un} — {un}) < i, = % (Z by — un) = az by

1=0 =1

{Zn} =

SallES

V nésledujicim Piikladu 0.28 bude posloupnost {i, } konkretizovana pro tzv. sinusové buzeni u,, = sin na.

[]

Pti teseni diferenc¢nich resp. rekurentnich rovnic jsme mlcky predpokladali, Ze hledana feseni maji obraz
v Z transformaci tj. jsou pfipustné. Obecné to neplati, ale pokud se jedna o rovnice s konstantnimi koefici-
enty s pravou stranou ve tvaru kone¢né linearni kombinace funkei tvaru P(n)q™ cos an, resp. P(n)q"™ cos an,
kde P(n) je polynom, je kazdé feSeni této rovnice piipustné.
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0.1.5 Konecné soucty

Pomoci 2 transformace mizeme také odvodit soucty nékterych konecénych posloupnosti celych ¢isel. Vy-
uzivame pritom hlavné vétu o ¢astecném souctu a vétu o derivaci obrazu. Metodiku vypoctu si osvétlime
na nasledujicich prikladech.

Pf‘iklad 0.26. Urcete soucty druhych a tfetich mocnin prvnich n pfirozenych ¢isel (pro ,,prvni“ mocniny

Z i = ("1') je vieobecné znamo ).

Reseni. V Piikladu 0.13 jsme odvodili 2 transformaci posloupnosti {n?} a {n3}, jestlize pouzijeme vétu
o ¢astecném souctu pro posloupnost {n?} dostdvame:

Ve vyse uvedeném vztahu jsme pouzili difve odvozeny obraz (2) posloupnosti {n*}. Pro nalezeni vzoru ve
tvaru racionalné lomené funkce pouzijeme vypoc¢tu pomoci rezidui:

24z 22(2+1)

}_z—l( —13 T (21

1 P32 4t ] 2n+1)(n+1)n
=gl s =gt D240 —1) = 6 ’

rez F(z)z"~
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nebot funkce F'(z) mé pouze pdl étvrtého faddu pro z = 1. Analogicky pro pro posloupnost {n3} vyuzitim (3)
dostavame:

F(z) = f{;i?’} =~ f 15%{23} _ Zi12(2(2+_4i)j ) = (z(z+_41,z)5+ i)

Analogicky s pfedchozim pifipadem pro hledani vzoru k funkei F'(z) pouzijeme rezidua, protoze funkce F'(z)
ma pouze jeden pdl z = 1 patého radu:

1 ) 84(Zn+3+4zn+2+zn+1)

reg F(2)"77 = g5 Iy oo -
i((n +3)n+2)(n+n+4((n+2)(n+1)n(n—1)+ (n+ 1)n(n — 1)(n — 2)) =
2—14(n + 1)n<(n+3)(n +2)+4n+2)(n—1)+(n—1)(n— 2)) = w
[l

Povsimnéte si, ze jsme porovnanim se souctem prvnich n pfirozenych c¢isel odvodili jednu z nejdéle
znamych ¢iselnych identit

14+8+27+ - +n*=(1+2+3+---+n)”
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V dalsim prikladu ukazeme jak postupovat v tlohach kdy se nescita pres vSechna c¢isla, ale jenom pres
vybranou podposloupnost.

Priklad 0.27. Urcete soucet prvnich n lichych ¢isel a jejich druhych mocnin.

Reseni. Motivovani Ptikladem 0.11 nalezneme postupné obrazy posloupnosti {(—1)"n} a {(—1)"n?} po-
dobné jako v (0.13):

2t == (55) = G

Analogicky s predchozim ptikladem odvodime
n 2
. z —Z —Z
Fl(z) =% —1) p = = ,
=) {Z< ) } z=1(z+1)? (¢—1)(2+1)

F2z) =2 {Z“”i"z} SEEsTey (zflﬁ'

Nyni pomoci rezidui uréime vzory k funkcim F1(z), F2(z):
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1 n+1 !
fl, = rez F1(2)z" ' 4 rez F1(z)z" ' = —— — ( z )

z=—1 22 (z—1) L
1 SN2 () (1)
4 (z—1)2 . 2
£2, = ez, Fl(z)z" ! = %(_Zn—i-l)// = (n+ 1)271(_1)“‘

Odvodili jsme tedy vztahy pro soucty rad se stifidavymi znaménky

; . 2
=0 =0

Dosazenim téchto vztahti pti substituci n = 2n — 1 do nasledujicich rovnosti

Z(Qi —-1)= % (Z i— Z(—l)%) resp. 2(22 —1)? <Z i — Z — ii2>

i=1 i=1 =0

dostavame vysledek:
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6 2

1/22n—-1)+1)2n—-1+1)(2n—-1) (2n—-1+1)2n—1)(-1)>"!
dl )

n(4n? — 1)
—
[

Posledni ptiklad bude vénovan v praxi vyuzitelnym typim sumacim. V névaznosti na Priklad 0.25 se
budeme zabyvat nasledujici sumou.

Piiklad 0.28. Urcete soucet 1 + gsina + ¢?sin2a + - - - + ¢" sin nao.
Reseni. Nejdiive pomoci véty o podobnosti a Piikladu 0.11 uréime:

zgsin o

Z{q"sinna} =

22 —2zqcosa + q?’

Pro obraz posloupnosti ¢astecnych soucti plati

- Z2gsina
<z 'sinia p = .
{;q s1nza} (2 —1)(22 — 2zqcos a + ¢?)
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Kvadraticky trojclen ve jmenovateli ma dva komplexné sdruzené kofeny z; » = qexp(£ja). Funkce 2 ma
tedy tii prosté pély a pomoci rezidui odvodime

Z ¢'sinia = rez F(2)2" ' + rez F(2)2" ' + rez F(2)2"! =

P z=21 z=21 z=21
(Zl)n—i-l (22)n+1 QSiHOé B
2j(z1— 1) 2j(21—2) 2 —2qcosa+1

gsina + ¢"(gsinna — sin(n + 1))

q®> —2gcosa + 1

Poznamenejme, Ze tento vysledek je pro |¢| < 1 v souladu s dfive odvozenym souc¢tem analogické nekone¢né
fady, nebof pro n — oo dostaneme stejny vysledek. n

Zaveérem kapitoly jesté uvedeme prehledné nékolik obrazt elementarnich posloupnosti, pfestoze vétsina
vztahti byla jiz v textu odvozena formou piikladd vyse.
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Cislo vzorce

f(n), n=0,1,2,...

Z{f(n)} = F(z)

1. a” -
z—a
. az
3. na (z—a)2
- az(z+a)
6. n-a W
2(z — cosw)
7.
coswn 22 —2zcosw +1
3 . Zsinw
) S
men 22 —2zcosw + 1
" z
7 (+) G
2
8. {1,0,a,0,a%0,a3,0,...} 5
22 —a
2 3 4 Z
9. {0,a,0,a%0,a% 0,a, ...} 5
22 —a
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0.1.6 Priklady na procviceni
Cviceni

1. Naleznéte obraz pfi Z transformaci posloupnosti:
1 1 1 1

a) 0a§a0a§7035707§>'
ydo Lo Lo Lot
C 727 ?87 7327 7128""
11 -1 1
1.0, 2.0, —. 0. — .0, ——. ...
©) 11075705700 0 s
1214 5 2 7

a)

2244
1622

)
f)

)

622
(z+1)(22—4)
2622
(2% — 522 — 36)

(2 —2)2z
(z42)3 ,

z

(z—3)(22-22-3)
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3. Uréete feSeni y(n) zadané rekurentni rovnice, vyhovujici uvedenym pocateénim podminkdm, pfi¢emz budeme
pii jejich zapisu pouzivat dvé v literatufe pouzivané formy : y, je rovnocenné s y(n)

a) Ynt2 — Ynt1 +6yn =0, yo =2 a y; =5,
b) yin+2)+2y(n+1)+y(n)=0,y0)=0ay(l)=-1,

¢) Ynt2 —4Ynt1 +4yn =0, 90 =6ay1 =7,

d) yin+2)+4y(n+1)+4y(n) =49-5", y(0) =2 ay(l) =3,
e) y(n+2) —2y(n+1)+y(n) =2,y(0) =0ay(l) =1,

f) y(n+2) — 3y(n+ 1) + 2y(n) = (2n +5)2", y(0) =0 a y(1) = 2,
8) Unt2 = 2Uns1 +4yn =0, 90 =0 a yy = V3.

4. Urcete Teseni zadané diferencni rovnice, vyhovujici uvedenym pocateénim podminkam
a) A%y, — Ay, =0,y(0) =1a Ay =1,
b) A%y, — 3Ay, +2yo = 0, y(0) =0 a Ay = —1,
c) A%y, —4Ay, +4yo =1, y(0) =1a Ay = 2,
d) A%y, — 8Ay, + 16y =50 - 5", y(0) =0 a Ay = 5,
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Vysledky
1. Obrazy jsou postupné
52
2% b) 22 -9
d) 2z
422 —1 22 +4
9 _
e)ﬁ f) —Z(lngl—z D) .
3z z(4z2+4z+424+1
8 Gio17 Y VR )y oy
2. Vzory jsou postupné
a) {2"cos(1/27mn)} b) {2" -3 (-2)"+2 (-1)"}
c) {(=2)" —22"cos (1/27n) + 2"} d{-22"cos(1/27n) + 3"+ (=3)"}
e) {n(n—1)3"} £) {n*(-2)"}
g) {—530 cos (1/2mn) — % sin (1/27n) + % 3"+ 3/10n3"}

h) {12 3" 4 1/16 (=1)" + 3/4n3"}

3.a) yn = 2" + 3", b) y(n) = n(-1)", ¢) y(n) = 2" + 5, d) y(n) = (=2)" + 5", e) y(n) = n? f) y(n) = n?2", g)
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y(n) = 2" sin(nw/3)

4.a) yp = 2", b) yp =2" — 3", ¢) y, = n2" + 1, d) y, = n25".

Maplety
Kliknutim na nésledujici odkazy si lze pomoci mapleti procvicit tato témata:

1. & transformace - hledani obrazu ¢iselné posloupnosti ¢i predmétu komplexni funkce.

2. Reseni linearni diferenc¢ni rovnice s konstantnimi koeficienty pomoci 2 transformace.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/zTransform.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/DifEztrans.html
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