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Predmluva

Skripta BMA2 k predmétu Matematika 2 jsou uréena pro posluchace druhého semestru
bakalarského studia oboru Elektrotechnika, elektronika, komunikac¢ni a ridici technika na
fakulté elektrotechniky a komunikac¢nich technologii Vysokého uceni technického v Brné.

Autori skript predpokladaji znalost zakladnich matematickych pojmt probranych
v ramci pfedmétu Matematika 1. Jedna se zejména o zadklady lineadrni algebry a geo-
metrie, diferencidlniho a integralniho poctu funkci jedné proménné a nekonec¢nych rad.
Obsah téchto skript je zaméien na dvé vyznamné matematické discipliny, které velice
tésné souviseji s cetnymi praktickymi aplikacemi rozvijenymi v navazujicich predmétech.
Témito disciplinami jsou diferencidlni rovnice a rizné (zejména integralni) transformace.

Diferencialni rovnice se vyskytuji vsude tam, kde dochézi k néjaké zméné, pohybu, vy-
voji ¢i ristu. Setkdvame se s nimi v mnohych oborech lidské ¢innosti. Namatkou jmenujme
napr. studium elektrickych obvodi, fyzikalnich poli, dale pfi sledovani pohybti téles, pfi
vysSetfovani koncentrace chemickych reakci, pti studiu ekonomickych modelt, pii popisu
toku zdroja v trzni ekonomice, pti simulovani biologickych procesti apod. V tomto textu,
v Kapitole 2, se zaméfime pfedevsim na vysvétleni zakladnich pojmi a vlastnosti dife-
rencialnich rovnic, pficemz velky diraz budeme klast na popis metod jejich feseni. Jejich
sestavovanim a interpretaci vlastnosti feseni se budeme zabyvat jen okrajoveé. Autorem
této kapitoly a tivodni Kapitoly 1, kde jsou uvedeny zékladni pojmy z diferencialniho
poc¢tu funkci vice proménnych, a je nezbytna pro dalsi porozuméni textu, je Jifi Vitovec.

Pro praktické feseni mnoha konkrétnich problémi, zvlasté problému spojenych s li-
nearnimi diferencidlnimi rovnicemi, lze Gspésné vyuzit tzv. operatorového poctu. Ten je
reprezentovan riznymi integralnimi transformacemi, které umozni zadanou tlohu fesit.
Postup je pfi tom takovy, ze nejprve tlohu transformujeme na zpravidla jednodussi, kterou
vyTesime, a nakonec zpétnou transformaci ziskame feseni ptivodni tlohy. Uvedeny postup
je s vihodou pouzivan pii feseni tloh vyskytujicich se v mnohych technickych disciplinach
jako napt. v elektrickych obvodech, teorii systémit, automatizaci, energetice, sdélovaci
technice, apod. Prestoze existuje fada rozlicnych integralnich transformaci, predmétem
zajmu tohoto textu jsou Fourierova a Laplaceova transformace, studované v Kapitole 4 a
v Kapitole 5. Podobny postup uzity pfi feseni diferencialnich rovnic je mozné aplikovat i
na rovnice diferenc¢ni, které se zabyvaji procesy s tzv. diskrétnim casem. V tomto pripadé
je s vyhodou pouzivana Z transformace, studovana v Kapitole 6. Tato transformace neni
integralni a vyuzivad misto procesu integrace, proces sumace. Neformalni pouzivani zmi-
nénych transformaci predpoklada hlubsi znalosti z diferencialniho poctu funkci komplexni
proménné. Proto podstatna cast textu, Kapitola 3, je vénovana této problematice. Tuto
a navazujici tii kapitoly sestavil Zden€k Svoboda.



S ohledem na aplika¢ni zaméteni textu je vétsina matematickych tvrzeni formulovana
bez dikazi. S vyjimkou nekolika malo ptipadi, kde je stru¢né naznaceno, jak by se uve-
dené tvrzeni dokazovalo. Pritom, pokud to je mozné, vyhybame se slozitym teoretickym
uvaham. Cilem je pfedevsim vyuzit formulovanych vét pri feSeni rozmanitych tloh. Z to-
hoto dtvodu je text doplnén o velké mnozstvi fesenych tloh i s naznac¢enim moznych
technickych interpretaci. V tomto sméru se autofi inspirovali zejména ucebnim textem [&]
autortt Melkese a Rezace. Vzhledem k rozsahu textu jsou pro zéjemce uvedeny odkazy
do pouzité literatury, kde se mohou s problematikou seznamit podrobnéji. Ke spravnému
pochopeni probrané latky jsou na konci vSech kapitol uvedeny ptiklady k procviceni, spo-
lecné s jejich vysledky. Cely text je strukturovan tak, ze nékteré jeho c¢asti jsou vysazeny

Vv

predpokladem pro porozumeéni dalsiho textu.

Brno, leden 2013 Autori
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1  Diferencialni pocet funkci vice
proménnych

V prvni kapitole se stru¢né sezndmime se zakladnimi pojmy, které se tykaji funkci vice
proménnych a jsou nezbytné pro vyklad dalsich tematickych celkti probiranych v ramci
predmétu Matematika 2. Ze zakladnich témat vynechame pouze studium extrému funkci
vice proménnych!.

Omezime se predevs§im na funkce dvou proménnych, které se daji (jako jediné funkce
vice proménnych) rozumné geometricky interpretovat v trojrozmérném prostoru. Navic
jsou dtlezitym zakladem pro pochopeni latky v kapitole vénované funkcim komplexni
proménné.

Realna funkce jedné readlné proménné je zobrazeni z R do R. Zobecnénim tohoto pojmu
dostaneme zobrazeni z R (n > 2) do R, které se nazyva funkce vice proménnych. V tomto
textu budeme body v R", tj. prvky prostoru R", znacit malymi pismeny, napt. r =
= [z1,...,z,]. Naopak mnoziny v R", tj. souhrny (vétsinou nekoneéné mnoha) bodi,
budeme znacit velkymi pismeny, napt. A C R".

1.1 Funkce vice proménnych a souvisejici pojmy

Definice 1.1. Necht D(f) € R", D(f) # 0. Zobrazeni f : D(f) — R se nazyva
realnd funkce n redlnych proménnych a mnozina D(f) se nazyva definicnim oborem
funkce f. Funkci obvykle zapisujeme ve tvaru y = f(x1,22,...,2,) nebo zkracené
f(x1,29,...,2,). V pfipadé funkce dvou proménnych, resp. tfi proménnych obvykle
preferujeme zapis z = f(x,y), resp. u = f(z,y,2). Mnozinu H(f) definovanou jako
H(f)={f(z1,29,...,2,) | [v1,22,...,2,] € D(f)} nazgvame oborem hodnot funkce f.

Prikladem funkce vice proménnych mohou byt naptiklad zndmé matematické (¢i fyzi-
kalni) vzorce. Objem rotac¢niho valce V' je funkci svého poloméru r a vysky v, coz zapiSeme
jako

V =V(r,v) = mrv.
Analogicky objem komolého rotac¢niho kuzele V' je funkci t¥i proménnych — poloméra r
a R jeho spodni a horni podstavy a vysky télesa v, coz zapiseme jako

V =V(r,R,v) :%U(r2+rR+R2).

!Toto téma bude podrobné probirano pozdéji v ramci predmétu BVPM.
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Z definice funkce vice proménnych vyplyva, ze tato funkce je jednoznac¢né urcena svym
definiénim oborem a predpisem, kterym je kazdému bodu x = [x1,2s,...,z,] € D(f)
ptifazena funkéni hodnota f(z). Pokud je pfedpis dédn vzorcem a definiéni obor funkce
neni zadan, pak definicnim oborem rozumime mnozinu vsech x € R", pro néz méa tento
vzorec smysl. Napft. u vyse uvedené funkce pro objem rotac¢niho valce je definicnim oborem
mnozina D(f) = (0,00) x (0,00) ve shodé s geometrickym vyznamem proménnych r a v.

Priklad 1.2. Zobrazte v roviné definiéni obor funkce

flz,y) = V4 — 22— 92 +In(2* +y* - 1).

ResSeni. Vyraz pod odmocninou, resp. v logaritmu musi byt nezaporny, resp. kladny.
Odtud dostavame podminku

4—2—y2>0 a 224+9y°—-1>0,
coz je ekvivalentni s
Py <4 a 224yt > L
Rovnice 2% +y? = 4 a 22 +y? = 1 jsou rovnicemi kruZnic se stiedy v poc¢atku o polomérech

r = 2ar = 1. Defini¢nim oborem funkce f je mnozina M = {[z,y] € R? : 1 < 22442 < 4}
vysrafovana na Obrazku 4.1.

Obr. 1.1: Mnozina M = {[z,y] € R? : 1 < 2? +y? < 4}.
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Definice 1.3. Necht f je funkce n proménnych definovana na mmoziné D(f) C R",
n > 2. Grafem funkce f nazyvame mnozinu vSech bodi

G(f) = {lz,y) e R™ |z = [w1,2,...,2,) € D(f), y = f(x)}.

Grafem funkce dvou proménnych z = f(x,y) je tedy mnozina v8ech bodu [z, y, f(x,y)]
vyhovujici pfedpisu f. Tim je nejéastéji plocha v trojrozmérném prostoru R3. Pro grafické
znédzornéni funkce z = f(z,y) ¢asto vyuzivame i tzv. metodu rovinnych fezt, jimiz jsou
nejcasté€ji fezy funkce f s rovinami z = 0, y = 0, x = 0. Specialnim pfipadem téchto fezli
jsou tzv. vrstevnice, coz jsou prusec¢nice grafu funkce f s rovinami z = c.

Definice 1.4. Necht D(f) C R?> a f: D(f) — R je funkce dvou proménnych a necht
c € R. Mnozinu

fc:{[xvy] GD(f)|f(l‘,y):C}

nazyvame vrstevnicemi funkce f na trovni c.

Interpretujeme-li zemsky povrch jako funkci dvou proménnych, kdy dvojici ¢isel, cha-
panych jako zemépisna sitka a délka bodu zemského povrchu, pritadime jeho nadmotskou
vysku, pak vrstevnici f. na mapé rozumime mnozinu vsech bodt se stejnou nadmorskou
vyskou c. Vrstevnici je tedy nejéastéji néjaka kiivka v roviné R?. V nasledujicich obrazcich
je pro r,v € (0,2) znazornén graf a vrstevnice vyse uvedené funkce V(r,v) = 7wr?v pro
objem valce V.

2
QO — ‘ls:
oo ] Ii
15 .= | |
5 &
g o r.'5:

Obr. 1.2: Graf a vrstevnice funkce V (r,v) = mr?v.

Pro funkce n proménnych lze analogicky definovat tzv. hladinu funkce f(z1, 29, ..., x,)
na trovni ¢ € R jako mnozinu vSech bodu {[z1,...,z,] € D(f)| f(x1,...,z,) = c}.
Ovsem v tomto obecném piipadé jiz chybi geometricka analogie s vrstevnicemi na mapé,
jako tomu je pro pripad n = 2.
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1.2 Zobrazeni z R" do R™

Dalsim dilezitym pojmem, ktery piimo souvisi s funkcemi vice proménnych, je zobrazeni
z R™ do R™. Pro nazornost uvedeme pouze definici zobrazeni z R? do R? a dal&i rozsifeni
definice pro vyssi dimenze ponechame na samotném c¢tenafi. Poznamenejme, Ze zobrazeni
z R? do R?, m4 mnoh4 vyuziti v geometrii a d4 se jim do jisté miry dobfe popsat i funkce
komplexni proménné, jak uvidime pozdéji.

Definice 1.5. Necht jsou dany funkce f, g dvou redlnych proménnych a D = D(f)ND(g).
Déle necht zobrazeni F': D — R? je dano piedpisem

[z, y] = [f (2, ), 9(z, y)].

Pak fekneme, Ze zobrazeni F' je urceno funkcemi f, g a tyto funkce nazyvame slozkami
zobrazeni F'.

Zobrazeni F' z R? do R? (resp. z R” do R"™) si miizeme predstavit jako ,pfemistovani®
bodt v roving R? (resp. v n-rozmérném prostoru R"). V takovém to piipadé nazgvame
zobrazeni F' transformaci.

Priklad 1.6. V matematice se ¢asto pouziva transformace do polarnich souradnic, ktera
umozni v roviné R? pievést kruh nebo vyse¢ mezikruzi na obdélnik. Transformace je
definovana vztahy:

r = rcosp

= rsinp.
Pro bod roviny [z,y] € R?, znad¢i prvni slozka zobrazeni r(z,y) = /22 + y? vzdélenost
bodu [z,y] od pocatku soustavy soufadnic. Druh4 slozka ¢(z,y) znadi thel, ktery svird

vektor uréeny pocateénim bodem [0, 0] a koncovym bodem [z, y] s kladnou ¢asti osy x, a
jejim oborem hodnot je tedy interval (0, 27). Uhel ¢ lze uréit ze vztaht:

_r ing=—9

Pro funkce n proménnych, které maji neprazdny prinik svych definicnich obort, za-
vadime analogicky jako u funkce jedné realné proménné algebraické operace jako sc¢itani,

cos p =

od¢itani, nasobeni a déleni funkei a nasobeni funkce konstantou. Necht z = [z1,...,2,] a
c € R, potom:
(f £ 9)(z) = f(z) £ g(z), (c- (@) =c- f(z),
x -
(- 9)(@) = (@) - gl), (£) @ =122 o o taleovs, zeg(a) 0.

Pro zobrazeni z R" do R™ jsou vySe uvedené operace definované analogicky, tj. pro kazdou
slozku zobrazeni zvlast. Pfi operaci skladani funkci n proménnych, resp. zobrazeni z R”

vvvvvv

jak je to se skladanim funkeci vice proménnych.
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Definice 1.7. Necht n,m,k € Na X CR", Y CR™, 7, Z, C R¥ jsou mnoziny takové,
ze Zy C Zy. Délenecht F': Z; — Y aG: X — Z,. Potom zobrazeni FoG : X — Y
prifazujici kazdému bodu x € X bod y € Y predpisem

y=FoG=F(G())
nazveme slozenym zobrazenim.

Poznamka 1.8. Bod z € Z, musi lezet soucasné v oboru hodnot zobrazeni GG, které
nazyvame vnitinim, a v definicnim oboru zobrazeni F', které nazyvame vnéjsim, coz zna-
mena, ze pocet slozek vnitiniho zobrazeni musi byt stejny jako dimenze definiéniho oboru
vnéjsiho zobrazeni. Odtud plyne, ze pokud chceme slozit dvé funkce vice proménnych, lze
to ucinit pouze mezi funkci n proménnych a funkci jedné proménné. Situaci ilustrujeme
na nasledujicim prikladeé.

Piiklad 1.9. Slozte funkce f(z) = o +Inz a g(x,y) =2 +y* + 1.

Reseni. Oborem hodnot funkce g je zfejmé interval (1, 00), coz je podmnozinou definic-
niho oboru funkce f, jimz je interval (0, c0). Tedy

fog=flglx,y)) = Va2 +y2+1+In(z*+y* +1).

1.3 Metrické vlastnosti R"

Pti studiu ,lokalnich® vlastnosti funkci vice proménnych je vhodné zavést nékteré pojmy
popisujici vlastnosti podmnozin v prostoru R”. Zakladnim pojmem je vzdalenost dvou
bodii.

Definice 1.10. Necht z = [z1,...,2,], y = [y1, - .., yn] jsou libovolné body prostoru R™.
Potom nezaporné cislo

v(r,y) = \/(331 —y)?+ o (T — yn)?
nazyvame vzdalenosti bodu z a y. Vzdalenost dvou mnozin X, Y C R" definujeme jako
min{v(z,y) |z € X,y € Y}.

Pfipomenme, 7ze e-okoli vlastniho bodu zy € R je definovano jako otevieny interval
(xo — €,m9 + €). V prostoru R™ definujeme okoli bodu pomoci vzdalenosti. Jak si lze
v§imnout, pfipad n = 1 je specidlnim pfipadem nasledujici definice.

Definice 1.11. Necht £ > 0. MnozZinu

Uc(xg) = {z € R"|v(z,x0) < £}
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nazyvame e-okolim bodu zy € R™. Mnozinu
P.(z9) ={z € R"|0 < v(x,x0) < €}

nazyvame e-ryzim nebo e-prstencovym nebo téz e-redukovanym okolim bodu zy € R™.
Pokud neni vzdalenost € podstatna, budeme symbol € vynechavat a pséat jednoduse U (),
resp. P(x).

Poznamenejme, zZe ryzi okoli bodu zy, 1ze chapat jako ,normaéalni okoli“ neobsahujici
bod xy. Déle se zaméfme na mnoziny bodt prostoru R™ majici urc¢itou vazbu ke konkrét-
nim podmnozinam tohoto prostoru.

Definice 1.12. Necht A C R" je libovolnd mnozina, a € R™ bod v R™. Bod a se nazyva:

(i) vnitinim bodem mnoziny A, jestlize existuje okoli U(a) takové, ze U(a) C A. Mno-
zina vSech vnitfnich bodd mnoziny A se nazyva vnitiek mnoziny A a znaci se A°.

(ii) bodem uzévéru mnoziny A jestlize pro kazdé okoli U(a) plati U(a)NA # (. MnoZina
vsech bodi uzavéru mnoziny A se nazyva uzavér mnoziny A a znaci se A.

(iii) hrani¢nim bodem mnoziny A, jestlize v kazdém okoli U(a) existuji body xy, xo
takové, ze soucasné plati 1 € A, xo ¢ A. Mnozina vSech hrani¢nich bodi mnoziny
A se nazyva hranice mnoziny A a znaci se 0A.

(iv) hromadnym bodem mnoziny A, jestlize kazdé okoli U(a) obsahuje nekoneéné mnoho
bodt mnoziny A. Mnozina vSech hromadnych bodd mnoziny A se nazyva derivace
mnoziny A a znaci se A’.

(v) izolovanym bodem mnoziny A, jestlize existuje okoli U(a) takové, ze U(a)NA = {a}.
Déle definujme nejznamé;jsi typy mnozin v R”.

Definice 1.13. Necht A, B C R" jsou libovolné mnoziny. Rekneme, ze mnoziny A a B
jsou oddélené v R"™ pokud AN B = () = AN B. Déle fekneme, Ze mnozina A je:

(i) oteviena, pokud obsahuje pouze své vnitini body, tedy A° = A.
(ii) uzaviend, pokud obsahuje pouze body svého uzavéru, tedy A = A.

(iii) komplementem nebo-li doplitkem mnoziny B, pokud B = R"\ A. Mnozinu B pak
znac¢ime AC.

Poznamenejme, Ze v prostoru R" plati, ze doplikem oteviené mnoziny je uzaviena
mnozina a naopak dopliikem uzaviené mnoziny je oteviena mmnozina. Navic pokud je
A uzaviend, tak A = A° U 0A. Déle prazdna mnozina () a cely prostor R™ jsou jediné
tzv. obojetné mnoziny, tj. zaroven oteviené a uzaviené. Na druhou stranu v prostoru R"
existuji i mnoziny, které nejsou ani oteviené, ani uzaviené. Prikladem miize byt tieba
mezikruzi M = {[z,y] € R? : 1 < 2%+ y? < 4}, kde mensi kruZnice je soucasti hranice M
a vetsi kruznice neni soucasti hranice M, viz Obrazek 4.1 z Prikladu 1.2.
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Na zaveér rozsirme mnozinu R" o nevlastni body podobné, jak jsme to ucinili v pripadé
mnoziny R, kde jsme pridali k redlnym ¢islim prvky co a —oo. Pro mnozinu R” se situace
mirné komplikuje z divodu, ze takovych nevlastnich bodi je zde vice. Jsou jimi vSechny
body prostoru R™ majici alespon jednu svou soufadnici rovnu oo nebo —oo.

Priklad 1.14. Nevlastni body v R? jsou typu: [z, +00], [00,xs], [f00, +00] (dohro-
mady 8 moznych typt bodi), kde x1, 22 € R jsou libovoln4 ¢isla.

Poznamka 1.15. Mnozinu R" spolu se vSemi jejimi nevlastnimi body budeme oznacovat
symbolem (R*)".

Okoli nevlastnich bod budeme definovat analogicky, jako tomu bylo u funkci jedné
realné proménné. Pro jednoduchost postup popiSeme pouze u nékterych nevlastnich bodt
prostoru R2.

Priklad 1.16. Urcete okoli nevlastnich bodii [co, 00| a [z1,00] v R? .

Reseni. V piipadé bodu [oo,00] je jeho okolim libovolna nekoneénd ¢ast roviny, tj.
U([oo, >]) = (a,00) x (b,00), kde a,b € R jsou libovolna (nejéastéji velkd) redlnd cisla.
V pfipadé bodu [z1,00] je jeho e-okolim libovolna nekoneénad ¢éast e-pasu, tj.
U.([x1,00]) = (1 — &,21 + €) X (a,00), kde a € R je libovolné (nejcastéji velké) redlné
Cislo. Zde je mozné zavést e-okoli, protoze alesponn jedna soufadnice bodu [z, 00| je
vlastni. O]

1.4 Limita a spojitost funkce

Pti zavadéni pojmt limity funkce vice proménnych se budeme snazit postupovat analo-
gicky jako u funkce jedné realné proménné. Na druhou stranu ,rozmanitost® prostoru R"
nas nuti opustit urcité tendence pouzivané v pripadé funkce jedné proménné. Zasadnim
rozdilem pfi vypoctu limit funkci jedné a vice proménnych hraje fakt, ze okoli bodu x
funkce jedné proménné je otevieny interval, zatimco v ptfipadé funkci vice proménnych je
jim oteviena n-rozmérna koule. U funkce jedné proménné jsme predpokladali, ze pokud
limita v bodé x existovala, byla funkce definovana v néjakém pravém i levém ryzim okoli
bodu zg a

lim f(z) = lim f(z)= lim f(z),

T—Zo T—T) =T

tj. do bodu z( jsme se mohli blizit pouze ve dvou smérech, zprava nebo zleva.

V pripadé funkci vice proménnych se miizeme do bodu xz, blizit nekoneéné mnoha
zpusoby, tj. po libovolné kiivce. Pokud limita existuje, musi ndm (af se do bodu x
blizime jakkoliv) vychézet vzdy stejnd hodnota. Jiz z tohoto pohledu je vypocet limity

vvvvvv

7 vyse uvedenych divodi nebudeme pti vypoctu limity funkce vice proménnych v bodé
xo pozadovat, aby funkce byla definovana ve vSech bodech néjakého ryziho okoli bodu
xo. Aby ovSem definice limity v bodé zy davala smysl, budeme v dalsim textu, aniz
bychom tento fakt stale zduraznovali, predpokladat, ze bod xy je hromadnym
(klidné i hrani¢nim) bodem svého defini¢niho oboru.
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Definice 1.17. Rekneme, Ze funkce f : R* — R (n > 1) ma v bodé a € (R*)" limitu L,
L € R*| jestlize ke kazdému okoli U(L) bodu L existuje ryzi okoli P(a) bodu a takové, ze
pro kazdy bod x € P(a) N D(f) plati f(z) € U(L). Piseme

lim f(x) = L.
Limita se nazyva vlastni, jestlize L € R, v opa¢ném piipadé (L = +00) se limita nazyva
nevlastni. Bod a € (R*)" se nazyva limitni bod.

Uvedena definice limity je univerzalni definici pro funkci jedné ¢i vice proménnych
a zahrnuje i pripady vlastni ¢i nevlastni limity pro vlastni i nevlastni limitni bod. Na
nésledujicim obrazku je znazornéna (vlastni) limita funkce dvou proménnych f(x,y) = x.

Obr. 1.3: Limita funkce dvou proménnych pro funkei f(z,y) = x.

Poznamenejme, Ze pro zobrazeni z R” do R™ je definice limity analogicka, jen je vhodné
si uvédomit, ze limitou v tomto piipadé neni ¢islo, ale m-tice ¢isel.
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Z definice limity (podobné jako u funkce jedné proménné) lze piimo ukézat platnost
mnohych tvrzeni. Uvedme si ty nejdilezitéjsi, jez budou obdobou téch, kterd dobie zname
z teorie funkce jedné proménné.

Véta 1.18. Funkce f: R" — R md v bodé a € (R*)" nejvyse jednu limitu.

Véta 1.19. Necht f,g,h: R" — R jsou funkce, a € (R*)". Ddle necht f je ohranicend
v néjakém ryzim okoli bodu a. Pokud plati lim g(z) = 0 a lim h(x) = 0o, pak

(i) lim f(z)g(z) =0,

r—a

limM = 0.

(11) r—a h(l’)

Véta 1.20. Necht a € (R*)" a necht existuji vlastni limity funkci f,g : R™ — R v bodé
a. Potom pro algebraické operace s funkcemi plati

(i) lim(f(z) + g(x)) = lim f(z) + lim g(z),

r—a r—a r—a

(i) limaf(x) = Oéglgig}lf(x)’ kde o € R,

r—a

(i) lim (f(x) g(2)) = lim f(2) lim g(x).

r—a r—a Tr—a

lim f(x)
(iv) lim gg)) = T;; o) pokud ilircllg(:zr) # 0.

Spojitost funkce vice proménnych je definovana analogicky jako u funkce jedné pro-
ménné.

Definice 1.21. Rekneme, 7e funkce f : R" — R, resp. zobrazeni f : R® — R™ je spojité
v bodé a € R, jestlize méa v tomto bodé vlastni limitu a plati

lim /() = f(a)

Poznamenejme, Ze vzhledem k existenci limity funkce, ktera je vysledkem algebraic-
kych operaci s funkcemi majicich limitu, plati také, ze vysledkem algebraickych operaci
se spojitymi funkcemi je spojita funkce. Pro zobrazeni plati nasledujici tvrzeni.

Véta 1.22. Necht F a G jsou zobrazeni. Existuje-li kompozice F(G(z)) a lim G(z) = b

r—a

a navic je-li zobrazeni F' spojité v bodé b, potom

lim F(G(z)) = F(b).

r—a

Tato véta spolu s predchazejici poznamkou umoznuje tvrdit:
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(i) Elementarni funkce (jedné i vice proménnych) jsou spojité tam, kde jsou definované,
pricemz za elementarni funkce povazujeme mocninné funkce, exponencialni funkce,
goniometrické funkce a vsechny funkce k nim inverzni. Dale mezi elementarni funkce
fadime vsechny funkce, které vznikly z téchto funkci kone¢nym poctem algebraickych
operaci nebo operaci skladani.

(ii) Zobrazeni obsahujici pouze elementarni slozky je spojité na mnoziné M, pokud jsou
na mnoziné M spojité vSechny jeho elementarni slozky.

Tyto skutecnosti jsou podstatné pii stanoveni postupu pri vypoctu limity u elementar-
nich funkei, kdy nejdiive zkusime vypocitat hodnotu funkce (resp. zobrazeni) dosazenim
limitniho bodu do pfedpisu funkce. Pokud tato hodnota existuje, tj. po dosazeni obdrzime
urcity vyraz, je limita rovna této funkéni hodnote.

Priklad 1.23. Vypoctéte limitu

Vad+y?—z

r+ylnz Tyt

im
[:Cay:z]_)pv_?)vl]

zobrazeni z R? do R2.

Reseni. Piimjm dosazenim dostdvame

Vad+y? —z V22 + (=32 -1
- gz = 2—-3+1 = [2,0].
[x,y,z]g[g,—g,l} r+ylnz Ty T+ 2—-3Inl ’ * [2,0]
]

Zobrazeni ma limitu (je spojité) pravé tehdy, kdyz maji limitu (jsou spojité) vSechny
slozky tohoto zobrazeni. Proto se v dalsim zaméfime pouze na vypocet limit funkci vice
proménnych.

Priklad 1.24. Urcete limitu

-y
lim cos(z +e7Y)

[zy]—=[oo00] /T T+ Y

ReSeni. Ziejmé |cos(x + e7¥)| < 1 pro viechna [r,y] € R? a tudiz vyraz v Citateli je
ohraniceny v okoli bodu [oo, oo]. Navic [ ]lir[n } VI + y = oo. PHimy pouzitim Véty 1.19
z,y]—[00,00
dostavame
. cos(z +e7Y)
lim @ ———~

=0.
[z.y]—=[oo00] /T T+ Y

Priklad 1.25. Urdete limitu
3

lim )
[x,y]—[0,0] Y — 2
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Reseni. Po dosazeni limitniho bodu dostaneme vyraz %. Aby limita existovala, musela
by se hodnota funkce v okoli bodu [0, 0] blizit k co nebo k —oo. Snadno nahlédneme,
ze funkce je ve II. kvadrantu (tj. pro x < 0 a y > 0) kladna a blizko bodu [0, 0] roste
nade vSechny meze. Naopak, ve IV. kvadrantu (tj. pro z > 0 a y < 0) je funkce zdporna
a blizko bodu [0,0] klesd pod vSechny meze. Odtud (dle Véty 1.18) zkoumand limita
neexistuje. [

Nyni se budeme zabyvat pripady, kdy po dosazeni limitniho bodu do predpisu funkce
vyjde neurcity vyraz typu g nebo 2.

Priklad 1.26. Urcete limitu

) 3% — 21?
lim )
[z.9]—[0,0] /322 — 292 +1—1

Reseni. Dosazenim limitniho bodu do funkce dostavame neuréity viraz typu g. Hodnotu
limity najdeme typickym obratem pouzivanym i v pfipadé hledani limity funkci jedné
proménné. Citatele i jmenovatele zlomku vynasobime vyrazem /322 —2y2 +1 + 1. Po
této upravé dostavame

) 32 — 212 ) (32?2 — 2y°) (/322 — 22 + 1+ 1)
lim lim 5
o] =100 /322 — 22 + 1 — 1 " leyl—l00 3z —2y*+1-1
= lim (v/322-2y2+1+1)=2.

[z,y]—[0,0]

]

V dalsich tivahach o existenci limit funkei vice proménnych je vhodné zavést nasledujici
pojem.

Definice 1.27. Nechf ¢ € M je hromadny bod mnoziny M. Rekneme, Ze funkce
f:R" = R mé v bodé a limitu L vzhledem k mnoziné M, M C D(f), jestlize

VU(L)3P(a) | f(P(a)n M) CU(L),

tj. ke kazdému ¢ > 0, existuje § > 0 tak, ze pro kazdy bod x € Ps(a) N M plati
f(z) € U-(L). Piseme
lim f(z) =

r—a

zeM

Véta 1.28. Necht existuje limita lim f(x). Potom pro kaZdou mnoZinu M C D(f), jejimz

r—a

hromadnym bodem je bod a plati

lim /() = lim f(2).

zeM
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Specidlni volbou mnoziny M = {[x1(¢), ..., x,(t)] |t € I}, kde z;(t) jsou spojité funkce
jedné realné proménné definované na intervalu I a existuje to € [ tak, ze plati a =
= [x1(to), ..., xn(to)], je mozné pii vypoctu limity funkce vice proménnych vzhledem
k mnoziné M vyuzit postupu vypoc¢tl limit neurcitych vyrazt pro funkci jedné proménné.
Mnozina M je totiz v tomto pfipadé jednoparametrickou kiivkou v prostoru R"™ a plati

lim f(x) = lim f(x1(¢),...,2,(t)).
r—a t—to
zeM
Tato skutecnost se s vyhodou pouzije pfi dokazovani neexistence limity funkce f, kdy
stac¢i najit dvé rtizné mnoziny M; a Ms, pro néz limity funkce f vzhledem k M; a M,
vychazeji rizné, viz nasledujici priklad.

Priklad 1.29. Vypoététe limitu  lim — —2%4.
[wy]—[0,0] * 1Y

ResSeni. Vysetiime vSechny limity vzhledem k pfimkam prochizejicim po¢atkem majici
tvar y = kx. Potom plati

2y ) 2xy ) 2xkx 2k
m —Q = m = Im = .
[2.9]—[0,0] 22 + Y2 [zy]—[0,0] 22 +y? a0 z2 + k222 14+ k2
[z,y] €[z k]

To znamend, Ze hodnota limity v bodé [0, 0] vzhledem k pfimkam tvaru y = kx zavisi na
volbé k. Tudiz vysledek limity je pro riizna k rizny a vysetfovand limita neexistuje, viz
Obrazek 1.4. m

X

Obr. 1.4: Graf funkce f(z,y) = xfﬁgﬁ s prusecnicemi s rovinami y = kzx.

Priklad 1.30. Vypoctéte limitu  lim %

[a,y]—[o0,00] & FE
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Reseni. Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze diky tomu, Ze funkce e* ve jmenovateli
roste ,rychleji“ nez linedrni funkce y v ¢itateli, vysledek limity bude 0. Opak je pravdou.
Vysetfime vSechny limity vzhledem k exponencidlam sméfujicim do bodu [0o, oo] majicim
tvar y = ke®, k > 0. Potom plati

) Yy ) Y ) ke® ) k
lim = lim = lim = lim — =
[z,y]€[x,ke”]

To znamena, ze hodnota limity zavisi na volbé k a tudiz vysetfovana limita neexistuje. [J

Ve vyse uvedenych prikladech je pomérné snadno ukazano, ze limita neexistuje. Pro
opacny vysledek, ze limita existuje, je tieba ukazat, ze po vSech kiivkach ma limita vzhle-
dem k této kiivce stejnou hodnotu. Ovérit tuto skutecnost pouze pro urcitou t¥idu kiivek
(napt. pfimek) nestaci.

Obecné pfi vypoctu limity je nutné vychazet z definice limity a pracovat s okolimi.
V pfipadé funkce dvou proménnych je mozné okoli bodu [xg, yo] vhodné popsat pomoci
polarnich soutadnic ve tvaru

T =g+ T Cos p, Y =1Yo+ 7 sin o,

kde r > 0 udavé vzdalenost bodu [zg, Yo a [z, y], ¢ € (0,27) je thel, ktery svira spojnice
téchto bodt s kladnym smérem osy x. Vyhodou tohoto popisu je, ze potom limitni pfechod
[z,y] — [z0,yo] 1ze nahradit limitnim pfechodem r — 0. Uvedeny postup ilustrujeme na
nasledujicim prikladeé.

Priklad 1.31. Rozhodnéte, zda funkce

—COS2 $2 2
fog) = | e pro [ea] £(0,0),
’ 1 pro [z, y] = [0, 0]

je spojita v bodé [0, 0].

Reseni. Abychom zjistili spojitost v bodé [0,0], je nutné (dle Definice 1.21) porovnat
funkéni hodnotu a limitu funkce f v bodé [0, 0].

JelikoZ v tomto piipadé vychézi po dosazeni limitniho bodu [0, 0] do pfedpisu funkce
neurcity vyraz typu 8, pouzijeme pii vypoctu limity transformaci do polarnich soufadnic.
Po nahrazeni proménnych z, y novymi proménnymi ma funkce f tvar

1—cos?(z? + %)  1—cos?[r?(cos? p +sin’ )] 1 — cos?(r?)

(z2+y2)?  [r?(cos? o +sin p)]? rd

a tudiz lze vypocet uvedené limity nahradit vypoctem limity funkce jedné proménné. Pti
vypoctu pouzijeme L’Hospitalovo pravidlo, jakozto aparat znamy z teorie funkci jedné
promeénné:

1 — cos?(z? + y?) — lim 1 — cos?(r?) _ fim 47 sin(r?) cos(r?) _

[z,y]—[0,0] ($2 + y2)2 0t rd 0+ 4r3
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(2 2 (2
= lim M = lim Sm(; ). lim cos(r?) =1-1=1.
r—0t r r—0+ r r—07+

Jelikoz plati
lim  f(z,y) =1= f(0,0),

[,y]—10,0]

funkce je v bodé [0, 0] spojita. O

Poznamenejme, ze v piipadé pouziti polarnich soutadnic, kdy vysledek limity zavisi
na ¢ (tj. na cesté, po které se do limitniho bodu blizime), limita neexistuje, viz nésledujici
priklad nebo Priklad 1.29, ktery doporucujeme ¢tenafi spocitat i pomoci transformace do
polarnich souradnic.

Priklad 1.32. Urcete limitu

%y

lim ———.
[wy]—[0,0] 74 + 3

Reseni. Po dosazeni bodu [0,0] do ptedpisu funkce dostaneme neuréity vyraz %. Po
transformaci limity do polarnich soufadnic dostavame

%y , r® cos? @ sin @

) r cos? psin @
im —
[,y —[00] T + y?

= lim = lim .
r—0+ r2(r2 cost p +sin® ) r—0t 72 cost p +sin® ¢

Blizime-li se do bodu [0,0] po libovolnych kiivkach s vyjimkou téch, které sviraji
s kladnym smérem osy x tthel ¢ = 0 ¢ ¢ = 7, vyjde limita nulova. Pro kiivky s ¢ = 0

¢i ¢ = m, tj. pro ty, jejichz te¢na v bodé [0,0] je osa x, dostdvame opét neurdity vyraz
% a hodnotu limity (pfes tuto mnoZinu) neumime uréit. Vybereme-li vSak z mnoziny
,podezielych® kiivek paraboly tvaru y = kz? a dosadime-li je do zadané limity, zjistime,
ze

i %y 5 %y 5§ ka? k

im —— = im —— =lim = :

yl—00 2t +y*  [wy—00 2t +y?  e—0xt 4+ k2t 1+ k2
[z.y] €[z ka?]

Odtud vidime, ze vysledek limity zavisi na tom, po jaké parabole se k limitnimu bodu
blizime, a tudiz limita neexistuje. O]

P1i vypoctu limity funkei tii a vice proménnych 1ze postupovat analogicky jako v pred-
chazejicich ptikladech, ovSem cela situace je zde komplikovanéjsi kviili vyssi dimenzi okoli
limitniho bodu.

1.5 Parcialni derivace, derivace ve sméru

Pro funkce vice proménnych se zavadi pojem parcidlni derivace, ktery vyuziva pojem
derivace funkce jedné proménné.

Definice 1.33. Parcidlni derivaci funkce y = f(z1,...,2,) v bodé a = [aq, ..., a,] podle
proménné x; rozumime derivaci funkce jedné proménné

y(x) = flar, ..., 41,2, Qip1, .-, a)
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v bodé a;. Tuto derivaci zapisujeme dvéma moznymi zpisoby:

of

12 (a) nebo a—xi(a).

X5

Tedy vsechny proménné kromé proménné x; ,zafixujeme®, tj. nazirame na né pii de-
rivovani jako na konstanty a derivujeme pouze podle proménné x;. Pro grafické vyjadreni
pojmu parcidlni derivace v bodé se omezime pouze na funkci dvou proménnych a bod
[0, y0]. V tomto piipadé ,zafixovani“ proménné y, resp. x a vypocet f.(zo,¥o), resp.
fz’/(xo, Yo) znaci omezit se na rovinu y = ¥, resp. £ = o. Potom ve shodé s geometrickym
vyznamem derivace funkce jedné proménné je derivace f!(xg,yo) rovna smérnici tecny
v bodé [zg, yo] k prisecnici funkce f(x,y) s rovinou y = yo. Analogické tvahy plati i pro
f;(xo, Yo). Situace je znazornéna na nasledujicim obrazku.

Obr. 1.5: Geometricky vyznam parcialnich derivaci f; a f,; v bodé& [z, yo].

Definice 1.34. Necht funkce y = f(z1,...,z,) ma definovanou parcialni derivaci podle
proménné z; v kazdém bodé mnoziny M C R". Potom je funkce, pritazujici kazdému
bodu této mnoziny hodnotu této parcialni derivace, nazyvana parcialni derivaci funkce
y = f(z1,...,x,) podle proménné x;, coz zapisujeme

fo (w1, ) nebo a—%(xl,...,xn).
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Prvni parcidlni derivace na néjaké mnoziné M je tedy funkce m promeénnych. Pri
praktickém vypoctu (prvni) parcidlni derivace funkce f v bodé a € R™ postupujeme tak,
ze nejprve spocitame parcialni derivaci obecné a poté do ni bod a dosadime, viz néasledujici
priklad.

Priklad 1.35. Vypoctéte vsechny prvni parcidlni derivace funkce

a) z = arctg L ¥ bods [0,1], b) z=2aY v bodé[l,?2].
)

ReSeni. a) Derivujeme jako slozenou funkci, tj.

, 1 1 Y , 1 x x
Ze = 2\ " 22 Zy = 2\ 2] T T 22
1+ 2 \y/)  22+y 1+2\ y 2ty

Odtud z,(0,1) =1 a 2,(0,1) = 0.

b) Na vypocet parcidlni derivace podle x pouZijeme vzorec pro derivaci mocninné
funkce a pfi parcialni derivaci podle y vyuzijeme vzorce pro derivaci exponencialni
funkce se zakladem z, tj.

I y—1 Iy
2, =yr¥ z, =a"Inw.

Odtud 2,(1,2) =2 a z,(1,2) = 0.
[

Poznamka 1.36. Z existence parcidlnich derivaci funkce f v bodé [z1,...,x,] neplyne
nutné spojitost funkce f v tomto bodé. Tedy neplati jista analogie s funkci jedné pro-
ménné, kde existence derivace funkce f v bodé zy implikovala spojitost funkce f v tomto
bodé, viz nasledujici priklad.

Priklad 1.37. Funkce z definovana jako

1 proxz =0 neboy =0,

z2(z,y) = y

0 jinak
mé v bodé [0,0] obé parcialni derivace rovny 0, ale neni v tomto bodé spojité, protoze
zde neexistuje limita. Blizime-li se totiz do bodu [0, 0] po ose x ¢ y vychdzi hodnota 1 a
v jiném sméru vychazi hodnota 0. Grafem funkce je rovina z = 0 , z niz je ,vyzdvizen“
osovy kriz.

Zobecnénim pojmu parcialni derivace je derivace ve sméru vektoru §.

Definice 1.38. Derivaci funkce f(xy,...,2,) v bodé a = [aq,...,a,] ve sméru § =
= (81,...,5,) rozumime derivaci funkce jedné proménné

y(t) = flag +ts1,...,an +18,)
v bodé ¢t = 0 a zapisujeme ji fi(a). To znamena, ze

F1{a) = limg SO IS s E0) = @)
s t—0 t .
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Volime-li vektor § = (0,..,1,..,0) tvofeny nulami s vyjimkou i-té pozice (kde je 1),
derivace funkce y = f(z1,...,z,) v bodé a = [ay,...,a,| ve sméru § = (0,..,1,..,0) je
rovna parcialni derivaci f, (21,...,2,) .

Abychom uvedli i souvislost parciadlnich derivaci s derivaci ve sméru, je vhodné zavést
pojem gradientu funkce f(z1,...,z,).

Definice 1.39. Jestlize mé funkce y = f(xq,...,x,) parcidlni derivace v bodé a =
= [ai,...,a,] podle v8ech proménnych z;, fekneme, ze funkce y ma v bodé a gradient
grad f(a), ktery je roven vektoru parcidlnich derivaci v tomto bodé podle jednotlivych

proménnych, tj. ) 5
grad f(a) = <—f(a), . / (a)) :

011 "0z,
Véta 1.40. Euxistuje-li okoli bodu a = [aq, ..., a,]|, v némzZ ma funkce y = f(xq,...,2,)
spojité parcidlni derivace podle vSech proménnich x;, potom pro libovolny vektor s =
= (81,...,5p) ezistuje derivace funkce y ve sméru § a plati:
9f o f
(a) = (grad f(a) - §) = ——(a)s; +---+ a) Sp,
i) = grad (@) - %) = 2 L@)si++ 50

kde vyraz (grad f(a) - §) oznacuje skaldrni soucin téchto vektori.

Poznamenejme, Ze pro k-nasobny vektor s vychazi smérova derivace k-nasobné, tj. pro
k € R plati

frs(a) = kfe(a).

Omezime-li se na vektory konkrétni velikosti v > 0, tak z vlastnosti skalarniho soucinu
plyne fakt, ze nejvétsi hodnoty nabyva fi(a) pro vektor § (|5] = v), ktery je roven vhod-
nému k-nasobku vektoru grad f(a). Gradient funkce f v bodé a je tedy smérem nejvétsiho
rustu funkce f v bodé a a hodnota f.(a) udava, jak moc funkce f v tomto sméru roste.

Pro geometrickou interpretaci derivace ve sméru § se podobné jako u parcialnich de-
rivaci omezime na funkce dvou proménnych. Mnozina bodi

[a1 +ts1, a9 + tsy, fay +ts1, as + ts2)], teR

si muzeme predstavit jako prisecnici grafu funkce f s rovinou a. Rovina « je rovnobézna
s osou z a ma stopu v roviné xy uréenou bodem [a, as] a vektorem § = (s1, s2). Derivace
ve sméru vektoru § v bodé [ay, as] je potom tangentou thlu, ktery sviraji vektor § spolu
s te¢nym vektorem prisecnice v bodé [ay, as|, viz Obrazek 1.6. Na tomto obrazku jsou
prislusné vektory rovnobézné, coz znamena, Ze jejich thel a tudiz i smérova derivace (zde
konkrétné pro bod [1,1]) jsou nulové.

Jinou moznou interpretaci je pfedstava, ze funkce f lokalné popisuje nadmoiskou
vysku zemského povrchu. Postavime-li se s lyZzemi na svah v bodé [ay, as, f(a1,as)] tak,
ze lyZze se ndm pfi rovnobézném promitani ve sméru osy z promitnou do vektoru (s, s2),
potom podil rozdilu nadmotskych vysek spicek a pat lyzi ku délce lyzi je roven derivaci
funkce f v bodé [ay, as] ve sméru §.
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h‘-\-.

I[x,y] Z[1,1] =>h=0

Obr. 1.6: Smérova derivace

Priklad 1.41. Uréete smér ve kterém funkce

flz,y) = :(:y—irsinE
Yy

v bodé [m, 1] nejrychleji roste. Dale urcete f. v tomto bodé pro §= (1, 3).

Reseni. Nejdiive spoéitame parcialni derivace funkce f, tj.
f;:y+lcos§, f;:x—%cosf
Y Y Y )
Odtud f,(m,1) = 0, f,(7,1) = 27 a grad f(m,1) = (0,27), tedy funkce nejrychleji roste
ve sméru (0, 27) nebo-li v kladném sméru osy y. Jelikoz jsou obé parcidlni derivace spojité
v okoli bodu [r, 1], vyuzijeme k uréeni smérové derivace Vétu 1.40:

Sl (m,1) = (grad f(m,1) - (1,3)) =01+ 27 -3 = 6.

O
Poznamka 1.42. Podobné jako u parcidlnich derivaci, i z existence smérovych derivaci
funkce f v bodé [z, ..., x,] neplyne nutné spojitost funkce f v tomto bodé, viz nasledujici
priklad.

Priklad 1.43. Funkce f definovana jako

[ profe £ [0,0)
f( 7y) {O pro [x,y] = [070]

mé v bodé [0,0] smérové derivace dokonce v libovolném sméru, ale neni zde spojita.
Ovéfeni existence vSech smérovych derivaci v bodé [0, 0] ponechdme na samotném ¢tenéii.
Je v8ak nutné pii jejich urcCovani pouzit pfimo definici smérové derivace. Nespojitost
v bodé [0, 0] plyne z neexistence limity v tomto bodé, viz Ptiklad 1.32.



24 DIFERENCIALNI POCET FUNKCI VICE PROMENNYCH

Jak jsme jiz uvedli dfive, lze parcidlni derivaci chapat jako funkci vice proménnych
na mnoziné M. Jestlize ma funkce f(z1,...,x,) na této mnoziné parcidlni derivaci
of

8—m(x1, ..., Ty), kterd ma v bodé a = [a4, ..., a,| € M parcidlni derivaci podle proménné

xj, nazveme tuto parcialni derivaci parciélni derivaci druhého faddu funkce f podle z;z;,

t].
of
PR L o
(a)==——=—(a) = ——(a
Titi axzax] al'j

Opakovanim uvedeného postupu definujeme rekurentné i parcialni derivace vyssich rada.
Pro parcialni derivace vyssich fadu plati tzv. Schwarzova véta o zaméné potradi derivovani.
Uvedeme ji v nejjednodussi podobé, tj. pro funkci dvou proménnych a (smisené) parcilni
derivace druhého radu.

Véta 1.44 (Schwarzova). Necht funkce f(x,y) md v bodé a = [ay, as] spojitou parcidlni
derivaci fy, nebo f.. Potom jsou spojité obé tyto derivace a navic jsou zamenné, tj. plati

ay
fye(a) = f2,(a).
Priklad 1.45. Urcete vSechny druhé parcialni derivace funkce z = z¥. Déle ovéite

platnost Schwarzovy véty a najdéte mnozinu M C R2, pro kterou je tato véta splnéna.
Reseni. Z Piikladu 1.35 b) vime, Ze

2l = yav !, z, =2'Inz.
Dalsim derivovanim urc¢ime

2o =yly — 1)av 2, 2, =¥ In’z.

Pro smisSené parcialni derivace dostavame

"o
yr

1
2o =12v  ya? TIne = 2v (1 +ylna), z yr' 'Inz+av= =2 Y(ylnz+1).
T

zy

Odtud je vidét, ze Schwarzova véta je splnéna pro vSechna [z, y|, kde jsou smiSené derivace
definované, tj. na mnoziné M = {[x,y] |z > 0}. O

Zavérem uvedeme dilezité diferencialni operatory pouzivané zejména ve fyzice a apli-
kacich. Jiz jsme se zminili o gradientu. Pro jednoduchy zapis gradientu se pouziva sym-

bolického vektoru nabla
o_(9 9
\ 9z, 0, )

ktery je nejcastéji pouzivan pro funkce tii proménnych, tj.

= g 0 0
V= (a,a—y,a)
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Gradient grad f(a) v bodé a = [aq,...,a,] zapisujeme potom jako sou¢in symbolického

vektoru
- 0 0
V = (8__171, ey 8_%)

0 0
grad f(a) = <8x1’”"8x )f(a)

a skalaru f(a), tj.

Dalsim dulezitym operatorem je tzv. Laplacetiv operator, ktery miizeme symbolicky vy-
jadrit jako
- 0? 0?
A=V> = 4 ...4
x? oz

a ktery je nejcastéji pouzivan pro funkce dvou nebo tii proménnych, tj.

- 0? 0?
A=V?=_—"— 4+ —
v 0x? + oy?
nebo
B 82 N 82 N 62
ox?  0y* 022

Poznamenejme, Ze s tzv. Laplaceovou rovnici pro funkei u(z,y), tj. s rovnici

Pu  0*u

Au=—+—=0
“ 8x2+8y2 ’

se setkame pozdéji u funkci komplexni proménné, podrobnéji viz Odstavec 3.6.2.

1.6 Diferencial funkce

Diferencial funkce jedné proménné v bodé xy vniméme jako nahrazeni funkce tec¢nou
v bodé x( a jeho existence je rovnocenna existenci derivace v tomto bodé. Situace v pfi-
padé funkci vice proménnych je komplikovanéjsi, i kdyz z formélniho hlediska je vyznam
diferencidlu totozny.

Definice 1.46. Rekneme, Ze funkce f(z1,...,7,), f: R* — R, definovina v néjakém
okoli bodu a = [ay,...,a,] je v tomto bodé diferencovatelnd, jestlize existuji konstanty

Dy, ..., D, € R takové, ze plati

hm f(CLl +h1,...7an+hn) — f(al,...,an) — (Dlhl + .- +Dnhn)

[h1,...,hn]—]0,...,0] \ /h% + e+ h%

Linearni vyraz D1hy + - -+ + D,h, proménnych hq,...,h, se nazyva diferencial nebo téz
totalni diferencial funkce f v bodé [ay,...,a,] a znaéi se df(aq, ..., a,).

=0
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Véta 1.47. Je-li funkce f(xy,...,x,) diferencovatelnd v bodé a = lay,...,a,], resp.
v jeho okoli, pak je v tomto bodé, resp. v jeho okoli spojita. Navic v tomto bodé existuji
vsechny parcidlni derivace prunitho vddu a spliugi rovnosti

(g_i(a),...,gxf;(a)> = (D1,...,Dy).

Poznamka 1.48. (i) Vyrazy

of
a)h; roi=1,...,n
se nékdy v odborné literatutre nazyvaji parcialni diferencialy. Priristky h; lze znacit
i jako duz;.

(ii) Opak predeslé véty (podobné jako u funkce jedné proménné) neplati. Je-li funkce
spojitd v bodé, nemusi byt zde diferencovatelnd, viz napt. f(z,y) = /2?2 + y?
v bodé [0, 0].

Pti geometrické interpretaci se opét omezime pouze na funkci dvou proménnych.
V tomto piipadé diferencial funkce z = f(z,y) v bodé [z¢,yo] obvykle zapisujeme ve
zkracené podobé

0 0 / /
dz = a_i(mo;yo)fu + 8_];(950, Yo)ha = f(x0, yo)dz + f, (w0, yo)dy -

Vyjadrime-li prirtstky do = x — ¢, dy = y — v, dz = 2 — 25 a dosadime do vyse uvedené
rovnice, vznikne ndm pro proménné z,y, z lineadrni rovnice

z— 20 = fo(2o,v0)(x — 20) —I—f;(xo,yo)(y—yo), (1.1)
kterd je vzorcem tecné roviny k funkei z = f(x,y) v bodé [xg, yo, 20, kde 2o = f (0, yo)-

Priklad 1.49. Napiste rovnici te¢né roviny a norméaly (normdlové piimky), tj. pfimky
kolmé k tecné roviné k funkci f(z,y) = arctg £ v bodé [1,1,7].

Reseni. Nejdiive vypocéteme tieti soufadnici z, te¢ného bodu z, = arctg% = 7 Tedy
tecny bod mé soufadnice [1,1, 7]. Dale vypocteme parcidlni derivace prvniho fadu, tj.

1 1 /1
fe= 1 (_%):_% a f§:—2<‘>:%~
1+5 N 2 z*+y 1+ % \z) 224y

Odtud dostavame f/(1,1) = —4 a f}(1,1) = 3. Dosazenim do vztahu (1.1) dostédvame
hledanou rovinu, t;j.
—1 1
2—227@—1)—!—5(@/—1) = x—y+22—g:O.

Normalovy vektor te¢né roviny 7 = (1, —1,2) je smérovym vektorem normalové pfimky,
coz spolu se znalosti jednoho bodu normaly, tj. bodu [1,1, F], umoziiuje napsat napf.
kanonickou rovnici normalové primky:

r—1 y—-1 z—7%

1 -1 2
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Kromé urceni te¢né roviny je dalsim moznym vyzitim diferencidlu pfiblizny vypocet
funkéni hodnoty f(b) funkce vice proménnych f(zq,...,2,) v bodé b = [by, ..., b,], ktery
je ,blizko“ bodu a = [ay, . .., ay], jehoz funkéni hodnotu zndme presné. Plati totiz

f(b) = f(a) +df(a). (1.2)

Rozepsanim tohoto vztahu a dosazenim dx; = b; — a; dostavame podrobny vzorec na
ptiblizny vypocet funkéni hodnoty f(b), tj

f(b) = flay,...,an +Zf (a1,...,a,)dx; = f(ai,...,a, +Zf (a1, ...,a,)(b; — a;).

Pfiklad 1.50. Pomoci diferencialu p¥iblizné vypoctéte 1/(1,05)2 + (3,97)% + (8,02)2.

. K vypoctu vyuzijeme diferenciél funkce f(z,y,z) = /224 y%+ 2% v bodé

Resen
4 8} s prirtstky dx = 0,05, dy = —0,03 a dz = 0, 02. Plati

1,

x Y z

df(z,y,2) = dz + dy + dz
/x2+y2+22 /372+'y2+22 /$2+y2+22

a odtud

1 4 8 1-0,05—-4-0,03+8-0,02
df(1,4,8):§dx+§dy—|—§dz: : 9’ 25 =0,01.

Podle (1.2) dostavame

V(1,05)2 4 (3,97)2 + (8,02)2 = £(1,05;3,97;8,02) = f(1,4,8) +df(1,4,8) = 9,01,

coz se od piesné hodnoty 9,010205 lisi az v fadech 10~*. O

1.7 Funkce zadané implicitné

1.7.1 Funkce jedné proménné zadana implicitné

Uvazujme funkci dvou proménnych F'(z,y). Mnozinou M, definovanou jako
M ={[z,y] € D(F)| F(z,y) = 0},

rozumime kiivku v roviné R2. Napiiklad pro F(z,y) = 2?+y? —1 je ktivka M jednotkova
kruznice se stfedem v pocatku.

Dilezitou vlastnosti kiivky M je, ze v okoli n&jakého bodu [zg, o] € M (ne nutné
kazdého) muze definovat funkei jedné proménné. S touto situaci se budeme setkévat pii
feSeni nékterych typu diferencialnich rovnic (viz Kapitola 2), kdy feSenim dané diferenci-
alni rovnice bude nejcastéji prave tzv. integralni kiivka nebo-li funkce zadana implicitné.
Nagim tikolem bude zjistit vlastnosti této funkce v okoli bodu [z, yo|, zejména pak derivaci
této funkce v bodé [zg, yo)-
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Pozorného ctenare jisté napadne, ze v pripadé, kdy lze proménnou y vyjadrit z rovnice
F(z,y) = 0, miZeme tento problém fesit klasickou derivaci funkce jedné proménné. To
mtize napiiklad nastat, kdyz je kiivka M piimo grafem funkce jedné proménné y = f(x),
tj. pokud ji mizeme zapsat ve tvaru F(z,y) =y — f(x) = 0. Derivaci v libovolném bodé
kiivky M pak uré¢ime pomoci derivace f’(z). I v piipadé jednotkové kruznice mizeme
derivaci v libovolném jejim bodé [z, y] # [£1,0] spocitat jako derivaci funkce

flz) =+V1— 22

Staci si pri derivovani funkce f vybrat ,spravnou“, tj. kladnou ¢i zapornou, vétev funkce f
podle toho, zda bod [z, y] lezi nad ¢ pod osou x. Poznamenejme, Ze pro body [£1, 0] (jak
se 1ze snadno presvédcit) neni derivace f’ (a tim padem ani derivace kiivky) definovana.

Vyse uvedeny postup ovsem selhava, pokud je kiivka M komplikovanéjsi a nelze z ni
rozumné proménnou y vyjadiit. Napiiklad pro z¥ + y* + 23 + 3® = 0 toto vyjadieni nelze
provést. Nasim cilem bude vytvofit aparat, ktery ndm umozni tuto nesnaz resit.

Definice 1.51. Necht F(x,y) je funkce dvou proménnych. Oznac¢me
M ={[z,y] € D(F)| F(z,y) = 0}

a necht F(zg,y0) = 0. Jestlize existuje okoli U, ([zo,yo]) bodu [xg, yo] takové, Ze mnozina
MNU([xo, yo]) je totozné s grafem funkce y = f(x) pro « € U.(zy), Fekneme, ze y = f(x)
je v okoli bodu [xg, yo] funkce zadana implicitné rovnici F(z,y) = 0.

Priklad 1.52. Uvazujme kfivku
F(r,y) =2 —y* =0,

tj. dvojice ptimek, viz Obréazek 1.7. Z obrazku je patrné, ze v libovolném okoli bodu [z, yo|
kiivky F' s vyjimkou pocatku [0, 0] je rovnici F'(x,y) = 0 implicitné uréena funkce y = x
nebo funkce y = —z. Naopak v okoli bodu [0, 0] neni rovnici F(x,y) = 0 urena zadna
funkce.

V nasledujici vété je uvedena postacujici podminka pro existenci funkce zadané impli-
citné v okoli daného bodu ktivky a podminka pro existenci derivace v tomto bodé.

Véta 1.53. Necht je funkce F(x,y) spojitd v okoli U.([xo,yo]) bodu [x¢,yo] a necht
F(x0,y0) = 0. Ddle predpoklddejme, Ze funkce F' md spojitou parcidini derivaci F,(x,y)
v bodé [, yo] a plati F,(xo,1y0) # 0. Potom ezistuje okoli bodu [xo,yo|, v némz je rovnici
F(z,y) = 0 implicitné zadand pravé jedna funkce y = f(x), kterd je navic v tomto okoli
spojita.

Ma-li navic funkce F v bodé [xg,yo| spojitou parcidlni derivaci F., md implicitné
urcend funkce f v bodé xy derivact a plati

Fg,;(lba yO)

@) = =5 o)

(1.3)
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Obr. 1.7: Graf kiivky 2% — y? = 0.

Vzorec (1.3) 1ze odvodit pomoci derivace slozené funkce. Rovnici F'(z,y) = 0 derivu-
jeme podle proménné z, kde vyraz s y bereme jako sloZenou funkei s vnitini slozkou y(x).
Poté vyjadiime 3/, kde v = f’. Na nésledujicim prikladé si ukézeme vypocet derivace
f'(x) timto postupem a zarovenn porovname s piimym dosazenim do vzorce (1.3).

Priklad 1.54. Urcete derivaci funkce y = f(z) v bodé [1, 1] zadanou implicitné rovnici
y +y3 — 222 =0.

Reseni. (i) Pomoct derivace sloZené funkce

Derivaci vy$e uvedené rovnice, kde proménnou y, bereme jako funkci y(x) proménné
x dostavame

ly +zy + 3%y —4x =0



30 DIFERENCIALNI POCET FUNKCI VICE PROMENNYCH

a odtud
’ dr — Y

o+ 32
Po dosazeni bodu [1, 1] dostaneme y/(1) = f(1) = 3.

(il) Primé pouZiti vzorce (1.3)

Fiz,y)  y—4x

filz) = _Fé(x, Y) x + 3y?’

coz je ekvivalentni s pfedchéazejicim zptusobem a dostaneme opét f'(1) = %.
]

Piiklad 1.55. Urdete rovnici teény a normély ke kiivce dané rovnici 23 + y® — 22y = 0
v bodé [1,1].

Reseni. Oznacme F(z,y) = 2° + y* — 2xy. Potom plati F(r,y) = 3y? — 2z, F(1,1) =
= 1 # 0. Jsou tedy splnény piedpoklady Véty 1.53 a rovnice 23 + y3 — 2zy = 0 zadava
v jistém okoli bodu [1,1] implicitné funkci y = f(z). Pro jeji derivaci v bodé = = 1

dostavame
F;(%, y) o Yy — 4x

fi(1)=- = |z, y] =[1,1] = -1
Fy(z,y) o+ 3y?
Rovnice teény t jey—1 = —(x —1) = z+y—2 = 0. Normadla n, jakozto pfimka kolma
k tecné, ma smérnici £k =1 a jeji rovnicejey—1=2—1 —= = —y =0. ]

1.7.2 Funkce dvou proménnych zadana implicitné

V nasledujicim odstavci rozsifime nase tivahy o implicitné zadanych funkcich na funkce
vice proménnych. Pro jednoduchost se omezime pouze na funkce dvou proménnych (ty se
vyskytuji v nasich aplikacich nejcastéji). Analogické rozsifeni lze vSak udélat i pro funkce
tf1 a vice proménnych - to vSak ponechame ¢tenafi k samostatné tvaze.

Podobné jako jsme u funkce jedné proménné uvazovali rovnici F'(x,y) = 0, kterd nam
v okoli bodu [y, 3] roviny R? definovala implicitné funkci y = f(z), miiZeme uvazovat
rovnici F(z,y,2) = 0, kterd ndm v okoli bodu [x¢, o, 20] prostoru R? definuje implicitné
funkci dvou proménnych z = f(x,y).

Definice 1.56. Nechf F(x,y, z) je funkce t¥i proménnych. Ozna¢me
M = {[z,y, 2] € D(F) | F(z,y,2) = 0}

a necht F'(zo,yo, 2z0) = 0. Jestlize existuje okoli U.([zo, yo, 20]) bodu [xg, Yo, 20] takové, ze
mnozina M NU.([zo, Yo, z0]) je totozna s grafem funkce z = f(x,y) pro [z, y] € U.(z0o, yo),
fekneme, 7e z = f(x,y) je v okoli bodu [z, yo, 20| funkce dvou proménnych zadand im-
plicitné rovnici F(z,y, z) = 0.

Nasledujici véta je analogii Véty 1.53 a uvadi postacujici podminku pro existenci funkce
zadané implicitné a podminku pro existenci jejich parcialnich derivaci v daném bodé.
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Véta 1.57. Necht je funkce F(x,y,z) spojitd v okoli U.([xo, Yo, 20]) bodu [x¢, Yo, 20] a
necht F(xg, Yo, 20) = 0. Ddle predpoklddejme, Ze funkce F' mda spojitou parcidlni derivaci
F! v bodé [xg, Yo, 20] a plati F!(xg,yo, 20) # 0. Potom existuje okoli bodu [xg, yo, 20|, v némz
je rovnict F(z,y,z) = 0 implicitné zadand pravé jedna spojitd funkce z = f(x,y).

Ma-li navic funkce F v bodé [xq, yo, 20| spojité parcidlni derivace F! a F,, md implicitné
uréend funkce f(x,y) v bodé€ [xo,yo| parcidlni derivace a plati

F;(xg,yo,zo)

/ _ Pz{Los Yo, <0) / _
fm('anyO) - F;(ZEO,yO;ZO) a fy(x())y())

Fy (0, Yo, 20)

. 14
F!(x0,90, 20) (14)

Priklad 1.58. Urcete parcidlni derivaci f! funkce z = f(x,y) v bodé [1,1, 1] zadanou
implicitné rovnici 2% — y® — 2* + zyz = 0. PouZijte jak vzorec (1.4), tak postup derivovani

celé rovnice podle proménné z.
Reseni. (i) Primé uZiti vzorce (1.4)
Pfimym uzitim vzorce (1.4) dostaneme

F(1,1,1) 224 yz

(1,1) = — =2 —
fo(L1) F'(1,1,1) —42% + xy

|[z,y,2] = [1,1,1] = 1.

(ii) Pomoct derivace rovnice podle proménné x

P1i postupu derivovani zadané rovnice podle x chdpeme vyrazy s proménnou z jako
funkce proménné z,y a celou rovnici mizeme zapsat jako

v* =y’ = [z, )" + ayza(z,y) = 0.
Derivaci rovnice podle z dostaneme 2z — 423z! + y(1z + xz.) = 0 a odtud

, —2x—vyz
2y = ——=,
xy — 423
coz je ekvivalentni s pfedchézejicim zptsobem a dostaneme opét f/(1,1) = 1.
O]

P¥i uréovani te¢né roviny k funkei f(z,y) dané implicitné rovnici F(x,y, z) = 0 v bodé
T = [z, Yo, 20) lze postupovat dvojim zptsobem. Bud ,klasicky* vypoc¢tem derivaci funkce
f v bodé T a uzitim vzorce (1.1), nebo lépe pomoci vzorce uvedeném v nasledujici vété.

Véta 1.59. Necht F(x,y,2) =0 zaddvd v okoli bodu [xg, yo, 20] funkci z = f(x,y) impi-
citné a necht existuje tecnd rovina v bodé T = [z, Yo, 20| Potom pro jeji rovnici plati

Fy (w0, Y0, 20)(x — x0) + Fy (%0, Y0, 20) (¥ — Yo) + F.(%0, Y0, 20)(2 — 20) = 0. (1.5)

Dukaz. Pfipomenme, Ze normélovy vektor 7 roviny « : ax + by + cz + d = 0, tj. vektor kolmy
na rovinu «, je tvaru i = (a, b, ¢). Normélovy vektor plochy F(z,y,z) = 0 v bodé [zo, yo, 20] je
kolmy na tec¢nou rovinu plochy F' v tomto bodé a udava smeér ve kterém funkce F' v tomto bodé
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nejrychleji roste, tj. jeji gradient. Odtud te¢na rovina k plose F'(x,y, z) = 0 v bodé [z, yo, 20] je
urcena rovnici
F, (20,0, 20)x + F, (20, Y0, 20)y + F. (0,0, 20)z + d = 0. (1.6)

Dosazenim bodu [xg, Yo, 20] do (1.6), ktery této rovnici vyhovuje, dopoc¢itdme koeficient
d = —F (0,0, 20)x0 — F, (20, 0, 20)%0 — F.(Z0, Yo, 20)20-
Zpétnym dosazenim koeficientu d do (1.6) a Gpravou dostavame vzorec (1.5). O

Priklad 1.60. Urcete tecnou rovinu k funkei f(x,y) v bodé 7' = [1, 0, 1] zadanou impli-
citné rovnici F(x,y,2) =23 +¢y* + 23 - 3ayz —2 —y — 2 = 0.

Reseni. Uréime F! = 322 — 3yz — 1 a odtud F’(1,0,1) = 2, déle Fy=3y"—3zz—1a
odtud F(1,0,1) = —4 a nakonec F, = 32> — 3zy — 1 a odtud F(1,0,1) = 2. Pouzijeme
vzorec (1.5) a dostaneme 2(z — 1) —4y+2(z —1) =0 apo tpravé z —2y+z—2=0. O

1.8 Priklady na procviceni

Cviceni

1-1
1. Uréete a v R? zobrazte definiéni obor funkce f(z,y) = v (] + |y|)
Vaz+y?—1

2. Urcete vrstevnici funkce f(x,y) = /224 y2 + 2z — 2y + 2 prochézejici bodem a = [2,5]
a tuto vrstevnici nacrtnéte. Dale vypoctéte gradient této funkce v bodé a a rozhodnéte o
vzajemné poloze tohoto gradientu a vrstevnice.

3. U mnoziny A = (—1,0)U {%}Zozl U{(2,3) NQ} urcete jeji vnitiek, uzavér, hranici a vSechny
jeji hromadné a izolované body.

4. Rozhodnéte o spojitosti funkce f v bodé [0, 0], pokud

z34y3
) = J w2 PO [z, y] # [0, 0],
f(,y) {1 pro [x,y]:[0,0]-

5. Urcete limitu
x E—
lim 273/2.
[z,y]—=[o0,00] T — XY + Y

6. Najdéte vsechny parcialni derivace 1. a 2. fadu funkce

Va2 +y?—x

In .
2+y:+

7. Urcete diferencial funkce z = arctg fjfy v bodé [z, yo] = [V/3,1].

8. Uréete rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f(x,y) = 22 + xy + 2y v bodé [1,1,7].
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9. Ukazte, Ze funkce zadana implicitné rovnici 4% — 422 4+ 4% = 0 a bodem [\/Li’ 1] mé v tomto

bodé lokalni maximum.

10. Najdéte vSechny parcidlni derivace 1. a 2. fddu funkce z = f(z,y) dané implicitné rovnici

Vysledky

1. Defini¢éni obor D(f) = {[z,y] |22 +y®> > 1,—e<z <e,|z|—e<y<e—|z|}

2. Vrstevnice je dana rovnici f(2,5) =5 = /a2 +y2 + 2z — 2y + 2, tj. (z+1)2 + (y — 1)® = 25,
coZ je rovnice kruznice se stiedem S = [—1,1] o poloméru r = 5. Gradient grad f(2,5) = (2, 2)
je kolmy na vrstevnici v bodé a.
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CA° = (1,0, A= (-1,00U{i}™ U (23), = {-1}u{i} 2, u{(23)nQ},

A = (-1,0)U{(2,3) NQ}, mnozina Vsech 1z010vanych bodit mnoziny A je {n}nzl

. Funkce neni spojita v bodé [0, 0], protoze f(0,0) =1 a [ l]m%o . f(z,y) = 0, coz lze ovéFit
z,y|—

napf. transformaci funkce f do polarnich souradnic.

. Limita je nulové, coz lze ovérit napf. transformaci vyrazu do polarnich soufadnic a provedenim
limitniho prechodu pro r — oo, kde ¢ € (0, %)

. Parcialni derivace 1. fadu jsou

o 2 ;o 2z
2, = ———— Zy =

/22 + 42 Yooya2 2
Parcialni derivace 2. fadu jsou

"o 2z " 1" 2y " 2x($2 + 23/2)

pized ’ 2 Zyx Z
(.732 yg)g Y Y vy

(22 + y2)3’ Y2/ (22 + y2)3.
. Dosazenim do vyrazu dz(zo,y0) = 2;(%0, yo)dz + 2, (0, yo)dy dostaneme
1 1
dz(v3,1) = ~dz + =dy.
4 2
. Dopoéitanim soufadnice zg = f(1,1) = 4 a dosazenim do vzorce pro te¢nou rovinu dostdvame
3r+by—z2—4=0.

. Pro funkci F(x,y) = 4a* — 422 + y? plati vztahy F (%, 1) =0, Fé (%, 1) = 2 # 0, které

zarudi existenci funkce dané implicitné. Dale

8z — 1623 1
=~ " a ’<,1> =0.
YTy "z

Opakovanym derivovanim, kde y bereme jako funkci y(z), dostdvame

WO LI T e (T <1,1>
4y V2

= —-8<0,

z ¢ehoz plyne, Ze v bodé { 73 } je lokalni maximum.

10. Pouzitim vzorce pro derivaci funkce dané implicitné dostavame 2/, = z; = 1 a odtud pro

7 .z , . /i //
druhé parcidlni derivace plati z;, = 27/, = 2, = 2, = 0.
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2  Obycejné diferencialni rovnice

2.1 Zakladni pojmy

Definice 2.1. Obycejnou diferencialni rovnici n-tého fadu nazyvame rovnici, v niz se
vyskytuje neznamé funkce jedné proménné a jeji derivace az do fadu n. Zapisujeme ji
obecné ve tvaru

Fz,y,y,...y™) =0, (2.1)

kde F je funkce n + 2 proménnjch definovana na oteviené mnoziné 0 C R"*2. Tento tvar
rovnice nazyvame nerozieseny vzhledem k nejvyssi derivaci nebo-li implicitni.
Specidlnim pifipadem rovnice (2.1) je rovnice, ktera se da zapsat ve tvaru

y " = fe,yys o y"Y), (2.2)

kde f je funkce n + 1 proménnych definovana na oteviené mnoziné 2 C R"*!. Tento tvar
rovnice nazyvame rozieseny vzhledem k nejvyssi derivaci nebo-li explicitni.

Priklad 2.2. Priklady obycejnych diferencidlnich rovnic riznych fada, které se daji
zapsat ve tvaru (2.2):

(i) v’ + 2y = cosx je obyéejnou diferencialni rovnici prvniho fadu,
(i) " + y*y + 3y = = je obyCejnou diferencidlni rovnici druhého fadu,
(iii) 3y® +sin2y” +5Inzy” —y'%’ = 0 je obydejnou diferencialni rovnici osmého fadu.
Pojem resent diferencialni rovnice ma na rozdil od algebraickych rovnic nékolik vyznami.

Priklad 2.3. Mé&jme danu rovnici ¢y = y. Je zfejmé, ze funkci, kterd se rovna své prvni
derivaci, je funkce y = e®. Neni vsak jedina, tutéz vlastnost ma funkce y = 2e*, y = 3e”,
resp. libovolna funkce y = ce®, kde ¢ € R.

Definice 2.4. Resenim obyéejné diferencialni rovnice fadu n na intervalu I nazyvame
kazdou n—krat diferencovatelnou funkci na intervalu /7, ktera vyhovuje dané rovnici. Obec-
nym fesenim obyc¢ejné diferencidlni rovnice rozumime obecny predpis zavisejici na n riz-
nych parametrech ci,ca, ..., ¢y, [c1,C2,...,¢,] € M C R" kde libovolnou volbou téchto
parametri dostaneme konkrétni feseni, které nazyvame partikularnim (¢astecnym) rese-
nim.
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Poznamka 2.5. Neéktera feSeni diferencidlnich rovnic fadu n nelze ziskat z obecného
feseni zadnou volbou konstant ¢, cs, . . ., ¢,. Takova feseni, ktera se vyskytuji pouze u né-
kterych rovnic, popt. v nékterych bodech defini¢niho oboru dané rovnice, oznacujeme jako
singularni (vyjimecna). Se vSemi typy FeSeni se setkdme pozdéji na konkrétnich ptikladech.

Ne vzdy se feSeni diferencidlni rovnice podafi vyjadfit ve tvaru y = f(x), tj. v expli-
citnim tvaru. Casto feSeni y(x) dostaneme ve tvaru F(z,y) = 0, tj. v tzv. implicitnim
tvaru.

Priklad 2.6. Rozhodnéte, zda funkce y(z) vyjadfend implicitné rovnici
xz—xy—l—yZ—l—x—y:l

je TfeSenim diferencialni rovnice
, y—2x—1

4 :23/—95—1'

Reseni. Pti ovéfovani musime derivovat funkei y(z) jako funkci zadanou implicitné, viz
Odstavec 1.7.1. Dostaneme

— 2z —1
2r—y—zy +2yy +1—¢y' =0 = y’z—y ;
20 —x—1

coz vyhovuje dané rovnici. O

V pripadé, Zze na obecné feseni néjaké obycejné diferencialni rovnice klademe dalsi
dodatecné podminky, pak dostdavame nasledujici pojem.

Definice 2.7. Ulohu najit feseni y () diferencialni rovnice (2.1) definované na intervalu
I a spliujici podminky

y(@o) =vo, ¥(ro) =v1, .., Y (@) =yn-1, €I (2.3)
nazyvame pocate¢ni (Cauchyho) tlohou nebo pocateénim (Cauchyho) problémem. Pod-

minky (2.3) se nazyvaji pocatecni podminky.

Priklad 2.8. Ovéite, Ze funkce y = cie™2® + cpe® + %xe‘” je obecné TeSeni rovnice
y" + 1y — 2y = e®. Urlete konstanty c; a ¢y tak, aby byly splnény poc¢atecni podminky
y(0) =4, ¥'(0) = 3.

Reseni. Dvojim zderivovanim funkce y a dosazenim do diferencialni rovnice snadno oveé-
Iime, ze y je jejim FeSenim. Ma-li platit y(0) = 4, musi byt

1
y(0) = cre7? + cpe” + 3 0-e =4.

Ma-li platit y'(0) = %, je tfeba dosadit do derivace y a opé&t porovnat. Dostavame

_a. 1 1 4
1//(0) = —2cie 20+cge0+§e0+§.0,60:§.
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Po upravé vyse uvedenych rovnic dostavame, ze hledané konstanty c;, co jsou fesenim
soustavy rovnic

Cl+02:47

—201+CQ+%I %
Odtud c; = 1, c; = 3 a feseni zadané pocatecni tlohy je tedy y = e 2% + 3 + %xex. O]

Na nasledujicim praktickém prikladé ukédzeme, jak 1ze pro konkrétni problém sestavit
obecnou diferencialni rovnici a specifikovat jeji konkrétni feseni.

Priklad 2.9. Je dan elektricky RL obvod s civkou o indukci L, ohmickym odporem R
a konstantnim napétim U. Popiste pribéh proudu ¢ v zavislosti na case t.

Reseni. Podle prvniho Kirchhoffova zakona je soucet vSech elektromotorickych sil v uza-
vieném obvodu roven nule a hledana funkce i(¢) je feSenim obycejné diferencialni rovnice
prvniho fadu

Li'(t) + Ri(t) = U.

Reseni vyse uvedené rovnice (ziskané postupem, ktery uvedeme v dalsim odstavci této
kapitoly) je
r, U
i(t) = ce Lt 4+ —,
() ’
kde proud i je funkci ¢asu t a ¢ € R je libovolna konstanta. Tato zavislost ¢ na t predstavuje
obecné Feseni (tj. popis obecné situace) dané diferencidlni rovnice.
Pocatecni velikost proudu byva obvykle zndma. V ¢ase ¢t = 0 je proud obvykle nulovy.
Tato podminka Fikd, ze mame najit funkci i(¢) v situaci, kdy i(0) = 0. Dosazenim zjistime,

ze v tomto pripadé ¢ = —%, tj. hledana zavislost ¢ na t je potom
U R
i(t)= =(1—e
()= H1—e )
a predstavuje partikularni reseni zadané diferencialni rovnice. O

Uloha ,,Najdéte fegeni diferencialni rovnice (resp. po¢atecni tilohy)“ neni obecné fesi-
telna. V teorii obycejnych diferencidlnich rovnic se proto zavadi pomérné podrobna klasi-
fikace typu diferencidlnich rovnic. Postup hledani feseni dané rovnice pak zavisi na tom,
jakého konkrétniho typu dana rovnice je. Resit pfitom umime jen rovnice nékterych typt.
S témi nejzakladnéjsimi se seznamime v dalsich odstavcich této kapitoly.

V pripadé, Ze je nalezeni feseni néjaké pocatecni ilohy obtizné nebo nemozné, mizeme
pfiblizné feseni nalézt pomoci numerickych metod.! Timto postupem vsak nenalezneme
funkci, ktera splnuje danou rovnici pouze v urc¢itych predem zadanych bodech a v ostatnich
bodech defini¢niho oboru funkce se funkéni hodnoty pfesnému feseni pouze blizi.

'Budou naplni piedmétu Matematika 3
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2.2 Diferencialni rovnice prvniho radu

V tomto odstavci se budeme zabyvat nejzndméjsimi typy diferencidlnich rovnic prvniho

fadu roziesenymi vzhledem k prvni derivaci .

Definice 2.10. Necht M C R? a f: M — R? je funkce dvou proménnjch. Potom dife-
rencialni rovnici prvniho fadu (rozfeSenou vzhledem k prvni derivaci) nazyvame rovnici

Poznamenejme, Ze z Definice 2.4 vyplyva, Ze obecné feSeni rovnice (2.4) zavisi na jedné
konstanté c.

Nez se viibec zacneme zabyvat metodami feseni konkrétnich rovnic, tak by nas z prak-
tického hlediska méli zajimat tyto otazky. Ma konkrétni zadana rovnice feseni? Na jaké
mnoziné je definovano? Je feSeni jejtho pocateéniho problému jednoznacné (tj. existuje
pravé jedno Feseni prochézejici pfedem danym bodem)?

Véta 2.11 (Existenéni). Necht f(x,y) je spojitd na oteviené mnoziné M C R2. Pak
pro kazdé [xg, yo] € M md dloha

y' = fz,y), y(zo) = o (2.5)
alespori jedno Teseni definované na néjakém otevieném intervalu J C (a,b), xg € J.

Spojitost tedy zarucuje, ze kazdym bodem oblasti M prochéazi alespon jedno feSeni.
Toto feseni nemusi byt jediné, jak ukazuje néasledujici priklad.

Priklad 2.12. Uvazujme pocatecni tlohu

v =21y, y(0) = 0.

Pak y = x? je partikularni feseni (vzniklé z obecného TeSeni y = (z — ¢)? volbou ¢ = 0) a
y = 0 je singularni Teseni, jak se 1ze snadno presvédcit dosazenim do rovnice.

Existuje fada podminek, které zarucuji jednoznac¢nost feSeni. Nejznaméjsi je tzv.
Lipschitzova podminka, kterou uvedeme jako soucast nasledujici véty:

Véta 2.13 (O Existenci a jednoznaénosti feSeni). Necht f(x,y) je spojitd na oteviené
mnoziné M C R? a v kaZdém bodé mnoziny M je splnéna Lipschitzova podminka, tj. existuje
L > 0 tak, Ze plati

|f(@,91) — f(z,y2)| < Llyr — yo| (2.6)

pro kazdé dva body [x,y1], [z, y2] z néjakého okoli bodu [zo, yo]. Pak pro libovolng bod [xg, yo] € M
md uloha (2.5) prdvé jedno tesend.

Poznamenejme, ze pro praktické ovéfeni Lipschitzovy podminky staci ovéfit ohranicenost
parcialni derivace fy(z,y) v okoli bodu [z, yo], coz je splnéno, pokud je tato derivace v tomto
okoli spojita.

1S dalsimi typy rovnic prvniho fadu se mohou p¥ipadni zajemci setkat v ramci piedmétu MDRE.



2.2 DIFERENCIALNI ROVNICE PRVNIHO RADU 39

2.2.1 Separovatelné diferencialni rovnice prvniho radu

Definice 2.14. Separovatelnou diferencialni rovnici prvniho fadu nazyvédme rovnici,
ktera se da upravit na tvar

Y = f(x)g(y). (2.7)

Postup pri hledani reseni separovatelné rovnice.

Pokud je rovnice tvaru (2.7) nebo ji lze na tento tvar pfevést, postupujeme pii feseni
nasledovné:

d
1) Vyraz y' nahradime vyrazem d—y
x

2) Celou rovnici vynasobime dz.

3) Odseparujeme proménné, tj. ¢leny, které obsahuji y, prevedeme na levou stranu
rovnice spolu s dy a cleny, které obsahuji z, pfevedeme na pravou stranu rovnice
spolu s dz.

4) Nakonec integrujeme obé strany posledni rovnice zvIast.

. 1—2
Piiklad 2.15. Reste separovatelnou diferencidlni rovnici 3’ = 3 .
Y
d 1-2
Reseni. Postupujeme podle navodu: 1) & L
dx Y3
1-2
2) dy=— T da.
Y

3) y*dy = (1 — 2z)dz.

4) /y3dy :/(1 — 2z)dx.

Integraci posledni rovnice dostaneme £ + C =12—2*+ K, kde C a K jsou integra¢ni
konstanty Prevedenlm konstanty C' na pravou stranu rovnice dostaneme feseni ve tvaru

y4 =z — 22+ K — C. Oznaéime-li konstantu K — C' = ¢, dostaneme obecné feseni

4
y—:x—x2+c.

]

Tuto apravu s konstantami muzeme udélat pokazdé, a proto staci psat integracni
konstantu pouze jednou (obycejné ji piSeme na pravou stranu rovnice).

Reseni, kterd se dostanou pii feseni separovatelné rovnice, jsou obvykle v implicitnim
tvaru, tj. g(z,y) = 0. Upravou se nékdy podaii ziskat explicitni tvar feseni, tj. y = o(z).

Priklad 2.16. Reste separovatelnou diferencialni rovnici 3 tgz = v.
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d 1
Refeni. 1) tgug =y 2) tgady =yde  3) dy=
dz S r

cos x sinx)’
/ / dxr a odtud / /
sin x sinx

Integrovanim dostaneme

In|y| =1In|sinz| + C.
Ziskané Teseni postupné upravime na

In | sin z|4+C In|sinz| A C

ly| =e =e e¥ = Y| sinz|.

Oznacime ¢ = +e, tj. ¢ € R\ {0}. Jelikoz jsme pii tipravé z kroku 1) na krok 2) délili
celou rovnici vyrazem y, je nutné diskutovat ptipad, ze y = 0. Jak lze snadno ovérit, y = 0
je feSenim zadané rovnice a pravé pripustime-li ¢ = 0 v nasSem obecném Teseni, tak toto

partikuldrni feseni dostaneme. Celkové (obecné) feseni zadané rovnice je tedy ve tvaru
y = csinx, kde c € R.

]

Poznamka 2.17. Nékdy pri hledani feseni diferencialni rovnice délame upravu, ze délime
celou rovnici vyrazem v proménné y (podobné tomu bylo i v minulém piikladé). Vzdy
je pak nutné tento vyraz polozit rovno nule a dotesit vzniklou rovnici. Pokud je jejim
feSenim funkce y = ¢(z), musime se presvédéit, zda tato funkce neni FeSenim zadané
diferencialni rovnice. Pokud ano, mohou nastat tyto dva pripady:

(i) Reseni y = () je partikuldrni a tudiz se d4 zahrnout do obecného feseni vhodnou
volbou konstanty ¢ € R.

(ii) Reseni y = ¢(z) je singuldrni a tudiZ se ned4 zahrnout do obecného feseni vhodnou
volbou konstanty ¢ € R.

M

1-y
1—z2°

Priklad 2.18. Reste separovatelnou diferencialni rovnici 3’ =

~

Reseni. Po odseparovani a tpravé dostaneme rovnici

dy dx

-7 iz

Integraci této rovnice dostaneme obecné reseni

arcsiny = arcsinx + c.

Nesmime vSak zapomenout, Ze jsme pTi ,odseparovavani“ rovnice provedli apravu déleni
vyrazem /1 — y2, ktery je nulovy pro y = +1, Jelikoz funkce y = 1 a y = —1 jsou Fesenim
zadané rovnice a nedaji se zahrnout do obecného feseni, jsou tyto funkce singularnim
fesenim zadané rovnice. O]
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Priklad 2.19. Najdéte partikuldrni feseni separovatelné diferencialni rovnice s poc¢atecni
podminkou
(1+e")yy =e", y(0) = V2.

~ eI
Reseni. 1) (1 +e")y— = e 2) (1 + e")ydy = edx; 3) ydy = mdx;
eIE
4) [ydy = f(li—ez)dx
2
Integrovanim dostaneme obecné feseni ve tvaru % = In(1+e”) + c¢. Hledame partikularni
2
feSeni. Dosadime pocateéni podminku, ¢imz dostaneme 5 = In(1 + €%) + ¢. Odtud
2
c =1 —In2. Partikularni reseni je tedy % =In(1+€") + 1 —In2. Po tpravé dostaneme

feSeni v explicitnim tvaru

y=+2In(1+e*) +2—In4.

2.2.2 Homogenni separovatelné rovnice prvniho radu

Definice 2.20. Homogenni separovatelnou diferencialni rovnici prvniho fadu nazyvame
rovnici, ktera se da upravit na tvar

y=1(%). (2.8)

T

Postup pri FeSeni homogenni separovatelné rovnice.

Nejprve zavedeme substituci

Odtud méame
y(x) = zu(z) = y'(x) = u(z) + xu'(x).

Po dosazeni do rovnice (2.8) dostaneme (piSeme bez argumentu )
!/
u+ = f(u),
coz je ekvivalentni se separovatelnou rovnici

u = f(u)_u’
X

kterou jiz umime vyftesit. Po vyfeseni se vratime zpét k ptivodni nezndmé y(z).

P¥iklad 2.21. Reste homogenni separovatelnou diferencialni rovnici 3 + J (1 +In Q) .
x x
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Reseni. Provedeme vyse uvedenou substituci a dostaneme rovnici
u+zu' = u(l+Inu),

coz je ekvivalentni po Upravé s rovnici

, ulnu
u = .
x
Po odseparovani rovnice dostaneme
du dz
ulnu x

Poznamenejme, ze u = 0, resp. y = 0 nevyhovuje zadané rovnici. Po integraci (na levé
strané rovnice lze volit nap¥. substituci t = Inu) dostaneme

In|lnu| =n|z|+ C,

kde dal§imi tipravami a zpé&tnou substituci za u = £ mtizeme vyjadfit explicitné feseni y
jako
y = ze™, ceR.

[]

Poznamka 2.22. Poznamenejme, Ze podobnym zpiisobem, tj. pfevodem na separova-
telné rovnice, se daji fesit i dalsi typy diferencialnich rovnic, kde v predpisu pro funkci f
jsou jeji proménné x a y(z) urditym zpusobem ,svazany“. Jako priklad uvedme rovnici
Yy = f(ax + by + ¢), ktera se d4 fesit substituci u = ax + by + c.

2.2.3 Linearni diferencialni rovnice prvniho radu

Definice 2.23. Linearni diferencialni rovnici prvniho fadu nazyvame rovnici tvaru

Y+ f(x)y = g(x). (2.9)

Pokud je g(z) # 0, nazyvame tuto rovnici nehomogenni. Pokud polozime g(x) = 0, dosta-
neme rovnici ' + f(x)y = 0, kterou nazyvame homogenni nebo-li pridruzenou homogenni
rovnici k rovnici (2.9).

Nejprve poznamenejme, ze homogenni linearni rovnice je zaroven separovatelna a jeji
reseni umime nalézt. V tomto odstavci budeme toto obecné homogenni feseni znacit yy,.
Nejcastéji pouzivanou metodou pro nalezeni nehomogenniho feSeni rovnice (2.9), je tzv.
metoda variace konstanty.

Postup pri feSeni linearni rovnice metodou variace konstanty.

Nejprve metodou separace proménnych najdeme obecné feseni y;, odpovidajici homogenni
rovnice

y' + f(z)y =0,
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Toto feSeni se upravi na tvar y, = cF(z), kde ¢ € R je konstanta. Obecné FeSeni linedrni
rovnice (2.9) je pak ve tvaru

y = c(x)F(x), (2.10)

kde ¢(z) je neznaméa funkce. Nakonec je jesté nutné pfedpokladany tvar feseni (2.10)
dosadit do diferencidlni rovnice (2.9) a urcit ¢(z). Pokud jsme postupovali spravné, vyjde
nam po dosazeni a upraveni rovnice typu ¢(z) = h(x) a odtud jiz snadno integraci funkce
h(x) dopocitdme neznamou funkci c(z).

Piiklad 2.24. Reste linearni diferencialni rovnici ' + 22y = e

Reseni. Nejdiiv vyfesime homogenni rovnici 3 + 22y = 0 :
d 1 1
y =21y & Y _ —2zy & —dy=-2zdr < /—dy = /—Qxdx.
dz Y Yy

Integraci posledni rovnice dostaneme In |y| = —x? + C. Potiebujeme vyjadfit y, a proto
musime dal upravovat:

z? C x?

P o |yl =e e & y=ce 7,

ly| =e”
kde ¢ = +e® U {0}, tedy ¢ € R. Nulu mtizeme do konstanty ¢ zahrnout, nebot y = 0 je
resenim homogenni rovnice. Nasli jsme tedy obecné feSeni

.2
yp = ce ", ceR,

linearni homogenni rovnice 3’ + 2xy = 0. Obecné feseni linedrni nehomogenni rovnice
budeme hledat ve tvaru

-

y =c(x)e
Abychom mohli ur¢it ¢(z), musime dosadit y do zadané diferencialni rovnice, a k tomu
musime nejdriv y derivovat.

y = c(x)e™™ = y = (x)e™ + c(z)e™ (—2z).

Po dosazeni do nehomogenni rovnice dostaneme podminku pro ¢(z) :

2

d(x)e ™ + c(x)e ™ (—22) + 2zc(x)e ™ = e,

coz je ekvivalentni s ¢/(z) = 1. Z toho integrovanim dostaneme, ze c(x) = [1dx =z +c.
Zbyva uz jenom dosadit za c(x). Hledané obecné feseni bude

y=c(@)e™ = (z+c)e ™ =ce® +ze

]

Piiklad 2.25. Reste linedrni diferencialni rovnici 3’ — = r s pocatecni podmin-

kou y(0) = 2.

1+ 22
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Reseni. a) Hleddni homogenniho vesent:

, xy 1 1 2z
Y 1+ 22 /yy 2/1+a:2 v

Odtud integrovanim dostaneme In |y| = 3 In(1 +2%) + C =InV1+ 22+ C, tedy

yn = cV 1+ 22

b) Variace konstanty:

x
=clz)V1+22 = "= (2)V1+ 22+ () ———.
=) = VT + o)

Po dosazeni:

dx)Wl+r2=2 < d) = Ny & cox) :/ﬁdx.

Substituce 1 + 22 = t? vede na

) =vV14+22+ec.
c) Obecné teseni dané rovnice:

y=cV1l+a2+a?+1.

d) Partikularni feseni dané rovnice:

Dosadime po¢ateéni podminku: 2 = 5(0) = cy/14+1=c+1. Z toho ¢ =1 a hledané

partikularni feseni bude
y=vV1+a2+a2%+1.

Reseni linearni rovnice pomoci vzorce obsahujici integracni faktor.

Jiny zpisob, jak lze urcit feSeni lineadrni diferencidlni rovnice prvniho fadu, je primé
pouziti vzorce vyuzivajici tzv. integracni faktor, tj. vyraz

el /(@dz (2.11)

Ten je chapan jako funkce proménné x bez aditivni konstanty, resp. tato konstanta je zde
nulova.

Véta 2.26. Necht funkce f a g jsou spojité na otevieném intervalu I. Pak obecné tesent
linedrni diferencidlni rovnice (2.9) na I zdvisejici na jedné konstanté ¢ je tvaru

y(z,c) = ce” I f@dz 4 e_ff(’”)dx/ <g(a:) eff(x)dx> dz, (2.12)

kde kaZdy integral chapeme jako funkci proménné x bez aditivni konstanty.
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Dukaz. Vynasobime-li rovnici 2.9 integraénim faktorem (2.11). Dostaneme
y/eff(x)dx + f(x)eff(x)d:r:y _ g(l_)eff(:r:)dx’

coz je ekvivalentni s

<yeff<x>dx)’ — g(z) e f@e

a odtud
yel f@de — / (g(x) eff(x)dx) dz + c.

Vyjadrime-li y, dostaneme
y=e /@ [(g(a:) eff(””)dm) dr + c} ,
coz odpovida vzorci (2.11). O

Dusledek 2.27. Zavedeme-li tzv. vihovou funkci ¢(x, xq) vztahem
O, zg) = e o T,

muZeme pri zachovdni predpokladi Veéty 2.26 turdit, Ze rovnice (2.9) s pocdtecni podmin-
kou y(zo) = yo pro xy € I md na I partikuldrni fesent

Y = 1o ¢(x, To) + /wg(U) ¢(z, u)du.

Zo

Poznamka 2.28. Na zivér poznamenejme, Ze linearni diferencidlni rovnice (af uz prv-
niho nebo n-tého fadu, jez budeme studovat v dalsim odstavci) neobsahuji (na rozdil
od separovatelnych rovnic) singularni feSeni, tedy kazdé jejich feSeni se da zahrnout do
obecného. Navic se da vyjadrit explicitné.

2.3 Linearni diferencialni rovnice vyssich radua

Velmi dilezitym typem obycejnych diferencidlnich rovnic vyssich fadt jsou linedrni dife-
rencidlni rovnice.

Definice 2.29. Linearni diferencialni rovnici n—tého fadu nazyvame rovnici
an(2)y™ + an 1 (2)y" Y + -+ ar(@)y + ao(x)y = f(), (2.13)

kde a;(x), i =0,1,...n a f(x) jsou funkce, a,(z) # 0. Pokud je f(z) # 0, nazyvame tuto
rovnici nehomogenni. Pokud polozime f(z) = 0, dostaneme rovnici

an(2)y™ + an -1 (2)y" Y + -+ ay(2)y + ag(w)y =0, (2.14)
kterou nazyvame homogenni nebo-li pridruzenou homogenni rovnici k rovnici (2.13).

Priklad 2.30. Priklady linearnich diferencialnich rovnic riiznych radu:
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(i) v+ Vxy" —e*y + 522y =Inz (nehomogenni 4. fadu),
(ii) 5y® +sinxy” + 229" — 3y =0 (homogenni 8. Fadu).

Priklad 2.31. Piiklad zadani linearni diferenciélni rovnice a Cauchyho pocatecni tlohy:
Najdéte feseni rovnice y” + 2y" + ' = —2ze™2*, y(0) = 2, 3/(0) =1, y"(0) = 0.

Resenim Cauchyho pocatecni tilohy (Definice 2.7), miize byt v piipadé linedrnich rovnic
pouze partikularni feseni zadané diferencidlni rovnice. Jind feSeni, napf. singularni, tato
rovnice neobsahuje, viz Poznamka 2.28. Je ovSem otéazkou, zda toto partikularni feseni
viibec existuje, resp. pokud ano, zda je urc¢eno jednoznac¢né. Tento problém castecné fesi
nasledujici véta.

Véta 2.32. Necht funkce ag(x),...,a,(z) a f(x) jsou spojité na intervalu I. Pak md
pocdtecni dloha dand rovnict (2.13) a podminkami (2.3) pro libovolné xo € I pravé jedno
resend y(x). Toto TeSeni existuje na celém intervalu I.

Nasledujici véta, v literatuie casto nazyvana jako princip superpozice, popisuje za-
kladni vlastnosti a vztahy mezi feSenimi homogenni a nehomogenni rovnice (2.14) a (2.13).

Véta 2.33 (Princip superpozice). Pro teseni rovnic (2.14) a (2.13) plati ndsledujict
turzend.

(i) Necht yy a yo jsou Tesenimi homogenni rovnice (2.14) a ¢y, ¢y € R. Potom i funkce
Y = c1y1 + cays je Tedenim (2.14).

(ii) Necht y; a ys jsou teSenimi nehomogenni rovnice (2.13). Potom funkce y = y; — ya
je fesenim homogenni rovnice (2.14).

Dtikaz. Uvedené vlastnosti jsou piimym diusledkem linearity operace derivace, tj. plat-
nosti vztahu (c1y; + coyn)’ = 1y} + coyb pro libovolné diferencovatelné funkece y; a yo a
konstanty ¢1,c2 € R. Oznacme levou stranu rovnice (2.13) pomoci operatoru L[y|. Ten
kazdé n—krat diferencovatelné funkci y ptifadi, dosazenim y do levé strany této rovnice,
konkrétni funkci. Snadno se miizeme pifimim vypoc¢tem presvédcit, ze uvedena linearita
operace derivace se prenese i na tento (linedrni) operator L, tedy bude platit:

L] = 0= Llya] = Liciyr + coya] = 1 L[y1] + coLlya] = ¢1 -0+ ¢5 -0 =0,
Liy] = f(z) = Llys] = Llyy — y2] = Lly1] — Llya] = f(z) — f(z) =0,

coz jsme chtéli dokéazat. O

Nez zformulujeme vétu pro obecné feseni nehomogenni linedrni rovnice (2.13), budeme
se chvili zabyvat vlastnostmi a strukturou obecného feseni homogenni linearni rovnice
(2.14). Najit obecné feseni homogenni rovnice (2.14), pokud se nejednd o speciélni pfipad
rovnice, je téméf nefesitelny problém. Proto se v teorii obycejnych diferencialnich rovnic
toto obecné Teseni nehleda, ale studuji se pouze jeho zakladni vlastnosti, jako je jeho
struktura, ohranicenost, oscilatori¢nost apod.
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Véta 2.34. Necht f(x) =0 a jsou splnény predpoklady Véty 2.32. Potom obecné Tesent
homogenni rovnice (2.14) je tvaru

y(x) = capn(z) + caga(@) + -+ + can (@), (2.15)

kde ci,ca,...,cn € R jsou libovolné konstanty a yi(x), ... ,y,(x) jsou linedrné nezdvisld
resent rovnice (2.14), kterd nazyvame fundamentalni systém reseni rovnice (2.14). Tento
systém tvori bazi vektorového prostoru dimenze n.

Tato véta piimo plyne z principu superpozice, tvrzeni (i), a faktu, Ze mnozina vsech
feSeni zkoumané rovnice tvori vektorovy prostor dimenze n.

Poznamka 2.35. Definice linearni nezavislosti funkci je analogii definice linearni nezéa-
vislosti vektort. To znamen4, Ze funkce y1, s, . . ., ¥, jsou linearné nezavislé na intervalu
I, pokud pro vSechna x € [ plati

cayr(z) + caya() + -+ eayn(2) =0 = caa=cp=-=c,=0.

Jak poznat, zda dana n-tice funkci je linedrné nezéavisld a zaroven generuje obecné
feSeni rovnice (2.14), uvadi nésledujici véta.

Véta 2.36. Necht funkce y(x), y2(x), . ..yn(z) jsou Tesenimi homogenni diferencidlni
rovnice (2.14) na intervalu I. Ddle necht det(W (x)) je determinant, tzv. wronskian, z na-
sledujici matice

yi(x)  wa(x) Yn()
Wie) = vi (@) yé('-l") Yn(2)
W) )
Potom je-li det(W (z)) = 0 pro libovolné x € I, pak det(W(x)) = 0 pro vSechna x € I
a funkce y1(x), y2(x), ..., yo(x) jsou linedrné zdvislé a netvori (negeneruji) obecné resent

rovnice (2.14). V opacéném pripadé, tj. je-li det(W(x)) # 0 pro libovolné x € I, pak
det(W(z)) # 0 pro vsechna x € I a funkce y,(x), y2(x), ..., yo(x) jsou linedrné nezdvislé
a tvori (generuji) obecné tesent rovnice (2.14).

Poznamka 2.37. Podminka, Ze y1, yo, . . ., Y, jsou FeSenimi jedné homogenni diferencialni
rovnice, je dilezita. Bez ni totiz zkoumat linearni nezavislost funkci yy, o, . .., y, nelze.

Piiklad 2.38. Funkce y;(z) = 2% a y2(x) = |23| jsou na R linedrné nezavislé, piesto je

PR el

oA 9.2 03] —
322 3x|$’—3a: |z| — 32* |#*| = 0.

Nyni se zabyvejme nehomogenni diferencialni rovnici (2.13). O obecném feSeni této
rovnice plati nasledujici tvrzeni.
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Véta 2.39. Necht'Y je jedno libovolné partikuldrni feSeni nehomogenni linedrni rovnice
(2.13). Dale necht yy, je obecné feseni k ni pridruzené homogenni rovnice (2.14). Potom
obecné Teseni y rovnice (2.13) md tvar

y=yn+Y. (2.16)

Dukaz. Tato véta je pifimym disledkem principu superpozice a Véty 2.34. Totiz, pokud
je y libovolné FeSeni rovnice (2.13) a Y néjaké konkrétni feSeni rovnice (2.13), pak jejich
rozdil je vzdy (podle (ii) Véty 2.33) néjaké homogenni FeSeni rovnice (2.14). Vezmeme-li
za toto TeSeni mnozinu vSech feSeni, tj. FeSeni y,, pak kazdé feseni y rovnice (2.13) se da
vyjadrit ve tvaru (2.16). O

K uréeni obecného Feseni nehomogenni rovnice (za predpokladu, Ze obecné feseni ho-
mogenni rovnice zname) zbyva tedy nalézt alespon jedno jeji partikularni feSeni Y. Uni-
verzalni moznosti, kterou lze aplikovat na libovolnou linearni rovnici (2.13), je tzv. metoda
variace konstant, kterda zobectiuje postup uvedeny v Odstavci 2.2.3 pro rovnici prvniho
fadu. Uvedme si tuto metodu formou véty, pri¢emz konkrétni pouziti ukdzeme poté na
prikladech.

Véta 2.40 (Variace konstant). Necht (2.13) je nehomogenni rovnice pro niz plati, Ze
obecné Tesent prislusné homogenni rovnice (2.14) je tvaru yp, = c1y1 +- - -+ CpYn. Pak par-
tikuldrni reseni Y rovnice (2.13) je tvaruY = c1(x)y1+- - -+ (x)yn, kde c1(x), ..., cn(2)
gsou libovolné primitivni funkce k funkcim ¢y (x), ..., c (z), které vyhovuji nasledugici sou-
stave rovnic

/

A(x)yr + -+ (x)yn = 0,
(@)t + -+ ()Y, =0,
: : (2.17)
@ 4+ 2y = f(a),

Poznamka 2.41. Poznamenejme, Ze soustava (2.17) se d& zapsat i maticové ve tvaru

kde d(z) = (¢\(z),...,d,(z)), W(z) je matice z Véty 2.36 a b(z) = (0,...,0, f(x))T.
(2.17) 1ze

Z tohoto zépisu je zfejmé, Ze pii vypoctu funkei ¢} (z),...,c (x) ze soustavy
pouzit Cramerovo pravidlo a hodnoty wronskianu det(W (z)).

Priklad 2.42. Najdéte obecné FeSeni rovnice 3" — %y’ + :c%y = z, zname-li obecné feseni

piislusné homogenni rovnice y” — 2y + 2%y = 0, které je rovno y, = 1z + oz,

ResSeni. Nejprve uréime partikularni feseni Y zadané rovnice. Podle piedchozi véty ho
budeme hledat ve tvaru Y = ¢;(x)x + co(x)z%. Po dosazeni do (2.17) dostdvame soustavu

dy(z)z + cy(x)2? = 0,

c(z) + c5(x)2x = x,
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jejiz fesenim jsou funkce ¢} (z) = —x a c¢y(x) = 1. Integraci dostdvame napf. primitivni
2
funkce c1(z) = =% acy(r) = 2. Odtud Y = —%—i—x?‘ a po upravé Y = % Podle Véty 2.39

je hledané obecné Teseni
3

x
Yy = clx—l—02m2+ ?
]

Poznamka 2.43. Podobné jako pro rovnice prvniho fadu lze metodu variace konstant
popsat jednoduchym vzorcem s vyuzitim pojmu vahové funkce. To je funkce ®(z, s) ur-
¢end podminkou, ze pro kazdé s je funkce y(z) = ®(x,s) feSenim homogenni rovnice
(2.14) spliujici podminku y(s) = ®(s, s) = 1. Potom lze partikulérni feSeni Y (z) rovnice
(2.13) spliujici Cauchyho poéateéni podminky y(zo) = y/'(xo) = --- = y™ 2 (x) = 0,
y" =V (z0) = 1 vyjadiit ve tvaru:

Y(x):/f(s)CI)(w,s)ds.

Ovsem najit obecné feseni homogenni rovnice (2.14) s libovolnymi koeficienty a;(z),
1 =0,1,...,n stale pfedstavuje problém. Proto se v néasledujicim odstavci omezime pouze
na jednodussi situaci, kdy tyto koeficienty jsou konstantni funkce, tj. ve skute¢nosti se na
jejich misté vyskytuji realna ¢isla a;, : = 0,1,...,n.

2.3.1 Homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty

Definice 2.44. Linearni diferencialni rovnici tvaru
any™ + an 1y Y + .+ a1y + agy = 0, (2.18)

kde ag,...,a, € R, a, # 0, nazyvame homogenni linearni diferencialni rovnici n—tého
radu s konstantnimi koeficienty.

Nalezeni obecného feSeni rovnice (2.18) je na prvni pohled relativné jednoduché.
Nejdrive zavedeme nasledujici pojem.

Definice 2.45. Necht je dana rovnice (2.18). Algebraickou rovnici
ap N+ a, AN+ adta=0 (2.19)
nazyvame charakteristickou rovnici diferencialni rovnice (2.18).

Priklad 2.46. Priklady charakteristickych rovnic diferencidlnich rovnic:

Diferencialni rovnice Charakteristickéd rovnice
y(5)+3yw_6y,+7y:0 )\5+3)\3_6)\+7:O
y' +5y =0 A2 +5X=0

y" —10y" + 12y = 0 A3 —10A2+12 =0
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Véta 2.47. Méjme homogenni linedrni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty
tvaru (2.18) a jeji charakteristickou rovnici (2.19). Pak plati:

1. Je-li A € R k—ndsobny koren charakteristické rovnice, k > 1, pak funkce

)\a:7 _ ZEk_l AT

y1(z) = ™, yo(z) = ze k() = e

jsou fesenim a soucdsti fundamentdlniho systému rovnice (2.18) .

2. Je-li A\ o = a £ bj dvojice komplexné sdruzenych k—ndsobnych komplexnich koreni
charakteristické rovnice, k > 1, a,b € R, b # 0, pak funkce

Y1 (1) = e cosbr, y3 = e cosbr, ..., Y1 = x" 1e cos bz,

kfleax

yo(z) = e sinbx, yy = re™sinbx, ... yop = sin bx

jsou fesenim a soucdsti fundamentdlniho systému rovnice (2.18).

Naznacime, jak by se uvedend véta dokazovala. Necht A\, € R je jednoduchy kofen
charakteristické rovnice (2.19). Ovéfme dosazenim, Ze y, = e je fesenim rovnice (2.18).
Po dosazeni a vytknuti e’* obdrzime rovnici

M (@, A+ An AN+ ag A, + ag) = 0.

Jelikoz Ay je feSenim charakteristické rovnice (2.19), vyjde vyse uvedend kulaté zavorka
nulovd a zkoumand identita je splnéna, coz odpovida tomu, Ze vy, = e™® je FeSenim
rovnice (2.18). Podobné by se dokazovaly i ostatni pfipady.

Poznamka 2.48. Jelikoz charakteristickd rovnice (2.19) je n—tého fadu, existuje pravé
n (ne nutné riznych) komplexnich kofenti. Tomu odpovida n funkei fundamentalniho
systému a mnozina vSech FeSeni rovnice (2.18) tvori vektorovy prostor dimenze n, coz je
ve shodé s Vétou 2.34. Bazi tohoto prostoru jsou naptiklad vSechna reseni ziskana podle
navodu Véty 2.47.

Piiklad 2.49. Pomoci Véty 2.47 najdéte obecné feseni rovnice 37 + 8y® + 16" = 0.

Reseni. Charakteristickd rovnice diferencialni rovnice je A7 + 8A° + 1613 = 0. Je
zfejmé, Ze jejim trojnasobnym kofenem je A\ o3 = 0. Zbyvajici kofeny ur¢ime z rovnice
A1+ 8)\2 + 16 = 0. Jedn4 se o rovnici 4. stupné. Snadno lze nahlédnout, Ze se jedna o
kvadraticky dvojélen A? + 4 umocnény na druhou. Pokud dofesime tuto kvadratickou
rovnici (v komplexnim oboru), dostaneme celkem zbyvajici kofeny A\y567 = £2j. Proto
podle Véty 2.47 ziskavame néasledujici feseni, ktera tvori fundamentalni systém zadané
diferencidlni rovnice:

Ox
Ox

Ox’ y3($) = :L.Qer,

9% cos 2z, ye(x) = e

, Ya(x) = we
cos2zx, ys(zr) = e

yi(z) =e

y4(x) —e Ox

Oz

sin 2z, y;(x) = ze’* sin 2.

Obecné Teseni je pak tvaru

Y =c+cr+ 322 + ¢4€08 2 + ¢5 €OS 2% + ¢ sin 2 + crx sin 2.
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P¥i hledani feseni charakteristické rovnice (podobné té, co je uvedena v P¥ikladu 2.49)
je mozné pouzit metody postupného rozklddani polynomu. V zZadném piipadé se vsak
nejedna o postup jednoduchy. Pravé v tom tkvi problém pii hledani obecného feseni
homogenni linearni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty. Zatimco feseni di-
ferencidlni rovnice druhého fadu je jednoduché — fesime kvadratickou rovnici, je feSeni
rovnic vyssich fadt komplikovanéjsi !.

2.3.2 Nehomogenni rovnice s konstantnimi koeficienty

Definice 2.50. Linearni diferencialni rovnici tvaru
any™ + a1y + L+ ary + agy = f(2), (2.20)

kde ag,...,a, € R, a, #0, a f(x) # 0 je funkce nazyvame nehomogenni linearni diferen-
cialni rovnici n—tého fadu s konstantnimi koeficienty.

K nalezeni obecného feSeni rovnice (2.20) je mozné pouzit Vétu 2.39. Je vSak otéazka,
jakym zptisobem hledat partikularni reseni zadané nehomogenni linearni diferencidlni rov-
nice. Univerzalni metoda variace konstant prirozené funguje i pro rovnici s konstantnimi
koeficienty (2.20). Dokonce v pfipadé linedrnich rovnic s konstantnimi koeficienty se zjed-

nodusi i uziti vzorce z Poznamky 2.43, protoze funkce bude mit tvar ®(x,s) = &(z — s).
Partikularni feseni je potom dano vzorcem

Priklad 2.51. Variaci konstant feSte nehomogenni diferencialni rovnici.

/" 1
y +y= )
cosx

Reseni. Nejprve uréime homogenni feseni y;,. Charakteristicka rovnice piidruzené homo-
genni rovnice je A +1 = 0. Odtud A5 = £j a fundamentaln{ systém této rovnice ma
tvar y; = cosx a Yy = sinx. Nyni urc¢ime partikularni feseni Y zadané rovnice. Podle
Véty 2.40 ho budeme hledat ve tvaru Y = ¢;(x) cos x + c2(2) sinz. Po dosazeni do vzorce
(2.17) dostavame soustavu

¢i(z) cosz + cy(z) sinz = 0,
1

CoST

—ci(z)sinx + ch(z) cosz =

VyfeSenim této soustavy (vhodné je napfiklad pouzit Cramerovo pravidlo) dostédvame
ci(r) = =322 a cy(x) = 1. Integrovanim dostédvame napiiklad primitivni funkce ¢,(z) =
=In|cosz|acy(z) = 2, tedy Y = cosxIn | cos x|+ x sin z. Podle Véty 2.39 je pak hledané

obecné feSeni

Y =c1C08T + cosinz + coszln|cosz| + rsinz.

1Obecné neexistuje explicitni vzorec pro uréeni kofentl polynomi stupné n > 5 a tyto kofeny a tudiz
i TeSeni lze Casto vyjadiit pouze priblizné s pouzitim numerickych metod.
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]

Metoda variace konstant neni jediny zptisob, jak nalézt obecné feseni nehomogenni
linearni rovnice s konstantnimi koeficienty.

V praxi se casto pouziva tzv. metoda neurcitych koeficientti. Tato metoda je sice
,2uzivatelsky privétivéjsi“, avsak je pouzitelnd pouze pro rovnice (2.20) se specidlni pravou
stranou. Pfi feSeni vyuzivame opét Vétu 2.39 a obecné feseni hledame ve tvaru

y=yn+Y.

Rozdil je vsak ve zptisobu hledani partikularniho feseni Y. Nyni popiseme, jak lze toto
feSeni metodou neurcitych koeficientti najit. U této metody se predpoklada, ze prava
strana rovnice (2.20), tj. funkce f(z), je ve specidlnim tvaru - viz nésledujici tabulka.
Tvar partikuldrniho feSeni Y pak urc¢ime z tvaru funkce f(x) podle tabulky. Tento tvar
obsahujici neurcité (realné) koeficienty dosadime do dané rovnice (2.20). Porovnanim obou
stran rovnice (podobné jako napf¥. pfi hledani koeficienti u rozkladu racionalni lomené
funkce na parcidlni zlomky) tyto koeficienty dopocitame.

Pravé strana f(z) Tvar partikularniho feseni YV
f(x) = e P,(x), Y = e2*Q,(z),
kde P,(x) je polynom a je k-nasobny kofen char. rovnice,
n-tého stupné, a € R Q. (z) je obecny polynom n-tého stupné
f(z) = e*(M cosbx + N sin bx), Y = e"xk(Acosbr + Bsinbr),
kde M, N, a,b jsou redlnd cisla | a + bj je k-nasobny kofen char. rovnice,
A, B jsou realna ¢isla

Upozornéni. V piipadé, Ze a (resp. a + bj) neni kofen charakteristické rovnice, k = 0.

Poznamka 2.52 (Obecnéjsi pripad pravé strany). Metodou neurcitych koeficientii
lze tesit i obecnéjsi ptipad (zahrnujici pfedchozi dva piipady), kdy prava strana rov-
nice (2.20), tj. funkce f je ve tvaru

f(z) = e*(P,(x) cosbx + Q,,(x) sin bz),

kde a,b jsou realna cisla a P, a @),, jsou polynomy stupné n a m. Potom partikularni
feSeni Y rovnice (2.20) hledame ve tvaru

Y = e”xk(RmaX{m,n} (x) cos bx + Smax{m,n} () sin bx),

kde ¢islo a + bj je k-nasobny kofen charakteristické rovnice a Riyax{m,n} @ Smax{m,n} JSOU
obecné polynomy stupné max{m,n}.
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Pokusme se nyni naznacit, pro¢ tato metoda funguje. Divodem je, ze pfedpokladané
partikularni feseni Y se derivovanim v jistém slova smyslu ,neméni“. To jest, po zderivo-
vani a dosazeni do rovnice (2.20), vychazi opét funkce slozené z polynomi, exponencialy
sinti ¢i kosint. Tato funkce se pak d4 dobfe porovnat s pravou stranou rovnice (2.20),
které se podobéa az na koeficienty pred jednotlivymi elementarnimi funkcemi.

Priklad 2.53. Najdéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice druhého fadu se spe-
cialni pravou stranou:

a) Y’ — 4y = 10e™ b) ¥ + 4y = 82 — 32z + 4
Oy +2% —3y—(dr—3)e )3y’ — 2 — 10cos2a

Reseni. a) Vyfesime homogenni rovnici y” — 4y = 0. Mame \? —4 = 0. Kofeny
charakteristické rovnice jsou Ao ==£2 a y, = c1€%* 4 cye™?*. Pravé strana je tvaru

f(z) = 10e* = e Py(x).

Zde o = 3 neni kotfen charakteristické rovnice (3 # £2), a proto k = 0. Obecny polynom
nultého stupné je konstanta, odtud Py(z) = A. Potom partikuldrni feSeni bude mit tvar

Y = e¥204 = Ae?®

a musi spliiovat rovnici Y” — 4Y = 10 e3*. Nyni musime Y dvakrat derivovat a dosadit

do zadané rovnice:
Y’ =343, Y =9A4e*.

Po dosazeni dostavame
9Ae3™ — 4463 = 10e*".

Rovnici nejdifv vydélime e3* a dostaneme 9A —4A = 10 a odtud A = 2. Mame jedno
partikuldrni feseni Y = 2e3® a obecné feseni nehomogenni rovnice je

y=1yn+Y = 1”4+ e + 2%,
b) Vyfesime homogenni rovnici y” + 4y = 0. Charakteristickd rovnice je A2 +4 = 0
a jeji kofeny jsou Ajo = £2i a y, = ¢y cos 2z + cpsin2z. Prava strana je tvaru
f(z) =82% — 32z + 4 = " (827 — 327 + 4) = " Py(x).

Zde o = 0 neni koten charakteristické rovnice (0 # £2i), a proto k& = 0. Obecny polynom
druhého stupné je P»(x) = Az? + Bx + C. Potom partikularni feseni bude mit tvar

Y =e%2°(A2® + Bz + C) = Ax* + Bx + C
a musi spliiovat rovnici Y” +4Y = 822 — 32x + 4. Nyni musime Y dvakrat derivovat:

Y =24z + B, Y’ =2A.
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Po dosazeni do zadani dostavame
2A + 4Ax? + 4Bz + 4C = 822 — 32z + 4.

Na obou stranach rovnice jsou polynomy druhého stupné. Aby platila rovnost musi se
rovnat koeficienty u jednotlivych mocnin (odtud nézev metoda neurcitych koeficient):

2 4A =38,
zl: 4B = -32,
2% 2A+4C =4.

Dostali jsme soustavu rovnic. Po vyfeseni mame A = 2, B = —8, C = 0. Ziskali
jsme jedno partikularni feseni nehomogenni rovnice Y = 222 — 8x. Potom obecné feseni
nehomogenni rovnice bude

y=uyp+Y = cos 2z + cysin 2z + 22° — 8z.

c) Vyfesime homogenni rovnici 3" + 2y" — 3y = 0. Jeji charakteristickd rovnice je
A2+ 2)—3 =0 a jeji kofeny jsou A\ =1, Ay = —3 a ¥y, = c1e” + cye 3%, Pravd strana
je tvaru

f(z) = (4z — 3)e” = " P ().

Zde o = 1 je jednonasobny koten charakteristické rovnice, a proto k£ = 1. Obecny polynom
prvniho stupné je Pj(x) = Ax + B a partikularni feSeni bude mit tvar

Y =e"z!(Ax + B) = *(A2® + Br)

a musi spliiovat rovnici Y”+2Y’ —3Y = (4x —3)e”. Nyni musime Y dvakrat derivovat:

Y =e*(Az? + Bx),
Y’ =e"(Ax? + Bz) + e*(2Ax + B) = e"(Az? + Bx + 2Az + B),
Y// —

e’
e®(Ax? + Bz + 2Az + B) + e*(2Ax + B + 2A) =
= e"(A2® 4+ Br +2Ax + B+2Ax + B+2A) = *(Ax® + Bx +4Ax + 2B +2A).

Po dosazeni do zadani dostavame
e (Az® + Br +4Ar +2B+2A) +2e*(Ax® + Br +2Ax + B) — 3" (A 2° + Bx) = (4x — 3)e".
Rovnici nejdiiv vydélime vyrazem e® a dostaneme

Az® + Br + 4Az + 2B + 2A + 2A2” + 2B + 4Ax + 2B — 34A2® — 3Bx = 4z — 3.
Porovname koeficienty u jednotlivych mocnin.

22 A4+24-3A4A=0,
z': B+4A+2B+4A — 3B =4,
2°: 2B+2A+2B = -3.
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Dostali jsme soustavu 84 =4, 2A+4B = —3. Odtud A = %, B = —1. Partikularni
feseni je

Potom obecné reseni bude

2
T
y=yn+Y =ce” +ce " +e” <——x)

d) Vyfesime homogenni rovnici 3y” — 2y’ = 0. Charakteristickd rovnice je tvaru
3A2 =2\ =0 a jeji kofeny jsou A\; =0, Ay = % a yp=c1+ c,e37. Prava strana je tvaru

f(z) = 10 cos 2z = e**(10 cos 2z + 0 sin 27).

Zde a+13 = 0+ 2¢ neni koren charakteristické rovnice, a proto £ = 0. Partikularni feseni
bude mit tvar

Y = % 2°(Acos 2z + Bsin2r) = Acos2x + Bsin2x
a musi spliiovat rovnici 3Y"” — 2Y”’ = 10 cos 2z. Nyni musime Y dvakrat derivovat:
Y' = —2Asin 2z + 2B cos 2z, Y" = —4Acos2x — 4B sin 2x.
Dosadime do zadani a dostavame
3(—4Acos2z — 4Bsin2x) — 2(—2Asin 2z 4 2B cos 2x) = 10 cos 2,
coz je ekvivalentni s
—12Acos2x — 12Bsin 2z + 4A sin 2x — 4B cos 2z = 10 cos 2.
Aby toto platilo, musi se koeficienty pfi cos2z a sin 2z rovnat na obou stranach rovnice:

cos2zr: —12A —4B =10,
sin2z: —12B4+4A=0.

Opét jsme dostali soustavu rovnic: —124 —4B =10, A—-3B=0.

Odtud A = —%, B = —i. Partikularni feseni je

1
Y = —§cos2x — —sin 2x.
4 4

Obecné feseni nehomogenni rovnice bude

y:yh—i-Y:cmLch%Z—Zcos%—Zsian.
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Na zavér uvedeme vétu, podle které mizeme metodu neurcitych koeficientti pouzit i
na dalsi specidlni pravé strany rovnice (2.20).

Véta 2.54 (Princip superpozice pro pravou stranu). Jestlize funkce f na pravé
strané rovnice (2.20) je souctem specidlnich pravych stran

f@) = fi(@) + -+ fnl2),

potom 1 partikuldrni Tesent nehomogenni rovnice bude souctem partikuldrnich Teseni pro
jednotlivé specialni prave strany, tj.

Y =Yi+ -+ Y

Dtikaz. Uvedena véta je opét primym disledkem linearity operace derivace, podobné
jako tomu bylo u Véty 2.33. Pouzijeme-li stejného operatoru L[y jako v dikazu této véty,
muzeme (pro m = 2) psat:

Li|=fi, LIYo]=fa = LYi1+Ys] =Ly + L] = fi + fo

Analogicky by se dal dokazat piipad m > 2. O

2.4 Priklady na procviceni

Cviceni
1. Najdéte reseni separovatelnych diferencialnich rovnic prvniho fadu:

a) xyy =1 - a2,

b) y —ytgw

c)y —O,

d) y' = ( —1)(y—2),

e)y =

f) (zy? +:c)dx+( — 2%y)dy = 0.

2. Najdéte reseni linearnich diferencialnich rovnic prvniho radu:

)y—l— = 6z,

b) v/ +ytge =

)

c) ¥y +2xy =xe ™,

d) xry _%:$7

e) (1+22)y — 2zy = (1 + 22)?,
)

f) v + ycosx = sinx cos z,

3. Najdéte feseni y(z) s pocatecni tlohou:
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a) y osx—ysma:-?a: y(0) =0,
b) v = 6y — 4e%® cos5x+24,y(g>:—4,
Y
=x—1 0)=0
)y -5 =21 30 =0,
d) y = L5+5x—25 y(6) = 14.

4. Najdéte obecné feseni rovnic druhého fadu metodou neurcitych koeficientt
a) 2y” — 5y — Ty = 18e**
b) v —2y —3y=1-1z,
c) y' + 3y = 922,
d) y" + 6y’ + 9y = 36we3®
e) y” —|— 2y’ + 5y = 17sm2x
) 3

f — 4y’ = 25sinx.

5. Najdéte partikularni feseni rovnic metodou neurcitych koeficientt
a) y' -2y = 22%", y(0) =1, y'(0) =5,
b) ¥’ —2y =2z —1)*, y(0)=—3, ¥'(0) =2,
c) y" — Ty +10y = 116sin2z, y(0) =3, ¢/'(0) = —2.

6. Variaci konstant feste nehomogenni diferencialni rovnice

vy

a)y' =2 +y=

T

2 4+1’
e
1+4ex’

b) y' —y =

Vysledky

1. a)a?+y?=Inca?, ¢>0,

c

cosx’

2—i—y—Hn|y—1|+ c, y=1,
’7|:.’E+C, 3/21;
+e Y=g

e”
tn(y?+1) =122 — 1| +c

= 6*12(1’7 +C)
— Z1(c+a+Ina]),
= (1+2%)(c+2),

=ce M™% L ging — 1.

Y= Cosz>
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b) y = (% — %sin5:c — 4e*6“) ez

&) y= (o +1)(z - 2Infw + 1)),

d) y = (5x — 16)(x — 5) = 52? — 41z + 80.

a) y = c1e2® + coe T — 2e%7

b) y = cie™" + ¢z €% + §(3z — 5),

c)y= 1 cos V3x + ¢ sinv/3x + 3z2 — 2,

d) y = c1e73% + core ™3 + 3% (z — %),

e) y =cie " cos2z + coe” ¥ sin 2x — 4 cos 2x + sin 2z,
fly=c+ CQe%I +4cosz — 3sinx.

a) y =3+ 3e% +e%(—22% — 4),

b) y =eV2® 4 e~ 2272 4 22— 3,

c) y = —4e*® + 7cos 2z + 3sin 2z.

a) y = c1e” + coze” — Le”In(2? + 1) + ze® arctg z,
b) y = c1 + c2e” + xe® — (¥ + 1) In(e” + 1).



99

3  Funkce komplexni proménné

3.1 Komplexni ¢éisla

3.1.1 Zakladni pojmy

Problematika feseni rovnic, napt. 2241 = 0, kterd nema feseni v oboru realnych éisel, vedla
k rozsifeni Ciselného oboru na ¢isla komplexni z = x + jy, kde x = Re z, y = Im z jsou
realnd ¢isla a j nazyvame imaginarni jednotkou!, pro kterou plati j2 = —1. Pro komplexni
¢islo z nazyvame ¢islo x = Re z redlnou ¢asti a y = Im z imaginarni ¢asti komplexniho
¢isla z. S¢itani a nasobeni komplexnich ¢isel je ve shodé s obvyklymi pravidly, proto je
budeme ilustrovat pouze na ptikladeé:

(B+)+4(1—2j)=7—7j, B+j)(1—-2j)=3+j—6j—2/2=3—-5j+2=5—5j.

Mnozinu viech komplexnich ¢&sel zna¢ime C. Cislo Z = x — jy nazyvame ¢islem komplexné
sdruzenym ke komplexnimu ¢islu z = x+jy a s vyhodou je uzivame pii déleni komplexnich
¢isel, kdy zlomek rozsitime jednickou ve tvaru podilu komplexné sdruzeného jmenovatele
se sebou samym:

20-5j 20—5j 2—j 40—10j5 —20j + 552 35— 30j
2+j 245 2—j5 22 — 42 5

Lze snadno oveérit, ze pro vSechna komplexni ¢isla z, z1, zo € C plati rovnosti

=7 - 6.

- — 1 z
21+t 2 =21+ %2, 2129 =212 Z2=2, —=—.
z 2z

Poznamenejme, Ze 27 je nezaporné realné ¢islo a ke kazdému z = = + jy € C definujeme
jeho absolutni hodnotu (nebo také modul) |z| vztahem

|z| = Vz2zZ = V22 + y2
Interpretujeme-li komplexni ¢isla jako body v roviné, pak |z| je vzdalenost bodu z = [z, y]
od pocatku a ¢ uhel, ktery svird privodi¢ bodu z = [z, y] s kladnym smérem redlné osy
x. Odtud plyne, ze dalsi moznosti, jak vyjadrit komplexni ¢islo z = x + jy # 0, je tzv.
goniometricky tvar

z=x+ jy = |z|(cosp + jsiny) = |z|(cosarg z + j sinarg z),

1V matematice bjva zvykem oznacovat komplexni jednotku pismenem i; v technické praxi se ¢asto
pouziva oznaCovani pismenem j.
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kde thel ¢ = arg z nazyvame argumentem komplexniho ¢isla z.

Im 2
Yoo Z:.’E+Jy
||
arg z Rez
0 T
/R SRR P PP L PP LR PR PR L PR PR LR .Z:J;_‘]y

Tento tvar je vhodny pro geometrickou interpretaci nasobeni nebo déleni dvou komplex-
nich ¢isel 21, zo, plati totiz:

|21 - 20| = |21]|22] argzize = arg z; + arg 2

21 |21| 21
— | = — arg — = arg z; — arg zs.
|22 Z2

22
Této vlastnosti lze s vyhodou pouzit pti vypoctu n-té mocniny komplexniho cisla:
(|z](cos p + jsinp))" = |z|*(cosny + j sinny). (3.1)

Nevyhodou je nejednoznac¢nost funkce argument, proto tu hodnotu ¢ argumentu arg z,
pro kterou plati —7 < ¢ < 7 nazveme hlavni hodnotou argumentu komplexniho d¢isla z
a zapisujeme ji Argz. Uvedend nejednoznacnost funkce argz se projevi pfi urceni n-té
odmocniny &isla 2. Ze vztahu (3.1) a z rovnosti ({/z)" = z plyne narg {/z = arg z, coZ
mé za disledek existenci n riznych Arg; {/z, které vySe uvedeny vztah spliuji.

Dale zavadime také exponencialni tvar komplexniho ¢isla

z=x+ jy = |z|(cos ¢ + jsinp) = |z|(cosarg z + jsinarg z) = |z|e/ *&7.
Tento zapis ,prirozené” reflektuje vyse uvedenou skutecnost a vlastnosti exponencialni
funkce
. j arg z jarg zo j(arg z1 t+arg z:
2129 = |21]€7 M8 z|ef BT822 — |Zl||Z2|e]( gz1targz2)
Vyuziti uvedenych pojmit ukdzeme v nasledujicim prikladeé.

Priklad 3.1. Naleznéte feSeni kvadratické rovnice

(1+5)2>—B+j)z2+6—2j=0.
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Postup feseni kvadratické rovnice je stejny i v oboru komplexnich ¢isel jako pro realna
¢isla, proto nejdrive vypocteme diskriminant rovnice:

D=(—B+7)*—41+7)(6—72) =9+65+j> — 4(6 +4j — 25%) = —24 — 10§

Plati |D| = 1/(—24)% + (—10)2 = /676 = 26 a diskriminant miiZeme zapsat ve tvaru:

—10

26

24 10 —24
D =26 (2_6 +j¥> odtud cosarg D = T3 Asinarg D =

Pro ,pfesny“ vypocet algebraického tvaru cos((arg D)/2) a sin((arg D)/2) vyuzijeme znadmych

vzorcu
1 _
‘Cosf‘:‘/w a ‘Smf‘:,/lﬂ‘
2 2 2 2

Ze znamének cosarg D, sinarg D uréime, ze pro hodnotu argumentu arg D plati
—nT<ArgD< —7/2 & 7w<ArgD+7w<3mw/2

a pro hlavni hodnotu thlu arg D/2 dostavame v intervalu (—m, 7) dvé rovnocenné moznosti
Arg VD € (—7/2,31/4) a ArgVD € (n/2,31/4).

Druhé odmocnina diskriminantu ma tedy dvé hodnoty, pro které ve vysSe uvedenych vzorcich
odstranime absolutni hodnotu (v névaznosti na arg D/2) a ur¢ime cos(Arg v D) a sin(Arg v D):

1+24/26 5
9 1/

1-24/2 1
2/6:j:\/% sin(Arg VD) =

Odtud dostavame VD = v/26 & ( \/_ \/_

pro Teseni kvadratické rovnice ziskdme jeji kofeny:

cos(Arg VD) =

) = £(1 — 5j) a po dosazeni do vzorce

4-4j _ 4(1-)*

S L e () D
ey

= —9j

246; _ 20043)(1—j) _ .
2(1+j‘)_ =24

Poznamka 3.2. Hlavni hodnotu argumentu Arg z je mozné vyjadrit takto:

m, proz=xz+ jy, kdex <0ay=0,
Argz = (3.2)

2 arctg o pro z = x + jy # 0, jinak .

)
£B2+ 2

K odvozeni tohoto vztahu je mozné vyuzit analogického postupu jako postupu pii vypoctu druhé odmoc-
niny v predchozim piikladé. Jestlize pro libovolné z # 0:

z:xﬂy:m(

X . y
+
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vybereme z druhé odmocniny pouze hodnotu /z takovou, ze Arg/z € (—n/2,7/2) dostavame

cosArg+y/z >0 sgn (sin Arg \/E> =sgny.

— — 3 A A
Argz = 2 Arg \/z = 2arctg(tg Arg /2) = 2arctg sin Arg vz =

cosArg\//\Z
1 x
1 - _—_—=
V2 /22442 /2 2 _
2arctg — :y = 2arctg % =
7 1+—W e +y‘+x
/2 2 _ 2 2
2 arctg (Vz* + 9 —2)(Va? +y° + o) = 2arctg Y

TtV

2
( m2+y2—|—x)

3.1.2 Rozsifeni komplexnich ¢isel o nevlastni bod

Mnozinu komplexnich ¢isel rozsifime na mnozinu S = C U oco. Zdivodnéni tohoto po-
stupu mtzeme oprit o stereografickou projekci, ktera zobrazuje body komplexni roviny
na body kulové plochy jednoznac¢né pomoci piimek prochéazejicich danym bodem roviny
a nejvyssim bodem koule (vrcholem, severnim pélem). P¥i tomto zobrazeni zistane na
kulové plose neobsazeny pravé tento bod, ktery ztotoznime s oo.

Diilezitou vlastnosti tohoto zobrazeni je, ze kruznice na kulové ploSe neprochazejici
vrcholem koule se zobrazi na kruznici v roviné. To znamena, ze se kruhova okoli na kouli
zobrazuji na kruhova okoli v roviné. Proto okolim bodu oo rozumime vnéjSek kruznice se
stfedem v pocatku.
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Doplnéni mnoziny C ,jpouze” jednim oo prinasi na rozdil od mnoziny redlnych ¢isel
v / . Vv /7 v 7z v z _ .
moznost zavést i nékteré pocetni operace s oo (napft. 5 = 00 pro z # 0). Tyto jsou uvedeny
v nasledujici definici.

Definice 3.3. Pro pocitani s nekone¢nem definujeme operace takto:
Proze€C,2#0 24+ 00=00%2=00 (0000 neni definovano);
ProzeC z-0c0=00-2=00 (0-00 neni definovano);
Proz€ C z/oo=0 (tedy 0/oc =0);
Pro z € C,00/z = 00 ( tedy 00/0 = c0);

Pro pfirozené ¢islo oo™ =00, oo™ =0, 07" = oc;

3.1.3 MnozZiny komplexnich ¢isel

Nyni zavedeme oznaceni a analytické vyjadieni diilezitych mnozin v komplexni roviné:

Otevienym kruhem U,(zp) rozumime mnozinu vSech komplexnich ¢isel z, které maji
od bodu zy vzdalenost mensi nez ¢ tedy: U.(29) = {z € C||z — 20| < ¢}, To jest mnozina
¢isel z = = + jy pro néz plati:

|z — 2] < e (v —20)*+ (y —30)* < &°

Hranici této mnoziny je kruznice K.(z9) = {z € C||z— 2| = ¢}, kterou mtizeme ztotoznit
s mnoZinou feseni rovnice (z — x9)? + (y — ¥o)? = €2. Pro dvojici redlnych ¢isel 0 < e < ¢
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definujeme mnozinu P,..(z) = {w € Cle < |z — 2| < ¢}, kterou nazyvame prstencem . V
piipadé volby € = 0 budeme prstenec Py .(zp) zapisovat pouze symbolem P.(zp) a budeme
hovorit o prstencovém okoli bodu zy a pro € > 0 hovofime o mezikruzi.

Obecnou rovnici ptimky ax + by + ¢ = 0 mtzeme zapsat ve tvaru

220+2z0+5:0,

kde zy = %(a + jb), € = ke, kde k # 0 je libovolné reélné ¢islo. Nahradime-li rovnost
nerovnosti dostavame nerovnost vymezujici polorovinu.

Mnoziny U.(zg) a P-(zg) jsou e-ovym okolim a ryzim okolim bodu z,. Budeme-li hovofit
obecné o okoli budeme pouzivat i oznaceni U(zy) a P(zo). Poznamenejme, Ze zavedeme-
li vzdalenost dvou komplexnich ¢isel jako modul jejich rozdilu mtzeme pouzivat diive
zavedené pojmy jako oteviena, uzaviend mnozina, dale uzavér mnoziny, hranice mnoziny
a oddélené mnoziny. Mnozina se nazyva souvisla, jestlize ji nelze vyjadrit jako sjednoceni
dvou neprazdnych oddélenych mnozin. Otevienou souvislou mnozinu nazyvame oblasti.
Komponentou mnoziny je kazda jeji maximalni souvsla ¢ast. Oblast nazveme n-nasobné
souvislou, jestlize je jeji komplement tvofen pravé n komponentami. Pro n = 1 nazyvame
oblast jednoduse souvislou.

3.2 Posloupnosti, fady, mocninné rady

Jednou z pasazi, kdy je pomérné snadné prenést zndmé vysledky z redlné analyzy na
komplexni ¢isla z € C, jsou posloupnosti, fady, mocninné rady. Jedna se o definici po-
sloupnosti, o vétu o existenci nejvyse jedné limity posloupnosti dale vét o souc¢tu, rozdilu,
sou¢inu a podilu dvou posloupnosti, kdy je mozné ve formulacich pouze nahradit realné
¢islo pouze cislem komplexnim. Podobné obdrzime i analogické vysledky pro fady kom-
plexnich ¢isel s vyjimkou kritérii konvergence fad s kladnymi éleny (relace srovnéani se pro
komplexni ¢isla nezavadi). Vysledky s absolutni konvergenci modifikujeme nahrazenim
absolutni hodnoty jeho ,rozsifenim na C“ — velikosti komplexniho ¢isla. Situaci budeme
ilustrovat v nasledujicim ptikladé.

oo
Priklad 3.4. Rozhodnéte o absolutni konvergenci rady Z 2" a urcete souCty realné a
imaginarni casti této fady. "
Reseni. Tato fada je geometrickou fadou s kvocientem ¢ = z a pro |z| < 1 konverguje

absolutné a plati
> 1
Z &= 1 ’
n=0 <

Vyuzijeme-li skutecnosti, ze redlné resp. imaginarni ¢ast souctu je souctem realnych resp.
imaginarnich ¢asti ¢lenti fady spolu s goniometrickym tvarem z = r(cosa + jsina),
odvodime pro |r| < 1 soucty dvou realnych rad:

ir”cosna+jir"sinna = ir”(cosnoz—i—jsinna) = gz” = 1iz.

n=0 n=0 n=0
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Tedy plati:

[e.e]

" N 1 1 —rcosa+ jrsina rsin a
E rsinna = Im — — = 5
— 1 —r(cosa+jsina)l —rcosa+ jrsina 1412 —2rcosa
o0
n 1
g r" cosna = Re —
— 1 —r(cosa + jsina)

(1 —rcosa+ jrsina)

= Re

(1 —=rcosa—rjsina)(l —rcosa+ jrsina)
1—rcosa

- 1+ 72 —2rcosc

m
3.2.1 Mocninné rady
o0
Situace je analogickd i pro mocninné fady. Pro mocninnou fadu Z cn(z — 2p)" nastane
n=0

jedna ze ti nasledujicich moznosti:

1. fada konverguje pouze ve svém stiedu z,
2. fada konverguje pro vsechna z € C,

3. existuje realné ¢islo 0 < r (polomér mocninné fady) takové, ze fada konverguje pro
v8echna z takova, Ze |z — zp| < r a diverguje pro vSechna z takova, Ze |z — zo| > 7.
Vyse uvedené ¢islo r nazyvame polomérem mocninné fady v prvnim piipadé definujeme
r = 0 ve druhém pripadé klademe r = oo a ve tietim pripadé r miizeme urcit:
1

re=—— (3.3)
lim sup {/|c,|
n—oo
Poznamenejme, Ze z existence lim [“+| plyne také existence lim {/|c,| a jejich rovnost
n—o0 i n— o0
a navic existuje-li lim {/|c,| je tato rovna limsup {/|c,|.
n—oo

n—oo

Mocninné fady jsou dilezitym pojmem, nebot umoziuji definovat nékteré funkce kom-
plexni proménné pomoci Taylorovy fady znamé z realného oboru, coz zarucuje, ze takto
definované funkce jsou pro realna cisla shodné s ptivodni funkei.

3.3 Funkce realné proménné

Definice 3.5. Funkci realné proménné rozumime kazdé zobrazeni z(t) = z(t) + jy(¢)
podmnoziny redlngch &sel do C. Rekneme, Ze funkce z(t) je spojita je-li dvojice redlngch
funkei x(t),y(t) spojita. Rekneme, 7e funkce z(t) méa derivaci, jestlize funkce x(t), y(t)
maji derivaci a definujeme 2/(t) = 2'(t) + jy'(t).
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Ukazeme si nékteré interpretace funkce redlné proménné.

e Impedance sériového RL obvodu je funkei frekvence w pfipojeného stiidavého napéti
u(t) = sinwt podle vztahu
Z(w) =R+ jwL.
Podobné pro sériovy RC obvod je impedance funkci frekvence w ptipojeného stii-
davého napéti u(t) = sinwt definované vztahem
Z(w) =R+ !
w) = —
JwC
e Dalsi ukazkou vyuziti funkce redlné proménné je zavedeni komplexni charakteristiky
harmonickych kmiti, které popisuji funkce
F(t) = F cos(wt + ¢) resp. F(t) = Fsin(wt + ¢).

Tyto vztahy je mozné popsat jedinou komplexni funkci redlného argumentu, ktera
se nazyva komplexni tvar harmonického kmitu (komplexnim kmitem):

F(t) = F(cos(wt + @) + jsin(wt + ¢)) = Fel@He) = feft

kde F' = Fel® nazyvame komplexni amplitudou, realné ¢islo F' je amplitudou kmitt
a p = arg I se nazyva fazovy posun. S vyuzitim exponencialniho tvaru komplexniho
¢isla snadno pro nenulovy soucet dvou komplexnich kmitt ( se stejnou frekvenci w

)
F(t) = Fi(t) + B(t) = Fie' + e = (F) + Fy)e™,

odvodime, ze méa komplexni amplitudu ve tvaru souc¢tu komplexnich amplitud t;j.
F = Fl + FZ.

e Funkce redlné proménné byva casto interpretovana jako pohyb v Gaussové roving,
nebof proménnou ¢ interpretujeme jako ¢as a dvojici [z(t),y(t)] jako soutadnice
bodu v case t. Tato interpretace tvori zaklad pro zavedeni pojmu kiivka.

3.3.1 Krivky v C

Definice 3.6. Kiivkou rozumime kazdé spojité zobrazeni ¢ : (a,b) — C. Bod ¢(a)
nazyvame pocatecnim bodem kiivky a bod ¢(b) nazyvame koncovym bodem kiivky .
Mnozinu vSech bodu kiivky [p] = {¢(t)|t € (a,b)} nazyvame grafem kiivky .
Dilezitym geometrickym pojmem je tecna resp. polotecna.
Definice 3.7. Necht ¢ : {(a,b) — C je kiivka. Rekneme, 7e kiivka ¢ ma v bodé t € (a, b)
polotecnu zprava praveé kdyz existuje kone¢nd limita
t+h)—p(t
L=
h=0t [p(t + h) = p(t)]

Analogicky definujeme polotecnu zleva pro bod t € (a,b). Rekneme, 7e kiivka ¢ méa v
bodé t € (a,b) tecnu , jestlize méa polotecnu zleva i zprava a T~ ,(t) = T, (t).




3.3 FUNKCE REALNE PROMENNE 67

Podil rozdilu funkénich hodnot kiivky déleny jeho modulem ma jednotkovy modul a
tedy i v definici uvedené limity maji jednotkovou velikost. Dostatecnou podminku exis-
tence téchto objektti popisuje nasledujici véta.

Véta 3.8. Necht md krivka ¢ : (a,b) — C v bodé t € (a,b) nenulovou derivaci zprava
@', (t) resp. nenulovou derivaci zleva ¢’ (t) resp. nenulovou derivaci ¢(t) potom existuje
v bodé t ke krivce polotecna zprava resp. polotecna zleva resp. tecna a plati

(1) [ O _ @)
()] ' P Tl = 150

Ptikladem kiivky, kterd nema v bodé ¢ = 0 te¢nu muze byt o(t) = t3+5 V16, Pozname-
nejme, Ze nulovost derivace ¢’ (t) neznamen4 neexistenci te¢ny viz napiiklad (t) = 3+t
prot = 0.

V geometrii se obvykle pod pojmem kiivka rozumi jeji graf tj. [p]. Potom proces
nalezeni zobrazeni ¢ : D, — C se zadanou mnozinou [p] nazjvame parametrizaci kiivky.
Tento proces nema jednoznacny vysledek viz nasledujici priklad.

TH,(t) = resp. T ,(t) =

Priklad 3.9. Naleznéte rtizné parametrizace tsecky AB, pro A, B ruzna komplexni
¢isla.

Reseni. UkéZeme 4 rtizné parametrizace z nich posledni je odlisna.

1. o(t) = A+ (B— A, t€(0,1)

2. o(t) = A+ (B — A)sint, t € (0,7/2)
3. (t) =B+ (B— A)cost, t € (m,31/2)
4. o(t) = A+ (B — A)sin®t, t € (0,37/2)

Predstavime-li si uvedené funkce jako pohybové rovnice, to jest parametr ¢ interpretujeme
jako cas a ¢(t) jako polohu bodu v ¢ase t (¢/(t) je vektor okamzité rychlosti), ziskdme 4
riizné pohyby po dané tsecce. V prvnim pfipadé se jedna o pohyb rovnomérny pfimocary
ve sméru B — A s konstantni rychlosti |¢'(t)| = |B — A|. Ve druhém pfipadé se jedné o
pohyb zpomaleny, nebot |¢'(7/2)| = (B — A)cos7/2 = 0. Ve tfetim piipadé se jedna o
pohyb zrychleny, nebot |¢'(7)| = (B — A)sin0 = 0. A ¢tvrty pohyb se od zbyvajicich
odlisuje, nebot se bod nejdiive pohybuje z bodu A do bodu B (0 < ¢ < 7/2) potom zpét
(/2 <t <) a nakonec znovu z bodu A do bodu B (7 <t < 37/2). O

Necht pro dvé kiivky ¢1 : (a,b) — C, s : (c,d) — C, plati ze koncovy bod prvni
kiivky splyva s po¢atenim bodem druhé kiivky, tj. ¢1(b) = pa(c). Potom definujme jako
jejich soucet 1 + o takovou kiivku, Ze pohyb po kiivce @1, ktery skonéi v bodé ¢;(b)
pokracuje po kiivce ¢y v bodé ¢o(c).

Jestlize splyva koncovy a pocateéni bod kiivky ¢(a) = ¢(b), nazyvame kiivku uza-
vienou. K¥ivku nazveme prostou, jestlize p(t1) # ¢(t2) pro vSechny body ti,ty € (a,b)
spliiujici 0 < [t; — ta| < b — a. kazdou uzavienou prostou kiivku nazyvame Jordanovou
k¥ivkou. Pro Jordanovy kiivky plati véta.
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Véta 3.10. Necht ¢ je Jordanova kiivka v C. Potom plati
S— [90] :QIUQQ,
kde 1, Qs jsou neprdzdné disjunktni oblasti, jejichZ spolecnou hranici je graf krivky [¢].

Podobné je tfeba v navaznosti na ,,geometrické zvyklosti“ fesit otazku orientace kiivky,
kterd znamend smér pohybu. Je zfejmé, ze ruzné kiivky (pohyby) mohou mit stejny
graf a Casto o kiivce hovofime jako o parametrizaci mnoziny [p]. Z pohledu praktickych
aplikaci Gasto nezélezi na volbé konkrétni kiivky (pohybu), ale na jejim grafu [p| napf.
velikost prace. Orientaci krivky, ktera neni uzaviena popiSeme stanovenim pocatecniho
a koncového bodu grafu [p]. U Jordanovy kiivky (je uzaviena a rovinu rozdéluje na
vnéjsek a vnit¥ek) je smér pohybu dan tim, Ze pfi pohledu ve sméru pohybu méame vnit¥ek
kiivky po levé strané (kiivku prochdzime proti sméru chodu hodinovych ruci¢ek) nebo po
pravé strané (kfivku prochdzime po sméru chodu hodinovych ruci¢ek). V prvnim piipadé
hovotime o kladné orientaci a ve druhém o zaporné orientaci kiivky.

3.4 Funkce komplexni proménné

Definice funkce komplexni proménné musi zohlednit fakt, ze nékteré elementarni funkce
nejsou prosté a k nim inverzni funkce obecné neexistuji, coz v readlném oboru je ,feseno“
zuzenim dané funkce na interval kde je ptvodni funkce prosta. Jiz v Ptikladé 3.1 jsme
dostali dvé hodnoty druhé odmocniny

V=24 — 105 = £(1 — 55) < (£(1 — 55))* = —24 — 510.
Proto v komplexnim oboru pfipoustime obecnéjsi definici.

Definice 3.11. Je-li ke kazdému komplexnimu ¢islu z = x + jy € G C S prifazeno
néjakym predpisem f alespon jedno komplexni ¢islo w = u + jv € S, fekneme, Ze na
mnoziné G je definovana komplexni funkce komplexni proménné z a tuto skutecnost
zapisujeme vztahem w = f(z). Mnozinu D(f) = G nazyvame defini¢ni obor funkce f(z).
Mnozinu H(f) = {wjw = f(2)|z € D(f)} C S nazgvame oborem hodnot funkce f(z).
Je-li H(f) C C nazyvame funkci f(z) konecnou.

Jestlize je funkce zobrazeni tj. pfitazuje kazdému Cislu z € D(f) pravé jedno ¢islo
w = u+ jv € S, tikdme, ze funkce f(z) je jednoznacna a mizeme ji vyjadfit pomoci
dvojice redlnych funkeci:

w= f(2) = f(z+ jy) = ulx,y) + jv(z,y).

Funkei u(z,y) nazgvame realna ¢ast funkce f(z) a zna¢ime ji Rew nebo Re f(z), funkci
v(x,y) nazyvame imaginarni ¢ast funkce f(z) a znacime ji Im w nebo Im f(2).

Jestlize funkce f(z) neni jednoznacénd, fikdme, Ze je mnohoznacna. Je-li f(z) funkce
mnohoznac¢néa budeme jednoznac¢nou funkci f(z) nazyvat jednoznacnou vétvi funkce f(z),

o~

jestlize plati D(f) C D(f) a f(z) € f(z) pro viechna z € D(f). !

1Jestlize je D(f) C R, fekneme, 7e na mnoziné D(f) je definovana komplexni funkce redlné proménné
z. Podobné muzeme definovat redlnou funkci komplexni proménné.
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Piikladem dvouznacné funkce je druhd odmocnina +/z, kdy kazdému z # 0 jsou pfi-
fazeny 2 hodnoty. Funkci /2 mtiZzeme chéapat jako sjednoceni dvou jednoznacnych vétvi

\//\; = {[z,w] |w? = 2 A Argw = Arg z/2} \//\E = {[z,w]|w® = 2 A Argw = Arg z/2+7},

kde znaménko pred 7 volime tak, Ze je opacné nez u Sm z. Obecné je pro pfirozené n
funkce {/z n-znacnou funkeci.

V dalsim textu budou tvrzeni o komplexnich funkcich f(z) formuloviana pomoci vlast-
nosti dvojice realnych funkci dvou proménnych Re f = u(z,y) a Sm = v(z,y). Z toho
vyplyva nutnost umét najit redlnou a imaginarni slozku dané funkce. Z dtivodu strucnosti
budeme v dal$im misto oznacovani u(z,y) a v(x,y) Casto pouzivat zkracené oznacovani
uawv.

Priklad 3.12. Urceni redlné a imagindrni édsti funkce f(2)
Je dana komplexni funkce w = 22 + jz. Najdéte jeji redlnou a imaginarni éast.

Reseni. Komplexni &slo z = 2 + jz je v algebraickém tvaru viz Definice 3.11. Proto

w=224jz=(x+5y)>+j(x+jy) = 2%+ 2zy + j2° + jo + j2y =
=+ 2y -y +jr—y=2" -y —y+ji(2vy + )

Reéln4 ¢ast zadané funkce je u = Rew = 22 — y* — y a imaginarni ¢ast zadané funkce je

v =Smw = 2xy + z. Definiénim oborem zadané funkce mtize byt celd mnozina C, resp.
libovolna jeji podmnozina. O]

3.4.1 Grafické znazornéni funkce komplexni proménné

Vzhledem k tomu, ze kartézsky soucin C x C ma ¢tyfrozmérny geometricky model vznika
problém s grafickym znazornénim komplexnich funkei. Zpravidla volime model dvou Gaus-
sovych rovin pficemz v prvni, obsahujici Df, body oznac¢ujeme z a body druhé roviny
pouzivané na zobrazovani funk¢énich hodnot oznacujeme w. Charakter funkce pak de-
monstrujeme tak, Ze ke zvolené mnoziné A (bod, kiivka, oblast...) v roviné z ukdzeme
odpovidajici mnozinu f(A) v roviné w. V piipadé vice mnozin je mizeme ztotoznit po-
pisky nebo odpovidajici mnoziny spojit Sipkami. Nékteré funkce realizuji znaméa zobrazeni
rovin. Napftiklad funkce f(z) = z + a realizuje translaci (posunuti) o vektor (e a, Im a),
otoceni roviny se stfedem v pocatku o thel « realizuje funkce f(z) = az, kde |a| = 1
a arga = «. Funkce f(z) = Z realizuje osovou symetrii okolo redlné osy, déale funkce
f(z) = 1/z realizuje slozeni dvou zobrazeni a sice kruhové inverze v rozsifené roviné S
(vnitiek kruhu se stfedem v pocatku se zobrazi na jeho vnéjsek a naopak) s vyse zminé-
nou osovou symetrii kolem osy Re z. Vyuziti funkce f(z) = 1/z souvisi v elektrotechnice
s pojmem admitance [3, str. 58].

Priklad 3.13. Graficky znézornéte pfimku 6z — 8y — 1 = 0 a jeji obraz funkef f(z) = 1.
Reseni. Nejdiive vyjadiime proménné z a y pomoci proménnych w, v:
1 U — Jju U —v

1 1
=-&Su+tjv= — & jy = — = Sr=——ANy=——:.
e T x+ jy T+ u—+jv  u? 402 . u? + v? 4 u? + v?
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Jejich dosazenim do rovnice primky dostaneme

u v _ 2 _ 2 _ 2 2 _
6u2+v2—8u2+v2—1—0<:>6u+81)—u —v°=0% (u—3)"+ (v—4)" =25,

tj. rovnici kruznice se stiredem 3 + j4 o poloméru 5. Tomu odpovida obrazek:

T 2 Im w (u—3)2+(v—-4)>=25

Rez

6xr—8y—1=0

é Rew

Slozenim vyse uvedenych funkci mizeme vytvorit linedrné lomenou funkci

az+b
cz+d

f(z) =

Protoze tato funkce mé zna¢ny vyznam v elektrotechnice, pfi popisu globalnich charak-
teristik elektrostatickych poli viz [8, str. 58], uvedeme nékteré dilezité vlastnosti této
funkce, které plati za predpokladu ad — bc # 0.

e f(2) je vzdjemné jednoznacné zobrazeni mnoziny S na sebe (f(—d/c) = oo, f(o0) =

=a/c).
e Tato funkce zobrazuje mnozinu vsech kruznic a pfimek na sebe.

e pro libovolné body 2z, 29, 23, z plati

f(Z)_f(Zl),f(Z3)_f(Zl):Z_Zl_Z3_Zl
f(z) = f(z2)  f(zs) — f(z2) 2—2 23— 2

Pomoci téchto vlastnosti 1ze odvodit koeficienty linearné lomené funkce na zakladé predem

zvolenych geometrickych atributi dané funkce.

z—1—7

—j,, tak, ze zobrazite
z+1—7

systém primek prochazejicich bodem zy = 1+ j a systém soustiednych kruznic se stfedem

v tomto bodé.

Priklad 3.14. Graficky znazornéte funkci w = u + jv =



3.4 FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE 71

Reseni. Budeme postupovat analogicky s pfedchozim p¥ipadem. Proménné z a w nahra-
dime proménnymi proménou z, y a u, v:

r+jy—1—j x—-1+jy—1)
r+jy+1—35 x4+1+4y—-1)

u—+Ju =

Dale vyjadiime proménné z, y jako funkce proménnych u, v:

1—u?—0? (u—1)2+v%+2v
rT=-———————— =
(u—1)2+ 02 Y (u—1)24+0v2

Jejich dosazenim do rovnic kfivek v roviné z ziskdme rovnice odpovidajicich obrazii téchto
kiivek v roviné w.

1\? 1\ 1 1

Pro ptimky k(z—1) = y—1 dostavame rovnice kruznic (v — = | +{v+ — | = -—4+—:

pfimky k(z—1) =y ( 2) ( 2k;) FRYE
0 1—v?—w?  \ v 41-2ut 2049 _ 2(kv? + ku® — ku+v)
o 1—-2u+v2+u2 1—2u+v2+u2 T 1 —2u+v2+u2

2 2
sk(vrly v ari o L oD o Ly (o) = L L
ko 4k? 4 4k2 4 2k 2 4k2 ' 4

Poznamenejme, Ze pro vSechna k kruznice prochézeji dvéma body 0 a 1.
Pro kruznice (z — 1)? 4+ (y — 1)* = k? dostdvame po dosazeni 2 moZnosti:

12 1—v?—u? 9 2+ (u—1)2+v2+2v_ 2_4(—u2—1}2—|—u)2—|—41}2_ 4(u? + v?)
\( (u—1)2 + 02 B ((u—1)2 + v2)2 C (u—1)2 402
2

@%((u—1)2+v2):u2+v2.

1. pro k = 2 jde rovnici pfimky u = 1/2,

2. pro k # 2 po upravach ziskame

k2 k2 4 k2 k24 k2

T -l ) =t b et e~ bt = - e
P R Y R
e T T a2 T T TR a2 (a2

k? 4k*

2
2 _
k:2—4> TS E e

coz jsou rovnice kruznic: (u —

Nasledujici obrazek ukazuje nékolik zobrazovanych kfivek. Zaroven je obrazek vpravo ve
shodé s interpretaci elektrického pole dvou opacné nabitych rovnobéznych vldken, v némz
modré cary vyznacuji ekvipotencidly a cervené siloktivky podobné jako obrazek vlevo lze
interpretovat jako pole jednoho nabitého vldkna.
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Im 2
11
—
10 Imw
L—
L—| 5 | —
L1
L
4 —
2
Jushs 5
3
Rez Rew
\
\
~ | 8 _—
7
i
\
1. k=-— 4. k= 7. k=2 10. k=
2. k=-03 5 k=1 8. k=25 11. =00
3. k=03 6. k=17 9. k=4

]

V dalsim pifkladé se budeme zabyvat dvojici funkei f(z) = 2? a jednoznacnou vétvi
funkce f(z) = y/z urenou podminkou Arg z = 2 Arg \/z.

Piiklad 3.15. V poloroviné Smz > 0 provedte grafické zndzornéni funkce f(z), kterd
je jednoznacnou vétvi funkce /z uréené podminkou Argz = 2 Arg+/z, pro polopfimky
r=kAy>0apiimky y = [, kde £k > 0 a [ jsou realné konstanty. Poznamenejme ze,
podobné jako pfedchozim piikladé se jednd o ortogonalni systémy kiivek (tj. libovolné
dvé kiivky z riznych systémii jsou na sebe kolmé)

Reseni. V tomto piikladé miiZzeme postupovat tak, ze uréime realnou ¢ast u = Re f(2)
a imaginarni ¢ast v = Sm f(z) funkce dale dosazenim = = k resp. y = [ dostaneme
zobrazeni danych primek. Postupovat budeme podobné jako v Poznamce 3.2:

Nejdfive uréime |z| a cosArgz z = x + jy = /22 + y? ~ +J Y a
/IQ +y2 /ZE'Q _|_y2

pomoci nich |f(2)| a cos Arg f(2), sin Arg f(z). Plati totiz |f(2)| = /|z| = V22 + y? a
Arg z = 2 Arg f(2).
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Pro y # 0 dostavame

2
1+cosArgz :Jc2+y \/ vy —HE)
cos Arg f(z ,
Va2 2
) 1 —cosArgz
sin Arg (=) = su(y)y | o EE

sgn(y)

T V)

5 = sgn(y 222 1 o

Dosazenim do goniometrického tvaru dostaneme f(z):

¢2( xzwa”)ﬂsgn(y)\/z(m_x)

241.2_|_y2 24x2+y2

»?2+yi+r Vet —zx
\/f + Sgn(y) \/f

f) = T

Pro y = 0 dostavame
NG pro x > 0;
iV —x, prox <0.

Poznamejme, Ze ve vySe uvedeném piipadé se jiz jedna o redlnou funkci /. Pro y > 0
obrazy polopfimek x = konst. A y > 0 a pfimek y = konst. > 0 budou v prvnim kvadrantu
jako ¢asti grafii hyperbol:

f(z) =

Im z
Imw
™~
™~
™~
\\
I
1.
1
0 Rez 0 1 Rew
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I v tomto piikladé lze obrazek vpravo interpretovat jako ekvipotencidly (modré hy-
perboly) a silokiivky (¢ervené hyperboly) elektrostatického pole dvou na sebe kolmych
stén.

Vzhledem ke skutecnosti,Ze \/z a 22 jsou inverzni funkce, lze pouhym ,otodenim® Sipek
(zdménou rovin z a w) ziskat grafické znazornéni funkce 22, ktera zobrazuje hyperboly z
prvniho kvadrantu na primky a polopiimky:

Imw

Im z L—1

0 1 Rez 0 Rew

]

Druhou moznosti jak zobrazovat funkci komplexni proménné f(z) = f(z + jy) je
dvojice funkci dvou proménnych Re f(z+jy) = u(z,y) a Sm f(z+jy) = v(x,y). Vyhodou
tohoto zplisobu zobrazeni je moznost snadného urceni nékterych vlastnosti jako je napi.
spojitost, diferencovatelnost, atd. Situaci muzeme predvést na jednoznacné vétvi funkce
\/z ur¢ené podminkou Arg z = 2 Arg /.

u(x,y) realna ¢ist odmocniny v(x,z) imaginarni ¢4st odmocniny

L
R VA A
R
T
S e

oIy
T

Z grafu je patrné, ze jednoznacna vétev funkce /z uréend podminkou Arg z = 2 Arg /2
mé imaginarni ¢ast nespojitou na zaporné casti realné osy a realnd cast neni tamtéz
diferencovatelné.
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3.5 Limita, spojitost

V dalsim textu bude platit imluva, Ze budeme o kone¢nych funkcich obecné predpokla-
dat jejich jednoznacnost, nebude-li zdiraznén opak, nebot budeme prevazné pracovat
s kone¢nymi a jednozna¢nymi funkcemi (zobrazenimi) a také proto, abychom dosahli
co nejvetsi analogie s u¢ebnim textem Matematika 1 pro prvni semestr.

Definice 3.16. Necht z; je hromadnym bodem mnoziny Df C S. Déle necht U(zp) je
okoli bodu z,. Rekneme, ze funkce f (z) mé v bodé zy limitu wy vzhledem k mnoziné
M, kde M C Df, jestlize ke kazdému kruhovému okoli U(wy) existuje alesponi jedno
prstencové okoli P(zy) takové, Ze pro vSechna z € P(zy) N M plati:

f(Z) - U(wo)

Tuto skutecnost zapiSeme lim f(2) = wy.
zeM
Vynechame-li v definici mnozinu M a nahradime-li pfedpoklad z € P(zy) N M pouze
z € P(z) (totéz jako volba M = C) ziskdme tak definici limity funkce f(z) v bodé 2 a
tuto zapisujeme jako lim f(z) = wy.

z2—20

Véta 3.17. Funkce w = f(z2) = u(x,y)+jv(z,y) md v bodé zg = xo+ jyo limitu ug+ jug
prave tehdy, kdyz jeji slozky u(x,y) a v(z,y) maji v bodé [xo, yo| limitu a pro redlnou cdast
Je tato rovna ug a pro imagindrni cast je rovna vy.

Tato véta umoznuje prenést znamé véty o limitach funkci dvou redlnych proménnych
pro funkce komplexni proménné, jednd se predevsim o véty jako jsou véty o existenci
nejvyse jedné limity o limitach souctu, rozdilu, soucinu, podilu.

Definice 3.18. Nechf w = f(z) je komplexni funkce a dale bud zy € Df. Jestlize existuje
limita lim f(z) a plati, ze

Z—20

Jim f(2) = f(zo).
fekneme, ze funkce w = f(2) je spojita v bodé z.

O spojitosti funkce f(z) v bodé lze ve shodé s Vétou 3.17 rozhodnout podle chovani
jejl redlné a imaginarni ¢asti.

Véta 3.19. Funkce w = f(z) = u(z,y) + ju(z,y) je spojitd v bodé zy = x¢ + jyo pravé
tehdy, kdyz jeji slozky u(z,y) a v(z,y) jsou spojité v bodé [z, yo).
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3.6 Derivace funkce komplexni proménné

Pojem derivace funkce komplexni promeénné se opét zavadi podobné jako v realném oboru
pro funkci jedné realné proménné.

Definice 3.20. Nechf je funkce f(z) definovana na néjakém okoli U(zg) bodu zq. Derivaci
funkce f(z) v bodé zy definujeme jako limitu

f(2) = f(2) — lim f(Zo+h)—f(Zo).

2—20 Z— 2 h—0 h

(3.4)

Derivaci funkce f(z) v bodé zy znacime f'(zp). Existuje-li derivace f'(z) v né&jakém okoli
U(29), pak se funkce nazjva holomorfni' v bodé f(2q). Existuje-li derivace f'(z) v kazdém
bodé oblasti GG, pak fekneme, Ze funkce f(z) je holomorfni na G.

Formalni definice derivace je prakticky totozna s definici v redlném oboru, proto v
mnohych piikladech miizeme postupovat analogicky, napt. pfi nalezeni derivace funkce
w=z"

24+ h—=z 3 2+ h)ilyni
f’(z):limw:hm( )l;< | =nz
h—0 h h—0 h

n—1

I kdyz je formalni definice derivace prakticky totozna s definici v realném oboru,
musime mit na paméti, ze cela fada komplexnich funkci — napt. funkce w = Z — nema
derivaci nebo ma jiné vlastnosti v navaznosti na jiné vlastnosti funkci viz napft. jiz zmino-
vana mnohoznacnost funkci. Pro praktické ovérovani, zda funkce ma nebo nema derivaci,
slouzi nasledujici véta:

Véta 3.21. Necht je din bod zy = x¢ + jyo. Oznacéme P = [xg,yo]. Funkce w = f(z) =
= u(x,y) + ju(z,y) md v bodé zy derivaci pravé tehdy, kdyz

1. funkce Re f(z) = u(x,y), Sm f(z) = v(z,y) magi v bodé P totdlni diferencidl,
2. plati tzv. Cauchy-Riemannovy podminky?
' (P) u, (P) = —v.(P). (3.5)
Funkce f(z) md derivaci v bodé zy ve tvaru
f'(20) =y (P) + ju,(P) = v, (P) — ju, (P). (3.6)

. . ) N , . . oo f(2) = f(20
Dikaz. V dikazu se omezime pouze na ovéfeni uvedenych vzorci. Z existence limity lim M
Z—20 zZ— 20

plyne existence a rovnost limit po pfimkéch rovnobéznych s redlnou a imaginirni osou (y = yo,z = xo):

1Casto se také pouziva oznaceni analytickd nebo reguldrni.
2nékdy jsou také nazyvany d’Alambert-Eulerovy podminky
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u(x,yo) +jv($,y0) B (u(l'O»yO) +j’U(1'0, yO))

lim =
T—x0 xr — Xo
. u\r,Yyo) — u{xo, Yo LU\T,Yo) — U (To, Yo .
Jim “%:%0) =@, 50) | v(@: o) = v(zo, %0)) — ! (30,90) + J. (%0, 90),
T—To T — X9 T — X
lim u(an y) +j’U(.’E07y) — (U(l'o,yo) +jv($o7y0)) _
Y=o JY = JYo
. U\To, — ul\To, Yo .U\ To, — U{Zo, Yo .
lim ( ?.J) .( L) + ( y.) .( o)) = —juy (20, Y0) + vy, (0, Yo)-
Y=o JY —JY0 JY — Yo
Dokézali jsme tak vzorec (3.6), jehoz dusledkem jsou rovnosti (3.5). O

Poznamenejme, Ze je mozné odvodit i dalsi tvary Cauchy-Riemannovych podminek v
zévislosti na pouzitém tvaru (goniometricky, exponencialni) zavislé a nezéavislé proménné
viz [8, str. 53]

Priklad 3.22. Pro niZze uvedené funkce naleznéte body, ve kterych existuje derivace a
urcete ji.

1. Najdéte derivaci funkce w = z = = — jy.

Reseni. Nejprve nalezneme realnou a imaginarni ¢ast zadané funkce. Zrejmé je
w=ZzZ=x—jy,tj.u=Rew=xav=mw=—y.

Uréime piislusné parcidlni derivace pozadované ve Vété 3.21. Dostavame: u), = 1,
u, = 0, v, = 0, v; = —1. Vidime, Ze podminky (3.5) nejsou splnény pro zadny bod
20 = To + JYo, resp. Py = [xg, yo|. Derivace funkce w = Z tedy neexistuje v zaddném
bodé defini¢niho oboru. m

2. Najdéte derivaci funkce w = |z|2.

. 2
Reseni. Protoze w = |z]? = (x/x2 + y2> je funkce s redlnymi funkénimi hodno-
tami, mame u = Rew =22 +y?> av =mw = 0.

Urcéime parcialni derivace pozadované ve Vété 3.21: u;, = 2, u, = 2y, v, = v, = 0.
Vidime, ze podminky (3.5) jsou splnény pouze pro bod zy = 0, resp. P, = [0,0].
Pro derivaci funkce w = |z|? plati, Ze existuje pouze v jediném bodé a f’(0) = 0.
V realném oboru ma dand funkce |z|?> = 2% derivaci pro vSechna = € R. O

Pouzitelnost dané véty je tfeba vidy zvazit, nebot pro srovnani s pfimym vypoctem
uvedme pouze uréeni realné a imaginarni ¢asti funkce z™:

1=0
w2, (n-v/2
n—2k k 2k . n—2k—1 k. 2k+1
—1 —1 .
2 (Qk)w (D)™ +7 ,;:o (2k+ 1)96 (=1)%y
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Podobné jako ve vyse uvedeném odvozeni derivace funkce 2™ z definice mizeme postu-
povat a odvodit i stejna pravidla jako v realném oboru pro derivaci linearni kombinace
funkci, soucinu a podilu dvou funkei. Totéz plati také pro derivovani slozené funkce a
funkce inverzni.

U derivace inverzni funkce poznamenejme, Ze u vicezna¢nych funkeci je mozné ji apliko-
vat na jednoznacné vétve. V navaznosti na jejich vybér je tfeba uvazit existenci derivace
napf. pro jednoznac¢nou vétev funkce y/z uréené podminkou Arg z = 2 Arg /2 nem4 tato

derivaci pro nekladna reélné ¢isla, nebof imaginarni slozka dané funkce je nespojit. Na-
1

2k

derivaci pro nekladna ¢isla spocitat, bude-li volena jednoznacna vétev funkce jinak.

opak uzitim véty o derivaci inverzni funkce ziskame (y/2)’ coz pripousti moznost

Podobné plati, ze funkce, kterd je sou¢tem mocninné fady ma v kazdém vnitfnim bodé
definiéniho oboru derivaci, kterda je rovna souctu fady, vzniklé z ptvodni derivovanim
¢len po c¢lenu. V dalsi ¢asti vyuzijeme vzorec pro derivaci slozené funkce ke geometrické
interpretaci derivace a Cauchy-Riemannovych podminek.

3.6.1 Geometricky vyznam Cauchy-Riemannovych podminek a
derivace funkce komplexni proménné

Uvazujme kiivky jejichz grafy, prochazi bodem zy = x¢ + jyo a vyhovuji rovnicim:
u(z,y) = uo v(z,y) = vo.

Z diferenciald téchto rovnic dostavame rovnice tecnych primek k danym kiivkam:

(20, Yo) (T — o) + U;(l’myo)(y —40) =0 v (0, 90)(x — m0) + U;(%:?/O)(Q — o) = 0.

S vyuzitim Cauchy-Riemannovych podminek dostavame, ze normalové vektory téchto pti-
mek (u}, (7o, Yo), uy, (o, Y0)), (Vy(T0,Y0), v, (To,%0)) jsou na sebe kolmé, nebot maji nulovy
skalarni soucin:

(0, Y0)Vy (20, Yo) + Uy (0, o) vy (20, Yo) = 0.

Uvedenou skutecnost je mozné sledovat na téchto k¥ivkach pro jednoznacnou vétev /z
uréenou podminkou Arg z = 2 Arg+/z, pro kterou jsme v Ptikladu 3.15 odvodili

2 +y?to Vaityr—x
u(z,y) = \/f v(z,y) = Sgny\/f, pro y # 0.
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V tomto pfipadé jsou kiivky w(z,y) = wg, v(z,y) = vy vzdjemné kolmé paraboly.

uxy)=1 wx,N=13 uxy=L6 u(xy)=2 vx,y)=1

u(x,y)=0.5=-0.5 v{x,y)=0.5

vix,y)=2 vixy)=l6 vixy)=L3

Porovnanim geometrickych charakteristik kfivek a jejich obrazi odvodime geometrickou

interpretaci derivace funkce.

Uvazujme funkci w = f(z), kterd ma v bodé zo = xo+jyo nenulovou derivaci. Uvazujme kiivku ¢ : z(¢t) =
= x(t) + jy(t), kterd ma v bodé [z, yo], odpovidajicim hodnoté ¢ = ¢y te¢ny vektor Ti,(ty). Podobné
obraz kiivky ¢ to jest funkce ® : w(t) = f(2(¢)) = u(z(t),y(t)) + jo(z(t),y(t)) je kiivkou v roviné w.
Podle véty o derivaci slozené funkce plati:

(o) = f'((to)) ¢’ (to)

Protoze argument soucinu je roven souctu argumentid dostavame

arg @' (to) = arg f'(¢p(to)) + arg ¢’ (to),

coz znamena, ze teény vektor obrazu kfivky je proti te¢nému vektoru kiivky oto¢eny o uhel arg f'(zo) a
tato vlastnost nezdvisi na volbé& kiivky. Analogicky porovnanim modult

| (to)] = | f' (¢ ()l (to)],

dostavame, ze pomér délek je dan tzv. koeficientem dilatace f’(2g). Otoceni o konstantni tihel arg f/(zo)
ma nasledujici disledek.

Zobrazeni realizované holomorfni funkci w = f(z) zachovava thly, pod kterymi se kiivky
vzajemné protinaji viz Priklady 3.14, 3.15, kdy se ortogonalni systémy kiivek transformuji
opét na ortogonalni systémy (ekvipotenciély a silokiivky).

3.6.2 Holomorfni a harmonické funkce

Necht funkce f(z) mé derivaci a jeji redlna ¢ast Re f(z + jy) = u(x,y) resp. imaginarni
¢ast Sm f(z + jy) = v(z,y) maji parcidlni derivace druhého ¥adu, snadno s pouzitim
Cauchy-Riemannovych podminek a Schwarzovy véty o zaméné derivovani odvodime, ze
vyhovuji tzv. Laplaceové rovnici

Uy, + Uy, = 0. (3.7)

Definice 3.23. Rekneme, e funkce u(x,y) je harmonicka, jestlize ma spojité parci-
alni derivace druhého fadu a vyhovuje rovnici (3.7). O dvojici harmonickych funkei fek-
neme, ze jsou sdruzené harmonické funkce, jestlize pro né plati Cauchy-Riemannovy pod-
minky (3.5).
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Jsou-li funkce u(z,y),v(z,y) sdruzené harmonické funkce, potom funkce f(z + jy) =
= u(z,y) + jv(x,y) je holomorfni. K dané harmonické funkei k ni harmonicky sdruzena
je urcena jednoznacné az na aditivni konstantu.

Tuto funkci mizeme nalézt s vyuzitim Cauchy-Riemannovych podminek, nebot tyto
urci prvni parcialni derivace sdruzené funkce. P¥i urcovani této funkce miizeme postupovat
tak, ze jednu rovnici integrujeme podle podle té proménné podle niz je neznama funkce de-
rivovana (pfi integrovani povazujeme druhou proménnou za konstantu). V ziskané rovnici
je nezndmé funkce ur¢ena aZ na nezndmou funkci druhé proménné (pii zpétném derivovéani
by méla nulovou derivaci). Tuto funkci uréime z rovnice, kterou ziskame z obdrzené rov-
nice derivovanim podle druhé proménné nez podle které jsme integrovali a porovnanim
s parcialni derivaci, jez je urcena z Cauchy-Riemannovych podminek. Uvedeny postup
budeme ilustrovat na prikladé.

Priklad 3.24. Ovéite, Ze funkce v(z,y) = e ¥sinx + 2zxy + 3 je imagindrni slozkou
holomorfni funkce f(x + jy) a tuto funkci najdéte, jestlize f(0) = 2 + 3j.

Reseni. Ovéiime, Ze funkce v(7,y) je harmonicka:

=eYcosz+2y v, =—e Ysinx

v xrx

!
xr
'U’y = e VYsing + 2z v;y =e Ysinz.

Tedy vy, + v,, = 0, navic harmonicky sdruzené funkce je urcena rovnicemi

I ATY o A -y . _ ATy _
u, = v, = —e Ysinz + 2z u, = —v, = —(e Ycosx + 2y) = —e Ycos — 2y.

Integraci prvni rovnice podle z dostavame:
u= / (—eYsinz + 2z) dz = e Y cosz + 2” + h(y).
K urceni neznamé funkce h(y) porovname parcidlni derivaci podle y funkce ziskané z
predchozi rovnice s druhou podminkou:
—eVeosx + N (y) =u,=—eVeosx —2y = h(y)=-2y = h(y)=—y" +c
Dosazenim funkce h(y) do u a nasledné do f dostaneme:
flx+jy)=eVcosz+a* —y* +c+jle Vsina + 22y + 3).
K uréeni integra¢ni konstanty ¢ vyuzijeme podminku f(0) = 2 + j3:
243j=f(0)=14+c+3j = c=1.
S vyuzitim exponencialniho tvaru komplexniho ¢isla mizeme funkci
flx+jy)=eVcosz+a> —y* + 1+ j(e Ysina + 2xy + 3)
vyjadrit pomoci proménné z = x + jy:
f(z)=eYcosz+2® —y* +1+j(e ¥sina + 22y + 3) =
e Y(cosw + jsinz) + a2 —y? +j2zy + 1+ 35 =
eV 4 (24 y)’ +1+3j =TT 422 4 1435 =7 + 22+ 1+ 3
O
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Poznamka 3.25. Pii hleddni harmonicky sdruzené funkce je mozné postupovat i jinak.
Napr. integraci obou rovnic ziskame dva tvary hledané funkce, které obsahuji nezndmé
funkce jedné proménné. Tyto funkce ur¢ime vzajemnym porovnanim. Postup ukazeme na
predchozim ptikladu:

- 2 . — / — / — o 2 o
e ycosx+¢+h(y)+c-/uxdx—/uydy—e Yeosz—y” + g(z) +c
g(z) h(y)

Dalsi moZnosti je vyuziti tvrzeni, Ze vSechny holomorfni funkce s redlnou ¢asti u(z,y)
resp. imaginarni ¢asti v(x,y) maji tvar

Z2+2Zy z2—2y

f(z):2u< T )—u(a:o,yo)+jC

resp.

Z2+2Zy z2—2y

f(z):2jv< 2 2 >—jv(xo,y0)—|—0,

kde zg = x¢ + jyo je vhodné zvoleny bod a C' je redlna konstanta.
Pro holomorfni funkci f(z+jy) = u(z, y)+jv(z, y) je mozné ziskat zapis pomoci proménné

z také tak, ze do funkci u(z,y), v(x,y) ,dosadime x = z, y = 0 resp. = 0, y = —jz“,
je-li to mozné.
Pozdéji ukazeme pro komplexni obor novou diilezitou vlastnost holomorfnich funkci na

oblasti a sice, Ze na této oblasti maji derivace vSech fadu a jejich hodnota uvniti oblasti
je jednoznac¢né urcena hodnotami na hranici této oblasti.

3.7 Elementarni funkce komplexni proménné

V této pasazi se budeme zabyvat rozsifenim definic znamych realnych funkci pro kom-
plexni obor. Stejné jako v redlném oboru definujeme polynom a racionélni funkci.

Definice 3.26. Komplexnim polynomem P komplexni proménné z nazyvame funkci
tvaru

P(2) = ap + oz +ap2® 4+ ...+ an2”, (3.8)

kde a; € C,i =0,1,...,n. Je-li o, # 0, ¢islo n nazveme stupen komplexniho polynomu

P(z); piseme st P(z). Komplexni racionalni funkei R nazjvame podil dvou komplexnich

polynomu P(z),Q(z), takze

P(z)

Q=)
Podobné jako realném oboru je komplexni polynom P(z) spojitou funkci, kterd ma de-

rivace vSech 1add, které se pocitaji podle stejnych pravidel jako v oboru realném.Aby byly

tyto skutec¢nosti zachovany, je jednou ze zakladnich moznosti jak definovat tzv. transcen-
dentni funkce jejich definovani jako soucet mocninné rady, znamé z realné analyzy.

R(z) =

(3.9)
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Definice 3.27. Nasledujici vyjadieni uvazujeme pro libovolné z € C.
Komplexni exponencialni funkei e* nazyvame funkci

2 oo

s _ L AL L
e—eXp(z)—1+1!+2!+...—Zon! (3.10)
Komplexni funkci kosinus nazyvame funkci
L2 LA 6 o0 20
=l—-=4+—=——-—=+4+...= -1)" 3.11
o8z TR TR HZZO( ) (3:11)
Komplexni funkei sinus nazyvame funkci
5 23 45 o0 S2n+1
nzg=———+—+...= 1) 3.12
SR TRTI T ;( e (3:12)
Tyto funkce je mozné vyjadrit pomoci znamych realnych funkei:
e"tY = e"(cosy + jsiny) (3.13)
cos(z + jy) = cosx coshy — jsinx sinh y (3.14)
sin(x + jy) = sinx coshy + j cosz sinh y. (3.15)

Poznamenejme, ze prvni vzorec, ktery souvisi s tzv. Eulerovou identitou je zédkladem pro
zavedeni exponencialniho tvaru komplexniho ¢isla. Navic pro vyse uvedené funkce plati
kromé znamych vzorct z realné analyzy nasledujici dilezité vztahy:

cos z = l(ejz + e %) sin z = i,(ejz —e 7). (3.16)
2 29
Takto definované funkce maji ,jiné“ vlastnosti nez v redlném oboru. Napt. funkce
e” je periodickd s periodou 27j. Pro hodnoty funkci sin z a cos z samoziejmé neplati, ze
nabyvaji hodnot pouze z intervalu (—1,1) (jako v redlném oboru) — zejména proto, ze v
oboru komplexnich ¢isel nemé vitbec smysl mluvit o intervalech. Situaci budeme ilustrovat
na obrazu obdélnikové sité, ktera je zobrazena funkci cos z:

x=37/4 X=57/8 y$1.5 X=37x/8 —

2

XFHIn/8 X=70/8

y=05
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Poznamenejme, ze pro funkci sin z dostavame jiné krivky, ale mnozina grafi téchto
krivek je stejné jako u funkce cos z. Pomoci funkci definovanych v Definici 3.27 mizeme
definovat dalsi funkce, jejiz realné analogie jsou znamé.

Definice 3.28. Komplexni funkei tangens nazyvame funkci

sin z
tgz =
C

kde cos z # 0. (3.17)

os z’

Komplexni funkei kotangens nazyvame funkci
cotg z = C?ﬁ, kde sin z # 0. (3.18)
sin z
Komplexni funkei hyperbolicky sinus nazyvame funkci
1
sinh z = §(ez —e7) (3.19)
Komplexni funkei hyperbolicky kosinus nazyvame funkci
1
cosh z = E(ez +e77) (3.20)

Poznamenejme, ze vSechny vyse uvedené funkce jsou na svych defini¢nich oborech v
C holomorfni a derivaci jsou stejné funkce jako v redlném oboru. Tato skutecnost spolu
s platnosti pravidel pro derivovani algebraickych operaci s funkcemi vede k obdobnému
postupu pfi vypoctu derivace funkce komplexni proménné, hovorime o tzv. zakonu per-
manence pravidel pro derivovani funkei komplexni proménné. Pro mnohoznac¢né funkce je
tfeba se omezit pouze na jednoznacné vétve.

Z periodi¢nosti funkce e* vyplyva dalsi dilezity poznatek. V redlném oboru je inverzni
funkci k funkci y = e* funkce y = Inx. Inverzni funkce k periodické funkci vSsak nemuze
byt jednoznac¢na funkce. Definovani logaritmu v komplexnim oboru je proto ponékud

vvvvvv

Definice 3.29. Inverzni funkce k exponencialni funkci e se nazyva logaritmicka funkce
In z. To jest
Inz = {wjw € C,e” = z}.

Tato funkce je nekoneéné mnohoznaéné a ze vztahu (3.13) je mozné odvodit

e — e§Rew(

cos Smw + isin Imw) = z & ™Y = 2| A Smw = arg 2
hodnotu In z:
Inz =In|z| + jarg 2. (3.21)

Nahradime-li v tomto vztahu funkci arg z funkci Arg z dostavame jednoznac¢nou funkci
Ln z, kterou nazyvame hlavni vétev logaritmické funkce, resp. hlavni vétev logaritmu.

Poznamenejme, ze funkce Ln i In jsou v komplexnim oboru definovany pro vSechna
nenulova ¢isla 0 # z € C.

Misto odvozeni jednotlivych vztaht pro dalsi inverzni funkce ukazeme postup nalezeni
vSech Teseni analogické rovnice.
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Priklad 3.30. Reste rovnici cosh z = —2, kterd nemé feSeni v oboru realnych ¢isel.

Reseni. Funkei cosh z nahradime linedrni kombinaci funkce e* a nalezneme ekvivalentni
rovnici pro tuto funkci e*, kterou vytesime vzhledem k e*. Potom z ziskdme pomoci funkce
In z:

—2-3
izcoshzz—2<:>(e2)2—i—4ez—|—120<:>e‘z:

—4+\/42—4_<
> -

—2+v3

Oba koteny kvadratické rovnice jsou zaporné realna ¢isla, tedy jejich argument je (2k+1),
kde k je celé ¢islo. Velikosti téchto kofent jsou 2 & /3. Mnozina feSeni zadané rovnice je
sjednoceni dvou mnozin:

My = {In(2 +v3) 4+ j(2k + )7 | k € Z}, My = {In(2 — /3) + j(2k + )7 | k € Z}
My UM, = {£In(2+V3) +j(2k + V)7 | k € Z},

1 2—-3

+v3  4-3

Podobné situace nastéava i u dalsich inverznich funkei k funkcim uvedenym vyse, nebot
s vyuzitim vzorctu (3.16), (3.20), (3.19) je mozné jejich vyjadieni pomoci funkce Ln z:

arcsinz = —j Ln (jz +Vv1-— 22> arccosz = —j Ln (z + V22— 1) (3.22)
. 14 . S

arctg z = _J Ln +‘7,Z arccotg z = J Ln & ‘7
2 1—y2 2 24+

arcsinh z = Lin (z + V22 + 1) arccosh z = Ln (z + V2?2 — 1> . (3.24)

Pro definovani tzv. obecné mocniny 2% kde a € C vyuzijeme identitu pro logaritmy
znamou z realné analyzy vyuzivajici funkci In.

coz plyne ze skute¢nosti —2-V3a Ini=—Inz. O

(3.23)

Definice 3.31. Obecnou mocninou 2%, kde a € C, nazyvame funkci definovanou vzta-
hem

2% =eInz. (3.25)

Funkce z* je podobné jako funkce In z nekoneéné mnohoznacné. Jeji hlavni vétev
ziskame, pokud nahradime In z hlavni hodnotou Ln z.

Priklad 3.32. Urcete funkéni hodnoty (uvazujte pouze hlavni vétve logaritmu).
1. Vypoctéte j7.

Reseni. Podle (3.25) je j7 = ¢/I7. Protoze argj = 5 a [j| = 1je Lnj =In1+ jZ,
tedy po dosazeni

(VB

I
CDI

(VB
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2. Vypoctéte arctg(27).

Regeni. Podle (3.23) je arctg(2j) = —LLlnt72 — _Jp

eSeni. Podle (3.23) je arctg(2)) 5 nl—j?j 5

arg (—3) =ma|—3| =1, jeLn(—1) =Ing + jm, tedy po dosazeni
(=

L+725 J <1> .
n 3 , protoze

B ln3+j7r)_z+.1n_3
2 BTN

3. Vypoctéte arctg(y).

Reseni. Uvedena funkéni hodnota arctg(j) neni definovana, nebotf podle (3.23)

1
arctg(j) = l i—j 5 ‘%ln 0, coz neni definovano. O

3.8 Integral funkce komplexni proménné

Definovat analogii urcitého integralu realné funkce jedné realné proménné je pro funkci
komplexni v komplexni roviné mozné nahrazenim tsecky (intervalu) jejim spojitym obra-
zem v komplexni roving, tj. kfivkou. V dal$im se omezime pouze na tzv. rektifikovatelné
krivky konecné délky.

Necht je ddna k¥ivka F(t) z(t) + jy(t) kde t € {(a,b) tedy (I": (a,b) — C). Kazdému
déléni D :a =ty < t;--- <t, =b s normou déléni v(D) = ax {|ts — tx—1|} odpovida
lomena ¢ara s vrcholy z, = I'(ty), jejiz délka je > |zx — zx_1|. Existuje-li konecné redlné

k=1
¢islo K takové, ze pro kazdé déleni intervalu (a, b) je

D () =Tt =Dl — 2| < K,

k=1 k=1
existuje koneéné suprémum d(I') mnoziny délek vSech lomenych car, které nazyvame délka
krivky IT', a kfivku ¢ nazyvame rektifikovatelnou. Specialnim p¥ipadem rektifikovatelnych
kiivek jsou hladké kiivky I'(t) = x(t) + jy(t), které maji na celém intervalu (a, b) spojitou
nenulovou derivaci I'' a plati

0= [ VEor T Gor

Jejich dalsim moznym zobecnénim jsou po castech hladké orientované kiivky, které jsou
konecnym souctem hladkych kiivek.

Pro kone¢nou komplexni funkcif(z) a kiivku I' : (a,b) — C, pro déleni D : a = t; <
<ty < - <t, =bamnozinu bodua {7}, spliujicich 7, € (t;_1,tx) pro k = 1...n
definujeme integralni soucet

o(f(2),T, D {m}) = Y FCm)) (T (t) = T(te-1))-
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Definice 3.33. Nechf existuje konecna limita

lim o(f(2),T,D,{m}) = hm Zf (tr) — T(te-1)),

v(D)—0

uvazovana pro vSechna déleni D a mnoZiny {7;}. Pak tuto limitu nazveme integralem

funkce f po kiivce I' a zapisujeme ji [ f(z)dz. Kfivku I" nazgvame integracni cesta.
r

Nésledujici véta stanovi podminky existence integralu.
Véta 3.34. NechtT'(t) = z(t)+jy(t), t € {(a,b) je rektifikovatelnd krivka a funkce f(z) je

definovand, konecnd a spojitd na mnoziné [I']. Potom existuje [ f(z)dz pro jehoZ hodnotu

I
/f )dz

Jestlize je navic I' po cédstech hladka krivka, plati

plati navic odhad

/ F(2)ldz < sup |F()|d(T). (3.26)

z€[l

/f dz—/f DI()dt = /f ) iy0) (@ () + jy ()t (3.27)

Tato véta dava do souvislosti geometrickou povahu definice integralu s parametrizaci
po ¢astech hladké kiivky. V Prikladu 3.9 bylo uvedeno nékolik parametrizaci jedné tsecky.
Mozny problém rtiznych hodnot integralu pro rtizné parametrizace, ,fesi“ zavedeni nasledujiciho
pojmu.

Jsou-li dany 2 kiivky I'y : (a1,b1) — C a I'y : (a2,be) — C a existuje-li spojitd rostouci
funkce w definovana na intervalu (aj, b1) takova, ze plati

1. w([a1,b1]) = [ag, be)
2. Ty(w(t)) =T1(¢t) pro t € (a1, b1),

potom se kiivky I'y,I's lisi jen nepodstatné a plati
f(z)dz = f(z)dz
Fl F2

Dalsi vlastnosti kiivkového integralu z komplexni funkce jsou uvedeny nize.

Véta 3.35.  Necht jsou funkce komplexni proménné f(z), f1(z), f2(2) spojité na
], [T'1], [T'2], kde T', Ty, Ty jsou rektifikovatelné krivky a ki, ks € C. Pak plati:

/(klfl(z) + ko fo(2))dz = ky / fi(z)dz + ko / fa(2)dz. (3.28)

r

Jestlize I' =T'1 + T'y, pak

/f(z)dz:/f(z)dz+/f(z)dz, (3.29)
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Jestlize I'y je opacné orientovand krivka I'y, pak

/ F(2)ds = — / £(2)dz (3.30)

V dalsim textu se omezime na krivky, které budou po c¢astech hladké, a tuto skutecnost
nebudeme déle zdiraznovat.

Piiklad 3.36 (Vypocet integralu komplexni funkce po kfivce). Vypoctéte inte-
gral /f(z) dz, je-li dano:
T
1. f(2) = 2", kde n je celé ¢islo a I' je kruznice se stfedem 0 o poloméru r kladné
orientovand, napt. z(t) = r(cost + jsint) = re/t, t € (0, 27).
Reseni. Ovéifme, ze kiivka I : z(t) = r(cos t+jsint) = re/t je hladkd, vypoctem

jejl derivace 2/(t) = r(—sint + jcost) = jre’t a mizeme tedy pozit vzorec (3.27)
Celkem tedy ziskadvame, ze

27 21
/ 2"dz = / rie™tjrelt dt = / jritlemlit g —
r 0 0

2
it / —sin(n + 1)t + jcos(n + 1)t dt =
0

< pron=—1: [t]2™ =2jm,

7""+1

pron # —1: T [cos(n + 1)t + jsin(n + )t]2" = 0.

2. f(z) = €% I je lomena ¢ara spojujici body z1 = 2, 29 = 1, 23 = 1 + j.

ReSeni. Lomen4 ¢ara zcela jisté splituje predpoklady pro pouziti vztahu (3.29). Za
I'; budeme povazovat tsecku spojujici body z; = 2 a 2o = 1 a za I's isecku spojujici
body zo =1 a z3 = 1+ j7. Pro vypocet integralu potfebujeme nasledujici udaje:

[y:z2(t)=2—1t [y:z(t) =14 jut
a,friar =0, f1 =1 g, P2 a2 =0, fp =1
Z(t)dt : dz = —dt 2 (t)dt :dz = jmdt.

Celkem tedy
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1

1
/ezdz: /62_t(—1)dt+/el+j”tj7rdt:
0

r 0

1 1
e2/ —e 'dt + jwe/ (cos(mt) + jsin(mt))dt =
0 0
e? [e_t}é + jme [sin(rt) /m — jcos(mt)/n]y = e —e* +e(—1 —1) = —e* —e.

]

Ve specialnich pripadech je mozné vypocet integralu uskutecnit i jinym postupem
nez poskytuje Véta 3.34. Motivaci pro dalsi avahy je aplikace substituce pii vypoctu
urcitého integralu, jejiz ,mechanické” pouziti vede k domnénce, ze hodnota integralu
nezavisi na konkrétni kiivce, ale pouze na pocatecnim a koncovém bodé krivky. Tato je
ekvivalentni tvrzeni, Ze hodnota integralu po uzaviené ktivce je nulova, coz obecné neplati,
viz Ptiklad 3.36. Pfipomernime, ze v Odstavci 3.1.3 byl zaveden pojem jednoduse souvislé
oblasti. Pfikladem jednoduse souvislé oblasti je otevieny kruh U.(zg), prstenec P.(zg) je
prikladem oblasti, ktera neni jednoduse souvisla. Tento pojem je podstatny pro formulaci
tzv. Cauchyho fundamentalni véty.

Véta 3.37 (Cauchy). Necht je dana funkce f(z), ktera je holomorfni v jednoduse sou-
vislé oblasti ). Pak pro jeji integrdl po kaZdé uzavrené krivce T, kterd lezi v Q plati

/f(z)dz =0. (3.31)

Dtikaz této véty, kterda ma mnoho vyznamnych disledki, je z dtivodu jeho rozsahlosti
vynechan a zajemce jej nalezne napft. [11, str. 126-128].
Poznamenejme, Ze ,opacné“ tvrzeni je pfedmétem tzv. Morerovy véty:

Véta 3.38. Necht f(z) je koneénd a spojitd funkce na oteviené mnoziné M C C. Pak

funkce f(z) je holomorfni na mnozZiné M pravé kdyz, plati

/ f(z)dz =0, (3.32)

pro kaZdou Jordanovu krivku I, pro niZ je intI' C M.

Uvedme jako prvni dusledek Cauchyho fundamentélni véty vétu o nezavislosti na in-
tegracni cesté.

Véta 3.39. Necht D C C je jednoduse souvisld oblast a necht f(z) je holomorfni na
oblasti D. Necht zy, zy jsou libovolné dva body D a I'y,T'y kFfivky se stejnym pocdtecnim
bodem 2z, a koncovym bodem zy. Potom plati

[ 1z = [ e (3.33)
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Dukaz. Tvrzeni véty plyne ze skute¢nosti, ze soucet kiivky I'; s opa¢né orientovanou kiivkou I's je

uzaviend kiivka a podle (3.30), (3.29) a Cauchyho véty plati /f(z)dz — /f(z)dz =0. O

Tato skutecnost umoiﬁuje definovat k holomorfni funkci f(z) v jednoduse souvislé
oblasti €2 funkei F'(z / f(¢)d¢ jako kiivkovy integrél po libovolné kiivee. Tato funkce

je funkci horni meze 1ntegralu a podobné jako v realné analyze lze odvodit nasledujici
tvrzeni.

Véta 3.40. Bud Q jednoduse souwvisla rovinndg oblast a f(z) holomorfni funkce. Potom
pro kazdy pevné zvoleny bod zy € ) funkce definovand tak, Ze

- / :f(C)dC

Rikdme, Ze funkce F(z) je primitivni funkei k funkci f(2), nebot plati F'(z) = f(2).
Primitivni funkce neni uréena k funkci f(z) jednozna¢né a vzajemné se lisi az na adi-
tivni konstantu. Obdobné jako pro funkce realné proménné lze dokazat analogii Newton-
Leibnizovy formule.

ma derivaci F'(z) = f(z).

Véta 3.41. Necht funkce f(z) je spojitd a md primitivni funkci F'(2) v jednoduse souvislé
oblasti Q). Necht ddle T' je libovolnd po édstech hladkd orientovand krivka s pocdtecnim
bodem z; a koncovym bodem zy leZici v §2. Pak hodnota integrdlu ff )dz nezavisi na

tvaru krivky ' ale pouze na jejich krajnich bodech a plati
22
/f(z)dz = /f(z)dz = F(z) — F(z). (3.34)
r 21

Poznamenejme, ze pomoci této véty je mozné zjednodusit vypocet integralt z holo-
morfnich funkci, viz Ptiklad 3.36, 2), kde je pocitan integral z funkce e*:

1+5m
/ezdz = / e*dz = [¢*], 77" = e(cos T + jsinm) — e = —e® —e.
2

Na Ptiklad 3.36, 1) uvedenou vétu pro n < —1 nelze pouzit, protoZe kiivka I' je uzaviena
a Cauchyho fundamentélni vétu nelze pouzit, nebot funkce je v bodé 0 neni holomorfni a
navic tento bod lezi uvniti kruznice I'. Situaci budeme dale ilustrovat na ptikladech.
Priklad 3.42. Vypocet integralu komplexni funkce
Vypoctéte néasledujici integraly / f(2)dz, je-li dano:

r

1. fi(z) =sinz, ['(t) = 7(2sint — 1 + j2sin2t) pro ¢t = (0, 37/2).
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Reseni. Vzhledem k tomu, Ze funkce f;(z) = sin z je na celém oboru C spojit4 a ho-
lomorfni a I'; je rektifikovatelnd kiivka, existuje integral a miizeme pouzit Vétu 3.41.
S vyuzitim zakona permanence pravidel pro derivovani funkci komplexni proménné

dostavame:
I (37/2) 3
/ sin zdz = / sinzdz = — [cos z} = 0.
I'1(0) -
't
O
2. fo(z) = 1/z, I'y je tisecka z bodu z; = —1 4+ j do bodu 2z, = 1 + j tj. napf.
I'(t)=2t—1+j,kdet e (0,1).
ot Dt 1 ) ) , o o
Reseni. Pfestoze funkce f(2) = - neni holomorfni v bodé 0 mizZeme pouzit
2

Vétu 3.41. Zvolime-li za oblast Q okoli bodu 2j o poloméru /3, plati, e dana
kiivka patii do © a jediny bod 0, kde funkce 1/z neni holomorfni, do 2 nepatii.
Miizeme tedy Vétu 3.41 v oblasti 2 pouzit. Musime vsak vhodné zvolit primitivni
funkci, kterou je logaritmus. Mtzeme zvolit hlavni hodnotu Ln z, nebot ta neni
holomorfni pouze na zaporné casti realné osy a tedy v oblasti {2 je holomorfni.

1 | 1+ 3
/—dz:/ —dz:[an} ! :ln\/ﬁ—l—jz—(ln\/ﬁ—l—j—W):—zj

z —145 2 —1+4j 4 4 2
r

]

Poznamka 1. Pro integral sestaveny z funkce v Pfikladé 3.42, 2. a kfivky z Pfikladu 3.42, 1. by
vyse uvedené vypocty nespliiovaly podminky Véty 3.41, protoze neni mozné nalézt jednoduse
souvislou oblast € obsahujici kifivku I'y, na niz bude funkce f2(z) = 1/z holomorfni. K¥ivka
['(t) = w(2sint — 1 + j2sin2t) pro t = (0,7), kterd je éasti kiivky I'; je uzaviend, nebot
I'(0) = —m a I'(m) = —7. Navic bod 0, ve kterém funkce f2(z) = 1/z neni holomorfni je vnitinim
bodem oblasti ohrani¢ené kiivkou I'(¢). Coz plyne z nerovnosti, 2sin2¢t > 0 pro ¢t € (0,7/2) a
tedy [I'(¢)] lezi v horni poloroviné Gaussovy roviny a pro t € (w/2,7) plati 2sin2t < 0 a tedy
[I'(¢)] lezi v dolni poloroviné Gaussovy roviny. Protoze je navic plati I'(0) = —7 a I'(7/2) = m,
je bod 0, ktery je stfedem tsecky (—m, ) vnitfnim bodem oblasti ohranic¢ené kiivkou I'(%).

Véta 3.43. Necht je funkce f(z) holomorfni uvniti woniti n-ndsobné souvislé oblasti
Q a spojitd na jejim uzdvéru. Necht je hranice oblasti € tvofena stejné orientovanymi
Jordanovymi krivkami I, Ty, ... U1, takovymi Ze krivky Uy, ..., Up_1 leZi wonitr krivky

I'. Potom plati
n—1
/F f(2)dz = ; /F | f(z)dz (3.35)

dz
Pomoci této véty muzeme vypocet integralu z Poznamky 1 tj. | — nahradit integra-
z

r
lem po kruznici se stfedem v pocatku s dostatecné malym polomérem r, aby celd kruznice
lezela ve vnittku ktivky I'. Tento integral je spocitan v Piikladu 3.36, 1. pro n = —1.
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Protoze kiivka I' je zaporné orientovana a kruznice v uvedeném ptikladé je kladné ori-
z
entovana celkové dostavame [ — = —2jm. Integraly tohoto typu se zabyvaji nasledujici
r <
vety.

Véta 3.44 (Cauchyho vzorec). Necht funkce f(z) je holomorfni uvniti Jordanovy
krvky I' a navic je spojitd a konecnd na krivce I', kterd je kladné orientovand. Potom
pro kaZdy bod zy, ktery lezi wunitr krivky ' plati:

/ fozi dz = 215 f(20). (3.36)

Dukaz. Pro libovolny pevné zvoleny bod z lezici uvnitt kiivky I', 2 € D = intI' definujeme funkci

{(ORF (P
g9(¢) = 6=z 7 " . Nebot funkce g(¢) je v oblasti D holomorfni (s p¥ipadnou vyjimkou bodu

f,(z)a (==2
z kde je spojitd), lze s vyuzitim Cauchyho integralni véty odvodit / g(¢)d¢ = 0. Z ¢ehoz plyne tvrzeni
r

vety:
f(Q) = f(2) / f(Q) / f(z) / d¢ ,
=2 dl=0 —22d( = d¢ = — =2 .
/F = ac=0s [ Lac- [£ac- ) [ 22 =2t
r r r
Pfi vypoctu posledniho integralu jsme pouzili Priklad 3.36, 1. pro n = —1. O
Spliiuje-li funkce f(z) pfedpoklady Véty 3.44 existuji integrély g,(z) = / ( (f(cz))” d¢, pro které je
o (C—

mozné odvodit vztah

0= 5 e Lo () 4= e = st

ktery spolu s Vétou 3.44 umoznuje obecnéjsi formulaci predchozi véty.

Véta 3.45 (Cauchyho vzorec pro n-tou derivaci). Necht funkce f(z) je holomorfni
wonatr Jordanovy krivky I a navic je spojitd a konecnd na krivce I, kterd je kladné orien-
tovand. Potom pro kaZdy bod z, ktery lezi wunitr krivky I' ma tato funkce derivace vsech
radi a plati:

F™(z) = n!. / fe) g, (3.37)

Tato véta spolu s Vétou 3.43 umoznuje vypocet integraltt po uzavienych kiivkach z
funkei typu I];(‘z)), kde funkce f(z) je holomorfni a P(z) je polynom, nebot v komplexnim
oboru lze kazdy polynom rozlozit na soucin linearnich polynomii. Potom lze integral po
uzaviené krivce nahradit souctem integralti po kiivkach, které budou obsahovat pouze
jeden kofen polynomu ve jmenovateli uvazované funkce a ktery je vnitinim bodem krivky.

Tyto integraly 1ze spocitat pomoci Véty 3.44.

#d
Priklad 3.46. Pomoci Cauchyho vzorce vypoctéte / L, je-li I' kladné oriento-
2(22 4+ 4)2
r

vana kruznice se stfedem 2j o poloméru 3.
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Reseni. Polynom lze rozlozit 2(2%+4)% = (2 +25)%(2 — 24). V kiivee I, coz je kruznice
dané rovnici |z—2j| = 3 lezi dva kofeny jmenovatele z = 0 a z = 2j, nebot [0—2j| =2 < 3
al2j—2j| =0 < 3,ale | —2j—2j| =4 > 3. Mizeme tedy volit dvé kiivky I'; jako kruznici
se stfedem v bodé 0 o poloméru 1/2 a kfivku I'y jako kruznici se stfedem v bodé 2j o
poloméru 1 takové, ze podle Véty 3.43 plati:

/ efdz / e*dz n / e*dz
2(224+4)2 ) 2(22 4 4)2 2(22 +4)%

T I Iy
V prvnim integralu je funkei f(2) pouzitou ve Vété 3.44 funkce f(z) = ﬁ a bodem
z
1
=0, ted 0) =—.
V druhém integrélu uzijeme Vétu 3.45 kde f(z) = e—,, n =1 a bodem z, = 27,
z2(z+2j5)?
(22 —-34+25)—25 (=143
tedy f'(2) = (2 +Z§EZ +—i2_j)‘g’) ) a f'(27) = %. Celkové tedy dostavame
/ edz / e*dz +/ edz o 1 n 9 —1+7
(2 + 4)2 2142 ) 22raz” 16 32
r I T2

O

Vyznam této Véty 3.45 spociva ve skutecnosti, ze funkce holomorfni v néjaké oblasti
mé derivace vSech 1adl a je mozno ocekavat jeji rozvoj v Taylorovu radu.

3.9 Rady v komplexnim oboru a singularni body

Véta 3.47. Necht funkce f(z) je holomorfni v bodé zy. Pak existuje otevieny kruh
U(z0, R) (R > 0) takovy, Ze pro kaZdy bod z € U(zo, R) plati:

N n _ M) 1 f(2)
f(z) = ; an(z — 20)", kde a, = =3 / dz (3.38)

n! (z —2zo)"
T

kde T, = 2o+ relt | t € (0,27) je kladné orientovand kruZnice se stredem zy o poloméru
r, pro ktery plati 0 < r < R.

Také naopak plati, ze kazda konvergentni mocninnad uvnitt kruhu U(zg, R), ma zde
soucet, ktery je holomorfni funkei a jeji derivace mtzeme ziskat jako souc¢ty odpovidajicich
derivaci dané mocninné fady (soucet mtizeme derivovat ,Clen po ¢lenu“ podobné jako v
realném oboru).

Uvedené integralni vzorce (3.38) jsou platné, ale v mnohych pfipadech je mozné Tay-
lorovu tadu ziskat i jinym postupem.
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3.9 RADY V KOMPLEXNIM OBORU A SINGULARNI BODY
<
v Taylorovu

T E-D(z-2)

Piiklad 3.48. Rozviite racionalné lomenou funkei f(z)

fadu se stfedem zg = 0.
Reseni. Danou funkci lze rozloZit na soucet dvou zlomki
1 1

z
= =
1 2

1—=z2
n
)

f(z>:(z—1)(z—2)

Oba zlomky je mozné vyjadrit jako soucet vhodné geometrické rady —— = Zz
n=0

) . Celkové dostavame Tayloruv rozvoj, ktery konverguje pro |z| < 1:

<E

WE

[
|
DO
i
o

: :i(l—%)z”.
]

/(z) = (z-1(z—-2) <=

Povsimnéme si, Ze uvedenou funkci je mozné vyjadrit jako soucet fady i v dalSich oblastech komplexni

roviny.
1 < |z| < 2 upravime prvni zlomek na tvar:
1 11 1S (1\" = 1\
men) =20

1—-2
nebof takto upraveny zlomek je sou¢tem geometrické fady a kvocientem 1. Celkové dostévame:
-1 o] n
AL " 1 "
— z = .
)'=- ¥ o3 (3) :
n=0

z _ 1
T 1—2z

G-1D(-2)
Poznamenejme, 7ze prvni geometrickd fad konverguje pro 1 < |z| a druhd pro |z| < 2.

2 < |z|]: abychom i druhy zlomek mohli v této oblasti interpretovat jako soucet geometrické fady upravime

[e%s} 1 n+1 oo
N C S e

1
-3

1 2 1 _2%(2)"

Jej:
12 z21-2 &
a celkové dostavame rozvoj
2 1 1 2 1 0o 1 n+1 e} 2 n+1 -1
- O - __ - - - - _ - = — -1 2—n n
(z=1)(z—2) z1-1 21-2 Z(z) +Z(z> Z (—1+277) 2",
z n=0 n=0 n=—oo
Zobecnéni podobnych tvah vede k zavedeni pojmu Laurenttv rozvoj funkce.
Definice 3.49. Necht zg,a, € C, kde n je celé ¢islo.Potom vyraz
o0
(3.39)

Z an(z — 20)",

n=—oo
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nazyvame Laurentovou radou se stfedem v bodé 2y a tikdme, ze rada konverguje v bodé
z, jestlize konverguji soucasné obé rady

00 —1 00

n
g an(z — 29)", g an(z — 2z9)" E G-
n=0 O

n=—o00 n=1

Prvni, resp. druhd fada se nazyva regularni cast, resp. hlavni ¢ast Laurentovy fady a jeji
souctem je soucet obou jejich ¢asti.

Véta 3.50. Necht je funkce f(z) holomorfni na prstenci P,r(zo). Pak pro kaZdé = leZici
v tomto prstenci, lze funkci f(z) vyjadrit jako soucet Laurentovy tady

o0

FE) = an(z—2)", (3.40)

n=—oo

pro jejiz koeficienty plati a,, kde n € Z plati:

1 f(2)dz
a, = ,/( , (3.41)

275 z — zo)"t!
T

kde I' je libovolnd kruznice se stredem v bodé zy a polomérem T takovym, Zer <7 < R.
Opacnou implikaci se zabyva nasledujici véta.

Véta 3.51. Necht je v mezikruzi 0 < r < |z — 29| < R ddna funkce f(z) jako soucet
fady (3.40), pak je v mnoziné P,g(zo) holomorfni a pro jeji koeficienty plati (3.41).

3.9.1 Singularni body a jejich klasifikace

Definice 3.52. Necht je f(z) holomorfni funkce v prstencovém okoli P.(z) bodu zp a
soucasné neni holomorfni v bodé zy. Potom fikdme, ze bod zj je izolovanym singularnim

bodem funkce f(z).

Poznamenejme, Ze ne kazdy singularni bod je izolovanym singuldrnim bodem. Napii-
klad bod 0 neni izolovanym bodem jakékoli jednozna¢né vétve funkce /2. Pro izolované
singularni body plati modifikace L’Hospitalova pravidla.

Véta 3.53 (L’Hospitalovo pravidlo). Necht funkce f(z), g(z) jsou holomorfni na prs-
tencovém okoli P.(zo) (r > 0) navic jsou bodé zy spojité a plati f(zo) = 0, g(z) = 0,
potom existuji obé nasledujict limity a plati:

Gy 1) 2
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Klasifikace singularnich bodua funkce f(z)

Pro izolovany singularni bod 2y nastane pravé jedna ze tii nasledujicich moznosti

1. Hlavni ¢ast Laurentova rozvoje je v prstencovém okoli identicky rovna 0, potom exis-
tuje koneéna limita lim f(z) a po dodefinovani funkéni hodnoty f(z9) = lim f(2)
Z2—20 Z—20

je funkce v tomto bodé holomorfni. V tomto piipadé hovoiime o odstranitelné sin-
gulariteé.

2. Hlavni ¢ast Laurentova rozvoje ma v prstencovém okoli pouze konecny pocet ne-
nulovych koeficientl a,, # 0 a plati lim f(z) = oo. Siguldrni bod potom nazyvame
z—20

polem a absolutni hodnota nejmensiho indexu nenulového koeficientu hlavni c¢asti
Laurentova rozvoje se nazyva rad polu.

3. Hlavni ¢ast Laurentova rozvoje ma v prstencovém okoli nekone¢ny pocet nenulovych
koeficientl a,, # 0 a potom k libovolné zvolenému ¢islu L € S 1ze nalézt posloupnost
{zx}32 takovou, ze plati klim 2r = 2o a soucasné klim f(zx) = L. V tomto piipadé

—0Q —00

hovotime o podstatné singularite.

Priklad 3.54. Pro uvedené funkce urcete izolované singularni body a pomoci Laurentova
rozvoje provedte jejich klasifikaci

1.

sin z
fz) =
. o0 2n+1
Reseni. Funkce sin z je definovéna jako fada sin(z Z celkové je Lau-
n=0
00 (_1)n22n+1
sin z — (2n+1)! OO —1)ny2n
rentiiv rozvoj ve tvaru — =0 = L a bod z = 0 je odstrani-
z z —~  (2n)!
telnou singularitou, a po dodefinovani f(0) = 1 dostaneme holomorfni funkci. O
1 —cosz

)=

z

& (_1)n22n

Reseni. Funkce cos z je definovana jako fada cos(z) = E . Laurentiv rozvoj

—  (2n)!
odvodime ve tvaru: "
o (—1)nz2n 1)n+1,2n
1—Cosz_1_nzo((2)”)! Z( B
z4 24 z4
f: n+1,2n-4 L_l+“‘+(_1)n+122n—4+
222 4l (2n)! o

n=1

Nejmensi nenulovy koeficient (pro n = 1) je a_y = 1, proto je bod z = 0 pdlem druhého
radu. O]
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3. f(2) = exp (;)

Reseni. Funkce e? je definovana jako fada e’ = E — Laurenttv rozvoj dané funkce
n!

o0

n=0

1
dostaneme substituci t = —:

52
1 = 1 1 1

exp(;):Z()n!z%:14—;—1----—1-”!22”—1—..., (3.43)

tedy bod z = 0 je podstatnou singularitou. O

Nalézt Laurentiv rozvoj je v nékterych pripadech technicky naro¢né napi. pro pre-
vracenou hodnotu funkce z Prikladu 3.54, 1., proto klasifikovani singularnich bodd na
zakladé detailni znalosti Laurentova rozvoje nahradime pro funkce ve tvaru zlomku jinym
postupem. K jeho uskute¢néni je nutné zavedeni pojmu nulového bodu holomorfni funkce
a jeho nasobnosti .

Definice 3.55. Bud f(z) holomorfni funkce v okoli U(z) bodu z, a soucasné f(z) = 0.
Potom Fikame, %e bod z je nulovym bodem funkce f(z). Rekneme, 7ze nulovy bod z je
n-nasobnym nulovym bodem, jestlize plati

f(z0) = f'(z0) =+ = f""V(z0) =0, f"(20) #0. (3.44)
Pro bod zp, ktery neni nulovy zavedeme nasobnost 0.
Z existence Taylorovy fady holomorfni funkce f(z) plyne nasledujici tvrzeni.

Véta 3.56. Bod zy € C je n-ndsobnym nulovym bodem holomorfni funkce f(z) pravé
kdyz, v néjakém okoli U(zy) lze funkci f(z) vyjdrit ve tvaru

f(z) = (z — 20)"F(2), (3.45)
kde funkce F(z) je v bodé zy holomorfni a nenulovd.
Disledek 3.57. Necht je ddna funkce f(z) = %, kterd podilem holomorfnich funkci.

Potom md funkce f(z) singuldrni body (nejsou podstatnymi singularitami) pouze v nulo-
vych bodech zy funkce ¥(z). Je-li ¢ nasobnost nulového bodu zy funkce 1(z) vétsi nez p
ndsobnost nulového bodu zy funkce o(z) (q > p) je tento bod pdlem, jehoZ tdd je roven
rozdilu ¢ — p v opacném pripadé je ve zkoumaném bodé zy odstranitelnd singularita.

Vyse uvedeny postup budeme ilustrovat na prvnich dvou funkcich (t¥eti neni ve tvaru
zlomku) Prikladu 3.54.
sinz ¢(2)

¥(2)

nasobnosti 1, tedy uvazovany rozdil je 0 a v bodé zy = 0 je odstranitelna singularita.

Pro funkei f(z) = - ZOSZ = °(2) dostavame v bodé z = 0:

z ¥(2)

©(0) =0, ¢'(2) =sinz = ¢'(0) =0, ¢"(0) = cos0 = 1 # 0, coz znamena, ze funkce ¢(2)
m4 bod zyp = 0 nulovym bodem nésobnosti 2. Funkce 1(z) = 2% m4 bod 2y = 0 nulovym
bodem néasobnosti 4. Proto urc¢ime, ze bod zy = 0 je pélem nasobnosti 4 — 2 = 2.

Uvazme funkei f(z) = . Obé funkce maji bod z = 0 nulovym bodem
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3.10 Rezidua a jejich uziti

Ze vzorcu (3.41) vyplyva, ze koeficient a_; = — / f(2)dz tzce souvisi s hodnotou

integralu po uzaviené kladné orientované kiivce obsahujlcl bod zy. Zavadime proto pojem:

Definice 3.58. Necht je dana funkce f(2) a jeji rozvoj do Laurentovy v prstencovém

okoli bodu zy ve tvaru f(z) = > a,(z — 29)". Koeficient a_; v tomto rozvoji nazyvame

n=—oo

reziduum funkce f(z) v bodé 2y a piSeme rez f(z) = a1
z=2z0

Ptedchozi tivaha spolu s Vétou 3.43 umoznuji odvodit nasledujici vétu:

Véta 3.59 (reziduova, Cauchy). Necht Q2 C C je jednoduse souvisld oblast a T' Jorda-
nova uzavrend kladné orientovand krivka leZici v této oblasti. Vnitrek mnoziny ohranicené
krivkou I' oznacime I'°. Necht komplezni funkce f(z) je holomorfni uvniti oblasti 2, s
pripadnou s vyjimkou konecného poctu bodi zy, 2o, ..., 2z, z nichZ Zadny neleZi na krivce
I'. Pak plati:

/f )dz = 2y Z rez f(z (3.46)

zp€l° =
K ,efektivnimu“ vyuziti uvedené véty potfebujeme urcovat rezidua i jinym zptisobem
nez pomoci integralu jak je reziduum definovano. K nalezeni tohoto postupu vyuzijeme
Laurentova rozvoje funkce.
Odtud bezprostiedné plyne, ze pro bod zy, ktery je odstranitelnou singularitou funkce
f(2) plati rez f(2) = a_1 = 0. Pro singularni bod, ktery je pélem, plati:
=Z0

Véta 3.60. Necht je dana funkce f(z), kterd md v bod€ zy pdl Fadu m. Potom plati:

rer () = —— Tim Sz~ )" (), (3.47)

2=20 ( — 1)| 2520 dgm—1

Jednad-li se o pol pruniho radu, pak se dany vzorec zjednodusi na tvar:

rez f(z) = lim (z — 29) f(2), (3.48)
z=z0 z—20
Dukaz. Funkce, kterd ma v bodé zy pdl fadu m, mé Laurentiv rozvoj se stfedem v tomto bod€ ve tvaru:
o0
f(z) = Z ar(z — z)*. Vynasobenim tohoto rozvoje vyrazem (z — 25)™ dostdvame funkci
k=—m

oo
(z—20)"f(2) = Z ar(z — 29)* " = Zak m(z — 20,

k=—m

kterd ma v tomto bodé odstranitelnou singularitu. Po spojitém dodefinovani ziskame funkci holomorfni,
kterou mizeme m — 1-krat derivovat.

dqm-1 0 3
W(Z_ZO Z k—m (k—1)...(k—m+2)(z — z)F~m
k=m-—1
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Vsechny ¢leny v nekonec¢né fadé kromé prvniho maji nulovou hodnotu pro z = 2y a tedy plati:
m—1

lim ——[(z—20)"f(2)] =a-1-(m—1)-(m—2)...1,

z—zo dzm—1
coz dokazuje tvrzeni véty. O

V ptipadé polt prvniho fadu, nazyvanych také prosté pély, miizeme vypocet rezidui
u funkce, ktera je podilem dvou holomorfnich funkci realizovat, pomoci nasledujici véty.

Véta 3.61. Necht f(z) = 58, kde funkce o(z) a 1(z) jsou holomorfni v bodé zy a plati
©(z0) # 0, ¥(20) = 0, ¥'(20) # 0. Pak mad funkce f(z) v bodé zy pol proniho Tddu a

reziduum lze urdit ze vzorce

©(20)
rez f(z) = ) 3.49
Z:ZOf( ) () (3.49)
Piiklad 3.62. Vypoctéte rezidua funkce f(2)
eZ
1 -
) f(2) REwe

Reseni. Funkce je ve tvaru podilu holomorfnich funkei, proto jejimi singularnimi body
jsou nulové body funkce ve jmenovateli.

Bod z = 0 je pdl prvniho fadu a z = £2j jsou pdly druhého fadu a mizeme pouzit
vzorec (3.47). Pro reziduum z = 0 je m = 1:

e® . ze® 5 e® 1
rez———=lim——>——=1lim——— = —.
=02(2 +4)2 =02(2+4)2 =0 (2442 16

Pro rezidua z = £25 je m = 2:

e* i (zF 27)%*\’ i e* '
rez —————= lim (——— | = lim |——— | =
a=+2j 2(22 +4)2 2325\ 2(22 + 4)2 z—+2j \ z(z £ 2j)?
z 2 . . .
lim (22 +(-3+ 2?)2 F2j) _ -1 i]ei%’
2425 22(z +£2j)3 32

OJ
1 —cosz

2) f(2) =

Reseni. Funkce je ve tvaru podilu holomorfnich funkci, proto jejim singularnim bodem
je nulovy bod funkce ve jmenovateli z = 0, ktery je pdl druhého fadu. Toto plyne z
faktu z = 0 je nulovy bod funkce 1 — cos z druhého Ffadu a nulovy bod fadu 4 funkce
z* a mizeme pouzit vzorec (3.47), kde 2, = 0 je m = 2:

4

ez ——— = 1l1m D) = 1m

2=0 z4 2—0 z—0 23

1—cosz y <1—COSZ>, Y zsinz 4+ 2cosz — 2
z

P1i vypoctu této limity uzijeme opakované L’Hospitalovo pravidlo.

. zsinz+2cosz — 2 . zcosz—sinz . —zsinz
lim =lim————— =lim— =0.
20 23 20 322 2—0 62
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Poznamenejme, ze vysledek je ve shodé s definici rezidua a Laurentovym rozvojem této

funkce viz Priklad 3.54 2. O
sin z
f— t p—
3) fz2) =tgz= ——

sin z

Reseni. Funkce tgz = =% ma poly prvniho fadu v nulovych bodech funkce cos z, které
urc¢ime ze vztahu cos(x + jy) = cosxcoshy — jsinxsinhy viz (3.14) kde vyuzijeme
vztahy pro realné hyperbolické funkce coshy > 0, sinhy =0 < y = 0.

0 = Re cos(x + jy) = cosxcoshy = cosx =0 < x = g + km

0 = 3m cos (g + km —|—jy> = sin (g + /mr) sinhy = (—1)"sinhy =
= sinhy =0y =0.

Tedy nulové body komplexni funkce cos z jsou stejné jako nulové body realné funkce
cosx, tj. zp = 5 + km a funkce tg z ma spoc¢etné mnoho singularnich péli prvniho rfadu.
K vypoctu rezidui v téchto pélech je vhodné pouzit vzorec (3.49):

sin z sin(m/2 + k)

t = = = —].
- &7 (cos2)|,_pjorpn  —sin(m/2+ k)

]

Rezidui je mozné vyuzit pii vypoctu integralu z funkce komplexni proménné s izolo-
vanymi singularnimi body po uzaviené ktivce. K tomuto vypoctu pouzijeme Cauchyho
reziduovou Vétu 3.59. Postup pfedvedeme na piikladé.

Priklad 3.63. Vypoctéte nasledujici integraly pomoci rezidui podle Véty 3.59.

e*d .
1. / —Z, je-li I' kladné orientovana kruznice se stfedem 25 o polomeéru 3.
2(22 4+ 4)?

r
Tento integral je je v textu jiz spocitany viz Ptiklad 3.46.

Reseni. Podobné jako v citovaném piikladé je tfeba ur¢it singularni body funkce
eZ
z(22 +4)%
nici |z — 2j| < 3. Body z = 0 a z = 2j jsou uvnitf, nebof |0 — 2j] = 2 < 3 a
|27 —2j] = 0 < 3, naopak bod z = —2j lezi vné kruznice, protoze | — 25 — 2j| =4 > 3.

Proto uzitim Véty 3.59 dostavame

/ e*dz o e? n e? - 1 N -1 —|—je2j
— = = 4T ez ————= rez ——————= = 4T -— E— .
242 Gt e D (2 4 I\16 " 32

T

jimiz jsou z = 0, z = £27. Uvniti kiivky I" jsou body vyhovujici rov-

Poznamenejme, ze vyse uvedena rezidua byla vypoctena v Prikladu 3.62 O

1
2. / exp (—2> dz, kde kruznice |z| = 1 je zaporné orientovana.
z

|2|=1
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Reseni. I v pfipadé, ze kiivka je zaporné orientovana je mozné pouzit Vétu 3.59 a
opacnou orientaci kfivky kompenzovat zménou znaménka integralu. V daném ptipadé

1

mé funkce exp ( jediny singuldrni bod z = 0, ktery je vnitfnim bodem krivky.
22

Reziduum v tomto bodé uréime z Laurentova rozvoje (3.43) v Piikladé 3.54, jako

1 1
koeficient a_; = rez exp (—2> = 0, tedy / exp ( > dz =0. O
z=0 z Z

|z|=1

3.10.1 Uziti rezidui pfi vypoctu realnych integralu

Integralt funkce komplexni proménné je mozné vyuzit pii vypoctu nékterych typt urci-
tych nebo nevlastnich integrali realné funkce. Divodem je minimalné zjednoduseni jejich
vypoctu. Situaci budeme ilustrovat pouze na nékterych typech.

2m
Vypocéet integralu typu / R(sint, cost)dt.
0

P
QE% y; je raciondlni funkei, ktera spliiuje podminku Q(sint, cost) # 0,
x,y

pro t € {0,27), coZ je ekvivalentni s podminkou Q(z,y) # 0 pro 22 + y? = 1.
P1i vypoctu budeme postupovat tak, 28 v daném integralu provedeme substituci z =

Funkce R(z,y) =

= exp(jt). Tedy dz = jexp(jt) dt & dt = <% a pomoci vztaht (3.16) dostaneme
—1 21 1 241
sint:Z ,/Z:Z — cost:Z+ /Z:Z+ .
29 29z 2 2z

Tedy celkové nahradime uvedeny integral integralem z funkce komplexni proménné pies
kladné orientovanou kruznici se stfedem v pocatku o poloméru 1, ktery mutzeme vycislit
pomoci Cauchyovy reziduové véty:

27 AR 2 z
E ] 1 ; OS 1’; dt — ]z . Y 2 ] ’ 22

J2=1 <1

dt
a2 —2acost+ 1’

2
Priklad 3.64. Vypoctéte / kde a # +1.
0

Reseni. Jmenovatel je pro a # +1 kladny a® —2acost+1 = (asint)?+ (acost—1)? > 0,
tedy funkce v zadaném integralu splnuje pfedpoklad o nenulovosti jmenovatele a zadany
integral je integralem vlastnim. VysSe uvedenou substituci dostaneme:

/2” dt _/ 1 dz_l/ dz B
o a>—2acost+1 Fa2—2a22_+1+1jz_j r(@+1Dz—a(z2+1)

1 dz 1
;/ (1 —az)(z—a) = Z ZreZZk (1—az)(z—a)

‘Zk|<1
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Funkce m mé pouze dva jednoduché pdly a,1/a, v nichz se rezidua lisi pouze
znaménkem:
1 1 1 -1
rez = rez =
=a (1 —az)(z—a) 1—a? e=1/aa(t —2)(z—a) 1—a?

a uvnitt jednotkové kruznice lezi pouze jedno reziduum dostévame pro a # 0 (pro a = 0
ma evidentné integral hodnotu 27) hodnotu integralu:

/27r dt _ 2msgn(Infal) %, pro a > 1;
o a*—2acost+1 a’?—1 137;27 proa < 1.

O

Uvedeny vypocet je jednodussi nez standardni vypocet, ktery je zalozen na univerzalni
substituci tg% a vyzaduje rozdéleni integracniho oboru na dva. To proto, Ze univerzalni
substituce je v ¢isle m nespojita a navic oba integraly po provedeni substituce jsou ne-
vlastni.

Vypocéet nevlastnich integralu typu / f(z)d.

Aby i v tomto pfipadé mél uvazovany integral (jeho hlavni hodnota) smysl, nemiize byt
funkce f(z) libovolné. Situaci popisuje nasledujici véta

Véta 3.65. Necht je funkce f(z) holomorfni ve vsech bodech komplexni roviny s nezdapor-

nou tmagindrni casti s pripadnou vyjimkou konecného poctu poli z1, . .., z, a stejnomerne
plati:  lim  zf(z) = 0. Potom plati
0<Argz<mw
a n
lim f(z)dx = 27y Z rez f(z)
a—00 a 1 =2k

Priklad 3.66. Vypoctéte /

—00
Reseni. Integral konverguje a integrovanéa funkce pfesnéji jeji rozsiteni do komplexniho
oboru spliuje predpoklady Véty 3.65, tj.

2(z2+1)
1. 1 = lim ——~ =0.
fing, 2 (e) = B =
241 C e .
2. Funkee f(z) = — 1 je holomorfni s vyjimkou prostych pdli, které jsou koreny
z

rovnice 2* + 1 = 0, neboli v—1 = {z]2* = —1} = {z]z = exp(jy), kde 4p = 7.
Tedy funkce mé pouze dva pély s nezdpornou imaginarni ¢asti z; = exp(jn/4) =

= (1+j)/V2 a 2z = exp(j3n/4) = (=1 +j)/V2.



102 FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE

Obé rezidua ur¢ime pomoci Véty 3.61:

2+1  22+1 %%—1 145 V2
rez = = — = — =2
= (14g) V2 22+ 1 423 = (d114)/VE 4%\%“]3 \/5(:,:2 +29) 4

Pomoci Véty 3.65 vypocteme:

00 2 1 —iv/2
/ (@t ldz_ 27?]'2—‘74\/— — V2.

o Tt+1

3.11 Priklady na procviceni

Cviceni
1. Vypoctéte hlavni hodnotu funkéni hodnoty:
a) cos(m+ j),
b) V=7,
c) jiti,
2. Ovéite, ze dand funkce u(z,y) resp. v(z,y) je redlnou resp. imaginarni slozkou holomorfni

funkce f(z) = f(z + jy) = u(z,y) + jv(x,y). Funkci f(z) vyjadiete s vyuzitim uvedené
podminky, navic uvedte kde je funkce holomorfni:

a) u(z,y) =2® —y* +2y+1, f(j) =2

b) v(z,y) = e Vsin(z) +y, f(-j) =e—Jj
c) u(z,y) = %ﬂﬂ + 2z, f(1) =3
d) v(z,y) = sinhzsiny, f(j) =cosl

3. Vypoctéte integrél /f(z) dz, jsou-li funkce f(z) a kiivka I' zadany:
r

1
a) f(z) = g I' je tisec¢ka od bodu A =1—2j dobodu B=2+

1
b) f(z) = =1 ['(t) = 1+ texp(jt),t € (0,2m)
¢) f(z) = Lnz (hlavni vétev), I" je horni pulkruznice se stfedem v poc¢atku od bodu A =1
do bodu B = -1
d) f(2) hlavni vétev v/z , T'(t) = exp(jt),t € (0,27)

4. Rozhodnéte o nezavislosti integral / f(2)dz na integracni cesté a s jejim vyuzitim integral

T
vypoctéte, jsou-li funkce f(z) a kiivka I' zadany:

1
a) f(z) = g I' je tisecka od bodu A =1 — 25 do bodu B =2 + j,
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b) f(z) = zcosjz, I'(t) = 5(j + exp(jt)),t € (—7/2,7/2),

c) f(z) =e*cosz, ' = texp(jt),t € (0,7),

d) f(2) hlavni vétev v/z , T'(t) = exp(jt),t € (0,27)

=3

[~ cos(jz) — jsin(j2)]j’ =2,

o

(=¥

Vysledky
1. a) cos(m+j) = —coshl,
b) V= = Z(1-3),
c) ji* =jexp(-3)
2. a) f(z)=22-2j2+1,
b) f(z) = exp(jz) + z,
¢) f(z) = =
d) f(z) =coshz
3. a) %r,
b) 1,
C) 2- jﬂa
d) —3.
4. a) Loz, = 7,
)
)
)

(29 (cos 2 +sin2)] " = —1(1 + exp(-7)),
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4  Specialni funkce, Fourierovy rady
a Fourierova transformace

Uvodem dané kapitoly zavedeme dtllezity pojem hojné vyuzivany pfi studiu p¥irodnich
jevi. Nize uvedeny pristup je motivovan analogii s definici iracionéalnich ¢isel jako limity
¢isel racionalnich. Poznamenejme, Ze v literatufe jsou ¢asto zobecnéné funkce definovany
pomoci pojmu funkcional napt. [3].

4.1 Diracova zobecnéna funkce §(t), zobecnéna deri-
vace

P1i studiu mnoha pfirodnich jevi se setkdvame s velicinami, které jsou vsude nulové
s vyjimkou malého ¢asového intervalu I, ale jejich celkova energie (integral) je kladna.
Takovy charakter mé velika sila ptisobici po velmi kratkou dobu (néaraz), velké elektrické
proudy pusobici jen velice kratkou dobu (elektricky impuls), aj. Z véty o stfedni hodnoté
integralu vyplyva, ze funkéni hodnoty takovéto funkce musi byt uvnit¥ I velké a pro
konstantni hodnotu integralu a délku intervalu blizici se nule musi funkéni hodnoty rist
nade vSechny meze.

Matematickou motivaci nasledujicich tivah muze byt nalezeni derivace nespojité
funkce. Nejdiive uvedme mozny postup pro zavedeni derivace spojité funkce, které
nemaji v daném bodé derivaci. Takovou funkei je napf. absolutni hodnota y = |z| v bodé
0. V téchto pripadech povazujeme za derivaci této funkce funkci, jejiz integral je roven
zadané funkci. V tomto smyslu je nespojita funkce sgn(x) derivaci funkce |z|, nebot plati

\x]:/ sgn(t)dt.
0

Jako prototyp nespojité funkce uvazujme Heavisideovu funkci jednotkového skoku n(t),
které je definovana:

0, prox<0;

, prox = 0;

3
I
— NI

,  proz >0,

Funkce 7(t) je nespojita v bodé 0 (bod nespojitosti prvniho druhu) bez ohledu na funkéni
hodnotu pro x = 0, nebot mé funkce 7(t) rizné jednostranné limity. Pomoci této funkce
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je mozné modelovat funkce, které maji v izolovanych bodech nespojitosti prvniho druhu

(jednostranné limity jsou koneéné a nejsou si rovny). Heavisideova funkce je limitou po-
sloupnosti funkci

0, prot < —1/n;
F.(t) = %(t—i—%), pro —1/n <t <1/n;
1, pro 1/n <t,

které jsou spojité a maji ve vyse uvedeném smyslu derivaci:

Fi(t) = fult) = 5 (nft+ ) —n(t— 1)

|3
S
—_
N———

Provedenim obvyklého limitniho pfechodu pro funkce f,(¢), dostaneme funkci nulo-
vou s vyjimkou jednoho bodu s neohrani¢enou funkéni hodnotou (f(0) = o). Integral z
takovéto funkce je ovsem nulovy a tedy vySe naznaceny postup je nevyhovujici. Budeme
postupovat podobné jako u redlnych cisel, kdy iracionalni ¢isla chapeme jako limitu po-
sloupnosti ¢isel racionalnich blizicich se k danému iracionalnimu ¢islu. Prikladem mohou
byt rtzné ,definice“ ¢isla e:

. " """t 1 1
e=1lm (1+—| =lim (1+ — = lim 14+ =+ -+ =
n n

Podobné posloupnost obdélnikovych kmitt f,,(¢) neni jedinou posloupnosti funkei, které
jsou derivaci funkei majicich za limitu Heavisideovu funkci jednotkového skoku. Strucné
jsou uvedeny grafy nékterych dalSich moznych posloupnosti funkei:
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fl'\. Dirichlet

Uvedena nejednoznacnost téchto posloupnosti je divodem k zobecnéni, proto zave-
deme pojem jehlové funkce.

Definice 4.1. Spojitou, ptip. po ¢astech spojitou funkei, §(¢, \) argumentu ¢ zavislou na
parametru A nazveme jehlovou funkci jestlize plati:

1. 0(t,\) = 0 pro [t| > A,
2. 0(t,A) > 0 pro [t] < X

3. /_ Z S(t, \)dt = /_ 1 S(t, \)dt =

Uvazme limitni chovani jehlové funkce (¢, \) pro A — 0. Soucasné plati
e §(t,\)=0prot#0aX—0.
e 5(0,\) — oo pro A — 0, coZ plyne z véty o stfedni hodnoté uréitého integralu.

To znamen4, Ze limita jehlové funkce pro 6 — 0 v klasickém slova smyslu nema pozado-
b

vanou vlastnost. Proto uvazujme limitni chovani / f(t)o(t, \)dt pro A — 0, kde d(¢, \)

je jehlovou funkci a f(t) je spojitd funkce. I v tomto piipadé nastanou dva piipady v
zavislosti na skute¢nosti, zda interval (a, b) obsahuje poc¢atek ¢i nikoli:

e Pro ab < 0 (a < b) plati

/f 5(t, \)dt = /f 5(t, \)d /5m #(1), kde T € (a,b)

je vhodné ¢islo, existujici podle véty o stfedni hodnoté integralu.

b
e Proab >0 (a < b) plati / F#)8(t, \)dt = 0.
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. b f(0), pro ab < 0; o
Protoze hodnota lim / ft)o(t, \)dt = tedy nezavisi na volbé
A=0Jq 0, pro ab > 0,

ez

Definice 4.2. Zavedme oznaceni

A—0

lim / b F(£)5(E, N)dt = / ’ F(£)5(t)dt. (4.1)

Potom v integralech pouzivany symbol §(¢) nazyvame Diracovou distribuci, ¢ Diracovym
impulsem.

Diracova distribuce je tzv. zobecnénou funkci, charakterizujici limitni chovani jehlové
funkce 6(¢, \) pro A — 0 a uziva se pfi vypoctu integralt. Pro Diracovu distribuci 6(¢) a
spojitou funkci f(¢) plati tzv. filtra¢ni vlastnost

/ " RSt — to)dt = / " F(08(t — 1)dt = f(to). (4.2)

Pro monoténni funkci ¢(t), kterd mé prosty nulovy bod v ¢y tj. ¢(t9) = 0 A ¢'(to) # 0
plati

_ [ (to)
' (to)]

Vztah mezi Diracovym impulsem a Heavisideovou funkei 7(t) je dan skutecnosti:

t 1 prot>0
/ d(r)dr =
—o0 0 prot<O.

| st - w)ar (43)

Heavisideovou funkci jednotkového skoku tak mtzeme chapat jako zobecnénou primitivni
funkci Diracova impulsu. Tento vztah je podobny vztahu mezi Heavisideovou funkei n(t)
a identickou funkei 1 (t), kde plati

t t prot>0
| atmiar = wie) -
—00 0 prot<O0.
Vyuzitim vztahu mezi integralem a derivaci mtizeme interpretovat Diracovu distribuci jako

derivaci Heavisideovy funkce jednotkového skoku, kterou podobné muzeme dale chapat
jako derivaci identické funkce ¢ (t). Tj.

WI(t) =n'(t) = o(t).

Situaci ilustruje néasledujici obrazek
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T ///@
4/ THE}

B ()

Tato ukazka ilustruje obecnéjsi situaci zavedeni zobecnéné derivace funkci, které jsou
po castech spojité spolu s derivaci.

Definice 4.3. Necht mé funkce f(t) v ¢y bod nespojitosti prvniho druhu a je vyjadiena
ve tvaru

J(8) = &(t) + (lim f(2) = lim f(£))n(t - to),
—tg —t;
kde funkce 1(t) je spojitd v to a ma zde klasickou derivaci 1'(tg). Zobecnénou derivaci

f!(t) nazveme potom soucet

fo(t) = ¢'(t) + (lim f(2) — lim f(2))6(t — to). (4.4)

t—td t—ty

Analogicky postupujeme také u zobecnénych derivaci vyssich fada. Navic uvedeny
postup koresponduje i se zavedenim derivace zobecnéné §(t) funkce, tj. stanoveni limity
pro h — 0 z integralu

[ =00, e 10

Mé-li funkce f(t) derivaci f’(0) dostavame

lim
h—0

b 6(t+h)—o(t) , J—f(0) pro0€(a,b)
/a ) h = {0 pro 0 & (a,b)

Definice 4.4. Necht funkce f(t) mé derivaci f'(ty) v bodé ¢y, potom v limité z integralu

b _ b
lim/ f(t)(s(to +h})L o) 4y :/ F()0'(t — to)dt = —f'(to). (4.5)

h—0

uzity symbol ¢'(t) nazyvame derivaci Diracovy distribuce. Jestlize existuji potFebné deri-
vace, zavadime analogicky n—tou derivaci Diracovy distribuce 60 postupem:

lim
h—0

/b £t 0" (to + hf)b — 00 (ty)

b " B (—1)"f(”)(to) pro 0 € (a,b)
lf@&%—@ﬁ_% ey (40
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Poznamka 2. Je-li navic jehlova funkce sudé v proménné ¢ je mozné vyjadrit i integral
z funkce f(t) nespojité v bodé 0:

t—0~

/abf(t)5(t)dt = % (tlir& F(t) + lim f(t))

Priklad 4.5. VysSe uvedené vlastnosti jsou demonstrovany na funkcich.
a) Zjednoduste vyraz (3 + 1)§(t — 2)
Reseni. Protoze je funkce t3 4 1 spojita lze v integrdlech dany vyraz podle (4.2)
nahradit (2% + 1)d(t — 2) = 94(t — 2). O
b) Vypoctéte integral / e P'5(t — to)dt, to > 0. Pozd&ji bude tento integral interpre-
0

tovan jako obraz Laplaceovy transformace Diracovy funkce (¢ — o).

0
Reseni. S vyuzitim (4.2) a skutecnosti / e P'(t — tg)dt = 0 dostavame

—00

/ e Po(t —to)dt = / e PIo(t — to)dt = e P
0 —

O
c¢) Vypoctéte integral / (t> 4+ 2)6(5 — 5t)dt
Reseni. Vyuzijeme vlastnosti (4.3) a dostavame:
> 1°+2 3
£ +2)5(5 —bt)dt = ——— = =
oo —snan = 5 =2
O

d) Nasledujici funkci zapiste jedinym analytickym zépisem a urcete jeji prvni a druhou
zobecnénou derivaci.

2t pro —oo<t<0 /
ft) =143 1T

pro 0 <t <2
2 pro2<t<oo

Reseni. K pozadovanému zépisu vyuzijeme funkci jednotkového skoku. Uvazme
funkci g(t) = 2t + (3 — 2t)n(t). Pro t < 0 plati g(t) = 2t, nebot soucin (3 — 2t)n(t) je
nulovy a pro ¢ > 0 plati g(t) = 2t+3 — 2t = 3, nebot (3 —2t)n(t) = 3 —2t. Tedy plati
g(t) = f(t) pro t < 2. V dalsim zopakujeme dany postup, tj. k funkci g(¢) pfi¢teme
soucin vhodné funkce s n(t — 2). Tato je rovna rozdilu analytického vyjadieni funkce
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f(t) pro t > 2 minus analytického vyjadfeni funkce f(¢) pro 0 < ¢ < 2, dohromady
dostavame:
ft) =2t + (3 —2t)n(t) + (£* — 3)n(t — 2).

Pro funkce vyjadrené ,slozit€ji“ postupujeme analogicky vzdy ,zleva doprava“. Zo-
becnéné derivace ziskame podle definice:

f(t) =2 = 2n(t) + (3 — 2)8(¢) + 2tn(t —2) + (* — 3)d(t — 2) =
2 —2n(t) +3(t) + 2tn(t — 2) + 5(t — 2),

fr(t) =—20(t) + 30" (t) + 2n(t — 2) + 2t6(t — 2) + 6" (t — 2) =
—20(t) +38"(t) + 2n(t — 2) + 40(t — 2) + §'(t — 2).

Poznamenejme, ze tieti zobecnénd derivace bude pouze linearni kombinaci funkce
jednotkového skoku a jejich derivaci. O]

e) Naleznéte druhou zobecnénou derivaci tzv. obecného trojihelnikového impulsu.

Trojthelnikovy impuls f(¢) je zadany gra-
fem, ktery je mimo interval (¢,t3) nulovy a

1
vrchol trojihelnika ma pro t =ty (t; <ty < /\
< t3) hodnotu v. ENEEE

Reseni. V tomto pifkladé budeme budeme postupovat tak, ze derivaci budeme pro-
vadét po jednotlivych intervalech bez ,znalosti“ analytického zapisu. V intervalu
v
(t1,t2) je derivace rovna P coz je smérnice usecky v tomto intervalu analogicky
2 — U1
—v

v intervalu (ts,t3) je derivace rovna a v zbyvajicich intervalech je derivace

3 — 2
nulové. Druhou zobecnénou derivaci uréime snadno ze skutecnosti n'(t) = §(t) a ze

zapisu prvni derivace pomoci Heavisideovy funkce:

v ((ts — )t —t) + (b — t3)n(t — L) + (ta — t)n(t — 13))
(t2 — t1)(ts — t2)

v ((ts — t2)0(t — t1) + (t1 — t3)0(t — ta) + (t2 — t1)0(t — t3))
(t2 = t1)(t5 — t2)

folt) =

4.2 Fourierovy trigonometrické rady

4.2.1 Periodické a harmonické funkce

Pri

vysSetfovani periodickych déji, jako jsou napt. elektrické, mechanické a akustické

kmity, kruhové pohyby, ale také pii feseni diferencidlnich ¢i integralnich rovnic pouzi-
vame periodické funkce. Mé&jme interval I = < a, b > a oznaé¢me T = b— a. Rekneme, Ze
funkce f(x) je periodickd s periodou T, jestlize plati f(z+T) = f(x) Vx € R. Zabyvejme
se nejdiive specialnimi periodickymi funkcemi.
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b ) b x

Obr. 4.1: Periodické funkce

Definice 4.6. Realnou harmonickou funkei nazyvame kazdou redlnou funkci, kterou je
mozné zapsat v tzv. fazovém tvaru

f(t) = Fcos(wt+ ), kde —oo<t< o0 (4.7)
a tato je jednoznacCné urcena trojici parametri F', ¢ a w, které jsou postupné nazyvany
amplituda, pocatecni faze a frekvence harmonické funkce,

Udéava-li funkce f(t) zavislost néjaké fyzikalni veli¢iny na ¢ase, pak se hovoii o harmonickém
kmitani. Poznamenejme navic, Ze kazdé nenulové feseni diferencialni rovnice

f"+w?f=0, kde w>0

je harmonickou funkci. Navic také plati, ze harmonicka funkce (4.7) je pro F' # 0 periodicka s
periodou T' = 27 /w.

Za predpokladu, Ze hodnota frekvence w je pevné zvolena, 1ze funkci (4.7) jednoznacné
urcit dvojici F', ¢ nebo jednim komplexnim parametrem F nazyvanym komplexni ampli-
tuda:

[ = Fe'? = F(cos o + jsin p), (4.8)

tj. |]3' | = F, arg F= . V Paragrafu 3.3 vénovaném komplexni funkci realné proménné
jsme ukazali, Ze i sou¢et harmonickych funkci se (stejnou frekvenci w)

fi(t) = Fycos(wt + 1)  fa(t) = Fy cos(wt + ¢2)

je za predpokladu . A ‘ ,
F1 + F2 = Fle”” + F2€]¢2 7é 0

harmonické (funkce se stejnou frekvenci w), tj.
f(t) = Fycos(wt + 1) + Fy cos(wt + o) = F cos(wt + ).
Navic komplexni amplituda souctu je souctem komplexnich amplitud, tj.
F=F+F
Poznamenejme, zZe i funkce f(t) = F'sin(wt + ¢) je také harmonicka funkce, nebot plati
sin(wt + @) = cos(wt + ¢ — 7/2). Dalsi moznosti zapisu harmonické funkce F cos(wt + @)

je
F cos(wt + ¢) = acos(wt) + bsin(wt),

pricemz a = F'cos ¢, b = —F'sin @, ktery bude dale vyuzivan.
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4.2.2 Fourierovy trigonometrické rady

Déle se budeme zabyvat moznosti vyjadiit periodickou funkci f(¢) s periodou T'. Jedna
z moznosti mize byt odvozena jako dtsledek Laurentova rozvoje holomorfnich funkei.
Predpokladejme, ze funkce F'(z) je holomorfni na prstenci P,z(0) kde pro konstanty r, R plati
0 < r <1 < R. Uvazme parametrizaci kladné orientované jednotkové kruznice se stfedem v

2
pocatku ve tvaru I'(t) = exp (jwt) = cos(wt) + jsin(wt), t € (0,0 + T) kde w = % Potom
koeficienty Laurentova rozvoje
o
F(z)= Z 2"
n=-—o0o

dostaneme dle (3.41) ve tvaru integralu

1 F(z)d 1 [T F(exp (jwt))
= — z = —
2wg | Zntl 215 Jo exp (jw(n + 1)
r

o
) exp (jwt) %dt =

Cn

0+T
;/o+ F (exp (jwt)) exp (jw(—n)t)dt. (4.9)

Funkce f(t) = F (exp (jwt)) je periodicka s periodou T' a dosazenim z = exp (jwt) do Laurentova
rozvoje dostaneme:

00 0o
f(t) — Z Cnejnwt =co+ Z (Cnejnwt +Cine—jnwt) —
n=-—00 n=1
00 . . . .
ejnwt + e—]nwt e]nwt _ e—jnwt
co + Z <(cn + c_n)—2 + (en — C—n)—2 =

n=1
a 00
?0 + Z an, cos(nwt) + by, sin(nwt),

n=1

kde plati ag = 2¢o  an =cn+c—n by =j(cn —c_p).
Tyto koeficienty mtizeme pomoci integralniho vyjadieni 4.9 odvodit ve tvaru

1
T

Up = Cp + C—py =

0+T
/ F (exp (jwt)) exp (—jwnt) dt+
0

2

0+T 0+T
;/9 F (exp (jwt)) exp (jwnt) dt = T/e f(t) cos (nwt) dt,

j 0+T
bp = j(cn —c—p) = / F (exp (jwt)) exp (—jwnt) dt—
0
j o+T 9 o+T
/ F (exp (jwt)) exp (jwnt) dt = / f(t) sin (nwt) dt.
T Jo T J
Z tohoto vyjadfeni koeficientd je patrné, ze pro redlnou T periodickou funkei f(¢) jsou i ko-

eficienty a,, b, redlné. Vyse uvedené rady a vzorce jsou spojovany se jménem francouzského
matematika a fyzika Josepha Fouriera.
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Definice 4.7. Necht je funkce f(t) integrovatelnd na intervalu (0,60 + 7). Oznacme
w = 27 /T. Potom fadu

% + ; a, cos(nwt) + by, sin(nwt) (4.10)

nazyvame Fourierovou trigonometrickou fadou funkce f(t), kde konstanty a,, b, jsou
urceny vztahy

n = /9+Tf(t) cos (nwt) dt b, = %/0+T f(t) sin (nwt) dt (4.11)
0 0

a nazyvaji se koeficienty Fourierovy fady funkce f(t). Tuto fadu je mozné vyjadiit v tzv.
komplexnim tvaru Fourierovy fady:

e 1 o+T
Z cnexp(jnwt), kde ¢, = T/ f(t) exp (—jwnt) dt. (4.12)
n=-—00 0
nebo tzv. fazovém tvaru Fourierovy rady:
f(t) = % + Z F, cos(nwt + ¢,,), kde 2¢c_,, = F,e’#" (4.13)
n=1

Poznamka 4.8. Konstanty v jednotlivych tvarech Fourierovy fady jsou svazany jedno-
duchymi vztahy. F,, je modul a ¢, je argument komplexniho ¢isla 2¢_,, dale

F, = |an_jbn| @n:Arg(an_jbn)

a, = F, cos p, b, = —F, sin ¢,

Qp = Cp + C_yp, by, = j(cn —c_y)

(o = an — Jjbn o - an—i-jbn'

2 2
Upozornéme, ze Fourierovy fady se v technické praxi casto pouzivaji velice formalné,

bez ovéreni pripustnosti jejich pouziti, coz mize vést k naprosto nespravnym vysledkiim.
Pokud tedy provadime rtizné operace formalné, je nutné se zpétné presvédcit, ze pouziti
vSech operaci bylo opravnéné. Déale poznamenejme, Ze podminkou pro stanoveni koefici-
entl a,, b,, piipadné ¢, nebo F,, ¢, je moznost ur¢it integral z funkce f(¢) na intervalu
délky T'. Tato podminka neni ovsem dostatecné pro platnost vztahu (4.10) pfipadné (4.12)
nebo (4.13). V literatute je udavéan casto jako priklad takovéto funkce soucet fady

S(t) = Z sin(nt)’

Inn

n=2

ktera neni Fourierovou fadou zadné integrovatelné funkce na intervalu (0, 27). Pro stano-
veni téchto podminek, které upravuji moznost uziti Fourierovych rad, je potfebna nasle-
dujici definice.
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Definice 4.9. Rekneme, 7e funkce f(t) je po ¢astech spojitd na uzavieném intervalu,
jestlize je mozné tento interval rozdélit konecnym poctem bodu tq,1s,..., % tak, Ze na
kazdém z téchto intervald je spojita a existuji konecné jednostranné limity v bodech t;
proi=1,...,k.

Dale fekneme, ze je funkce po c¢astech monotonni na uzavieném intervalu, jestlize je mozné
tento interval rozdélit kone¢nym poctem bodu tak, Ze na kazdém z téchto intervali je
monotdénni.

Nakonec fekneme, ze funkce f(t) splituje na uzavieném intervalu Dirichletovy podminky,
jestlize je na tomto intervalu po c¢astech spojita a po ¢astech monotonni.

Véta 4.10. Necht funkce f(t) je periodicka s periodou T a spliiuje Dirichletovy podminky
na libovolném intervalu délky T'. Potom Tada ve vztahu (4.10), resp. (4.12), resp. (4.13)
(kde Fourierovy koeficienty jsou definovdany vztahy (4.11), resp. (4.12), resp. (4.13) kon-
verguje pro kaZdé t a jeji soucet je roven:

1. f(t) v kazdém bodé t, v némz je funkce f(t) spojitd,

2
funkce f(t) nespojitd.

1 1
2. — (ft)+ () = 5 <hlir£1_ ft+h)+ hlir(l)l+ ft+ h)) v kaZdém bodé t, v némz je

Priklad 4.11. Sestrojte Fourierovu fadu funkce f(t) = ¢ pro t € (—m, ), kterd ma
periodu T = 2.

= . s 2m . . N
ResSeni. V tomto pripadé je w = o = 1. Déle zvolime # = —m, abychom mohli pii
uréeni koeficientl a,, vyuzit skutecnosti, ze funkce f(t) = ¢ je lich4, protoze potom inte-
graly (4.11) urcujici koeficienty a,, jsou integraly z liché funkce na symetrickém intervalu
kolem pocatku nulové a tedy a, = 0. Pomoci integrace per partes spocitame

by, tsin(nt) dt = — 5

2 J_. m

r 2 [_tcos(nt) n sin(nt)]" B 2(—1)+

n n n

0

Pii vypoctu integralu jsme také vyuzili moznosti vyjadrit integral ze sudé funkce na
intervalu (—m,m) jako dvojnésobek integralu z této funkce na intervalu (0, 7). Protoze
funkce f(t) spliiuje Dirichletovy podminky, podle Véty 4.10 fada

i 2(—1)"" sin(nt)
n=1 n
konverguje pro vSechna ¢t € R a pro ¢t € (—m, ) je rovna ¢, pro t = nm je rovna 0.
Nasledujici obrazek ukazuje ¢asteéné soucty postupné pro 1, 2, 4, 8, 16, 32 clent.
[

V dalsim ptikladé rozvineme sudou funkci, kterd popisuje periodicky se opakujici ob-
délnikové impulsy, do komplexniho tvaru Fourierova rozvoje.
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Obr. 4.2: Aproximace funkce f(t) =t

Priklad 4.12.

Uvazujme obdélnikovy signal, ktery ma sitku 2e,
vysku h a délka periody je T' (T' > 2¢). Funkei f(t),
ktera vyhovuje zadanym pozadavkim, zvolime
tak, aby byla suda, tj. v intervalu (—7/2,7T/2),
ktery ma délku 7', bude signal nenulovy pouze v
intervalu (—¢, €), viz obrazek vpravo

Reseni. Pro frekvenci w plati w = 27 /T

1 T/2 ] 1 5 ]
Cn = f(t)e 7™t dt = ?/ he 7™t dt =

inwt]E h 2 sin(nwe)
Jnwt —
T _T/2 |:e :| —€

—jnwT T nw
Koeficient ¢y = 2he/T neni danym vztahem definovén, nebot se jedna o podil %. Tato
skutecnost byva zejména v technické literatufe fesena zavedenim funkce sinc, kterd je
definovana vztahem

B pro (40,

sinct = (4.14)
1, prot =0,
. UV he .
coZ umoziiuje zapis ¢, = - sinc(nwe) a
= 2h : 2h = 2h
f(t) = nz_oo Tg Sjnc(nwg)e]m‘)t = Tg +2 ; Tg sinc(nws) cos(nwt).

Rada vpravo je fazovy tvar Fourierovy fady. Skute¢nost, ze funkce f(t) je sud4, nam sice
neumoznila urcit ¢ast koeficienti c¢,,, ale projevila se diky Poznamce 4.8 v tom, Ze ¢, jsou
readlné (nebot b, = 0). O
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1
Piiklad 4.13. Rozvinte funkei f(t) = , kde a > 1 ve Fourierovu fadu.
a? —2acost +1

Reseni. V tomto piipadé pouZijeme jiny postup nez v ostatnich piikladech. Budeme
postupovat analogicky s motivaci, kterd predchézela Definici 4.7. Provedeme-li substituci

z

, dostavame po dosazeni do funkce f(t) = F(exp(jt)) ve
1 B z
a2—2a%+1 - (1-a2)(z—a)
je na jednotkové kruznici se stfedem v pocatku holomorfni a je tedy mozné urcit jeji

Laurenttiv rozvoj rozkladem na soucet parcialnich zlomk:

: ! Lo, e y_ 1 (1 1 o 1\_
(1—az)(z—a) a>—1\az—1 a—2) a®—1\azl—-L 1-2)

_ z
z = exp(jt) < cost =

shodé s Piikladem 3.64 F(z) =

, coz je funkce, ktera

1 1 — 1 SN 1 .
a?—1 (E;(az)n+;<5> ) B a2—1n:ZOOW’

a~I"l 1
a?—1  (a®—1)all’
vyuzitim zpétné substituce odvodime

= iy (1 S A (s 2) )+ r0 =ty (1425 Bt

n=1

COZ znamena c, = Jinou moznosti vyjadtreni Fourierova rozvoje s

1
a? —2acost+1

Tedy dostavame Fourieriv rozvoj funkce F'(t) =

0 ejnt

F(t) = a21—1 Z ETi a21—1 <1+Zcoz(:t)>’

n=-—oo n=1

kde fada vlevo je komplexni tvar Fourierovy fady a fada vpravo je soucasné Fourierovou
trigonometrickou fadou a tak i fazovym tvarem této rady. O]

Priklad 4.14. Rozvinme tzv. dvoucestné a jednocestné usmérnéni ve Fourierovu radu.

Dvoucestné usmérnéni je definované relaci fy(t) = |sint| nebo-li f,(t) = sint pro
t € (0,7) a funkce f4(t) je periodicka s periodou 7, tj. f(t + m) = f(¢) . Funkce je
ziejmé suda, proto pro vsechna n je b, = 0. Staci tedy urcit jen koeficienty a,,. Nejdiive
vypocteme koeficient ay:

2 [T 2 [T 2 4
aoz—/ \sint\dt:—/ |sint|dt = — [—cost]y = —.
2r ) . T Jo 7r us

VyuZitim zndmé trigonometrické relace sin a cos 3 = 1 (sin(a + ) + sin(o — 3)) postupné
vypocteme
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an—z/owsintcos(nt)dt 1/W< n((n + 1)) — sin((n — 1)) dt —

7T
L[ cos((n+1)t) cos((n—=1)1)]" 1 [ cos((n+1)m)—1 cos((n—1)m)—1
~ - + = - + =
T n+1 n—1 T n+1 n—1
1/ (="t -1 (=1 t—1\ 2 (-1)"t-1 7o bro n sudé,
i + — —
7r n+1 n—1 m (n+1)(n—1) 0 pro n liché.

Protoze funkce f4(t) je spojita dostavame jeji Fourieriv rozvoj, kde n = 2m, ve tvaru

Jednocestné usmérnéni je definovéno vatahem f;(t) = 1(|sint| + sint). S vyuzitim li-
nearity integralu je zfejmé, ze soucet funkci ma rozvoj ve tvaru souc¢tu rozvoji. Vyuzijeme
znalosti rozvoje dvoucestného usmérnéni a bezprostiedné dostavame:

1. 1 2 K cos(2mt)
() = Zsint+ — — = AR
filt) o o +7r 7rmz1 4m? — 1

w%/\/\/\f

Obr. 4.3: Dvoucestné a jednocestné usmérnéni

Poznamka 3. Jestlize funkce f(¢) splituje Dirichletovy podminky (viz Definice 4.9) po-
tom lze také ziskat integral z funkce f(t) jako fadu, ktera vznikne z pivodni integraci jejich
¢lent. Analogické tvrzeni pro derivaci plati, jestlize fada vznikla derivovanim jednotlivych
¢lend konverguje, coz ale nemusi byt vzdy splnéno.

Chceme-li rozvinout ve Fourierovu fadu funkei f(t) = cost pro ¢ € (0,7) s periodou 7,
tj. f(t+m) = f(t). Tuto funkci mizeme s vyjimkou bodt nr chapat jako derivaci funkce
| sint|. Navic splituje Dirichletovy podminky a jeji Fouriertiv rozvoj existuje a miizeme jej
bezprostiedné ziskat derivaci ¢len po ¢lenu rozvoje funkce |sint|, nebot ten konverguje tj.

B 8 i msm th
o — 4m?2 —

Naopak derivaci ¢len po ¢lenu rozvoje v Prikladu 4.11 vznikne fada, ktera nespliuje
nutnou podminku konvergence a tedy uvedeny postup nelze pouzit.
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4.2.3 Rozvoj pouze do sint resp. kosinii

Predchazejici ukazky nas mohou motivovat k tvaze, za jakych predpoklad je mozné
funkci rozvinout v fadu sinti nebo kosint. Z predchézejicich ukazek je patrné, ze lichou
funkci (f(—t) = — f(t)) rozlozime ve Forierovu fadu pouze lichych funkei, tj. v fadu sinti a
sudou funkci (f(—t) = f(t)) rozlozime ve Forierovu fadu pouze sudych funkci, tj. v fadu
kosintd. Tato skutecnost je dana tim, Ze integral na symetrickém intervalu kolem pocatku
je z liché funkce nulovy a pro souc¢in sudych a lichych funkci plati obdobnéa pravidla jako
pro s¢itani sudych a lichych cisel.

Tedy nebudeme-li trvat na periodicité dané funkce f(t) miizeme postupovat tak, ze
funkci f(¢) definovanou na intervalu (0,7, je mozné dodefinovat v intervalu (—7,0) v
sudou f(t) resp. lichou funkci f;(t), kterd ma periodu 27". Potom v bodech kde je funkce

f(t) spojita plati:

f(ﬂ:%%—Zancosn?t, prot e (0,7), kde a, = — /f cosﬂdt

n=1

- Zlbn sin n?t, prot € (0,T), kdeb, = ?/0 f(®) sin%dt

Piiklad 4.15. Na intervalu (0,27) rozviiite do sini a kosint funkci f(¢) definovanou
vztahem

2r—t prowm <t <27

f(t):{t pro 0 <t <7

Reseni. Pro rozvoj do sint je tieba vypodist integraly (pii jejich vypoctu zohlednime,
ze plati sin(nm) = 0, cos(nm) = (—1)"):

t 17 t 1 [ t
b, Sinnidt tsinn—dt—I—— 2 —t sinn—dt:
2 2
0 s

b))
e[ ()] (o 3) 5 ()] -
() T (5) - T e () -

= (ot = () + eos () ) = zon (5)
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= t
Rozvoj do sint f(t) = Z —— sin (%) sin (gl) obsahuje pouze ¢leny s lichymi koefi-
T

() () (257 )

Pro rozvoj do kosinil je tfeba vypocist integraly

cienty:

2 [ t I t L[ t
= 5= A f(t)cos%dt:;/o tcos%dt—i—;[T (ZW—t)COS%dt:

() am ()]
i) (= (5) 5 () -
(ol (5) - (5) )+ oo T ()

i (e () = Fan (7)) ) = 1 (2eos () -1 07)

2m
Dale musime jesté vycislit ag = 7 f(t)dt, coz lze uréenim plochy shora ohranic¢ené
T Jo
funkei f(t) zdola osou z, jejiz hodnota je 7. Rozvoj do kosini muZeme tedy formdalné

vyjadrit ve tvaru

f(t) = g + i % (2cos (g—ﬁ) —-1- (—1)") cos (Z—?) :

Tento tvar 1ze zjednodusit v zavislosti na sudosti resp. lichosti n:
Pro n = 2k — 1 plati

—r  0—141)=0
k=1 = ok — 1) -
Pro n = 2k plati
4 2
= 20-1)F—1-1) = — ((-1)F-1).

Dalsi zjednoduseni dostavame analogicky s pfedchozim opétovnym rozliSenim na suda
resp. licha k
Prok,’:%agk:auzO

4
Pro k =20 — 1 ayg—1) =

(20 —1)%
Funkci f(¢) mizeme tedy rozvinout do kosini tak, Ze budeme zapisovat pouze nenulové
¢leny rozvoje tj. budeme scitat pres index ¢ a tomu odpovidajicim zpiisobem upravime
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koeficienty v argumentu funkeci kosinus n = 2k = 2(2¢ — 1):

f(t) = g + Z 7r(2£4— e cos 2(%2_ 1)25 = g + Z ﬁcos((% —1)t)

1 1

o0 (o]
{= {=
Tento tvar odpovida rozvoji na intervalu polovi¢ni délky, coz neni zZddnéa néahoda, nebot

funkce y = t definovana v intervalu (0, 7) rozvinuta do cosint, tj. suda funkce, ma stejné
periodické pokracovani jako funkce f(t). Tento fakt umoznuje podstatnym zpiusobem

m m
rozvoj provést vzhledem k funkcim cos(nt). O

. wr o ) . o . ) 27 nmt
zjednodusit vypocet Fourierova rozvoje do kosinu a sice volit a,, = — tcos—dt a
0

4.2.4 Grafické znazornéni Fourierova rozvoje - Spektrum

Graficky Fourieriv rozvoj reprezentujeme pomoci spektra, kdy jednu ¢iselnou osu uzivame

k vynaseni frekvenci nw = % a v roviné kolmé na osu frekvenci koeficienty a,, = F}, cos i,
b, = —F, siny, jsou souradnicemi bodu prifazeného n-té harmonické slozce Fourierova

rozvoje. Tato grafickd interpretace je ovSem trojrozmérna, proto se pouziva zobrazeni
pomoci dvou rovinnych zobrazeni, kdy se na jednu osu vynasi frekvence nw = % a
na druhou koeficient a,, resp. b,, které znazornime tuseckou zacinajici na ose frekvenci a
koncici v bodé jehoz druha soutadnice je a, resp. b,. Druhou moznosti je vynaset misto
dvojice a,, b, dvojici F},, ¢,, hovofime tak o spektru modulii a spektru argument.

Dalsi moznosti je vyjadfeni spektra pro Fouriertiv rozvoj v komplexnim tvaru. Analo-
gicky s redlnym oborem mtizeme vytvorit dvojici zobrazujici zvlast redlnou a imaginarni
cast koeficientu ¢, nebo obvykle postupujeme tak, ze zobrazujeme komplexni koeficient
¢, dvojici jeho amplitudy a argumentu.

Analogicky s harmonickymi funkcemi plati pro spektra funkci:

1. spektrum souctu je rovno souctu spekter
2. spektrum « nasobku funkce je rovno a nasobku tohoto spektra

3. posunuté funkce f,(t) = f(t — 7) mé spektrum modull stejné jako funkce f(t) a
spektrum argumentti je o nw7T mensi tj.

Pon = Pn — NWT

4. spektrum funkce se zménénym métitkem f(mt) mé periodu T'/m a frekvence har-
monickych slozek jsou nasobkem mw, ale koeficienty a,, b, a tedy moduly F,, a
argumenty ,, jsou stejné.

1 (T
Zévérem uvedme, Ze vypocet integralu T / f(t)g(t) dt, ktery je nazyvéan stfedni hodnotou
0
soucinu dvou funkci se stejnou periodou, pro které existuje Fourierav rozvoj:

[ee]

o0
1 A
ft) = % + Z ap, cos(nwt) + by, sin nwt = 3 Z cpe It

n=1 n=-—00
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g(t) = ' + Z a cos(nwt) + By sin(nwt) Z Ape It

n=1 n=—00

je mozné realizovat bez pouziti integrovani. Vyuzije se pritom skutecnost, ze trigonometricky
systém funkci
1, cos(wt), ..., cos(nwt),sin(wt), ..., sin(nwt), . ..

je ortogonalni na intervalu délky periody T = %” Tato vlastnost znamena, ze pro dvé rizné

funkce fi(t) # f2(t) tohoto systému plati / fi(t) fa(t)dt = 0. S vyuzitim této skutecnosti je
0
mozné odvodit:

e}

1/Tf(t) Bt = 2% 4 1S g + b = L
T o g ~ 9 9 9 anQn nPn) = 7 CnY—n

n=1 n=-—o00

Poznamenejme, ze pomoci tohoto vztahu je mozné urcit hodnotu integralu

1 /(T

v
ktery je v technické praxi interpretovan jako stfedni vykon elektromagnetické soustavy v ustéa-
leném stavu, které je napajend ze zdroje, jehoz napéti u(t) je periodickd funkce a i(t) je proud,

ktery je rovnéz periodicka funkce.
Pro f(t) = g(t) dostavame tzv. Parsevalovu rovnost tj.

R CORSISC IS ot

TL—*OO

4.3 Fourierova transformace a Fouriertv integral

V tomto odstavci se budeme zabyvat prenesenim aparatu komplexniho tvaru Fourierova
rozvoje periodickych funkci na funkce, které nejsou periodické. Timto postupem je mo-
tivovano zavedeni pojmu Fourierovy transformace spolu s ,,ovéfenim* zakladniho vztahu
této transformace.

UvaZzujme na intervalu (—Z, 23 funkci f(t), které zde spliiuje Dirichletovy podminky,
viz Definice 4.9. S vyuzitim Véty 4.10 na tomto intervalu dostavame ve vSech bodech
spojitosti funkce f(¢) rovnost:

o0

I e O

n=-—oo 2 n=—oo

flx)e ™ qy kde t € (—L, D).

|
ol i

Proto, abychom mohli vyse uvedenou sumu interpretovat jako integralni soucet, zavedeme
déleni mnoziny realnych cisel jako posloupnost bodi z, = nw = ”%” pron = —o0,..., 00,

pricemz norma déleni Az, = 2,11 — 2z, = 2%, se zmensuje pro zvétsujici se T' tj. Az, — 0
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pro 7" — oo. Potom je mozné pii tomto oznaceni vyjadiit funkéni hodnotu f(t) pomoci
nekonec¢né rady

a interpretovat ji jako integralni soucet funkce

1 .
o f(x)e @0 dy

|
o1 iy

proménné z na intervalu (—oo, c0). Formalnim provedenim limitniho pfechodu pro peri-
odu 7" — oo obdrzime Fourieriiv integralni vzorec:

() = % /_ Z ( /_ : f(a)ei=a da:) - (4.15)

Pred stanovenim podminek, které ,zabezpeci“ platnost uvedeného vztahu, uvedme nasle-
dujici definici.

Definice 4.16. Rekneme, 7e funkce f(t) je absolutné integrovatelnd, jestlize plati

/OO £(£)] dt < 0.

[e.o]

Véta 4.17. Necht je funkce f(t) absolutné integrovatelnd a f(t), f'(t) jsou po cdstech
spojité viz Definice 4.9, potom pravd strana vztahu (4.15) se rovnd

1. f(t) v kazdém bodé spojitosti t funkce f(t)

1 1
2. 5 (f@)+ fth) = 5 (hli%l_ ft+h)+ hlil(l)1+ flt+ h)) v kaZdém bodé nespojitosti

t funkce f(t).

Riznymi aspekty Fourierova integralniho vzorce se budeme zabyvat v nasledujicim
textu, nebot pravé Fourieriv integralni vzorec lze chapat jako sloZeni Fourierovy trans-
formace primé a zpétné.

4.3.1 Zavedeni Fourierovy transfomace

Definice 4.18. Necht f(t) je funkce realné proménné ¢ (redlna nebo komplexni), kterd je
spolu se svoji derivaci f'(t) po ¢astech spojita a navic je absolutné integrovatelna. Potom
je pro vSechna realna w definovana funkce

F(w) = /_ h ft)e " dt, (4.16)
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kterou nazyvame Fourierorvym obrazem (spektrem) funkce f(t). Toto pfifazeni se nazyva
Fourierovou transformaci, funkce f(t) jejim predmétem, funkce F(w) obrazem Fourierovy
transformace.
Druhy vztah, ktery mizeme vysvétlovat tak, ze ze znamé funkce F'(w) urc¢ime funkci f(t),
£, .

f(t) ! / F(w)e™" dw, (4.17)

:% .

nazyvame zpétnou Fourierovou transfomaci. Vztah mezi funkcemi f(¢) a F(w) struéné
zapisujeme

F(ft)=Fw) —a  FHFw)=[)

Poznamka 4. V literatufe nalezneme i zapis F'(jw), ktery je tfeba interpretovat jako
slozenou funkci, kdy vnéjsi slozkou je integral obsahujici komplexni proménnou F(w) =

= / f(t)e ' dt, za kterou dosadime vnitini slozku jw.

Obecné plati, ze v pripadé sudé nebo liché funkce se vyse uvedené integraly zjednodusi.
Pro funkei f(t), ktera je spolu se svoji derivaci f’(t) po ¢astech spojit a navic je absolutné
integrovatelnd na intervalu (0, 00) je mozné jejim definovanim na intervalu (—oo,0) do
sudé funkce f(—t) = f(t) zavést tzv. Fourierovu kosinovou transformaci:

o0 1 oo
Flw) = / F)eos@idr  f(t)= o / F(w) cos(wt) dw.
—o0 T J -
a jejim definovanim do liché funkce f(—t) = —f(t) zavést tzv. Fourierovu sinovou trans-
formaci:

[e.9] oo
Fw) = / f(t)sin(wt) dt ft) = i/ F(w) sin(wt) dw.
Fourierovu transformaci neni mozné ,,pouzit na libovolné funkce“, nebot uzivané integraly
nemusi obecné konvergovat. Situaci se zabyva nasledujici véta, ktera stanovi dostatecnou
podminku existence obrazu Fourierovy transformace, navic udava podminku pro funkci
komplexni proménné, kterou musi spliiovat obraz Fourierovy transformace realné funkce.

Véta 4.19. Necht je funkce f(t) absolutné integrovatelnd, potom obraz Fourierovy trans-
formace F(w) existuje a je spojitd funkce, pro kterou plati hI:Itl F(w) =0.
wW—T00
Poznamejme, Ze se budeme zabyvat i funkcemi komplexni proménné nespliujicimi uve-
denou podminku, které budou obrazem zobecnénych funkci napt. Diractiv impuls viz nize.
Dalsi véta je analogii tvrzeni, které jsme pro periodické funkce spojili s tzv. Parsevalovou
rovnosti.

e}

Véta 4.20. Necht’/ |f(t)?dt < 0. Potom plati

o 1 00
/m’f(t)ﬁdt: %/_OO]F(w)\de.
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Dalsi vlastnosti usporadame pro vétsi prehlednost do tabulky. Pfed uvedenim véty,
ktera shrne zakladni vlastnosti Fourierovy transformace pfipomenime pojem konvoluce
dvou absolutné integrovatelnych funkei.

Definice 4.21. Necht jsou funkce f(t), g(t) absolutné integrovatelné. Potom funkeci de-
finovanou vztahem

0+ 9) = [ " (= gl dr. (4.18)

nazyvame konvoluci funkei f(t), g(t) a zapisujeme ji f(t) x g(t).

Véta 4.22. O predmétech Fourierovy transformace (funkce v tabulce vlevo) predpokld-
ddme, Ze jsou absolutné integrovatelné. Navic oznacme F f(t) = F(w), pfipadné F g(t) =
= G(w). Potom plati

Veéta o predmet obraz
linearité af(t) +bg(t) | aF(w)+ bG(w)
: 1 t
podobnosti f(rt) -F (—)
roo\r
posunuti predmétu ft—r)|exp(—jrw)F(w)
posunuti obrazu | exp(jrt)f(t) Flw-—r)
derivaci predmétu Fm (1) (Jw)"F(w)
"F
derivaci obrazu t"f(t) j"d )
dwn
t W)
integraci predmétu / f(r)dr —
0 Jw
konvoluci predmétu | f(t) * g (t) F(w)G(w)

Pti zavadéni Fourierovy transformace pro funkce nespliujici vyse uvedené podminky
nebo pro zobecnéné funkce postupujeme tak, ze uvedenou funkci pfipadné zobecnénou
funkci chapeme jako ,limitu“ posloupnosti funkci, které uvedené predpoklady splnuji.
Fouriertiv obraz potom chapeme jako limitu obrazt funkci dané posloupnosti. Takto mii-
zeme nalézt obraz Fourierovy transformace Diracovy distribuce a jejich derivaci, ale v
téchto konkrétnich ptfipadech mtzeme formalné postupovat i tak, ze u Diracovy distri-
buce vyuzijeme tzv. filtra¢ni vlastnost (4.2):

Fo(t—ty) = / S(t —to)e 7 dt = e 7", (4.19)
Pro derivaci Diracovy delta funkce lze odvodit:
F5M(t —ty) = / 5(t — to)(—l)”%e_j“’t dt = (jw)"e I, (4.20)
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Pro funkci jednotkového skoku mtzeme primym vypoctem ziskat:

ﬁwuy:/fn@mfMdﬁ:AmejMﬁ::Lijyw:Zﬁ (4.21)

oo JW 1o

P1i vypoctu tohoto integralu je vhodné si uvédomit, ze konverguje pouze pro w s kladnou
realnou Casti.

4.3.2 Uziti Fourierovy transformace pri urcovani obrazu nékte-
rych funkci

V tomto odstavci vyuzijeme uvedené vlastnosti Fourierovy transformace pii vypoctu Fou-
rierovych obrazi nékterych specidlnich funkei (signéli).

Priklad 4.23.

Naleznéte obraz obdélnikového signélu,
ktery ma sitku 2e, vysku h, ktery je na-
vic umistén tak, aby funkce f(t), ktera
jej popisuje byla suda, tj. signal bude
umistén v intervalu (—e, e) viz obrazek
vpravo. R R

Reseni.

Fft)=F(w)= / ) f)e ™ dt = / " he et gt —

—€

h [minet] e _ 2hsin nwe

= 2he sinc(nwe),
€ nw

—jnw
kde funkce sinc je definovana vztahem 4.14 uvedenym v piikladu pfi stanoveni Fourierova
rozvoje sudého obdélnikového signalu, tj. Prikladu 4.12. O

Poznamka 5. Na daném priikladu a Prikladu 4.12 je moZné demonstrovat limitni pre-
chod spektra Fourierova rozvoje periodického obdélnikového signélu (s periodou T") (viz
ptiklad 4.12) v obraz Fourierovy transformace jednoho obdélnikového signalu. Uvazme,
ze koeficienty ¢, Fourierova rozvoje jsou integraly (4.12) ndsobené pfevracenou hodnotou
periody T, ktera se v limitnim pfechodu ,pouzije k vytvoreni déleni vnéjsiho integralu
ve Fourierové integralnim vzorci. Proto si také zobrazime modifikované spektrum kdy ko-
eficienty ¢, vynasobime periodou 7. V néasledujici tabulce jsou zobrazena pouze spektra
modulil, protoZe argumenty koeficientt ¢, jsou nulové. Uhlovy kmitocet zakladni harmo-
nické slozky je w = 27/T.
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T modifikované spektrum spektrum

16

64

7 uvedenych spekter je patrné, ze pro zvétsujici se T roste hustota spekter a pro
hodnotu 7' = 64 pfi zvoleném grafickém znazornéni (tloustka ¢ar) modifikovaného je
obraz spektra stejny jako integral vyjadiujici Fourierovu transformaci.

Poznamka 6. Dalsi moznosti uziti obrazu sudého obdélnikového impulsu je ovéfit jiz
diive uvedeny Fouriertv obraz Diracova impulsu 6(¢). Tuto Diracovu funkei chdpeme jako
limitni chovani jehlové funkce viz Definice 4.1, za kterou volime obdélniky

5(t.€) = 5= (0t — ) = (e +<)

Vyuzijeme-li vysledek pfedchoziho piikladu dostaneme obraz §(t) jako limitu obrazt jed-
notlivych obdélnikovych impulsi, t;.
2 sinnwe

F5(t) = lim F6(t,e) = lim — —1
(t) = lim #4(t, ¢) lim o~ ———

Priklad 4.24.

Naleznéte Fourieriv obraz tzv. obecného
trojtihelnikového impulsu f(¢) zadaného gra-
fem, ktery je mimo interval [(1,3) nulovy a . /\
vrchol trojihelnika ma pro t =ty (t; <ty <

< t3) hodnotu v.

Reseni. K jeho urceni vyuzijeme znalosti druhé zobecnéné derivace této funkce z Pri-
kladu 4.5 e) a uZijeme také vétu o derivaci pfedmétu a pro obraz F'(jw) dostavame rovnici

v ((tg — t2)e_j‘*’t1 + (tl — tg)e_jwt2 + (tg — t1>e_jwt3)

—WF (W) = Zf(t) = (ta — t1)(ts — t2)

o
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Co po upravé dava:

v ((tg — tg)e_jw“ + (tl — tg)e_j“’” + (t2 — tl)e_wi”)
w2(t2 — t1>(t3 — tg) '

Fw)=-

Poznamenejme, ze pro sudy trojuhelnikovy impuls tj, t; = =T, to = 0, t3 = T lze obraz
zapsat jednoduse:

Fw)=wv T2 = T2 =

2
TelT — 2T + Te T 2 T) -1 in <l T\*
e +Te (cos(wT) — 1) T (sm 5 > _ vT( w )

Priklad 4.25. Naleznéte Fouriertv obraz funkce f(t) = et Nejdfive poznamenejme,
ze funkce mé obraz Fourierovy transformace, nebof existuje integral

/ e Tt = 2/ e~ qt — ﬁ
- 0

0o a

Vypocet tohoto integralu lze nalézt v literatufe viz [3]. Pro funkei f(¢) plati diferencidlni
rovnice

F(t) = —a®2te= " = 242t f(t)
Pro Fouriertiv obraz této rovnice dostavame

dF(w
jwF(w) = Zf'(t) = —2a>Ftf(t) = —Zan%,
w
coz je diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi. Jak vidime v nasledujici tprave,
jez tesi danou rovnici:

w dF(w) w dF
——dw = & ——dw= | —
222" T F (w) / 2q2" " F
w? W2
—F—{—1n|C’|zln|F| & F(w) =Ce 12 | kde C € R,
a
Integra¢ni konstantu C' uré¢ime dosazenim w = 0 C' = F(0) = / e gt = Y 4 ge
o a
242 (s w2
vztahu znamého z literatury [3]. Celkové tak dostavame Fe * " = ~— exp (—4—2>
a a

V daném piikladé jsme vyuzili vétu o derivaci predmétu, kterd umozni prevést difere-
ncialni rovnice pro predmét feSeni na rovnici bez derivaci, kterou je mozno obvykle fesit
jednoduseji, pro obraz feseni. Uvedeny postup je zakladem pfistiho odstavce.
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4.3.3 Uziti Fourierovy transformace pfi feSeni Diferencialnich
rovnic

Pro diferencialni ptipadné integro-diferencialni rovnice, jejichz feseni je v technické praxi
uréeno pocatecni podminkou, to jest FeSeni existuje na intervalu (g, 00), se obvykle pou-
ziva pozdéji probirana Laplaceova transformace. Proto budeme pomoci Fourierovy trans-
formace Fesit rovnici, kde bude feseni definovano pro vSechna realné ¢isla. V nasledujicim
prikladé se budeme zabyvat parcidlni diferencialni rovnici aniz bychom se touto problema-
tikou v tomto textu systematicky zabyvali. To je umoznéno tim, Ze nize uvedeny postup
hlubsim zpiisobem teorii parcialnich diferencialni rovnic nevyuziva.

V literatufe znamym uzitim Fourierovy transformace je feseni diferencialni rovnice
vedeni tepla v nekonecné dlouhé a tenké tyci, kterou ztotoznime s osou = a popisujeme ji
pomoci funkce u(x,t), jejiz hodnota udava teplotu v bodé o souradnici x a v ¢ase t. Tato
funkce vyhovuje tzv. pocatecni diferencialni tloze:

" /
aul, = uy, u(z,0) = g(z), t>0, —00 < T < 0.
Pouzitim Fourierovy transformace vzhledem k proménné z pro kazdou konstantu ¢ do-
staneme obraz .Zu(z,t) = U(w,t) TeSeni, coz je funkce dvou proménnych w, ¢. Pouzitim
této transformace na zadanou rovnici vznikne diferencialni rovnice vzhledem k proménné
t, kterou formélné fesime jako rovnici se separovanymi proménnymi (predpoklada to tvar

funkce U(w, t) ve tvaru sou¢inu funkei obou proménnych):

dU dU
a(jw)?U = T T —aw’dt = U(w,t) = G(w) exp(—aw?t),
kde G(w) = Fg(z) je obraz pocateéniho rozlozeni u(x,0) = g(z) teplot v ty¢i v Case
t = 0. Pii hledani pfedmeétu vyuzijeme, Ze obraz konvoluce je soucinem obrazt. Nejdiive
stanovime piedmét k obrazu exp(—aw?t) s vyuzitim P¥ikladu 4.25 (proménnd obrazu je

w a z je proménna vzoru, ¢ je parametr), tj.

FLexp(—atw?) =

1 ( x? )
exp | —— | .
2V at P 4at

Rovnice vedeni tepla mé feseni (tzv. elementérni) ve tvaru konvolu¢niho integralu:

00 _ (@-9?
u(z, t) = / epr( w_; )g@de

—00

Poznamka 7. Pri pouziti Fourierovy transformace k feseni rovnic se mize stat, ze
uvedenym postupem neni mozné nalézt vSechna FeSeni (aniz bychom se dopustili chyby),
nebot pouziti Fourierovy transformace omezuje prostor funkci viz Definice 4.16, které je
mozno takto ziskat. Konkrétni piiklad je mozné nalézt v [3] (Ukazka 7.2).
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4.3.4 Slovnik Fourierovy transformace

Predmeét Obraz
1 27
I |w]
1 T
ER - exp(—alw|)a > 0
2
e*“m, a>0 %
a’+w
—a 2(0’2 — w2)
|t|e |t‘, a>0 m
!
n(t)tne—at7 a>0 neN (CL—F;LW
exp(—a/+/|t]) 00 V2(cos /27 |w| — sin /27 |w])
. |w]
w2
e_“tQ, a>0 \/Ee_m
a
w2
te_atQ, a>0 —jz\/T/w_e_zm
av/a

sin(at) T 1 B 1

0 ]\wa—a\ Jora)
cos(at) E 1 1

i e v,
sin(at?) \/gcos(j—; + %)
cos(at?) \/gcos(j—; — %)

— m(n(w+1) =nw—-1))
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4.4 Priklady na procviceni

Cviceni
1. Pro uvedené funkce urcete jejich Fourierovu trigonometrickou fadu. Uvedte také jeji kom-

plexni a fazovy tvar.

a) Pro niZze uvedenou funkci uréete soucet Fourierovy trigonometrické fady pro ¢ = 10:

t, kde 0 < t < 2;
f(t) = *
4—t, kde2<t<d.

b) Pro nize uvedenou funkci urcete soucet Fourierovy trigonometrické fady pro ¢ = 10:

t+2, kde0<t<2;
f(t) = :
t—2, kde2<t<4.

¢) Pro nize uvedenou funkci uréete soucet Fourierovy trigonometrické fady pro ¢ = 10:
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2. Pro uvedené funkce napiste jejich rozvoj do sint a cosinu:

b) f(t) = .
t+3, 2<t< {
t, 0<t<1; {
o) f)=4 2-t 2<t<3; ;
t—4, 3<t< 1
Vysledky
(2k+1)mt
Lot 8i 1 (2k + 1)t g &= e 2”)f, - coar o stein
.oa)l—— cos =1-— — %, fazo ar je stejn
72 £ (2k + 1) 2 V) R
jako s trigonometrickymi funkcemi (¢, = 0), f(10) = f(2) = 2.
(2k+1)mt
41 2k + 1)t 4j & exp(ig )
b) 2+ - Z ST sin ( —; ) , komplexni tvar 2 + il Z 1 Jazovy tvar

s
k=0 k=—o00
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. o0 k 7T
2+ 27‘316220 2k1—|—1 cos <(2+21)t —|—7r),f(1()) =f(2)= % (thrzn_f(t) +£1H21f(t)> —9

c) Z Wcos(lmrt) - (2% — 1)3:3 sin 5 , komplexni tvar E e
k=1

k=—o00

16 exp (252 7t)
2k —1)3
f(10) = f(2) =2.

(o]
6 32 2k — 1)7t
, fazovy tvar Z w22 cos(kmt) + @ 1) sin (( . ) + 7r),
k=1

> 16n ) it
2. a) f(t) — ; m sm(mrt), f(t) = COS <2>,
“ Ar(2n+1) —8(=1)" . (2n+ D)mt > 8 2n + 1)t
g f(t):,;) ((2;:31)%(2 s Z ) ’f(t):nz:;)@n—l—l)%ﬂ cos +2 )

)50 =3 a0 =3 — cos
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5 Laplaceova transformace

V mnoha technickych aplikacich jsou studovany déje, které ,zacinaji“ od néjakého caso-
vého okamziku, napt. pfipojime elektricky obvod k napéti, spustime stroj, atd. O takovych
procesech muzeme predpokladat, Ze jejich studium zacne v ¢ase t = 0. Pro studium déjt
tohoto typu, popsanymi rovnicemi, které kromé neznamé funkce obsahuji i jeji derivace ¢i
integral (integro-diferencialni rovnice), je s vyhodou pouzivano tzv. operatorového poctu.
Ten je zalozen na procesu, ze k dané rovnici vytvorime jeji obraz, tj. novou rovnici, ktera
je snadnéji feSitelnd. Poté najdeme feSeni této rovnice a zpétnym procesem nalezneme
feSeni ptivodniho problému.

Cely postup miizeme pfirovnat k pouzivani logaritmti pii nasobeni ¢isel v dobach,
kdy neexistovaly kalkulacky. P¥i ,ru¢nim“ pocitani je secteni dvou cisel jisté vyrazné
jednodussi nez jejich nasobeni. Soucin byl proto urcovan tak, ze se pomoci logaritmickych
tabulek nasly logaritmy jednotlivy Ciniteli a ty se ,rucné® secetly. Po zpétném pouziti
logaritmickych tabulek na tento soudet (tzv. delogaritmovéani) se nasel hledany soucin.

Hojné v elektrotechnice uzivanou integralni transformaci je transformace Laplaceova,
kterd redlné funkci pfitazuje funkci komplexni.

Definice 5.1. Jestlize prot € R a p € C konverguje nevlastni integral

F(p) = / " F(t) exp(—pt) dt, (5.1)

nazyvame jim definovanou funkci F'(p) Laplaceovym obrazem funkce f(t). Naopak funkci
f(t) nazgvame vzorem funkce F'(p). Zobrazeni ptifazujici funkei f(t) funkci F(p) nazy-
vame Laplaceovou transformaci a zapisujeme F'(p) = Z f(t) nebo f(t) < F(p).

Ze vzorce (5.1) je patrné, Ze pro nékteré funkce (napi. f(t) = exp(t?)) nelze definovat
Laplacetiv obraz, protoze integral je divergentni. Vymezime si nejdrive tfidu funkeci, pro
kterou je tato transformace definovana a je jednoznacna.

Definice 5.2. Funkci f : R — R nazveme predmétem neboli originalem Laplaceovy
transformace .7, jestlize spliuje nésledujici podminky

(i) f(t), f'(t) jsou po ¢astech spojité pro vsechna t € R,
(ii) f(t)=0prot <0,

(iii) existuji kladné konstanty M, to a konstanta s € R tak, ze plati |f(¢)| < M exp(st)
pro viechna t > t,. Rikdme, Ze f(t) je funkci ohraniceného riistu s indexem s.
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Predpoklad (ii) Definice 5.2 je zaveden z divodu jednozna¢nosti zobrazeni definova-
ného Laplaceovou transformaci, nebot integral v jeji definici je na intervalu (0, 0o). Casto
budeme zobrazovat elementarni funkce, které nespliuji uvedeny predpoklad. Tento ,,pro-
blém*“ lze snadno eliminovat tak, zZe danou funkci ndsobime Hevisideovou funkci jednot-
kového skoku 7(t). V literatufe je zvykem, ze tuto skutecnost ¢asto mlcéky predpokladame
a nezapisujeme.

Priklad 5.3. Naleznéte Laplaceiv obraz funkce jednotkového skoku 7(t).

Reseni. Pied kazdym nalezenim obrazu je vhodné ovéfit, Ze integral definujici obraz
konverguje. Stac¢i ovéfit, ze je origindlem Laplaceovy transformace viz Definice 5.2. U
Heavisideovy funkce snadno ovéfime i platnost predpokladu (iii) dané definice, napft. vol-
bou konstant M =2, ty =1 a s = 0. Pfimym vypoc¢tem ziskame:

r o)1t 1 . 1

V nasledujicim piikladu odvodime obecnéjsi vztah pro Z(t"n(t))
Piiklad 5.4. Naleznéte Laplaceiv obraz funkce t"n(t), kde n je celé nezdporné ¢islo.

Reseni. U této funkce snadno ovéime i platnost predpokladu (iii) dané definice napf.
volbou konstant M = 1, ty = exp (n) a s = 1. Nejdfive odvodime rekurentni vztah:

gwmmz/ﬂwM#@ﬁ:mnPigﬁjﬁ}+

0 p 0
0 7 . . exp(—pu) n . n |
— [ t" T exp(—pt) = — lim ———— + = Z(t" ) = " oppn N
p/ p(=pt) == lim = 2 In(0) =~ 2 (1)

0

VyuZijeme predchozi pitklad jako £ (tn(t)) = 1/p a uZitim rekurentniho vztahu celkové

dostaneme:
n!

anrl :

Z(t"n(t)) =
O

Piiklad 5.5. Naleznéte Laplaceiv obraz funkce exp(wt)n(t), kde w € R je libovolné.
Reseni. Pro ovéfeni predpokladu (iii) Definice 5.2 staci volit M = 1,ty =1as=w + 1.

[e.9]

.ﬂmwmmb/mmwmwmw:

lim

U—00

{_am—@—wﬂ>“_ L em(-(p-wu) 1
pP—w 0 P—w u—ox pP—w p—w
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Poznamenejme, ze v poslednim ptikladu lze za w volit libovolnou komplexni konstantu.

Véta 5.6. Predpokladejme, Ze plati F(p) = L f(t), G(p) = ZLg(t). Necht r >0, w € C

jsou konstanty. Ddle necht f(07) = lirél+ f@) a fO0%) = li%l+ fO(t). Potom plati
t— t—

ndsledugict tvrzend.

Tvrzent o

Predmet Obraz
linearité af(t) + bg(t) aF(p) + bG(p)
podobnosti f(rt)

posunuti predmétu

_ — —rp
o £t =yt —v) e F(p)
posunuti predmeétu £t + () ePE(p) — [e P f(t)dt
vlevo 0
posunuti obrazu et f(t) F(p—w)
derivaci predmétu 1) pF(p) — f(07)
n-té derivaci ol o ,
(n) n _ @) (n+),,n—1—1
predmétu F() PUE(p) = 2 fO0)p
derivact obrazu tf(t) —F'(p)
deriwaci podle , ,
parametru o falt,a) Fo(p, @)
¢
F
integraci predmétu / f(r)dr F)
0 p
integract obrazu @ / F(z)dz
P
konvoluci predmétu ft) g (t) F(p)G(p)
Duhameliv vzorec — f(0T)g(t) + f'(t) x g (¢) pF(p)G(p)

Poznamenejme, Ze pro funkce f(t), g(t), které jsou nulové pro zaporny argument (jsou
origindlem Laplaceovy transformace), je dfive uvedeny integrél definujici konvoluci modi-

fikovan na vztah:

f(t)xg (1) :/0 f(t —7)g(r)dr.

Protoze néktera tvrzeni predchézejici véty plynou bezprostiedné z vlastnosti integralu,
zameéfime se v dalsim na jejich uziti.
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Priklad 5.7. Vysledky Prikladu 5.4 a Piikladu 5.5 odvodte pomoci tabulky uvedené v
predchézejici vete.

Reseni. V obou odvozenich budeme postupovat podle réiznych tvrzeni z tabulky.
1. Funkci f(t) = " je mozné urc¢it pomoci funkénich hodnot derivaci této funkce:
f™M@t)=nl, f90)=0 proi=0,...,n— 1.

Uzitim tvrzeni o n-té derivaci funkce dostavame:

n—1
n! . , n
— =2 (™) =przr =3 (1D i =gt - 0= L =
; ((™)™) =p io( )P p T

2. Analogicky lze uzitim tvrzeni o posunuti obrazu Laplaceovy transformace funkce
jednotkového skoku 7(t) odvodit obraz funkce e**:

Lot = L(en(t)) = L(p—w) = ——.

p—w
[l

Priklad 5.8. Pomoci tvrzeni uvedenych v predchézejici tabulce odvodte Laplaceovy
obrazy funkci sin at, cos at, t cos at.

Reseni. Obraz funkce sin at mtuzeme ziskat uzitim Eulerova vzorce a linearity Laplaceovy
transformace z predchoziho vysledku:

ejat _ e—jat gejat _ ge—jat
2j B 25
1( 1 1 ):i.pjtja—(p—ja) a

Zsinat = &£

2j \p—ja p+ja 2j p? +a? S p?ta?
Laplacetiv obraz funkce cos at bychom mohli ziskat obdobné. Druhou mozmosti je vyuziti
predchoziho vysledku a tvrzeni o derivaci pfedmétu dostavame:

p

a
a cosat = £ (sinat) = p ¥sinat —sin0=p- ——— —sin0 = Lcosat = ———.
( ) =r P p* + a?

p

Derivaci podle parametru a odvodime Laplacetv obraz funkce ¢ cosat z obrazu funkce
cosat:

Osinat Otz p? — a?
ZL(tcosat) =L S i LU .
( ) da da (p? + a?)?
Uvedeny vysledek lze také ziskat jako ——2 "+ \Witim tvrzeni o derivaci obrazu. O

dp
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V dalsim textu se zabyvejme podrobnéji obrazy periodickych predmétti. Pfipomernime,
ze funkce f(t) je periodicka s periodou T', jestlize plati f(t+T) = f(t) pro t > 0. Oznacme
fr(t) = f(t) — f(t)n(t — T) funkci tvofenou jednou periodou v intervalu (0,7") a mimo
tento interval nulovou. Déle ozna¢me £ f(t) = F(p), £ fr(t) = Fr(p) a pouzijme rovnost

f@)n(t) = fr(t) + f(E = T)n(t =T).

Po aplikaci Laplaceovy transformace na tuto rovnost s vyuzitim tvrzeni o posunuti pred-
métu odvodime:

F(p) = / F(t) exp(—tp) dt + / " F(t) exp(—tp) dt = Fr(p) + exp(=Tp) F(p).

Po tpravé tohoto vztahu dostavame tzv. vétu o obrazu periodické funkce.

Véta 5.9. Necht funkce f(t) je origindlem a navic je periodickd s periodou T. Potom
platt

Fr(p

F(p) = )

= e To) (5.2)

Priklad 5.10. Naleznéte Laplaceovy obrazy dvou technicky vyznamnych funkci a sice
jednocestného usmérnéni fi(t) = max(sint, 0) a dvoucestného usmérnéni fo(t) = |sint|.

Reseni. V obou piipadech je nutné uréit Laplacetv obraz funkce
f(t) =n(t)sint — n(t — m)sint,
ktera je nenulova pouze v intervalu (0, 7).

exp(—pt)(cost + psint)|™ 1+ exp(—mp)
p*+1 0 a (p*+1)

Zft)= /07r sint exp(—pt)dt =

1. Funkce f; ma periodu 27 a uzitim predchozi véty dostavame

L+exp(—mp)

_ (P°+1) - L
Lh = T ep(-2m) ~ P D= o)

2. Funkce f, méa periodu 7 a stejny obraz zakladni periody. Uzitim predchozi véty
dostavame

Ly = SR _ 1 1+exp(-mp)
1—exp(=7p) (pP*+1) 1—exp(—mp)

L ep(P)+exp(=F) 1 cosh(F) 1 L (TP
1) op(P) —op () Pl soh(2) @D (3):
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Dalsim typem hledanych Laplaceovych obrazii jsou obrazy predmétii, které nejsou ori-
ginalem Laplceovy transformace, jako je napt. Diracova distribuce. Pti hledani téchto ob-
razl postupujeme podobné jako u Fourierovy transformace. Vyuzijeme toho, ze takovyto
predmét je limitou predméti, jez jsou originaly Laplaceovy transformace. Laplaceovou
transformaci téchto predmétt dostaneme posloupnost, jejiz limita je obrazem hledaného
predmétu. Podobné jako u Fourierovy transformace Ize u hledani obrazu Diracova impulsu
a jeho derivaci vyuzit tzv. filtracni vlastnost, analogicky jako v Piikladé 4.5 b), tj.

Lot —t) = / 5t — to)e ™ dt — o107, (5.3)
0

20 -1) = [ e = 1 ()
0

=ple . (5.4)
t=to

Uvedme jednu moznost vyuziti obrazu Diracova impulsu pii hledani obrazi nékterych
funkci. Piikladem miize byt funkce definovana pro rizné intervaly rtiznym piedpisem tak,
ze zobecnénéa derivace dostatecné velkého fadu této funkce je ve tvaru linearni kombinace
Diracova impulsu a jeho derivaci. V téchto pfipadech mtzeme Laplacetiv obraz urcit i
bez analytického zapisu této funkce (viz Paragraf 4.1), a to pouze s vyuzitim tvrzeni o
integraci pfedmétu a znalosti obrazu zobecnéné derivace této funkce. Cely postup budeme
ilustrovat na prikladeé.

Priklad 5.11. Naleznéte obraz funkce popisujici lichobéznikovy impuls definovany po-
moci funkce f,

( 1
t—1, pro t € (1,2); %
1, pro t € (2,3); Y
f(t) = 0 1 . 4 5 6
—t/2+45/2, pro € (3,5); 05
0, jinak. B

Reseni. Na obrazku je zobrazen graf funkce f spolu s jeji prvni a druhou derivaci. Druh4a
derivace je zobecnénou derivaci a je vSude nulova kromé linedrni kombinaci Diracovych
impulsti:

1 1

frt)y=0(t—1)—0(t—2)— 55(75 —3)+ 55(1& —5).
Aplikaci Laplaceovy transformace dostavame rovnici
1 1
PER) = 20 =™ — e — e g o,

odkud jednoduchou tipravou ziskdme obraz F'(p) funkce f(t),

et — 2e3P — 2P 4 1
p-e°P
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]

Poznamenejme, Ze pro obecny lichobéznikovy impuls f(¢) s body zmény t1, o, t3, t4 a
vyskou v, 1ze analogicky nalézt druhou zobecnénou derivaci

f3(t) =

()

5(t —ty) — 5(t —ty) — 5(t —ts) + 5(t — t4)

to — 11 lo—1 ty — 13 ly — 13
a analogickym postupem s predchozim ptikladem ziskdme Laplacetiv obraz

_ ta—t1 to—t1 ta—1t3 ta—t3
F(p) - 2
p

N 24

feSime v nasledujicim ptikladé Laplaceovou transformaci systém integro-diferencialnich
rovnic. K nalezeni daného feseni z vypocteného obrazu vyuzijeme jiz znamych vysledki,
které byly odvozeny diive pii ilustraci nékterych vlastnosti Laplaceovy transformace.

Piiklad 5.12. Naleznéte neznamou funkci i;(t), ktera spolu s funkei is(t) a poc¢atecnimi
podminkami 7 (0) = i5(0) = 0 je FeSenim systému integro-diferencidlnich rovnic

Liy (t) + Miy(t) = n(t),

1 t
Mz"l(t)+Lz"2(t)+5/ ia(s)ds = 0.
0

Tato tloha muze byt interpretovana jako nalezeni proudu 7;(¢) v primarnim obvodu dvou
induktivné vazanych obvodi, pficemz jsou indukéné svazany dvé civky o stejné indukci L
a induktivni vazba mezi civkami je M (M < L). Druhy obvod je tvofen kromé indukéné
svazanych civek jesté kondenzatorem o kapacité C'. V case t = 0 pripojime k primarnimu
obvodu napéti majici pribéh jednotkového skoku 7(t). Poc¢ateéni podminky jsou nulové,
coz znamena, ze v Case t = (0 je energie magnetického pole civek nulova stejné jako
energie elektrického pole kondenzatoru. Poznamenejme, Ze se jedna pouze o modelovou
situaci, nebot nejsou vzaty v tvahu ohmické odpory v systému. Z Laplaceovova obrazu
této soustavy,

1
LpIi(p) + Mply(p) = o
1
Mpl,(p) + (Lp+ C—p) L(p) = 0,

muzeme snadno uréit funkei /;(p) (napfiklad uzitim Cramerova pravidla):

1 Mp
p
L(p) 0 g MLPJFCLP) CLp? + 1
1\P) = = — .
Lp  Mp Lp (Lp + Cip) — M?p?2 C(L? — M?)p? <p2 1 _C(LQL_M2)>

Mp Lp—l—cip



140 LAPLACEOVA TRANSFORMACE

Pfti hledani proudu () si zjednodusime situaci tim, ze rozlozime funkci I;(p) na soucet
parcidlnich zlomk, tj.

L, / /
I - —_ . _ k _
1(p) L P M2 e +a2’ de a= M2

Nyni ke kazdému zlomku najdeme vzor. S funkcemi, které maji obraz roven jednotlivym
parcialnim zlomkim (bez konstant), jsme se seznamili v P¥ikladu 5.4 a v Pfikladu 5.8.
Odtud dostévame

(1) t n M? C i at

i =—+ —/————-sinat.

! L L\ =M
Jednoznacnost takto nalezeného Teseni je dale v textu feSena ve Vété 5.15. Protoze v
obvodu nebyly vzaty v potaz ohmické odpory neni systém stabilni a proud s ¢asem vzriista.

Tento piiklad doklada dilezitost postupu najit pfedmét k danému obrazu, tj. di-
lezitost inverzni Laplaceovy transformace. Poznamenejme, Ze ¢asto provedeni inverzni
transformace je nejobtiznéjsi ¢asti feseni ptikladti tohoto typu. Uvedeme proto nékolik
vét, které vymezi nutné podminky pro funkce komplexni proménné, jez jsou obrazem
originalu Laplaceovy transformace.

Véta 5.13. Necht funkce F(p) je obrazem origindlu Laplaceovy transformace, potom
plati (tzv. nutné podminky):

1. Existuje cislo & tak, Ze F(p) je requldrni funkci komplexni proménné v poloroviné
Rep > &.

2.V poloroviné Rep > &, kde & > &, plati: lim F(p) = 0.
p—o0

3. V oblasti |p| < kRep, kde k > 1, existuje konecnd limita lim pF(p).

p—00

Poznamka 5.14. Uvedena kone¢na limita lim pF'(p) mé vazbu k funkei f(¢), pro niz
p—oo

Zf(t) = F(p). Existuje-li totiz lirr}r f(t), potom plati
t—0

lim f(t) = lim pF(p).

t—0t p—0o0
Analogicky je mozné ukazat, ze existuji-li nize uvedené limity, potom plati

lim f(¢t)= lim pF(p), kde k > 1 je konstanta.

t—o00 p—0
Ip|< kRe p

Poznamenejme, ze budeme pracovat i s funkcemi, které uvedené podminky nesplnuji a
nejsou obrazy v klasickém slova smyslu, zejména se jedna o obraz Diracovy funkce. Pod-
minky uvedené ve vété jsou pouze nutné ale ne postacujici. V literatufe je v této souvis-
losti ¢asto uvadéna funkce F(p) = \[, ktera nutné podminky spliiuje, ale neni obrazem

zadné funkce f(t).
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5.1 Zpétna Laplaceova transformace

Vychodiskem tvah o zpétné Laplaceové transformaci je Lerchova véta.

Véta 5.15. Necht vzory fi(t), f2(t) maji stejny Laplaceiv obraz, tj. L fi(t) = £ fa(t).
Potom plati

| 1m0 - ejac=o

0

Pro dva originaly (Definice 5.2) se stejnym obrazem se tyto pfedméty mohou lisit
pouze hodnotami v izolovanych bodech, ve kterych alespon jeden z nich neni spojity.
Odstranénim této nejednoznacnosti tim, Ze se dale omezime na originaly, kterd maji v
bodé nespojitosti funkéni hodnotu rovnu aritmetickému primeéru limit zleva a zprava,
muzeme definovat inverzni Laplaceovu transformaci.

Definice 5.16. Necht F je funkce komplexni proménné, ke které existuje original La-
placeovy transformace. Priradime-li k funkci F' original f spliujici pro kazdy svij bod
nespojitosti ¢

Flto) = % (lim (1) + lim f(t)) ,

t—td t—ty

potom toto pfirazeni nazyvame inverzni Laplaceovu transformaci. Tuto skute¢nost zapi-

sujeme £ 1 F(p) = f(t).

Obdobné postupujeme i u inverzni Laplaceovy transformace Diracovy distribuce a jeji
derivace.

5.1.1 Zpétna transformace racionalni lomené funkce

Zakladni myslenka je velmi jednoducha. Vychéazi z moznosti rozkladu racionalni lomené
funkce (musi byt ryze lomend) na soucet parcidlnich zlomki. To je postup, ktery by
mél kazdy Ctenar znat z integralniho poctu funkci jedné proménné. Tato mysSlenka je
nekdy zastiena slozité vypadajicimi vzorci, které postup zjednodusuji jen ve specialnich
pripadech. Jelikoz F' je funkce komplexni proménné, mtizeme vyuzit i rozklad na parcialni
zlomky v komplexnim oboru.

V pripadé kdy se jedna o zlomek se jmenovatelem ve tvaru kvadratického trojclenu v
prvni mocniné je vhodné tento zlomek upravit na soucet obrazi funkci sin a cos:

Ap+B  A(p+a) B — Aa
(p+a)2+b> (p+a)2+b2  (p+a)?+b?

= AZLe " cosbt — (B — Aa).Le " sin bt,

pricemz bylo pouzito tvrzeni o posunuti obrazu na vysledky Prikladu 5.8.

Misto uvadéni vzorcti, které mohou za ur¢itych predpokladii urychlit vypocet (napf.
polynom ve jmenovateli ma jednoduché koteny), je vhodné uvést, ze v literatufe je mozné
dohledat rozsahlé slovniky transformace.
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Nutné a postacujici podminka, aby raciondlni lomend funkce F'(p) byla obrazem ori-
gindlu (viz Definice 5.2), je pfedpoklad, Ze funkce F(p) je ryze lomend, tj. stupen
polynomu ve jmenovateli je vétsi nez stupen polynomu v Citateli.

Cely postup zahrnujici rozklad na parcialni zlomky budeme ilustrovat na nasledujicim
prikladu.

2
(P> +1D(p+1)*

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze kvadraticky dvojélen ve jmenovateli je v prvni mocniné
nebude obtizné provést rozklad na soucet parcialnich zlomkt v readlném oboru.
Predpokladany tvar rozkladu bude

2 A n B n Cp+ D
P+De+1)> @+ @+1)? @*+1)
Po formalnim souctu na pravé strané porovnavame citatele obou zlomk, tj.

2 A(p+1)(p2+1)+B(p2+1)+(0p+D)(p+1)2‘

P+ Dp+172 (P* + 1)(p +1)?
Rovnice, ze kterych uréime hledané konstanty A, B, C', D, mtizeme ziskat bud porovnanim
funkcénich hodnot nebo porovnanim koeficientti u stejnych mocnin proménné p. Prvni dvé
rovnice ziskame porovnanim funkénich hodnot pro p = —1, p = 0, dalsi dvé rovnice
porovnanim koeficientd u mocnin p3, p, tj.

Priklad 5.17. Vypoctéte L1

2 = 2B,
9 = A+ B+ D,
0 = A+C,

0 = A+C+2D.

Tento systém ma feseni A = 1= B, C' = —1, D = 0. Jestlize mame k dispozici rozklad
je dalsi vypocet jednoduchy. Obvykle vyuzijeme vzorci pro nalezeni predméti. V tomto
pripadé mizeme vyuzit i vysledkt z Prikladu 5.5 a z Prikladu 5.8:

1 2 4 1 1 1 1 D
— g I T
(p* +1)(p+1)° (p+1) (p+1) (»*+1)
n(t)(e™" +te™" — cost).

[]

5.1.2 Integralni tvar inverzni transformace

P1i hledani integralniho tvaru Laplaceovy transformace vyuzijeme vlastnosti Fourierova
integralu. Necht funkce f(¢) je origindlem Laplaceovy transformace s indexem riistu s.
Potom pro s > sq integral

/0 (b dt
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konverguje a tedy pro funkci f(¢)e™* plati Véta 4.17, jejiz tvrzeni v bodech spojitosti
funkce f(t)e™*" d4va identitu:

f(t)e—st / / f e 5T —]z z—t) drl dz = _/ e]zt /f —(s+j=z)x dr!l dz.

V prvnim integralu (vnitinim) je mozné nahradit spodni mez —oo nulou nebot, funkce
f(z) je origindlem Laplaceovy transformace. Po vynésobeni vyrazem e a provedeni sub-
stituce ve druhém integralu (vnéjsim) s+ jz = p, dz = dp/j dostavame rovnost:

s+jo00

1
(s+j2)t —(s+j=z)x — —px _
f) =5 / / fa dz | dz = _2m / fe)er de| p=

—00 s—joo
(integral podle proménné = definuje Laplaceiv obraz F(p) funkce f)
1 s+joo 1 s+jw
F(p)e?" dp = presndji = 57 lim F(p)e?" dp.

27T] s—jo0 T) W= s—jw

Uvedeny nevlastni integral po pfimce p = s+ jw, kde —00 < w < 0o se obvykle vzhledem

k technické narocnosti nepocita primo, ale pomoci rezidui. V nasledujici vété jsou uvedené
uvahy konkretizovany.

Véta 5.18. Necht funkce F(p) je holomorfni vsude s vyjimkou izolovanych singularit
D1, -, Pn leZicich v poloroviné Rep < s. Necht funkce F(p) konverguje stejnomérné k
nule na libovolné posloupnosti kruznic |p| = R,, lim R, = oo. Potom pro konvergentni

s+joo
éntegrdl/ !F(p)ept} dp plati

_joo
1 s+joo 3 rez (F'(p) exp pt rot >0

f(t) = 2—/ F(p)e! dp = k;lp:pk( p)exppt) 7 (5.5)
] Js—joo 0 prot <0

Uziti této véty je v nasledujicim ptikladu. Pro srovnani ur¢ime pomoci rezidui predmét
k funkci z prikladu 5.17.

2
(P*+1)(p+1)%

Reseni. Tato funkce spliiuje pfedpoklady véty. M4 t¥i singularni body, jeden pdl p; = —1
druhého fadu a dvojici komplexné sdruzenych polt ps3 = +j. Vypocteme jednotliva
rezidua funkce F'(p)e?!

2 2ert N\’ 2tePt 4pePt
rez e = lim 2 ) = lim S =e '(1+1),
(p?+1) r—-1(p2+1)  (p?+1)2

2€pt 2€:tjt e:l:jt

Piiklad 5.19. Urcete vzor k funkci F(p) = £}

pt _— | — - _
LD+ 02 T N N (E)(E2) 2
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a dostavame funkci f(t):

2 e/t + e~
-1 —t —t
=e (1+t)— ——F—=¢"(1+1)—cost.
Ganerr YT e
O
Poznamka 8. Uvedenou vétu lze formulovat i v podstatné silngjsim znéni [9]. Napii-

klad miize byt rezidui nekoneéné mnoho a jejich suma je nahrazena nekonec¢nou fadou,
kde rezidua sc¢itame podle velikosti jejich modulu. Tamtéz je pouziti této veéty pii hledani
predmétu, ktery je T periodicky; to jest funkce F'(p) je soucinem a jeden ¢initel je zlomek

[t Tento zlomek méa nekonecné mnoho jednoduchych pola. Dale je tfeba pozna-
— e_

menat, ze predpoklady této véty nejsou splnény ani u jednoduchych funkci. Naptiklad u
funkce R(p)e™ (R(p) je raciondlni lomend funkce) postupujeme tak, Ze nalezneme pied-
mét racionalni lomené funkce R(p) a pouzijeme vétu o translaci. Dalsi moznosti je vyuzit

vyjadieni predmétu ve tvaru konvoluce.
Dalsim ,specidlnim“ pripadem je obraz, ktery je nulovy a holomorfni v nekonecnu.

Véta 5.20. 1. Heavivideova véta o rozkladu. Necht lze funkci F(p) pro |p| > R > 0
vyjadrit ve tvaru konvergentni rady:

an
Flp)=) —.
n=1 p
Potom plati:
2. at" ! > a
A i ——- —.
21

Uzite¢nost této budeme demonstrovat na nasledujicim pirikladu
- f o P . , sint 1
Priklad 5.21. Pomoci predchozi véty ukazte, ze plati £ - )= arctg —.
p
Reseni. Uvedenou rovnost ziskdme porovnanim rozvoj@ obou funkei. Funkce sint ma

o0
Taylorovu fadu se stfedem v ¢y = 0 ve tvaru sint = COM o dtud plyne rozvoj
k=0

(2k+1)!
funkce
( 1 k:t2k:+1
sin t kz (2k+1 0 thk
1 oo
Taylorovu fadu funkce arctgt lze ziskat integraci geometrické rady e Z(—l)kt%.

Plati tedy

0 -1 kt2k+1 1 o0 -1 k 1
(1) 3 (=1)

& arctg — = TSR
— 2k+1p

tgt =
arete 2% + 1 P

k=0
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0, pro sudé n = 2k; ]
V obou fadach mame a,, = Funkce arctg je funkci kom-

(=n" fohé 1 —
Smi1> broliché n =2k + 1.

plexni a v odvozené rovnosti je brana pouze hlavni vétev ve shodé se vzorcem 3.23. [

Poznamenejme, ze uvedeny piiklad muze byt vhodnou ukazkou pouziti Heavisideovy

, sint . .
véty v obou smérech, nebot funkce — ma transcendentni integral a naopak funkce

arctg — ma v pocatku podstatnou singularitu.
p

5.2 Souvislost Fourierovy a Laplacevy transformace

P1i odvozovani integralniho vyjadreni inverzni Laplaceovy transformace jsme ukazali, ze
Laplacetiv obraz funkce f(t) je ekvivalentni souboru Fourierovych obrazt funkei f(t)e™*,
kde s > sg. Z toho plynou nékteré nasledujici disledky.

Fourierovy obrazy lze nékdy pocitat pomoci Laplaceovych obrazii, které se snaze po-

¢itaji, nebot to jsou holomorfni funkce. Rozlisme dva pfipady:

1. Funkce f(¢) je nulova pro ¢t < 0 a obraz Fourierovy transformace existuje (je origi-
nalem Laplaceovy transformace), potom Fouriertiv obraz dostaneme tak, ze v La-
placeovu obrazu za p dosadime p = jw:

Ff(t) = F(w) = Zf()]

p=jw

2. Funkce f(t) ma obraz Fourierovy transformace a pro ¢ < 0 je nenulova. Oznacme
fT(t) zazeni funkce f(t) na (0,00) a f~(t) = f(—t) prot € (0, 00). Pfedpokladejme,
ze jejich Laplaceovy obrazy Fi(p) = £ fT(t), Fa(p) = L[~ (t) existuji. Potom plati

Flw) = /_ T p(t)et dt —
| swe s [T et = i) + i),

Uziti této identity umozni v navaznosti na vysledek piikladu 5.21 urc¢it Fourieriv obraz

sin t sin ¢
funkce —~ Uvézime, ze funkce — je sudé a dostavame:
sint 1 —1
F | — | = arctg — + arctg —.
t Jw Jw
S pouzitim vzorce 3.23 dostavame rovnost

. . .1 . - —1 .
P sint :_ZLH1+JE—ZLHMZ—Z an+1+an_1
A R T R T = A A TE R TR VA

—1
Jw

Pro redlnou proménnou w nastavaji dvé mozné varianty
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w —

1
1. |w| > 1, z ¢ehoz plyne 1 > 0 a dané logaritmy jsou realnymi funkcemi, které se
w

vzajemné seCtou na 0, nebot jejich argumenty jsou prevracenymi hodnotami.

-1
2. |w| < 1 z ¢ehoz plyne d 1< 0 a pro dané logaritmy plati:
w

w—1

w+1+. )
T+ In
J w+ 1

w—1

w+ 1 L w—li

L _
T B |

In

‘+j7r—2j7r,

nebot se realné logaritmy odectou ze stejného divodu jako v prvnim pripadé.

Celkové dostavame funkei, které je nulovéa pro t € R\ (—1,1) a v intervalu (—1,1) rovna

—%2]’77 =

7 () = atute+ 1) - - 1)

5.3 Uziti Laplaceovy transformace k reseni rovnic

Jak jsme jiz uvedli v ivodu, je Laplaceova transformace s vyhodou pouzivana k feseni di-
ferencialnich, integro-diferencialnich rovnic a jejich soustav. Pfednosti tohoto postupu je,
ze pri jeho uziti u rovnic s konstantnimi koeficienty jsou transformované rovnice algebraic-
kymi. Dalsi vyhodou je, ze pfi feseni Cauchyho pocatecéni tlohy neni tfeba hledat obecné
feseni a posléze urcovat partikularni feSeni na zakladé pocatecnich podminek. Je-li cilem
nalezeni obecného Teseni integro-diferencialni rovnice, dosadime za pocatec¢ni podminky
obecné konstanty a popsanym postupem ziskame obecné feSeni.

vvvvvv

navic budeme pii hledani predmétu uzivat riizné moznosti jeho nalezeni.

Priklad 5.22. Naleznéte feseni diferencialni rovnice 2" — 22" = e'(t? + ¢ — 3), uréené
pocatecnimi podminkami z(0) = 2, 2/(0) = 2.

Reseni. Nejdiive nalezneme obraz rovnice:

L' 2Ly = Let? + Le't —3.L€,

2 1 3
2
p°X(p)—2p—2—-2pX(p)+4 = + — ,
) ) ESSVERN YR
—3p% +Tp — 2
X(p)(p*—2p) = +2p — 2.
0t -2) =~k

Rovnici vyfesime vzhledem k X (p) a ziskanou racionalni lomenou funkei rozlozime na
soucet parcialnich zlomk :

X(p) 23 — 8p? +9p — 1 1 . 1 1 2
p = prmy - - .
(p—1)3p—2) p—2 p—-1 (p—-12% (p—-1)3
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Predmét nalezneme pomoci vzorce pro obraz funkce " spolu s tvrzenim o posunuti obrazu:

-1 1 1 . 1 o 2 — o2 el(] —f— 2
o) =% {p—2+p—1 (p—1)2 @—1P} tell—t-t)

Priklad 5.23. Naleznéte feSeni systému diferencidlnich rovnic
Byt — Y5 +yp—tn = 2%+ f(1)
yé - 3y1 - 07

uréené pocateénimi podminkami y;(0) = 0, 5(0) = y2(0) = 0, kde f(¢) je libovolna
spojita funkce.

Reseni. Budeme postupovat analogicky s pfedchézejici ukazkou. Nejdiive uréime obraz
systému rovnic (f(t) < F(p)):

4
3pY1 — p*Ya +pYo = Y1 = 5 T Ew),
pYy =31 = 0.
Vzhledem k proménnym Yi, Y5 jsme ziskali systém dvou linearnich rovnic
4
(Bp— N1 +Yalp—p?) = 5 T E®),

jehoz Teseni mizeme ziskat pomoci Cramerova pravidla:

&+ Fp) p(1-p)

0 p & +pF(p) 2 F(p)
= :3p2—p+3p—3p2:1¥+7’
3p—1 p(1-p) N i .
2p

-3 0 6 3F()
2p P2 0p

Déle pouzijeme vzorec pro obraz funkce t" spolu s tvrzenim o integralu predmétu dostéa-

vame:

n(t) =2 {% + @} =t 4 %f(t),
ya(t) =27 {]% + g@}:t?’ + g /otfm dr.
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Predmét k obrazu F'(p)/p, v némz je blize neurcené funkce, jsme ziskali podle tvrzeni
o integraci pfedmétu. Stejny vysledek bychom ziskali podle tvrzeni o konvoluci pfedméti.
Funkce 1/p mé pfedmét Heavisideovu funkei jednotkového skoku a F(p) funkei f(t).
Vyjadreni predmétu ve tvaru konvolu¢niho integralu je postup mnohem vyuzitelnéjsi.
V dalsim prikladu tohoto obratu vyuzijeme pii feseni diferencialni rovnice s periodickou
pravou stranou.

Priklad 5.24. Reste diferenciélni rovnici ¢’ +y = f(¢) = max(sint, 0) spolu s nulovymi
pocatecnimi podminkami y(0) = 0.
Reseni. S vyuzitim Piikladu 5.10 ziskdme snadno Laplacetiv obraz rovnice

1
(p? + 1)(1 — exp(—7p))’

pY(p) +Y(p) =

ze které snadno nalezneme obraz fesSeni,
1
(p+1)(p* +1)(1 — exp(—=7p))
Funkei Y'(p) je mozné chapat jako soucin dvou funkei
1 1
p+1 (P +1)(1—exp(—7p))

se znamymi predméty. Vyuzitim tvrzeni o konvoluci pfedméti mizeme feSeni formalné
vyjadrit ve tvaru konvolu¢niho integralu:

Y(p) =

t
y(t):/ e~ =" max(sin 7, 0) dr.
0

Velice casto, napi. pfi studiu asymptotického chovani feseni rovnice, je vhodnéjsi jiny
zapis tohoto Teseni ve tvaru souctu periodické a neperiodické slozky. Predpokladejme, ze
takovyto postup je mozny a obraz reseni ma tvar:

1 . A G27r(p)
(p+1)@*+ 1)1 —exp(—7mp)) p+1 1—exp(—2mp)’

kde druhy sc¢itanec je obrazem periodické slozky. Vzhledem k periodicité pravé strany
f(t) = max(sint,0) rovnice o¢ekdvame periodu 27w pro tuto periodickou slozku feSeni.
Proto, s vyuzitim tvrzeni o obrazu periodické funkce, je obrazem této slozky feseni zlomek,
ktery ve jmenovateli obsahuje rozdil 1 — exp(—27p) a Citatel je obrazem jediného impulsu
G, (p). Po vynésobeni rovnice vyrazem 1 — exp(—27p) dostavame

Y(p) =

1 14exp(—pr) _ A(l — exp(—2mp))
p+1  (p+1) (p+1)

+ Gg,r(p).

Nyni pouzijeme inverzni transformaci s tim, ze druhy c¢initel soucinu vlevo je predmétem
jednoho impulsu for(t) = n(t)sint — n(t — 7)sint a pii stanoveni pfedmétu levé strany
rovnice vyuzijeme tvrzeni o konvoluci predmét
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e '« (n(t)sint — n(t — m)sint) =

/ e () dr = A (e n(t) — (e 2m)) + g ).
0

Protoze predméty for, g2, jsou pro t > 2w nulové dostaneme vztah z néhoz uréime A:
e"+1 -1
e = :
2 2(exp(m) — 1)
Po dosazeni za A do rovnice ziskdme vztah, ze kterého uréime na intervalu (0, 27) perio-
dickou slozku FeSeni go,(t). V intervalu 0 < ¢ < 7 plati:

e_t/ e’ sinTdr = Ae (1 —e*) = A =
0

t (t ) 1 e—t
gor(t :/ eV Vsintdr + - =
=, 2 (exp(r) — 1)

eft

L L (sint — cost +e'—=
——————— = — | sint —cost +e :
2 (exp(m) —1) 2 em — 1

(e_t + sint — cos t) +

DN | —

Analogicky dostavame pro m <t < 27

i 1 e’
Gor(t) = / e sinrdr + - —— =
0 2 (exp(m) — 1)

€ €
_(eﬂ_'_l)_|_7 _

Reseni y(¢) nalezneme ve tvaru souctu
1

2(exp(m) — 1)
kde gper(t) je periodicka slozka feSeni dostate¢né popsana pribéhem v zédkladnim intervalu
(0,27) ( gper(t) = gox(t) pro t € (0,2m). Vzhledem k tomu, Ze neperiodickd slozka A =
= me’t nabyva velmi malych hodnot, lze pro dostatecné velka ¢ feseni ztotoznit s
periodickou slozkou. Toto ma i prakticky vyznam. Dana rovnice popisuje tok elektrického
proudu v obvodu tvofeném civkou o indukci L = 1 a ohmickym odporem R = 1, ktery byl
v case t = 0 pripojen k jednocestnému usmérnénému napéti. Nalezena periodicka slozka
feSeni popisuje potom ustaleny stav. O]

y(t) = e + Gper (1),

0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2

0,1
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Poznamka 9. V predchézejicim prikladu byl realizovan postup nalezeni periodické slozky
feSeni. Podrobnéji je tento postup popsan v [9].

V praktickych pripadech casto opakované fesime podobné rovnice, kde leva strana je
stejnd a méni se pouze prava strana. Budeme-li rovnici interpretovat tak, ze jeji feSeni
je reakci néjakého systému na vstup popsany pravou stranou, je vhodné ziskat vysledek
ve tvaru, kdy je mozné pouze dosazovat riizné pravé strany. Napt. je-li feSenim proud v
elektrickém obvodu popsanym néjakou linearni integro-diferencialni rovnici s konstantnimi
koeficienty £(i(t)) a pravou stranou je né&jaké napéti u(t), ke kterému je obvod pfipojen,
znamena to opakované Fesit rovnici L£(i(t)) = wu(t). Z toho plyne, ze Laplaceiv obraz
této rovnice Y (p)L(p) = U(p) ma FeSeni za stejnych poc¢atecnich podminek vzdy ve tvaru

soufinu funkeci 1

S vyuzitim vlastnosti konvoluce dvou funkei ( ) < m u(t) <> U(p) dostavame Feseni

Y(p) =

i(t) = /0 [(t — 7)u(r)dr.

Vyse uvedend funkce I(t) se v teorii linedrnich systému nazyva impulsni charakteristika,
protoZe je tato funkce chapéna jako odezva systému na Diractiv impuls. Funkce [(t) je totiz

L(p)

d(t) < 1. Stanovit tuto charakteristiku experimentdlné je obtizné, nebot se Diracova
funkce i pfiblizné nesnadno aproximuje. Je mnohem jednodussi stanovit charakteristiku
h(t) jako reakci systému na Heavisideovu funkei jednotkového skoku:

1

L(h(#) = n(t) < Hp)Lp) =
Tato charakteristika se nazyva prechodova charakteristika a umozni s vyuzitim Duhame-
lova vzorce jiné vyjadieni reakce systému L(i(t)) = u(t) na libovolnou pravou stranu u(t).

Plati

Laplaceovym vzorem funkce a Citatel tohoto zlomku je obrazem Diracova impulsu

1 1
I(p) = mU(p) = me(p) =pH(p)U(p)

a aplikaci zminéného Duhamelova vzorce dostavame
i(t) = h(t)u(0") + h(t) *u'(t) mnebo i(t) = h(0T)u(t) + h'(t) * u(t).

V pripadé, Ze se jedné o linearni diferencialni rovnici n-tého fadu s konstantnimi koefici-
enty tj.,
Li(t) = ani™ (t) + an_1i™ V() + - - + a1i(t) + agi(t),

je funkce L(p) charakteristickym polynomem. V tomto pfipadé mame moznost uréit pred-
mét [(t) 1 jinak nez jako odezvu na Diractv impuls. Budeme-li uvazovat homogenni systém,
tj. systém s nulovou pravou stranou, a dale konkrétni pocatec¢ni tilohu urc¢enou pocatec-
nimi podminkami

i(0) =0, 7(0) =0, ... ,i"2(0)=0,i""V(0) =1,
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dostaneme pro obraz feSeni rovnici ve tvaru

Posledni rovnice je az na nasobek ay obrazem impulsni charakteristiky linearniho systému.
Partikularni feseni nehomogenni linearni diferencidlni rovnice mizeme vyjadiit pomoci
konvoluéniho integralu, jiz difive zavedené vahové funkce. Ta je feSsenim nehomogenni
rovnice (délend koeficientem a,,) spliiujici vyse uvedené pocatecni podminky.
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5.4 Slovnik Laplaceovy transformace

Vsechny predméty v tabulce jsou ndsobeny funkei jednotkového skoku 7(t) a tuto skutec-

nost je tfeba pii praci s tabulkou zohlednit.

Predmét Obraz Predmét Obraz
A 1
A — e—at
p p+a
n N n! —atyn n!
", ne prtl e 't —(p T
p —at p +a
cosbt, b#0 R e " cos TEREN
i b —at s b
sinbt, b # 0 o e “sin bt PERsEwE
p —at p+a
coshit 070 p?— b2 ¢ coshl (p+a)? -2
i b —at : b
sinhvt, b# 0 PR e “sinh bt R
2 2 _ 2
p~—b —at (p+a)*—10
t bt, b #0 aty bt
cosbt, b # 7+ 0 e "t cos (CESOEETE
i 2bp aty 2b(p + a)
t bt b att bt
sinbt, b # 0 1 1) e “tsin (CETEENE
e —e” b4 1 e —cosbt — ¢ sinbt 1
: a
a—b (p—a)(p—0) a? + b? (p — a)(p? + 1?)
aeat bebt b % P aeat — 4COS bt + bSin bt P
a
b (b= a)p—?) @@+ B (b= ) +57)
(1 + at)e™ p ae™ + b? cos bt + absin bt »?
(b= a)? a*+ b2 (p — a)(p? +0?)
t -+ a’_tQ eat p sin bt — bt cos bt 1
2 (p—a)® 2b3 (p® + b?)?
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5.5 Priklady na procviceni

Cviceni
1. Urcete Laplacetiv obraz funkce f(¢)n(t)
a) f(t)=1—2cos3t b) f(t) =te
c) f(t) = Vte ™ d) f(t) = te' cos 2t

2. Nacrtnéte graf signdlu f(t) a urcete jeho Laplaceiv obraz:

0 prot<0 2% — ¢2 0<t<2
— pro
a)f(t) =< 2 ro0<t<1 b)f(t) =
JF) pro" = 1) {o prot < 0,2 <t

1 prol<t
0 prot <0 2t—4 pro2<t<4

c)f(t)=4qsint pro0<t<3 d)f(t)y=¢8—-t pro2<t<8
1 pro 5 <t 0 prot<2,8<t

3. Nacrtnéte graf periodického signalu f(t) s periodou T' a urcete jeho Laplacetv obraz:

a) T=6

2t pro0 <t <2

t)=<44t—-4 1<t<2 t) =
1 Pro-= = J® 0 pro2<t<4

0 pro0<t<1 {
6—1t pro2<t<6

4. Urcete predmét k Laplaceovu obrazu F'(p)

0 Fp) = B b) F(p) = gy
_ 3)2 241
0 Flp) = 2 D) =

5. Naleznéte feSeni diferencidlnich rovnic uréenych pocatecnimi podminkami:
a) y” + 5y + 6y = 12¢', y(07) = ¢/ (") =1
b) y" + 4y = cost, y(07) =0, y/(07) =0

) y”’ +y =¥ y(07) =1, ¥'(07) = -1, y"(0+) =2

d) ¥’ +3y +2y =t+efy(0h) =¢/(07) =0

o

6. Naleznéte Teseni integralnich a integro-diferencidlnich rovnic pfipadné urcenych poc¢ateénimi

podminkami:

a) y +6y+9f0t (r)dr =0, y(0*) =0

b)y —y— 2f0 7)dr = sint, y(0T) =0
t

c) y(t) = cos 3t +/ ey (r)dr
0

t
d)y"+y +y +/0 y(r)dr =2,y(07) =2, y/(07) = -2

7. Naleznéte Teseni systému diferencidlnich a integro-diferencialnich rovnic urcenych pocatec-
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nimi podminkami:
/
=y —2
a) , 91(07) =1, 42(07) =1
yp= 5y +3y

b) yi= Tyr —18ys +12e”" %) — 2, (0" — 1
y Y1 =4, Y2 =
yvh= 3y1  +bya +be!

y'll +7y§ +8y1 =0
b) , 1 (0M) =1, y1(07) =0, y2(07) =0 y2(0T) =0,

Yy —yp +2y2 =0

= —2nt+
b) b= 21— 3y, 4ys o v1(07) =1, y1(07) =0, y2(07) =1 y5(07) =0,
Y5 = 2ys —3ys
Vysledky
la) F(p)z% 1b) F(p):(pj;?)?’
16) ) = 5L s 1) Flp) =
2a) F(p) = ep%p 1- %e_p(?) —e %)
2b) F(p) = %(1 —e ) — }%(1 +e %)
e gg;{{pl;)e—Z e e %fjpe_iegp i eisp)
3) Flo) = =0+ o 30) F(0) = s
sa) F(t) = % (14e) Ab) f(#) =t —2 = !t +2)
4c) f(t) =1—2sin3t
4d) f(t) = % 1+e *(12cos 3t — ?m 3t)
5a) f(t) =e' 5b) f(t) = %(cost — cos 2t)
5¢) £(t) = 36cost —12sint —e' — 15
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7a) y1(t) = e*(cos 3t — sin 3t)
7b) y1(t) = —4e 2" + 37" 4 3e'

7 8
7c) yi(t) = 17 o8 4t — 1 cost
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6 % transformace

Cilem predchozi kapitoly bylo seznamit ¢tenafe se zakladnim matematickym aparatem
pro popis systémi se spojitym ¢asem. Velice casto se zabyvame systémy kdy se studovana
veli¢ina vytvafi, pripadné je meérena, jen v diskrétnich casovych okamzicich, zpravidla
stejné od sebe vzdalenych. Takovym piikladem jsou impulsni soustavy. Situaci popisujeme
pomoci posloupnosti, jejiz ¢leny predstavuji hodnoty jisté fyzikalni veliciny v danych
¢asovych okamzicich. Rovnice popisujici vlastnosti téchto diferenc¢nich systémi mizeme
resit analogicky jako ve se spojitém piipadé pomoci transformace. Touto transformaci je
% transformace.

Definice 6.1. Necht je dana posloupnost ¢isel {f,}5°,. Jestlize existuje alespoii jedno
komplexni ¢islo 0 # z # oo takové, ze funkéni fada

F(z) = Zg (6.1)

konverguje, potom fekneme, ze posloupnost {f,}5°, je 2 transformovatelnd nebo-li pii-
pustna. Jeji soucet F(z) je komplexni reguléarni funkce definovana v okoli bodu oo a
nazyvame ji obrazem posloupnosti { f,}2,. Tuto skute¢nost zapisujeme Z{f,} nebo téz
F(z) < {f.}. Toto pfifazeni je jediné a nazyvame jej Z-transformaci.

V dalsim textu budeme pro jednoduchost indexovani posloupnosti vynechavat, tj. sym-
bolem {f,} budeme rozumét vzdy posloupnost {f,}°°,. Poznamenejme, Ze casto byva
posloupnost zapisovana pouze pomoci n-tého ¢lenu f,,, resp. posloupnosti funkénich hod-
not f(n). Abychom vymezili mnozinu pfipustnych posloupnosti zavedeme pojem index
riastu posloupnosti.

Definice 6.2. Rekneme, Ze posloupnost {f,} je ohraniceného riistu s indexem s, jestlize
existuji konstanty M, s takové, Ze

|fn] < Me®™ pro vSechna n € Ny.

Véta 6.3. Plati, Ze posloupnost { f,,} je Z transformovatelnd, pravé kdyz je ohraniceného
rustu s indexem s, kde s je vhodné cislo.

Piiklad 6.4. Konstantni posloupnost {1} (posloupnost {1} nazyvame diskrétni jednot-
kovy impuls) je ohrani¢eného ristu s indexem 0. Jeji obraz nalezneme pomoci souctu
geometrické rady, tj.

o 1l—z71 -1
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Piiklad 6.5. Snadno vidime, Ze posloupnost {€*"} je ohrani¢eného rustu s indexem |al,
pro libovolné komplexni a. Jeji obraz nalezneme opét pomoci souctu geometrické rady.

a

>, e = [e\" 1 z
F(Z):Zz_”zz<;> T l-eiz 1l e

n=0 n=0

Pokud bychom tuto posloupnost zapsali ve tvaru {a"} obdrzeli bychom vysledek ve tvaru

z

Z{a"} =

z—a

Nez uvedeme vétu, kterd prehledné shrne zakladni vlastnosti 2 transformace, zave-
deme nékteré dilezité pojmy analogické s pojmy vyskytujicimi se ve formulaci podobnych
vét pro transformace integralni. Dilezitym pojmem je konvoluce.

Definice 6.6. Konvoluci {f, * g,,} posloupnosti { f,}, {g.} nazyvame posloupnost, pro
jejiz cleny plati vztah

=0

Priklad 6.7. Spoctéme konvoluci nékolika jednoduchych posloupnosti

{fa} [ {gn} | {fn*gn}

W W X1=fp+y)

W} | 2i= {5+ 1)

1y {2 {iio fi} = {5} posl. &st. soucti
() | () (S = Df) =nlfux D) = () #1

Poznamenejme, Ze jsou-li obé posloupnosti pripustné je i jejich konvoluce pripustna
posloupnost. Navic je konvoluce posloupnosti operaci, kterd je komutativni, distributivni
a asociativni.

Definice 6.8. Necht k je pfirozené ¢islo. O posloupnosti {g,} = {fui+x} Tekneme, ze
vznikla z posloupnosti { f,} posunutim o k mist vlevo, jestlize pro jeji ¢leny g, plati

Gn = foer pro n=0,1,2,....

O posloupnosti {h,} = {f.—r} Fekneme, ze vznikla z posloupnosti {f,} posunutim o k
mist vpravo, jestlize pro jeji ¢leny h,, plati

h 0, pron=0,1,...,k—1;
' fok, Pron==rkk+1,....
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Dalsi dtlezitou operaci je vytvotreni posloupnosti diferenci k dané posloupnosti.

Definice 6.9. Necht je zadana posloupnost {f,} potom vyraz Af, = f,+1 — [, nazy-
vame prvni diferenci a {Af,} posloupnosti diferenci. Diference vyssich fada definujeme
rekurentné pomoci prvni diference

AFfr = A(AFT)
a vyraz A*f, nazgvame k-tou diferenci a {AFf,,} posloupnosti k-tych diferenci.

Poznamenejme, ze mtzeme tedy posloupnost diferenci chapat jako linearni kombinaci

posunutych posloupnosti:
k
[k
8= L0 (4 o (62)

i=0
Tento vztah lze dokdzat matematickou indukei. Budeme-li povaZzovat posloupnost { f,,} za
posloupnost nulovych diferenci {A°f,} ( tj. A°f, = f.) uvedeny vzorec plati pro k = 1.

k-1
(k-1
Pouzijeme-li indukéni pfedpoklad pro k — 1 tj. AF Ly, = E (—1)k_1_2< , )fn+i, pro
i
i=0
k-tou diferenci odvodime

ke _ Ak-1 N _k_l_ k—1—i k—1 ._k_l_ k—1—i k—1 )
A fy = AT g = AT = (1) ) farni =Y (<) i

1

=0 =0
k=2 e k-1 g
= Josk + Z(_l)k_l_l< ; 1) Jorrvi = Z(_l)k_l_z( ; 1) fari+ (1) fo =
i=0 i=1

k-1 k1 k—1 k1
oot S0 (7 it D0 (M) s+ (000 -

fuse + ’Zi(—l)k-i (D)« (7)) e vt = 0= (e

_ =0

g

-3

Diference posloupnosti jsou obdobou derivaci funkci na intervalu. V nasledujicim ptikladé
se s diferencemi seznamime na konkrétnim priklade.

Piiklad 6.10. Spoétéme vsechny diference posloupnosti f,, = n?.

{0,1,4,9,16,25,...} fo=n? zadana posloupnost,
{1,3,5,7,9,16,...} Af,=2n+1 posloupnost prvnich diferenci,
{2,2,2,2,2,2,...} N2 f, =2 posloupnost druhych diferenci,

{0,0,0,0,0,0,...} AFf, =0  posloupnost k-tych diferenci, kde k > 2.
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Véta 6.11.  Predpokladejme, Ze posloupnosti {f.}, {gn} jsou ohraniceného ristu.
Oznacme F(z) = Z{fn.} a G(z) = Z{gn}, dilen € N, a,b € C jsou konstanty. Potom
platt

Véta o Predmet Obraz
pozndmka
linearité a{fn} +b{gn} aF(z) +bG(z)
podobnosti {a" fn} F (2)
posunuti vpravo {fn_r} 2R (2)

posloupnost { fr,—x} je doplnéna nulami

posunuti {frsr} P {F(z) — kz:: 5—4
derivaci obrazu {nfn} —2F"(2)
integraci obrazu {%} /ZOO %C) d¢
must platit fo =0, tj. {fn/n} =10, f1, f2/2,...}
konvoluci predmétu {fn*gn} F(2)G(2)
diferenci {A*f.} (z—1*F(z) — zkz::(z — DAL

posloupnost A* je také pripustnd, A°f, = f,
castecnem - z
Spt = i F(z
souctu {sn) {;f} z—1 (2)

posloupnost {s,} je také pripustnd

Na misto provadéni diikazi procvicime pouziti jednotlivych vét ptfi hledani obrazi
pripustnych posloupnosti.

Priklad 6.12. Pomoci vysledku v Prikladu 6.5 a véty o linearité muzeme odvodit né-
sledujici vysledky.

, Fledon} — Fleion} 1 z z
Z{sinan} = % =5\ o TTeu) "
1 2(ef* — 1) B zsina
2j 22 — z(ed® e o) +1 22 —2zcosa+1°
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Analogicky dostavame

2 — ey — e

1 22—z +e*)  (z—cosa)z
222 — z(el* +ed*)+1  22—2zcosa+ 1

Dale oznacme {a,} = {1}, {b,} = {(=1)"}, {cn} = {j"}, {d.} = {(—j)"}, potom plati

posloupnost kombinace obraz
(0)=(1010.)  fed=bad+b)) e
(£} =1{0.1,0,1,...} {fa} = $({an} = {bu}) S
O N N S U (L RO ——
{ha} ={0,1,0,-1,0,1,...} {ha} = L({ea} — {du}) o
{1,0,0,0,1,0...} Y{an} + {ba} + {ca} + {dn}) jj -

Priklad 6.13. Na vysledcich pfedchoziho prikladu je mozné demonstrovat pouziti vét
o posunuti vpravo i vlevo. Plati vztahy mezi posloupnostmi {e,_1} = {f.} = {ens1}, pro
jejich obrazy soucasné také plati:

22 22

SUEE) =g = F(2) :z(zz_l —1> — A(B(z) 1)

Priklad 6.14. Pomoci véty o derivovani obrazu ({nf,} < —zF’(z)) postupné urcete
obrazy posloupnosti {n}, {n%}, {n3}.

ReSent. Z{n} = —= (Z{1}) = —= (Z )= —oe :11)2 - = = 5

Analogicky dostaneme obraz posloupnosti {n?}, {n3}:

—z—1 2242

F{n?t = —2(ZF{n}) = —= (ﬁ) B FEy Rl (6.3)

zz—i—z)’_ 2+1+4z 2(22+1+42)

Pty = 2 (Z(n?}) = -2 (m oy (69

]

V nésledujicim prikladé nalezneme obraz jedné posloupnosti tfemi zptisoby s vyuzitim
riznych vét.
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1
Priklad 6.15. Naleznéte obraz posloupnosti { (n N ) }

2
2
Refenf. 1. Vywijeme visledi Pikladu 6.14 2'{n} = _21)2 a Z{n?) = (j _+1'§3.
1 1
Souctem obrazi obou posloupnosti a jeho délenim 2, nebot (n;t > = §(n2 +n),

dostavame:
n—+1 1 z 224z 22—+ 2242 22
Qp = — -+ = — .
2 2\ (z=12 (2—1) 2(z—1)3 (z—1)3

1
2. Vyuzijeme skutecnosti n—2|— )} = {1} * {n} (viz Priklad 6.7) a véty o obrazu
konvoluce ({f, * gn} < F(2)G(2)):

2

()2 - i

n
3. TTeti moznosti je vyuzit znamé skutecnosti E 1= ( 9 > a uzitim vety castec-
i=0

nych souctech:

g{(ng_l)}_zilff{n}_zil(z—zl)Q_(2521)3'

V nésledujicim prikladé pouzijeme vétu o integraci obrazu.

1 -1 n+1
Piiklad 6.16. Naleznéte obraz posloupnosti { f,}oo, = {0, 1, —gre (=1) }
n

Reseni. Tuto posloupnost mfizeme také zapsat jako posloupnost { f,,/n}, kde je posloup-
nost {f,} = {0,1,—1,...}. Ve vété o integralu obrazu polozime {f,} ={0,1,—1,1,...}
a jeji obraz mtzeme ziskat jako soucet geometrické rady:

11 (—1)+! 2 1

Z{0,1,-1,1,...} = —— — +--- = =
{77 P } P 22_’_ + n 1_|_%

Integraci racionalné lomené funkce F({)/¢ provedeme pomoci rozkladu na parcidlni
zlomky:

ff{ n }_/ <(<+1>_/z (C <+1)d<_<§5noo[mC

. (() z z 1
L D% = 1 L ~L —_L —In(1+>
n(C+ DL colr%o(ngontl M Ut )




162 Z TRANSFORMACE

kde Ln je hlavni vétev logaritmu a navic plati:

lim Ln S = Ln lim i =Lnl=0
Co—0o0 Co+1 Ci—>0 1 %

]

Véta 6.17. Necht {f.} je pripustnd tj. Z{f.} = F(2). JestliZe niZe wvedené limity
existuji, potom plati:

lim F(z) = fo pocdtecni hodnota (6.5)
i P =3, (60
liII(l)(Z —1)F(z) = lim f, koncovd hodnota (6.7)

Uzite¢nost téchto limitnich vztaht je mimo jiné dana u vztahu (6.5) moznosti nahradit
predpoklad fy = 0 pfedpokladem na funkci F'(oco) = 0. Vztah (6.6) ndm umozni vyuzit
predchozi ukéazky k urceni souctu

(_1 n+1

> 1
E ) zlimln(1+—):ln2.
n z—1 z

n=1

6.1 Souvislost & a Laplaceovy transformace

Predpokladejme, Ze posloupnost {f,} je pfipustna. Uvazujme zobecnénou funkei

f(t) = an(s(t - n)

Vypocteme Laplacetiv obraz této zobecnéné funkce:

& i Fab(t —n) = i,,%fné(t —n) = i fae ",
n=0 n=0 n=0

Tento vztah se nazyva diskrétni Laplaceova transformace a substituci e? = z dostavame
obraz Z transformace posloupnosti { f,,}.

6.2 Zpétna ¥ transformace

Timto pojmem rozumime nalezeni vhodné posloupnosti {f,}, kterd ma funkci F'(z) za
sviyj obraz pii 2 transformaci. Kazda funkce komplexni proménné F'(z), kterd je v okoli
bodu co holomortfni, je obrazem vhodné posloupnosti {f,}, to jest Z{f.} = F(z), coz
také zapisujeme:

ZHF(2)} = {fu}- (6.8)
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Protoze cleny této posloupnosti jsou koeficienty Laurentova rozvoje je toto zobrazeni
jednoznac¢né a navic pro né plati integralni vzorce:

R

=— | F(2)z"! =0,1,2,... . 6.9
27_[_] Cp (Z)Z Y n A R ()

kde C, je kruznice se stiedem v pocatku o dostatecné velkém poloméru takovém, Ze
vSechny pripadné singularity lezi uvnitt této kruznice. Tento postup je pomérné naroc¢ny.

Poznamka 10. Pii hleddni vzoru £ transformace miZeme vyuZzit vSech vlastnosti 2
transformace, které jsou pirehledné shrnuty ve Vété 6.11. V nasledujicim paragrafu, véno-
vanému hledani vzoru pro racionalné lomenou funkci, to bude linearita zpétné transfor-
mace 21, kterd plyne z linearity 2 transformace.

Situace se vyrazné zjednodusi pti hledani vzoru pro racionalné lomenou funkci.

6.2.1 Predmét k racionalni funkci

Je-li obrazem % transformace racionalné lomena funkce, lze predmét nalézt pomérné
jednoduse nékolika moznostmi.

1

1. Rozkladem na parcialni zlomky: kde k € N a z; je konecné komplexni

2 — 29)k’
¢islo. Presnéji feceno pro raciondlni funkci, ktera neni ryzi, je vyjadieni ve tvaru
souctu konstanty a parcialnich zlomki. Pro parcialni zlomek kde & = 1 snadno
ziskame . ) ,
SN SN S S 6.10)
z—z 1-—-2 =z 22 23

Rozvoj parcidlnich zlomkt (z — 29)7%, kde 2 < k € N mtzeme odvodit z roz-
voje (6.10), jestlize jej k — 1 krat derivujeme. Situaci presné popisuje nasledujici

veta.
Véta 6.18. Je-li zg # 0 plati
1 1 k 20 E—1+4+n\ z
ot Gl () A e
coZ dava predpis pro hledanou posloupnost
E—14+n\ z7
fa=0pron<ka fr, = < E1 )Zk(}rn pro k <mn

Poznamenejme, Ze uvedend véta plati i pro k = 1 a prava strana rovnice (6.11) je

jenom slozit&ji zapsané prava strana (6.10). Podobné ptfipadny predpoklad zy # 0
neni nutny, ale pro 2y = 0 je parcialni zlomek pfimo Laurentovym rozvojem.

Celkové mtzeme postup hledani predmétu 2 transformace k racionalni funkci shr-
nout do jediné véty. Racionalné lomenou funkci vyjadiime ve tvaru souc¢tu konstanty
a parcialnich zlomkt a z linearity 2 transformace ziskame predmét jako soucet
predmeétii jednotlivych parcialnich zlomkt podle zndmych vzorci. Uvedeny postup
predvedeme na piikladech.
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Priklad 6.19. Naleznéte predmét 2 transformace k funkci

2244z —1
(z+1)2(z-1)

ResSeni. Rozklad racionélni funkce ma tvar

2244z -1 1 2

Cr1PG=1) 2-1 G+i2

Podle vztahu (6.10) dostavame

T
Z — 1 z Z2 n
a podle vztahu (6.11)
R W T ST
(z+1)  2° 23 ntl "o

a predmét pivodni racionalni funkce je ve tvaru souctu jednotlivych predméti

224+42—1 1 2+1 1+2(n—1)(=1)"
4+ :

— _.I_ -
(z+1)2(=z2-1) = 22 Zn
Zapis predmétu Z transformace k dané funkci lze realizovat i takto

2244z -1

o~ Dot 120 =D,

kde &g, je tzv. Kroneckeriv symbol. m

2. Pomoci rezidui: Je-li funkce F(z) raciondlné lomend méa konecny pocet singularit
2k, které jsou poly nebo odstranitelné singularity a vyse uvedeny integral miizeme
vy¢islit pomoci rezidui

1
= — F(2)z"'dz = rez F(z)z" 1. 6.12
i 1 > P (612

Ja

Postup budeme ilustrovat na stejném zadani.
Priklad 6.20. Naleznéte predmét 2 transformace k funkci

2244z —1
(z+1)2(2—1)
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Reseni. Vypocet ¢lent posloupnosti {f,} musime provést dvéma zptisoby, nebot

funkce obsazena v integralu F(2)2" 'dz m4 pro n > 0 pouze dva pdly z = 1

P
(prvniho f4du) a z = —1 (druhého fadu). Cleny vzoru {f,} k této funkci pro n > 0
vyjadiime jako soucet

f = res (22 +4z — 1)1 e (22 +4z — 1)1
O R P <z—1> T - )
— lim <(z +4z — > 4-1"
z——1 2—1 1+1
_ fim z"”(nz + (3n 24+ 2—5n)z+n—1)+1

R
—(2n—1)(~1)" +1

Pro fy plati vypocet

F . (22 +42-1) e (22 +42—1) tre (22 +42-1)
= rez rez I' Z ==
0 z=—1 Z(Z —+ 1)2(2 — 1) z=1 Z(Z + 1)2(2’ — 1) (Z + 1) (Z - 1)
. (22 + 42— 1) ’+ 4 +—1
1m —Q =
2——1 z2(z—1) (I1+1)2-1 -1
522 — 22 +1 8
lim — 2 — T2 - % 49—
N = (2e(-12 "

Celkove dostavame predmét Z transformace k dané funkci ve stejném tvaru

2244z —1

(z+ 1)2(z — 1) = {0on +1+2(n—1)(=1)"}.

]

3. P¥imo z definice: Vyjdeme-li ze vztahu (6.1), je mozné ziskat ¢len f, také tak, Ze
dany vztah vynasobime 2"~! a n-krat derivujeme. Ziskdme tak fadu, kterd zacina
vyrazem (—1)"f,n!27""! nebof » umocnéné na nezdporné celé mocnitele derivo-
vanim zmizely. Vynasobime-li nyni fadu 2" a provedeme limitni pfechod z — oo
dostaneme vzorec

Ptestoze, odvozeni tohoto vzorce je jednoduché, jeho uziti komplikuje nutnost urcit
n-tou derivaci racionalné lomené funkce, coz je vhodné realizovat ve tvaru rozkladu
této funkce ve tvaru souc¢tu polynomu a parcidlnich zlomkt. Nebudeme proto uva-
dét piiklad vypocétu pomoci tohoto v literatufe [3] uvadéného vzorce. Misto toho
uvedeme dalsi moznost
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4. Déléni polynomu polynomem: Tento postup ndm umozni v mnohych piipadech
urcit vzor jak je dokumentovano v nésledujicim prikladu

Priklad 6.21. Naleznéte predmét 2 transformace k funkci

2244z —1
(z+1)2(z—1)

9 1 3 3 7 7 11
v ’ 2 . 3 2
Reseni. (2°+4z—-1):(2°+z2 —2—1)—_;4—;—;—%?—;—1—;

1
22 4z -1 —-
z
1
3z +-
z
3 3
32 +3 —_ ——2
z z
4 3
-3 +- )
z z
3 3 3
3 2 _2 il
z 22 +z3
7 3
z 23
7 +7 _7 _7
z 22 23 24
7 4 7
2 T3 Ta
7 7 7 7
T2 @ ta s
11 7
23 5

Poznamenejme, zZe pti ilustrovani rtiznych moznosti byl timyslné volen tentyz ptiklad, aby
mél ¢tenai moznost vzajemnym porovnanim zvolit metodu, kterd mu vyhovuje. Dalsi
urcovani predmétt 2 transformace bude diléi tlohou pifi vyuziti 2 transformace. V
textu jsou uvedeny dvé moznosti uziti 2 transformace. Prvni je k feseni diferen¢ni nebo
rekurentnich rovnic a druh& moznost je k urc¢ovani kone¢nych soucti.

6.3 ResSeni diferen¢énich a rekurentnich rovnic

S diferen¢nimi a rekurentnimi rovnicemi se setkavame pii popisu diskrétnich systémi v
ruznych oblastech a to jak v matematice samé (napf. pfi numerickém feSeni diferenci-
alnich rovnic, v konstruktivni teorii funkeci, v teorii pravdépodobnosti) tak v aplikacich
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(numericka analyza fyzikalnich poli, elektrotechnika, stavebnictvi apod.) Analogicky s fe-
senim linearnich integro-diferencialnich rovnic uzitim Laplaceovy transformace muzeme
resit linearni diferenc¢ni rovnice. Za linearni diferenc¢ni rovnici s konstantnimi koeficienty
povazujeme:

ar {A"Yn} + -+ az {A2yn} +ao{yn} = {fn},
kde a # 0, r € N, n € Ny a navic

e a; jsou kone¢né komplexni konstanty pro ¢ = 0, ..., r, které se nazyvaji koeficienty
rovnice.

e {f.} je zadand posloupnost komplexnich ¢isel, kterd se nazyva prava strana rovnice.

e {y,} je hledand posloupnost, kde prvnich r ¢lenti yo, y1, - . . , y-_1 jsou obvykle zadany
jako pocatecni hodnoty.

Pr1i hledani feseni postupujeme obvykle nasledujicim zpisobem:

1. Nalezneme obraz diferenc¢ni rovnice, ktery je v pfipadé linearni diferen¢ni rovnice s
konstantnimi koeficienty rovnice algebraicka.

2. Dosazenim pocatecnich podminek do této algebraické ziskdme rovnici, ktera jedno
feSeni a nalezneme tak obraz feseni diferencni rovnice.

3. Hledané feseni {y, }, potom uré¢ime zpétnou transformaci.

Priklad 6.22. Reste diferen¢ni rovnici {A%y,} —{y,} = {1} s po¢dteénimi podminkami
Yo =0, Ayo = —1.

ResSeni. Uréime obraz diferen¢ni rovnice 2 { A%y, } — 2 {y,} = 2 {1}, piicemZ oznacime
Ly} =Y (2):

(= = 1Y (2) = 2(e = Do — 2y — Y (2) = ——.

Dosazenim pocatecnich podminek a vyfreSenim rovnice ziskdme obraz fesSeni:

(z—1)2Y(2)+2-Y(z) = zil’
Y(2)(2* - 22) = Zil—z:2j:f2,
MO 112

K tomuto obrazu feseni nalezneme snadno pfedmét uzitim (6.10):

1 {2__11} = {-1}.
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Druhou moznosti zapisu zavislosti, které popisuji diferen¢ni rovnice je tzv. rovnice reku-
rentni. Dosadime-li za vSechny diference linedrni kombinaci ¢lenii hledané posloupnosti

pii vyuziti vztahu
r - r—i T

1=0

lze kazdou diferenc¢ni rovnici s konstantnimi koeficienty pfepsat na rovnici, kterd méa tvar:

A{tnir} + -+ Ao{Ynsa} + A{ynsar} + Aolun} = {fn} (6.13)

kde A, # 0 # Ap a A; jsou vhodné komplexni konstanty. Vzhledem k tomu, ze ze znamych
pocatecnich podminek 1ze opakovanym pouzitim tohoto vztahu urcit libovolné v, je tento
tvar rovnice nazyvan rekurentni rovnici. Postup naznac¢ime na rovnici z Prikladu 6.22.

Priklad 6.23. Prepiste rovnici z Pfikladu 6.22, tak aby neobsahovala diference.

ReSeni. 7 ilustrativnich dtivod odvodime druhou diferenci A%y, bez pouziti vyse uve-
deného vzorce:

A2yn = A(Ayn) = Yn+2 — Yn+1 — (ynJrl - yn) = Ynt2 — 2Unt+1 + Yn-

Po dosazeni do rovnice dostavame

Wt} = 2{Una} +{unt —{yn} = {¥ns2} — 2{yn1} = 1.
O

Pti hledani feseni rekuretnich rovnic postupujeme stejné jako u rovnic diferenc¢nich, to
znamena, ze nejdiive ur¢ime obraz dané rovnice, ktery vyresime. Potom zpétnou trans-
formaci ur¢ime feSeni ptivodni rovnice jako vzor feseni obrazu puvodni rovnice. Situaci
budeme ilustrovat na prikladu znamé Fibonacciovy posloupnosti. Poprvé byla uzita ital-
skym matematikem Leonardem z Pisy, znamym spiSe jako Fibonacci, ktery zil v letech
1170 az 1240. Problém kraliki zverejnil Leonardo z Pisy jiz v roce 1202 v knize Liber
abaci. Tento problém miizeme formulovat takto: Kolik kralikii vzejde po roce z jednoho
paru, jestlize kazdému péaru se v obdobi dospélosti, tj. po dvou mésicich, narodi jeden
novy par. Oznacme ¥, pocet pari kralikil v n-té generaci, ptficemz predpokladame, ze
z&dni kralici neuhynou. Pro zjednoduseni budeme kraliky rozliSovat na staré (mohou mit
potomky) a mladé (nemohou mit potomky) pary. V (n+ 2). generaci je starych part jako
v8ech pard v (n + 1). generaci, tj. y,+1 a mladych part je zde tolik, kolik bylo starych
part v (n + 1)-ni generaci, tj. jako vSech pari n-té generace, tj. y,. Touto tvahou jsme
odvodili rovnici Y, 12 = Ynt1 + y,. Dale pfedpokladejme, Ze zaciname s mladym parem t;j.
Yo=y1 = 1.

Priklad 6.24. Naleznéte hodnoty tzv. Fibonacciovy posloupnosti uréené rekurentnim
vztahem f, o = f,11 + fn a pocatecnimi hodnotami fy = f; = 1.
Nejdrive nalezneme obraz a nasledné vytesime:

A(F(z)—1—-1/2) = 2z(F(2)—1)+ F(2),
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22

F(z) =

22 —2-—1

Rozkladem na soucet ,,parcialnich“ zlomkt dostaneme Fibonacciovu posloupnost:

2 1 1++vV5
F(z) = © = T ,  kde z15 = \/_7
22—z2z—1 z1—2 \2—21 2—2 ’ 2
n+1 n+1
£o= zlz{l—zgzg_ 1 1++5 1—+5
o z2—2 /5 2 2

Uvedeny vysledek neni v prilis praktickém tvaru. Rozvineme proto n 4 1. mocniny podle
binomické véty a v rozdilu obou zévorek se ode¢tou sudé mocniny v/5:

(5]

g [ () B ()] - (L)

n (012|345 6| 7] 8| 9/10| 11| 12| 13| 14
fol 111235 |8[13]21 |34 |55|89 | 144|233 | 377|610

Poznamka 11. Poznamenejme, Ze pti obecnych pocatecnich podminkach yo = o, y1 =
mé obraz feseni dané rekurentni rovnice tvar

_ Yo2® + (y1 — yo)2
22— z—1

F(z) 7
proto rozklad na ,parcialni zlomky obsahuje pouze zlomky se stejnymi jmenovateli. Z
toho plyne, Ze feseni je ve tvaru vhodné linearni kombinace posloupnosti uvedenych vyse a
koeficienty této linearni kombinace lze stanovit z pocate¢nich podminek. Pro zjednoduseni
zapisu doplnime vyse uvedenou Fibonacciovu posloupnost ¢leny f o =1, f_1 = 0, ktera je
ziejmeé také FfeSsenim dané rekurentni rovnice. Pro linearni kombinaci posunutych posloup-
nosti g, = AYn—2 + Byn—1, Plati go = o, g1 = 3. Proto posloupnost g, = ayn_s + Byn_1 je
feSeni s poc¢atecnimi podminkami yo = «, y; = (.

V dalsim prikladu si ukdzeme moznost fesit rekurentni rovnice, kde feseni je zadano
jinak nez pomoci pocatecnich podminek.

Piiklad 6.25 (Zruinovani hazardniho hracée). Hra¢ hraje proti protivnikovi fadu
her, kdy vsadi jednu korunu a s pravdépodobnosti ¢ korunu vyhraje a s pravdépodobnosti
1 — g korunu prohraje. Tato situace se opakuje, dokud hrac¢ neziska pfedem stanovenych
N korun nebo neprohraje vSech n korun, se kterymi do hry vstupoval. Urcete pravdépo-
dobnost zruinovani hazardniho hrace, to jest, ze hra skon¢i jeho prohrou.

Reseni. Ozna¢me f, pravdépodobnost prohry (zruinovani) hrace, ktery ma n korun.
V situaci kdy hrac¢ vlastni n korun mohou nastat dvé vzajemné se vylucujici moznosti.
Prvni, ze hrac¢ korunu ziska, tedy pravdépodobnost zruinovani je f, = qf,.1. Druha, ze
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korunu ztrati a pravdépodobnost zruinovani je f,, = (1—q) f,,_1. Protoze pravdépodobnost
vzajemne se vylucujicich moznosti je souctem jednotlivych pravdépodobnosti, dostavame
rovnici

fn = an—i-l + (1 - q).fn—l-
Déle ze zadani plyne pocatecni podminka fo = 1 (hra¢ prohral) a fy = 0 (hrac¢ vyhral).
Nejdfive danou rovnici upravime na tvar analogicky s predchozim pfipadem (n nahradime
n+1)
1 1—g¢q
for1 =afar2 + A=) fo & far2 — Efn+1 + Tfn =0.
Pro provedeni & transformace potfebujeme také znat f;. Protoze hodnotu f; nezname,
oznacime ji jako parametr f; = a s tim, ze a dodatecné stanovime z druhé podminky
(fx = 0). Obraz dané rovnice je ve tvaru
@ 1 1—gq

2A(F(z) —1— ;) — az(F(z) -1)+ TF(Z) =0.

Odtud uréime F(z) a pro g # 3 rozlozime na ,parcidlni* zlomky, tj.
2 1 2 1
Prefomi)  #r(md) s geen-1 = gla-y)

F(z) = 22z 12 - 1 T a1 2qg —1 z4+1-12¢-1
q q (Z"‘]._a)(z_l) q

a FeSeni dané rekurentni rovnice (v zavislosti na «) pak je

_q(a+1)—1_(1—q)"Q(a—1)

Jn= 2¢ — 1 q 2¢—1 "

Dosazenim tohoto Feseni do druhé (okrajové) podminky fy = 0 stanovime «:

N
]__
ga+1) =1 (1—q\" gla—1) q(7q> +ta-1
L S e —0= a=
29 —1 q

2 — 1 q<<1_;q>N_1)'

Po dosazeni do ptvodniho vztahu, tak ziskdme konkrétni pravdépodobnost zruinovani

hazardniho hrace
()" (=)
q q

() -

V piipadé spravedlivé hry ¢ = 1/2 maji obraz feSeni a feSeni tvary:

22+ z(a—2) N —n
— & f=1 -1) & f,= .
22 —2z+1 / +nla—1) 4 N

F(z) =
Toto YeSeni je mozné ziskat pomoci rezidui, nebotf funkce F'(z) méa pouze pdl z = 1.

fn= (z”“ + 2" (a— 2))/|Z=1: n+1+n(a—2),
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N+1 1
0=fy=N+1+N(a-2) & 0_2:_7 N azl_ﬁ'
Situaci budeme ilustrovat pro n = 5, N = 10 a ti konkrétni moznosti ¢; = 0,4, ¢go = 0,5

a g3 = 0,6, pro které dostaneme t¥i rtizné pravdépodobnosti

(-6 23 _10-5 1 _(B)o-(3)°_ 1
S EI L T U8 =g =g ms 2)o_1 1025

Pomoci tohoto reseni mtzeme provést analyzu popisované situace v navaznosti na
volbu parametru ¢ pro ,velkd ocekavani® tj. N — oo:

() - (=)

l1—gq
<1 lim =1, nebot —— > 1,
q
¢=j3 Jlim 7 =1

Tedy pri spravedlivé g = % a nevyhodné ¢ < % hte je velkd pravdépodobnost zruinovani

hazardniho hrace pti velkém ocekavani N. O]

V poslednim ptikladé ukazeme jak lze postupovat u nehomogennich diferenc¢nich rovnic
tj. u rovnic, které maji nenulovou pravou stranu. Popiseme Teseni diskretizace rovnice z
Prikladu s obecnou pravou stranou u(t) (tj. diskretizaci LR obvodu s obecnym napétim).

Priklad 6.26. Naleznéte feSeni rovnice
Ini1 — Dy = au,, kde i =0, a,b,u, € R.

ResSeni. Obraz dané rovnice ma tvar

z

ol — bl =aZ{u,} & I = ﬁff{un} - % (Z 2 ) - ,,@”{un}) .

Zpétnou transformaci s vyuzitim véty o konvoluci dostavame

{in} = % ({0"} « {un} —{un}) & in = % (Z by, — un> = az by .

V nésledujicim Pfikladu 6.29 bude posloupnost {i,} konkretizovana pro tzv. sinusové
buzeni u,, = sin no. O

Pti feseni diferencnich resp. rekurentnich rovnic jsme mlcky predpokladali, Ze hledana
feseni maji obraz v % transformaci tj. jsou pripustné. Obecné to neplati, ale pokud
se jedné o rovnice s konstantnimi koeficienty s pravou stranou ve tvaru konec¢né linearni
kombinace funkei tvaru P(n)q"™ cos an, resp. P(n)q" cos an, kde P(n) je polynom, je kazdé
feSeni této rovnice pripustné.
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6.4 Konecéné soucty

Pomoci 2 transformace mizeme také odvodit souc¢ty nékterych konecnych posloupnosti
celych ¢isel. Vyuzivame pfitom hlavné vétu o ¢astecném souctu a vétu o derivaci obrazu.
Metodiku vypoctu si osvétlime na nasledujicich prikladech.

Piiklad 6.27. Urcete soucty druhych a t¥etich mocnin prvnich n pfirozenych ¢isel (pro

n
,prvni“ mocniny 3 i = ("}') je vieobecné zndmo ).
=0

Reseni. V Pifkladu 6.14 jsme odvodili 2 transformaci posloupnosti {n?} a {n3}, jestlize
pouZzijeme vétu o ¢astecném souctu pro posloupnost {n?} dostdvame:

)

Ve vyse uvedeném vztahu jsme pouzili diive odvozeny obraz (6.3) posloupnosti {n?}. Pro
nalezeni vzoru ve tvaru racionalné lomené funkce pouzijeme vypoctu pomoci rezidui:

242z 22z+1)

.2}22—1(2—1)3_ (z—1)*

1 A A | (2n+1)(n + 1)n
n—1 _ : e —_ =
rez F(z)z"" = 3 lim s (n+1n(n+2+n—1) G :

D

nebot funkce F'(z) ma pouze pdl ¢tvrtého fadu pro z = 1. Analogicky pro pro posloupnost
{n®} vyuzitim (6.4) dostavame:

Analogicky s pfedchozim pfipadem pro hledani vzoru k funkci F'(z) pouZijeme rezidua,
protoze funkce F'(z) ma pouze jeden pdl z = 1 patého radu:

(24+4241)  22(2+42+41)

}_ (2—1) N (z—1)°

1 4( n+3 4 n+2 n+1
rezF(z)z"*l:—lima (M7 4 4+ ) =

z=1 4! 21 824
214<(n+3)(n+2)(n—|—1)n+4((n—|—2)(n+1)n(n—1)+(n+1) (n—1)(n—-2) =
214(n+1) (0 +3)(n+2) + 400+ 2~ 1)+ (0~ 1)(n ~2)) = “”4”2 "
]

Povsimnéte si, ze jsme porovnanim se souctem prvnich n prirozenych cisel odvodili
jednu z nejdéle znamych c¢iselnych identit

148427+ +n=(1+2+3+--+n)

V dalsim prikladu ukédzeme jak postupovat v tlohach kdy se nescita pres vSechna cisla,
ale jenom pres vybranou podposloupnost.
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Priklad 6.28. Urcete soucet prvnich n lichych ¢isel a jejich druhjch mocnin.

Reseni. Motivovani Pifkladem 6.12 nalezneme postupné obrazy posloupnosti {(—1)"n}
a {(—1)"n?} podobné jako v (6.14):

g«—n%}:—z('z>,:(‘%

z+1 z+1)%
20t == () = o

Analogicky s predchozim prikladem odvodime

P - 2 (S0} - S - o

Nyni pomoci rezidui uréime vzory k funkcim F'1(z), F2(z):

1 ot /
o= e FUE) o L) = 5 = ()

1 2"((n+1)(z—1)—2)

4 (z —1)2

z=—1

n+1\/ (n + 1)”(_1)n
5(_2 ) z:—l_ 2 '

Odvodili jsme tedy vztahy pro soucty fad se stiidavymi znaménky

1

f2, = rez Fl(z)z" ' =

So(ayn G0 CD 1 h e (0 ()

, : 2
=0 =0
Dosazenim téchto vztahd pri substituci n = 2n — 1 do néasledujicich rovnosti
n 1 2n—1 2n—1 n 1 2n—1 2n—1
2(2@'—1) =3 (Z i — Z(—l)%’) resp. 2(22'—1)2 =3 (Z 2 — Z(—l)lz’?)
=1 =0 =0 =1 =0 =0
dostavame vysledek:

o 1/2n(2n—1) (-1 '2n-1) (1) 1 )
2(21_1)25( 2 2 Ty _Z):”

=1
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1 ((2(2n —1D)+1)@2n—-14+1)2n—-1) (2n—-1+1)2n— 1)(—1)2”1)
6 2

n(4n? — 1)
3 .

]

Posledni priklad bude vénovan v praxi vyuzitelnym typim sumacim. V navaznosti na
Priklad 6.26 se budeme zabyvat nasledujici sumou.

Priklad 6.29. Urdete soucet 1+ gsina + ¢?sin2a + - - - + ¢" sin na.

Reseni. Nejdiive pomoci véty o podobnosti a P¥ikladu 6.12 uréime:

. zq sin «
Z{q"sinna} = .
lg } 22 — 2zqcos a + ¢?

Pro obraz posloupnosti ¢astecnych soucti plati

"L 22gsina
2 ‘sinia p = .
{;q smza} (2 —1)(22 — 2zqcosa + ¢2)

Kvadraticky trojclen ve jmenovateli mé& dva komplexné sdruzené kofeny z; o =
= gexp(+ja). Funkce 2 ma tedy tii prosté pély a pomoci rezidui odvodime

Zqi sinia = rez F(2)2" '+ rez F(2)2" 1 + rez F(2)2" ' =

= z=z1 z=21 z=21
(z)" ! (29)" Tt gsin B
2j(z1 — 1) 2j(z1—2) ¢ —2qcosa+1
gsina + ¢"(gsinna — sin(n + 1))

qg?> —2qcosa + 1

Poznamenejme, Ze tento vysledek je pro |¢| < 1 v souladu s dfive odvozenym souctem
analogické nekonec¢né fady, nebot pro n — oo dostaneme stejny vysledek. O]

Zavérem kapitoly jesté uvedeme prehledné nékolik obrazt elementarnich posloupnosti,
prestoze vétsina vztahti byla jiz v textu odvozena formou prikladi vyse.
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Cislo vzorce | f(n), n=0,1,2,... Z{f()} =F(z) =) _ f(n)z™"
n=0
1 a” :
Z—a
az
3 " G=ap
az(z +a
6 n2an ( )
(z—a)?
a” 1 a L 2
6. Ck>1 ——Ln<1——)— z
n+k ak z —~a
2(z — cosw)
7.
cosen 22 —2zcosw + 1
3 . zZsinw
. sin
mern 22 —2zcosw + 1
n z
T (%) o1
22
8. {1,0,a,0,a%0,a3,0,...} 5
z2—a
2 3 4 .
9. {0,a,0,a%0,a°,0,a*, ...} 5
z2—a
6.5 Priklady na procviceni
Cviceni
1. Naleznéte obraz pii & transformaci posloupnosti:
1 1.1 1 1+ (=)™,
a.) {0,2,0,270,2,0,2,...} b) {23 }
1 1 1 1 T
2,0,2,0,—=,0, ——,... in (n=) 2"
¢) {0’2’0’8’0’32’0’128’ } d) {Sm(”z) }
-1 1 -1 1 1
1,0,—,0,—,0,—,0, ——, ... f
e){ 0790510 72920 Gser } ){n+1}
121 4 2 -1 1 1
g) {07379’9781’;&,243’21787’“'} h) {1>1>47 7%7 7647 17}

2. Naleznéte vzor k obrazu F(z) pti 2 transformaci, tj 21 F(z) pro F(z):
22 62>
a) — b) ———5—=
2?2 +4 (z+1)(22—4)
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z—3)2(22+1)

2622
d) (24 — 522 — 36)
(2—2)2z
£ (z+2)
h) -

(z—3)(22—-22-3)

3. Urcete feseni y(n) zadané rekurentni rovnice, vyhovujici uvedenym pocateénim podminkam
pricemz budeme pfi jejich zapisu pouzivat dvé v literature pouzivané formy : y, je rovnocenné

s y(n).

)
b)
)
)
)

)

)

f

g

a) Yn+2 — Yn+1 +6yYn =0, yo =2 a y1 =5,
y(n+2)+2y(n+1)+y(n) =0,y(0)=0ay(l)=-1,
42 — 4Ynt1 +4yn =0, yo=6 ay; =7,
n+2) +4y(n + 1) + 4y(n) = 49 - 5",

n+2)—3y(n+1)+2y(n) =

n+2 — 2Un+1 +4yn =0, yo =0 a y; =

y

y( y(0) =2ay(l) =3,
y(n+2) =2y(n+1)+yn)=2,y(0)=0ay(l) =1,

y( (2n 4 5)2"H, y(0) =0 a y(1) =2,
Yn+ V3.

4. Urcete Teseni zadané diferencni rovnice, vyhovujici uvedenym pocateénim podminkam

a) A%y, — Ay, =0, y(0) =1a Ag =1,

c) A%y, —4Ay, +4yo =1, y(0) =1 a Ay = 2,

)

b) A%y, — 3Ay, + 20 =0, y(0) =0 a Ag = —1,
)
)

d) A%y, — 8Ay, + 16y = 50 - 5",

Vysledky

1. Obrazy jsou postupné

z
2(z2-1)
2z
422 -1
9 22
922+1
3z
(32—1)>

a)
c)
e)
g)

2. Vzory jsou postupné

h)

y(0) =0a Ag =5,

22

22 -9
2z

224+ 4

b)
)

f) —zIn(1—2z7"1)

z(4z3+4z+4z2+1)
(42241)(22+41)
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a) {2"cos (1/27n)} b) {2" -3 (-2)" +2 (-1)"}

¢) {(—2)" — 22" cos (1/27n) + 2"} d {—22"cos (1/27n) + 3" + (—3)"}
e) {n(n —1)3"} f) {n*(-2)"}

o) {—530 cos (1/27n) — % sin (1/27n) + % 3n 4 3/1%371}

h) {12 3" 1 1/16 (—1)" + 3/4n3”}

3.a) yp = 2" +3" b) y(n) =n(-1)" c) y(n) =2"+5, d) y(n) = (=2)" + 57, e) y(n) = n?, f)
y(n) = n?2", g) y(n) = 2" sin(nm/3)

4. a) y, = 2", b) yp, =2" — 3", ¢) yp = n2" + 1, d) y, = n?5".
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