1  Diferencialni pocéet funkci vice promeén-
nych

V prvni kapitole se strucné sezndmime se zakladnimi pojmy, které se tykaji funkci vice proménnych a jsou
nezbytné pro vyklad dalsich tematickych celkl probiranych v ramci predmétu Matematika 2.

1.1 Funkce vice proménnych a souvisejici pojmy

Definice 1.1. Necht D(f) C R™, D(f) # 0. Zobrazeni f : D(f) — R se nazyvé redlnd funkce n redl-
nych proménnych a mnozina D(f) se nazyvéa definicnim oborem funkce f. Funkci obvykle zapisujeme ve
tvaru y = f(x1,z,...,x,) nebo zkracené f(z1,xs,...,x,). V pfipadé funkce dvou proménnych, resp. tii
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proménnych obvykle preferujeme zapis z = f(x,y), resp. v = f(z,y,2). Mnozinu H(f) definovanou jako
H(f)={f(z1,22,...,2,) | [21, 22, ... ,2,] € D(f)} nazyvame oborem hodnot funkce f.

Prikladem funkce vice proménnych mohou byt napiiklad zndmé matematické (&i fyzikalni) vzorce.
Objem rotac¢niho vélce V' je funkci svého polomeéru r a vysky v, coz zapiSeme jako

V =V(r,v) = 7ri.

Analogicky objem komolého rota¢niho kuzele V' je funkci t¥i proménnych — poloméri r a R jeho spodni a
horni podstavy a vysky télesa v, coz zapiseme jako

V=V Rv) =" (" +rR+ R).

Z definice funkce vice proménnych vyplyva, ze tato funkce je jednoznac¢né urcena svym defini¢nim
oborem a predpisem, kterym je kazdému bodu x = [x1, 2s, ..., z,| € D(f) pfifazena funkéni hodnota f(z).
Pokud je pfedpis dan vzorcem a defini¢ni obor funkce neni zadan, pak defini¢cnim oborem rozumime mnozinu
vSech x € R", pro néz méa tento vzorec smysl. Napt. u vySe uvedené funkce pro objem rota¢niho valce je
definiénim oborem mnozina D(f) = (0,00) x (0, 00) ve shodé s geometrickym vyznamem proménnych r a
.

Priklad 1.2. Zobrazte v roviné defini¢ni obor funkce

f(z,y) = V4 — 22 — 2 +In(2? +y* — 1).
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Reseni. Vyraz pod odmocninou, resp. v logaritmu musi byt nezaporny, resp. kladny. Odtud dostévame

podminku
4—2>—y> >0 a 224+9y°—1>0,

coz je ekvivalentni s
x2+y2§4 a a:2+y2>1.

Rovnice 2% + 3% = 4 a 22 + y* = 1 jsou rovnicemi kruznic se stiedy v poc¢atku o polomérech r =2 ar = 1.

v
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]

Grafem funkce dvou proménnych z = f(x,y) je mnozina vSech bodu [z, y, f(x,y)] vyhovujici pfedpisu f
obvykle plocha v trojrozmérném prostoru R3. Pro grafické znazornéni funkce z = f(x,y) ¢asto vyuzivame
i tzv. metodu rovinnych fezi. Specialnim piipadem téchto fezli jsou tzv. vrstevnice, coz jsou prusec¢nice
grafu funkce f s rovinami z = c. V nésledujicich obrazcich je pro r,v € (0,2) znézornén graf a vrstevnice
vySe uvedené funkce V (r,v) = mr?v pro objem vélce V.
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Pro funkce n proménnych lze analogicky definovat tzv. hladinu funkce f(xy,zs,...,x,) na trovni ¢ € R
jako mnozinu vSech bodu {[z1,...,x,] € D(f)| f(x1,...,2,) = c}.

Dalsim dtlezitym pojmem, ktery primo souvisi s funkcemi vice proménnych, je zobrazeni z R” do R™.
Pro nazornost uvedeme pouze definici zobrazeni z R? do R? a dalsi rozsifeni definice pro vys$i dimenze
ponechdme na samotném &tenafi. Poznamenejme, Ze zobrazeni z R? do R?, m4 mnohé vyuziti v geometrii
a da se jim do jisté miry dobfe popsat i funkce komplexni proménné, jak uvidime pozdéji.

Definice 1.3. Necht jsou dany funkce f, g dvou redlnych proménnych a D = D(f) N D(g). Déale necht
zobrazeni ' : D — R? je dano predpisem

F
[z, y] — [f(2,9), 9(x, y)].
Pak fekneme, Ze zobrazeni F' je urceno funkcemi f, g a tyto funkce nazyvame slozkami zobrazeni F'.

Poznamka 1.4. Zobrazeni F' z R? do R? (resp. z R" do R"™) si mtizeme ptedstavit jako ,,pfemistovani“ bodi
v roving R? (resp. v n-rozmérném prostoru R"). V takovém to pfipadé nazyvdme zobrazeni F transformaci.

Specidlni zobrazeni z R do R? se nazjva rovinna kiivka ( 22 +4*> = r2 & x = rcost A y = rsint
vyjadfuje kruZnici ) a zobrazeni z R do R? se nazjva prostorova kiivka. Nezavisle proménnou ¢asto in-
terpretujeme jako cas a jednotlivé slozky zobrazeni jako odpovidajici soutadnici v konkrétnim case. Proto
kiivky ztotoznujeme s pohybem.
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Priklad 1.5. V matematice se ¢asto pouziva transformace do polarnich souradnic, kterd umozni v roviné
R? prevést kruh nebo vyse¢ mezikruzi na obdélnik. Transformace je definovana vztahy:

T = Trcosy

Yy = rsinp.

Pro bod roviny [z,y] € R? zna¢i prvni slozka zobrazeni r(x,y) = /22 + y? vzdéalenost bodu [z,y| od
pocatku soustavy soufadnic. Druhé slozka ¢(x,y) znadi thel, ktery svird vektor uréeny poc¢ateénim bodem
[0,0] a koncovym bodem [z, ] s kladnou &4sti osy z, a jejim oborem hodnot je tedy interval (0, 27). Uhel
@ lze urcit ze vztaht:

_ r N0 — Y
COS P = ——— sinp =

, _—.
/IQ + y2 /LUZ + y2

Pro funkce n proménnych, které maji neprazdny prinik svych defini¢nich obori, zavadime analogicky

jako u funkce jedné realné proménné algebraické operace jako s¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni funkci a

nasobeni funkce konstantou. Necht x = [zy,...,2,] a ¢ € R, potom:
(f £ 9)(x) = f(z) £ g(z), (¢ f)(z) =c- f(z),
(F-9)@) = (@) g(a) (L)@ =L bro s tatons, zeg(e) 20

vvvvvv

popiseme pro zobrazeni a odtud vyplyne, jak je to se skladanim funkci vice proménnych.
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Definice 1.6. Necht n,m,k € Na X CR", Y CR™, Z;, Z, C R* jsou mnoziny takové, ze Z, C Z;. Déle
necht F': Z; - Y a G : X — Zy. Potom zobrazeni F'o G : X — Y piifazujici kazdému bodu x € X bod
y € Y predpisem

y=FoG=F(G(x))

nazveme slozenym zobrazenim.

Poznamka 1.7. Bod z € Z, musi leZet souc¢asné v oboru hodnot zobrazeni GG, které nazyvame vnitinim, a
v defini¢nim oboru zobrazeni F', které nazyvame vnéjsim, coz znamend, ze pocet slozek vnitiniho zobrazeni
musi byt stejny jako dimenze defini¢niho oboru vnéjsiho zobrazeni.

Priklad 1.8. Slozte funkce f(r) = /x +Inz a g(z,y) = 2* + y* + 1.

Reseni. Oborem hodnot funkce g je ziejmé interval (1, 00), coZ je podmnozinou definiéniho oboru funkce
f, jimz je interval (0, 00). Tedy

fog=flg(z,y) = Va2 +y>+ 1+ (x> +y> +1).

Metrické vlastnosti R”

P1i studiu ,lokalnich“ vlastnosti funkci vice proménnych je vhodné zavést nékteré pojmy popisujici vlast-
nosti podmnozin v prostoru R”. Zakladnim pojmem je vzdalenost dvou bodi.
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Definice 1.9. Necht z = [z1,...,2,], ¥ = [y1, ..., Yn] jsou libovolné body prostoru R". Potom ¢islo

v(z,y) = V(1 —y1)? o+ (2 — )’
nazyvame vzdalenosti bodi x a y. Vzdalenost dvou mnozin X, Y C R" definujeme jako
min{v(z,y) |z € X,y € Y}.
Definice 1.10. Necht £ > 0. MnozZinu
Uc(xo) = {x € R" |v(x,20) < €}
nazyvame e-okolim bodu xg € R™. Mnozinu
P.(xg) ={z € R"|0 < v(x,z0) < €}

nazyvame e-ryzim nebo e-prstencovym nebo téz e-redukovanym okolim bodu zy € R™. Pokud neni vzdale-
nost € podstatna, budeme symbol € vynechavat a psat jednoduse U(xy), resp. P(x).

Definice 1.11. Necht A C R" je libovolnd mnoZina, a € R™ bod v R™. Bod a se nazyva:

(i) vnitinim bodem mnoziny A, jestlize existuje okoli U(a) takové, ze U(a) C A. Mnozina vSech vnitinich
bodi mnoziny A se nazyva vnitiek mnoziny A a znaci se A°.
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(ii) bodem uzavéru mnoziny A jestlize pro kazdé okoli U(a) plati U(a) N A # (). Mnozina vSech bodu
uzavéru mnoziny A se nazyva uzavér mnoziny A a znaci se A.

(iii) hraniénim bodem mnoziny A, jestlize v kazdém okoli U(a) existuji body z1, xs takové, Ze soucasné
plati ; € A, o ¢ A. Mnozina vSech hrani¢nich bodid mnoziny A se nazyva hranice mnoziny A a
znaci se 0A.

(iv) hromadnym bodem mnoziny A, jestlize kazdé okoli U(a) obsahuje nekoneéné mnoho bod mnoziny
A. Mnozina v8ech hromadnych bodi mnoziny A se nazyva derivace mnoziny A a znaci se A'.

(v) izolovanym bodem mnoziny A, jestlize existuje okoli U(a) takové, ze U(a) N A = {a}.
Déle definujme nejznaméjsi typy mnozin v R”.

Definice 1.12. Necht A, B C R" jsou libovolné mnoziny. Rekneme, Ze mnoziny A a B jsou oddélené v R”
pokud AN B = () = AN B. Déle fekneme, Ze mnozZina A je:

(i) oteviena, pokud obsahuje pouze své vnitini body, tedy A° = A.
(ii) uzaviend, pokud obsahuje pouze body svého uzavéru, tedy A = A.

(iii) komplementem nebo-li doplitkem mnoziny B, pokud B = R"\ A. Mnozinu B pak znac¢ime A°.



1.1 FUNKCE VICE PROMENNYCH A SOUVISEJiCI POIMY 10

Limita a spojitost funkce

V pripadé funkci vice proménnych se miizeme do bodu z( blizit nekonec¢né mnoha zpiisoby, tj. po libovolné
kiivce. Pokud limita existuje, musi ndm (af se do bodu zy blizime jakkoliv) vychazet vzdy stejna hodnota.

vvvvvv

Z vyse uvedenych divodt nebudeme pri vypoctu limity funkce vice proménnych v bodé
xo pozadovat, aby funkce byla definovana ve vSech bodech néjakého ryziho okoli bodu
9. Aby ovSem definice limity v bodé xy davala smysl, budeme v dalsim textu, aniz
bychom tento fakt stale zduraznovali, predpokladat, Ze bod z, je hromadnym
(klidné i hraniénim) bodem svého defini¢niho oboru.

Definice 1.13. Rekneme, Ze funkce f : R®™ — R (n > 1) ma v bodé a € (R*)" limitu L, L € R, jestlize
ke kazdému okoli U(L) bodu L existuje ryzi okoli P(a) bodu a takové, Ze pro kazdy bod x € P(a) N D(f)
plati f(z) € U(L). PiSeme

lim f(z) = L.

r—a

Limita se nazyva vlastni, jestlize L € R, v opa¢ném piipadé (L = +o0) se limita nazyvéa nevlastni. Bod
a € (R*)"™ se nazyva limitni bod.
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Uvedena definice limity je univerzalni definici pro funkci jedné ¢i vice proménnych a zahrnuje i pfipady
vlastni ¢i nevlastni limity pro vlastni i nevlastni limitni bod. Na nésledujicim obrazku je znazornéna
(vlastni) limita funkce dvou proménnych f(z,y) = .




1.1 FUNKCE VICE PROMENNYCH A SOUVISEJiCI POIMY 12

Poznamenejme, Ze pro zobrazeni z R" do R™ je definice limity analogicka, jen je vhodné si uvédomit,
ze limitou v tomto pripadé neni ¢islo, ale m-tice ¢isel.

Z definice limity (podobné jako u funkce jedné proménné) lze ptimo ukazat platnost mnohych tvrzeni.
Uvedme si ty nejdulezitéjsi, jez budou obdobou téch, ktera dobie zname z teorie funkce jedné proménné.

Véta 1.14. Funkce f: R" — R md v bodé a € (R*)"™ nejvyse jednu limitu.
Véta 1.15. Necht f,g,h : R" — R jsou funkce, a € (R*)". Ddle necht f je ohranicend v néjakém ryzim
okoli bodu a. Pokud plati lim g(x) = 0 a lim h(z) = oo, pak

i lim f(x)g(x) =0,

r—a

Véta 1.16. Necht a € (R*)" a necht ezistuji vlastni limity funkc? f,g : R® — R v bodé a. Potom pro
algebraické operace s funkcemi plati

i lim(f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x),

it lim af(z) = alim f(z), kde a € R,

r—a

iti lim (f(x) g(z)) = lim f(x) lim g(z),

r—a r—a r—a
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iv lim = , pokud lim g(x) # 0.
e=a g(z)  lim g(z) 2 9)

Spojitost funkce vice proménnych je definovana analogicky jako u funkce jedné proménné.

Definice 1.17. Rekneme, Ze funkce f : R® — R, resp. zobrazeni f : R* — R™ je spojité v bodé a € R™,
jestlize ma v tomto bodé vlastni limitu a plati

lim f(z) = f(a)

Poznamenejme, ze vzhledem k existenci limity funkce, ktera je vysledkem algebraickjch operaci s funk-
cemi majicich limitu, plati také, ze vysledkem algebraickych operaci se spojitymi funkcemi je spojita funkce.
Pro zobrazeni plati nasledujici tvrzeni.

Véta 1.18. Necht F a G jsou zobrazeni. Existuje-li kompozice F(G(x)) a lim G(z) = b a navic je-li

r—a

zobrazeni F' spojite v bodé b, potom

lim F(G(x)) = F(b).

r—a

Tato véta spolu s predchéazejici poznamkou umoznuje tvrdit:
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Elementarni funkce (jedné i vice proménnych) jsou spojité tam, kde jsou definované,
pricemz za elementarni funkce povazujeme mocninné funkce, exponencialni funkce,
goniometrické funkce a vSechny funkce k nim inverzni. Dale mezi elementarni funkce
fadime vSechny funkce, které vznikly z téchto funkci kone¢nym poctem algebraickych
operaci nebo operaci skladani.

Tyto skutecnosti jsou podstatné pri stanoveni postupu pii vypoctu limity u elementarnich funkei, kdy
nejdfive zkusime vypocitat hodnotu funkce (resp. zobrazeni) dosazenim limitniho bodu do pfedpisu funkce.
Pokud tato hodnota existuje, tj. po dosazeni obdrzime urcity vyraz, je limita rovna této funkcéni hodnoté.

Priklad 1.19. Vypoctéte limitu

: Va3 +y? —z
lim e
r+ylnz

T t+y+ 2
[x,y,z]ﬂ[2,73,1}

zobrazeni z R? do R2.
Reseni. Piimym dosazenim dostavame

. Vi +yr—z
lim —_—

[2,y,2]—[2,~3,1] r+ylnz

V22 + (=32 -1
2—-3Inl

, T+Yy—+ 2

2—-3+1
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Zobrazeni ma limitu (je spojité) pravé tehdy, kdyz maji limitu (jsou spojité) vSechny slozky tohoto
zobrazeni. Proto se v dalsim zaméfime pouze na vypocet limit funkci vice proménnych.

Priklad 1.20. Urdete limitu 3
lim )
[z,y]—[0,0] Y — 2z

ResSeni. Po dosazeni limitniho bodu dostaneme vyraz %. Aby limita existovala, musela by se hodnota
funkce v okoli bodu [0, 0] blizit k co nebo k —oo. Snadno nahlédneme, ze funkce je ve II. kvadrantu (tj.
pro z < 0 a y > 0) kladna a blizko bodu [0, 0] roste nade vSechny meze. Naopak, ve IV. kvadrantu (tj.
pro z > 0 a y < 0) je funkce zdpornd a blizko bodu [0, 0] klesd pod vSechny meze. Odtud (dle Véty 1.14)
zkoumana limita neexistuje. O]

Piiklad 1.21. Vypoctdte limitu i Jzy
rikla ypoctete imitu [r,y]ﬂ0,0] o

ResSeni. Vysetiime viechny limity vzhledem k p¥imkam prochézejicim pocatkem majici tvar v = kz.
Potom plati

. 2xy . 2y ) 2xkx 2k

im —— = im ——— =lim = )

[2y]—[0,0] 22 + Y2 [eyl—[0,0] 22 +y? «—0x2 4+ k222 1+ k2
[z,y]€[z,k]

To znamend, Ze hodnota limity v bodé [0, 0] vzhledem k pfimkédm tvaru y = ka zavisi na volbé k. Tudiz
vysledek limity je pro rizna k rizny a vySetfovana limita neexistuje, viz Obrazek. O]
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Piiklad 1.22. Rozhodnéte, zda funkce

—0082 1‘2 2
f(CC y): # pro [l‘ay]#[(xo])
’ 1 pro [z, y] = [0,0]

je spojita v bodé [0, 0].
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Reseni. Abychom zjistili spojitost v bodé [0,0], je nutné (dle Definice 1.17) porovnat funkéni hodnotu a
limitu funkce f v bodé [0, 0].

JelikoZ v tomto pripadé vychazi po dosazeni limitniho bodu [0,0] do pfedpisu funkce neurcity vyraz
typu 8, pouzijeme pri vypoctu limity transformaci do polarnich souradnic. Po nahrazeni proménnych z, y
novymi proménnymi méa funkce f tvar

1 —cos*(z?+y*) 1—cos’[r?(cos’ p +sin’p)] 1 — cos®(r?)

(@ +y2)?  [PeosPptsinip)r !

a tudiz lze vypocet uvedené limity nahradit vypoc¢tem limity funkce jedné proménné. Pti vypoctu pouzijeme
L’Hospitalovo pravidlo, jakozto aparat znamy z teorie funkci jedné proménné:
47 sin(r?) cos(r?)

1 — cos?(z? + y?) 1 — cos?(r?)

1m 5 = lim = lim =
[yl =00 (2% +y?) r—0* ri r—0+ 473
f (2 2 c (2
= lim w = lim sin(r’) lim cos(r?) =1-1=1.
r—0+ r r—0+ r r—0+
Jelikoz plati

lim x,y)=1= f(0,0),

o o (z,9) £(0,0)

funkce je v bodé [0, 0] spojita. O
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Parcialni derivace, derivace ve sméru

Pro funkce vice proménnych se zavadi pojem parcialni derivace, ktery vyuziva pojem derivace funkce jedné
proménné.

Definice 1.23. Parcialni derivaci funkce y = f(xy,...,2,) v bodé a = [a4,...,a,] podle proménné x;
rozumime derivaci funkce jedné proménné

y(x) = flar, ..., Gi—1, T, Qiv1, ..., Q)
v bodé a;. Tuto derivaci zapisujeme dvéma moznymi zptisoby:

of

fr(a) nebo o (a).

T
Tedy vSechny proménné kromé proménné x; ,zafixujeme®, tj. nazirame na né pti derivovani jako na
konstanty a derivujeme pouze podle proménné x;. Pro grafické vyjadieni pojmu parcidlni derivace v bodé
se omezime pouze na funkci dvou proménnych a bod [xg, yo]. V tomto pfipadé ,zafixovani“ proménné y,
resp. ¥ a vypocet f,(To,v0), resp. f,(7o,yo) znaci omezit se na rovinu y = yo, resp. x = zy. Potom ve
shodé s geometrickym vyznamem derivace funkce jedné proménné je derivace f.(xo, o) rovna smérnici
tecny v bodé [zg, yo] k priisecnici funkce f(z,y) s rovinou y = yo. Analogické tivahy plati i pro f;(zo, %o)-
Situace je znadzornéna na nasledujicim obrazku.
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Definice 1.24. Nechf funkce y = f(x,

., T,) mé definovanou parcidlni derivaci podle proménné x;

., Z,) podle proménné z;, coz zapisujeme

8f (.1'1, c. 7$n)-

v kazdém bodé mnoziny M C R". Potom je funkce, pfifazujici kazdému bodu této mnoziny hodnotu této

nebo

parcidlni derivace, nazyvana parcialni derivaci funkce y = f(x1,
81‘2-

fa (@1, )

Prvni parcidlni derivace na néjaké mnoziné M je tedy funkce n proménnych. Pii praktickém vypoctu
prvni) parcidlni derivace funkce f v bodé a € R™ postupujeme tak, ze nejprve spoc¢itame parcialni derivaci
)

obecné a poté do ni bod a dosadime, viz nasledujici priklad.

Priklad 1.25. Vypoctéte vSechny prvni parcialni derivace funkce
x v
z = arctg — v bodé [0, 1].

Reseni. Derivujeme jako sloZenou funkei, tj.
1 ( 1 Y

y) 2ty

2l = )—
1+ 4

Odtud z,(0,1) =1 a 2,(0,1) = 0.
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Poznamka 1.26. Z existence parcidlnich derivaci funkce f v bodé [zy,...,x,] neplyne nutné spojitost
funkce f v tomto bodé. Tedy neplati jista analogie s funkci jedné proménné, kde existence derivace funkce
f v bodé xy implikovala spojitost funkce f v tomto bodé.

Definice 1.27. Derivaci funkce f(z1,...,z,) v bodé a = [ay,...,a,] ve sméru § = (sq,...,S,) rozumime
derivaci funkce jedné proménné
y(t) = flag +ts1,...,an +1Sy,)

v bodé ¢t = 0 a zapisujeme ji fi(a). To znamena, ze

fi(a) = Pnol flay +tsy,...,a, +ttsn) — flag, ... ,an)'

Volime-li vektor § = (0,..,1,..,0) tvofeny nulami s vyjimkou i-té pozice (kde je 1), derivace funkce
y = f(x1,...,2,) v bodé a = [ay,...,a,| ve sméru je rovna parcidlni derivaci %(zl, ce s T)

Abychom uvedli i souvislost parcialnich derivaci s derivaci ve sméru, je vhodné zavést pojem gradientu
funkce f(z1,...,2,).

Definice 1.28. Jestlize mé funkce y = f(z1,...,z,) parcidlni derivace v bodé a = [ay, ..., a,]| podle vSech
proménnych x;, fekneme, Ze funkce y ma v bodé a gradient grad f(a), ktery je roven vektoru parcialnich
derivaci v tomto bodé podle jednotlivych proménnych, t;.

grad f(a) = (g—i(a),...,gi(@).
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Véta 1.29. FEuzistuje-li okoli bodu a = |ay,...,a,], v némz md funkce y = f(x1,...,x,) spojité parcidlni
derivace podle vsech proménnych x;, potom pro libovolny vektor § = (s1,...,$,) existuje derivace funkce y
ve sméru S a plati:
9f 9f
(a) = {(grad f(a) - §) = ——(a)s; + -+ a) Sy,
fia) = (grad f(a) - ) = L@+ + 520

kde vyraz (grad f(a) - §) oznacuge skaldarni soucin téchto vektori.

Interpretaci derivace ve sméru je predstava, ze funkce f lokalné popisuje nadmotskou vysku zemského
povrchu. Postavime-li se s lyzemi na svah v bodé tak, ze lyZe se ndm pfi rovnobézném promitani ve sméru
osy z promitnou do vektoru (s1, s3), potom podil rozdilu nadmoiskych vysek $picek a pat lyzi ku délce lyzi
je roven derivaci funkce f v daném bodé a sméru.

Jak jsme jiz uvedli dfive, lze parcialni derivaci chapat jako funkci vice proménnych na mnoziné M.

Jestlize ma funkce f(xq,...,z,) na této mnoziné parcialni derivaci %(zl, .y Zy), kterd méa v bodé a =
K3
= [a1,...,a,] € M parcilni derivaci podle proménné x;, nazveme tuto parcialni derivaci parcialni derivaci

druhého fadu funkce f podle z;x;, tj.

of
2 0
L )

axiﬁxj 0:10]-
Opakovanim uvedeného postupu definujeme rekurentné i parcidlni derivace vyssich fadd. Pro parcialni
derivace vyssich fada plati tzv. Schwarzova véta o zadméné potradi derivovani. Uvedeme ji v nejjednodussi
podobé, tj. pro funkci dvou proménnych a (smiSené) parcialni derivace druhého Fadu.

frie; (@)
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Véta 1.30 (Schwarzova). Necht funkce f(x,y) md v bodé a = [a1,as| parcidlni derivace prvniho Tddu

spojitou parcidlni derivaci f;, nebo f;. a druhd existuje. Potom jsou spojité obé tyto derivace a navic jsou

zamenne, tj. platy

fyea) = fry(a).

Pro jednoduchy zapis gradientu se pouziva symbolického vektoru nabla

= 0 0
V: (a—xl,...,a—xn>,
0 0
grad f(a) = (a_aq”ﬁ_x) f(a).

Dalsim dilezitym operatorem je tzv. Laplacetiv operator, ktery mizeme symbolicky vyjadrit jako

- 0? 0?
A=V3:=_—" +...40
02 T T o2
Poznamenejme, ze s tzv. Laplaceovou rovnici pro funkei u(zx,y), tj. s rovnici
Pu  *u
Au=—+— =0,
ox?  Oy?

se setkame pozdéji u funkci komplexni proménné.
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1.2 Diferencial funkce

Diferencial funkce jedné proménné v bodé ry vnimame jako nahrazeni funkce te¢nou v bodé z( a jeho
existence je rovnocenna existenci derivace v tomto bodé. Situace v pripadé funkci vice proménnych je
komplikovanéjsi, i kdyz z forméalniho hlediska je vyznam diferencialu totozny.

Definice 1.31. Rekneme, 7e funkce f(x1,...,2,), f : R® — R, definovdna v n&akém okoli bodu a =
= lay,...,a,] je v tomto bodé diferencovatelnd, jestlize existuji konstanty Dy, ..., D, € R takové, ze plati
hm f(a1+h1,...,an+hn) —f(al,...,an) — (Dlhl ++Dnhn) —O
[h1,-.,hn]—[0,...,0] \ /hf 4+ h%
Linearni vyraz D1hy + - - - + D, h,, proménnych hq, ..., h, se nazyva diferencial nebo téz totalni diferencial
funkce f v bodé [aq,...,a,] a znaéise df(aq,...,a,).
Véta 1.32. Je-li funkce f(x1,...,x,) diferencovatelnd v bodé a = |aq, ..., a,], resp. v jeho okoli, pak je v

tomto bode, resp. v jeho okoli spojita. Navic v tomto bodé existuji vsechny parcidlni derivace prvniho radu

a splrugi rovnosts
of of _
<8x1 (a),..., o, (a)) = (D1,...,D,).

Poznamka 1.33. Vyrazy (a)h; proi =1,...,n parcialni diferencialy. Ptiristky h; lze znacit jako dx;.

3@»
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Pti geometrické interpretaci se opét omezime pouze na funkci dvou proménnych. V tomto pripadé
diferenciél funkce z = f(z,y) v bodé [x¢, yo| obvykle zapisujeme ve zkrdcené podobé

9] 9 ’ /
dz = a_ic(%?yo)hl + a_§($0>?/0)h2 = fz(@0, yo)dz + f, (x0, y0)dy -

Vyjadiime-li prirtstky de = x — xo, dy = y — 4o, dz = 2z — 2y a dosadime do vySe uvedené rovnice, vznikne
nam pro promeénné x, ¥y, z linearni rovnice

Z—Zy= fg/;(xmyo)(x—fo)+f;($0,y0)(y—yo), (1.1)
kterd je vzorcem tecné roviny k funkei z = f(x,y) v bodé [xg, yo, 20], kde 2o = f (0, yo)-

Piiklad 1.34. Napiste rovnici teéné roviny a normaly (normélové piimky), tj. pfimky kolmé k te¢né roviné
k funkci f(z,y) = arctg £ v bodé [1,1,7].

Reseni. Nejdifve vypocteme tfeti soufadnici z, teéného bodu zy = arctg% = 7 Tedy tecny bod ma
soufadnice [1,1, 7]. Dale vypocteme parcidlni derivace prvniho fadu, tj.

, 1 AN Y ;1 Iy x
= %)= % m & L=\
1+5 N 2 4y 1+ % \z 224y

Odtud dostavame f;(1,1) = —% a f/(1,1) = 5. Dosazenim do vztahu (1.1) dostavame hledanou rovinu, tj.
| 1 U
R | “(y—1 = — 2z ——==0.
U T (x—1)+ 2(y ) T-y+2- g
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Normalovy vektor tecné roviny 7 = (1,—1,2) je smérovym vektorem normalové ptimky, coz spolu se
znalosti jednoho bodu normély, tj. bodu [1,1, 7], umoznuje napsat napi. kanonickou rovnici normalové
primky:

]

Kromé urceni te¢né roviny je dalsim moznym vyzitim diferencialu ptiblizny vypocet funkéni hodnoty
f(b) funkce vice proménnych f(z1,...,x,) v bodé b= [by,...,b,], ktery je ,blizko“ bodu a = [a4, ..., a,),
jehoz funkéni hodnotu zndme presné. Plati totiz f(b) = f(a) + df(a), nebo-li

FO) = flar, .. an) + Y frlar,... an)de; = flar, ... an) + Y frlar,... aq)(b; —a;).
i=1 =1

Priklad 1.35. Pomoci diferencidlu pfiblizné vypoctéte 1/(1,05)2 + (3,97)% + (8, 02)2.

Reseni. K vypoc¢tu vyuzijeme diferencial funkce f(z,y,2) = /22 + y%+ 22 v bodé [1,4,8] s piirtistky
dr = 0,05, dy = —0,03 a dz = 0,02. Plati

x Y z

df(z,y,z) = dx + dy + dz
/$2+y2_{_22 /$2+y2_{_22 /$2+y2_{_22
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a odtud
1 4 8 1-0,06—4-0,03+8-0,02
df(1,4,8) = ~dz + ~dy + odz = — 09+ C 002 001, =
9 9 9 9
\/(1, 05)2 4 (3,97)2 4+ (8,02)2 = f(1,05;3,97;8,02) = f(1,4,8) +df(1,4,8) =9,01,
coz se od piesné hodnoty 9,010205 lisi az v fadech 107 O

Déle miizeme vyuzit totalniho diferencialu k symbolickému odvozovani ,,vzorci“ pro parcialni derivo-
vani slozenych funkci.Uvazujme funkci f(U) = f(uy,...,u,) m proménnych jako vnéjsi slozku a zob-
razeni tvorené m-tici vnitfnich slozek (...,u; = w;(xy,...,xy,),...) = U(X) funkci n proménnych. Poté
FUX)) = flury ooy tum) (@1, ooy ) = flur(z, ooy @)y ooy U (21, ..., ) 0znacuje slozenou funkei o n pro-
ménnych. Prii zavedeni symbolického vyjadfeni parcialni derivace g—ai = ;l—i, které je analogické s funkci
jedné proménné, dostavame:

OfUWX)) _df(W) _ ot ofduy _§0f ou,

=1 an 8@
Podobné Ize postupovat i u parcialnich derivaci vyssich radi.

Priklad 1.36. Transformujte Laplacetv operator Az = V2 = g—ié + giyi do poléarnich souradnic.
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Reseni. Uvazujme neznadmou funkci z = z(z, y) a polarni soufadnice ve tvaru dvojice funkci dvou promén-
nych x = pcosp,y = psiny. Inverzni zavislost je popsana vztahy: p = /22 + y?, ¢ = arctg £. Zacneme
pomocnym vypoctem, ktery je pfimym pouzitim vzorce uvedeného vyse dostavame:

T r Y /A AV A | Y / T

;o v
_pr$+zt.0(p;t_ \/m—'—zwﬂ—i-y? 2y = ZpPy F 2,0y = 2 /x2+y2+2“’:172+y2'

Pii vypoctu vyssi derivace postupujeme podle definice vyssi derivace:

Pz _ 9 , x ) —y 6 z Oz, —
8z2 — Oz (ZP \/z2+y2 + ZSsz—l—y ) N 2+y + Zﬂax /22 4y? + ox x2+y2+
' -y " z "o =y z / y2
Z<P Oz x2+y? ZPP /22 1y2 + ZPSD x2+y? \/x2+y2 + ZP \/(x2+y2)3

" 7 — 2z
(Z __z + z —y2> 2+y2 _|_ ﬁy) —

ep \/m PP x4y P (x24y2

no 2 " 2xy " y2 / y> ) 2y

T T e Ty T Ao T 5 Ty e @

Analogicky dostavame i parcialni derivaci:

z

0%z " y2 " 2373/ " z / z / 237?/
6—y2:szW+zWﬁ+zw e T2 —Z
e+ Yy
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Po dosazeni do Laplacianu a apravé (p = y/2? + y? dostaneme:
" 1 / 1

99901.2+y2+2/7 /$2+y2

" "o
Zpa T 2y = Zpp T2

1 1
Y/ v/ v
vy = 2, + =z, + -z

p2 e Tyt

Funkce zadané implicitné

Uvazujme funkci dvou proménnych F(z,y). Mnozinou M, definovanou jako M = {[z,y] € D(F) | F(z,y) =
= 0}, mtze byt kiivkou v roving R?. ptipadné i funkei.

Uvazme jednoduchou rovnici 2> = 2. Re- ]
Seni této rovnice muzeme popsat pomoci funkci
jedné proménné, a to dvéma zptlsoby y = +x
nebo y = =£|z|. Uvazime-li toto FeSeni pouze

v okoli néjakého bodu, ktery je fesenim dané a2 A ‘ o
rovnice je tato funkce lokalné urcena jedno- A
znacné. Toto plati s vyjimkou jediného bodu ]

(0,0).
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Analogicky pro funkci F(z,y) = 22 + y* — 1 je kiivka M jednotkov4 kruznice se stfedem v pocatku.

Véta 1.37. Necht md funkce y = f(z1,x9,...,x,) v néjakém okoli bodu a = [ay, ..., a,], pro ktery plati
f(A) =0, spojité parcidlni derivace pruniho Tddu. JestliZe %(a) £ 0, potom existuje funkce

€T = g(xla ey Li—1y Tig 1y -0y an)
takovd , Ze a; = g(as, .., a;_1,a;41,..,ay) a tato funkce je teSenim dané rovnice, tj.

f(xla --axi—lvg(xb vy Li—15 Lit1, --azn)7$i+l> "7$n) = 0.

Navic md funkce v; = g(x1, .., 21, Tis1, .., Tn) Spojité parcidlni derivace pruniho tadu v néjakém okoli bodu
[a1,..,a;1,0;41, .., a,] (je spojitd) a plati

9 o
g 8Zl‘j . . .
— = ——F4 pro :1,...,2—1,2—1—1,...,71.

Uvedené vztahy pro parcidlni derivace lze odvodit pomoci derivaci slozené funkce vice proménnych.
Situaci budeme ilustrovat pro funkci jedné proménné.

_ Fi(z,y(x))
Fy(x, y(x))

(F(z,y(@))" = Fy(z,y(x)) + 2F, (v, y(@)y' (2) + F, (2, y(@) (¥ () + Fy (2, y(2))y" (z) = 0

(F(z,y(x)))" = Fi(z,y(x)) + Fy(z, y(x))y'(z) = 0 = y'(z) =
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Priklad 1.38. Ukazte, ze funkce dané implicitné rovnici
F(z,y) =y*+ (x2—4) Y —2 (:c2+2) y? —82%y — 1627 + 32 = 0 a bodem A = [0, 2]
ma v tomto bodé lokalni extrém a urcete jej.

Reseni. Nejdiive ovéiime, Ze zadany bod je fesenim rovnice F(0,2) = 2% —4.23 —2.2.22 4+ 32 = 0. Déle
danou rovnici chapeme tak, Ze y je funkce proménné z, tj. y(z), potom ji derivujeme (podle x):

y(z)* + (z* —4) y(z)® —2 (2* +2) y(z)? —8a%y(x) — 1622 +32=0

4y(2)’y () + 2ay(2)” + 3 (2% — 4) y(2)y'(x)~
dxy(x)? — 4 (2® +2) y(2)y (v) — 16 2y(z) — 827y (x) — 322 = 0.

Po dosazeni z = 0, y(0) = 2 dostaneme pro y'(0) rovnici: 423y (x) + 3 (—4) 2%/ (z) — 4 (+2)2¢'(z) =
=0 < 3/(x) = 0. Pro druhou derivaci dané rovnice odvodime:

12y(2)*y (2)” + 4 y(2)*y" (2) + 2y(2)° + 122y(x )2 (2) + 6 y(2)y'(z)"* — 24y(0)y (2)"+
2 ( 2

)
3y(w)*y"(z) 2* — 12y(2)*y" (z) — 4y(x)’ — 16 2y(2)y (z) — 4 y'(z)"2"—
8y'(x)” — dy(x)y"(z) 2* — 8y(x)y"(z) — 16y(x )—32:vy (z) — 82"y "(z) —32=0
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Po dosazeni x = 0, y(0) = 2, 3/(0) = 0 dostaneme pro y”(0) rovnici:

122%0% 4 42%y"(0) + 22° + 12020 + 6 20%0% — 24 20%+
32%y"(0) 0% — 122%”(0) — 42% — 16 020 — 40%0*—
807 —42y"(0)0% — 82y"(0) — 162 — 3200 — 8 0%y (0) — 32 =
+42%"(0) +22° — 122%/(0) — 42* — 82y"(0) — 162 — 32 = —32"(0) — 64 < y"(0) = —2.
Pro funkci danou implicitné plati y/(0) = 0 a y”(0) = —2, tedy mé v tomto bodé lokalni maximum. O

Poznamka 1.39. Podobné je mozné ukazat, Zze vSechny derivace vyssiho fadu této implicitné dané funkce
maji nulové derivace a dosazenim do Taylorovy fady je mozné urcit toto feseni explicitné

/!
0
Toto je jedna z moznosti vyuziti derivovani funkce dané implicitné.
Dalsi standardné probiranou aplikaci je stanoveni normalového vektoru k plose implicitné zadané rovnici

F(z,y,z) =0.

Libovolna kiivka [z(t),y(t), z(t)] lezi v ploSe, jestlize F'(x(t),y(t), z(t)) = 0. Derivovanim této rovnice podle
t dostavame:

0= (F(x(t),y(t),2(1)) = Fa’ + F)Y' + Fl2' = ((Fi(z,y, 2), Fy (2,9, 2), Fl(z,y,2)) - (2,3, 2)).

To znamena, ze vektor VF je kolmy na libovolny tec¢ny vektor, tedy je normalovym vektorem tec¢né roviny.
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