Specialni funkce, Fourierovy rady a Fourierova transformace

P1i studiu mnoha piirodnich jevu se setkdvame s velicinami, které jsou vsude nulové s vyjimkou malého
casového intervalu I, ale jejich celkova energie (integrél) je kladna. Takovy charakter mé velika sila pusobici
po velmi kratkou dobu (ndraz), velké elektrické proudy pusobici jen velice kratkou dobu (elektricky impuls),
aj. Pfi dvahdch o derivaci téchto veli¢in nejdifve uved me mozny postup pro zavedeni derivace spojitych
funkei, které nemaji v daném bodé derivaci. Takovou funkef je napt. absolutni hodnota y = |z| v bodé 0. V
téchto ptipadech povazujeme za derivaci této funkce funkei, jejiz integral je roven zadané funkci. V tomto
smyslu je nespojitd funkce sgn(z) derivaci funkce |z|, nebot plati

|z| = / sgn(t)dt.
0
Jako prototyp nespojité funkce uvazujme Heavisideovu funkci jednotkového skoku 7(t), které je definovana:

0, proz<0;
n=14 3. proz=0;
1, proz >0,

Funkce 7(t) je nespojitd v bodé 0 (bod nespojitosti prvniho druhu) bez ohledu na funkéni hodnotu pro
xr = 0, nebot mé funkce 7(t) ruzné jednostranné limity. Pomoci této funkce je mozné modelovat funkce,
které maji v izolovanych bodech nespojitosti prvniho druhu (jednostranné limity jsou koneéné a nejsou si
rovny ). Heavisideova funkce je limitou posloupnosti funkef



pro t < —1/n;
(t+21), pro—1/n<t<1/n;
, pro 1/n <t,

—ols O

které jsou spojité a maji ve vyse uvedeném smyslu derivaci

Provedenim obvyklého limitniho ptrechodu pro funkce f,,(t), dostaneme funkci nulovou s vyjimkou jed-
noho bodu s neohrani¢enou funkéni hodnotou (f(0) = oo). Integral z takovéto funkce je ovsem nulovy a

tedy vyse naznaceny postup je nevyhovujici. Budeme postupovat podobné jako u realnych ¢isel, kdy mohou



1\" 1\ 1 1
byt uzity ruzné ,definice” ¢islae: e = lim | 1+ —) = lim (1 + —> = lim 1+—=+---+ - Podobné
n n !

posloupnost obdélnikovych kmitu f,,(¢) neni jedinou posloupnosti funkei, které jsou derivaci funkei majicich
za limitu Heavisideovu funkci jednotkového skoku. Stru¢né jsou uvedeny grafy nékterych dalsich moznych
posloupnosti funkei:

|| Dirichlet

Uvedena nejednoznac¢nost téchto posloupnosti je duvodem k zavedeni pojemu jehlové funkce.



Definice 0.1. Spojitou, pfip. po ¢astech spojitou funkci, 0(¢, A) argumentu ¢ zavislou na parametru A
nazveme jehlovou funkei jestlize plati:

1. 6(t,\) =0 pro [t| > A;
2. 0(t,A\) > 0 pro |t| < A
00 A
3. / 5t \)dt — / 5t \)dt =

—00 -

f(0), pro ab < 0;

0, pro ab > 0, tedy nezavisi na volbé konkrétni jehlové

b
Protoze hodnota lim/ f@)o(t, Ndt = {
funkce (¢, \) muzeme pouzit struc¢néjsi zapis

Definice 0.2. Zavedme oznaceni

hm/f 5(t, \)dt = /f (1)

Potom v integrélech pouzivany symbol 6(¢) nazyvame Diracovou distribuci, ¢i Diracovym impulsem.

Diracova distribuce je tzv. zobecnénou funkei, charakterizujici limitni chovani jehlové funkce 6(¢, \) pro
A — 0 a uziva se pii vypoctu integralu. Pro Diracovu distribuci §(¢) a spojitou funkci f(¢) plati:

/ RS — to)dt = / " F08(t — 1)t = f(to). 2)



t 1 prot>0
Pro Diracuv impulsem plati : / d(r)dr = , coz je Heavisideova funkce n(t) a tedy
—o0 0 prot<0.

Heavisideovou funkci jednotkového skoku tak muzeme chapat jako zobecnénou primitivni funkci Dira-
cova impulsu, coz je analogické vztahu mezi Heavisideovou funkei 7(t) a identickou funkef v (t), kde plati

t t prot>0
| atmiar = wie) - .
—00 0 prot<0.

Vyuzitim vztahu mezi integralem a derivaci muzeme interpretovat Diracovu distribuci jako derivaci Hea-
visideovy funkce jednotkového skoku, kterou podobné muzeme dale chéapat jako derivaci identické funkce

W¥(t). Tj.
WI(t) = n'(t) = o(t).

T /H

Situaci ilustruje nasledujici obrazek
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Priiklad 0.3. Vlastnosti Diracova impulsu jsou demonstrovany na funkcich.
a) Zjednoduste vyraz (3 + 1)d(t — 2)
Reseni. Funkce #* + 1 tedy podle (2) nahradit (2% + 1)6(t — 2) = 95(¢ — 2). O

b) Vypoctéte integral / e P'5(t — to)dt, ty > 0. Pozdéji bude tento integrél interpretovan jako obraz
0

Laplaceovy transformace Diracovy funkce 6(t — ).

0
Reseni. S vyuzitim (2) a skutecnosti / e P'§(t — to)dt = 0 dostdvame

—0o0

/ e P5(t —to)dt = / e P(t — tg)dt = e 0P
0

—00

c¢) Zapiste funkei jedinym analytickym zdpisem a urcete jeji zobecnénou derivaci.

2t pro —oo<t<O0 ‘ /
f&)=4¢3 pro0<t<?2 :
2 pro2<t<oo




Reseni. K pozadovanému zapisu vyuzijeme funkci jednotkového skoku. Uvazme funkci g(t) = 2t +
+ (3 = 2t)n(t). Pro t < 0 plati g(t) = 2t, nebot soucin (3 — 2¢)n(t) je nulovy a pro t > 0 plati
g(t) = 2t +3 — 2t = 3, nebot (3 — 2t)n(t) = 3 — 2t. Tedy plati g(t) = f(t) pro t < 2. V dalsim
zopakujeme dany postup, tj. k funkei g(t) pticteme soucin vhodné funkece s n(t — 2). Tato je rovna
rozdilu analytického vyjadreni funkce f(t) pro t > 2 minus analytického vyjadfeni funkce f(t) pro
0 <t < 2, dohromady dostavame:

f(t) =2t + (3 —2t)n(t) + (t* — 3)n(t — 2).

Pro funkce vyjadrené ,slozitéji“ postupujeme analogicky vzdy ,zleva doprava“. Zobecnéné derivace
ziskame podle definice:

i) =2—2n(t) + (3 —2t)6(t) + 2tn(t — 2) + (> — 3)0(t — 2) = 2 — 2n(t) + 35(t) + 2tn(t — 2) +6(t — 2).

Poznamenejme, ze treti zobecnéna derivace bude pouze linearni kombinaci funkce jednotkového skoku
a jejich derivaci. O]

Periodické a harmonické funkce

Pfi vysettovani periodickych déju, jako jsou napt. elektrické, mechanické a akustické kmity, kruhové pohyby;,
ale také pri feSeni diferencialnich ¢i integralnich rovnic pouzivame periodické funkce. Méjme interval I =
= < a,b>aoznaéme T = b — a. Rekneme, ze funkce f(z) je periodickd s periodou T, jestlize plati
flx+T)=f(z)Vx € R.



[+ X

Definice 0.4. Redalnou harmonickou funkci nazyvame kazdou realnou funkci, kterou je mozné zapsat v
tzv. fazovém tvaru
f(t) = Feos(wt+ ), kde —oo<t< oo (3)

a tato je jednoznaé¢né urcena trojici parametru F', ¢ a w, které jsou postupné nazyvany amplituda, poc¢atecni
faze a frekvence harmonické funkce,

Za predpokladu, ze hodnota frekvence w je pevné zvolena, lze funkci (3) jednozna¢né urcit dvojici F,
© nebo jednim komplexnim parametrem F' nazyvanym komplexni amplituda:

F = Fe'? = F(cos p + jsin ), (4)

tj. |F | = F, argﬁ = . V Paragrafuvénovaném komplexni funkci redlné proménné jsme ukazali, Ze i
soucet harmonickych funkei se (stejnou frekvenci w)

fi(t) = Ficos(wt 4+ 1) fa(t) = Fycos(wt + ¢2)



je za predpokladu R R ' .
F1 + F2 = Flej‘pl + Fgejm 7£ 0

harmonicka (funkce se stejnou frekvenci w), tj.
f(t) = Fycos(wt + 1) + Fp cos(wt + ¢9) = F cos(wt + ¢).
Navic komplexni amplituda souctu je sou¢tem komplexnich amplitud, tj.
F=F+E5.

Poznamenejme, ze i funkce f(t) = Fsin(wt + ¢) je také harmonickd funkce, nebot plati sin(wt + ¢) =
= cos(wt + ¢ — 7/2). Dals{ moznosti zapisu harmonické funkce F' cos(wt + ¢) je

F cos(wt + ¢) = acos(wt) + bsin(wt),

pricemz a = F cos i, b = —F' sin ¢, ktery bude déle vyuzivéan.

0.0.1 Fourierovy trigonometrické rady

Déle se budeme zabyvat moznosti vyjadrit periodickou funkci f(¢) s periodou T'. Jedna z moznosti muze
byt odvozena jako dusledek Laurentova rozvoje holomorfnich funkei.
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Definice 0.5. Necht je funkce f(f) integrovatelnd na intervalu (0,60 + T). Ozna¢me w = 27/T. Potom
fadu

ag - .

— a, cos(nwt) + b, sin(nwt 5

5 3 cos{net) + b )
nazyvame Fourierovou trigonometrickou radou funkece f(t), kde konstanty a,, b, jsou uréeny vztahy

0 = % /9 ) cos (nwt) db b = % /9 T sin () dt (6)

a nazyvaji se koeficienty Fourierovy rady funkce f(t). Tuto fadu je mozné vyjadrit v tzv. komplexnim tvaru
Fourierovy tady:

fe'e) o+T
Z cnexp(jnwt), kde ¢, = T/ f(t) exp (—jwnt) dt. (7)
n=-—o00 ¢
nebo tzv. fazovém tvaru Fourierovy rady:
f(t) = % + Z F, cos(nwt + ¢,,), kde 2c_,, = F,e’*" (8)

n=1

Poznamka 0.6. Konstanty v jednotlivych tvarech Fourierovy fady jsou svazany jednoduchymi vztahy.
F, je modul a ¢, je argument komplexniho ¢isla 2¢_,, dale

F, =lan — jb,| n = Arg(a, — jb,) a, = F,cosg, b, =—F,sing,
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an — jby, an + 7b,
ay = Cp +C_y, by = jlcn —c_p) cn:—]c_n:l.
2 2

Podminkou pro stanoveni koeficientu a,,, b,, ptipadné ¢, nebo F,, ¢, je moznost urcit integral z funkce
f(t) na intervalu délky 7. Tato podminka neni ovSem dostatecnd pro konvergenci fad (5) piipadné (7)

nebo (8) rovnost jejich souc¢tu puvodni funkei.

Definice 0.7. Rekneme, e funkce f(t) spliiuje na uzavieném intervalu Dirichletovy podminky na
uzavieném intervalu, jestlize je mozné tento interval rozdélit koneénym poctem tak, ze na kazdém z téchto
intervalu je spojita a monoténni.

Véta 0.8. Necht funkce f(t) je periodickd s periodou T a spliiuje Dirichletovy podminky na libovolném
intervalu délky T'. Potom tada ve vztahu (5), resp. (7), resp. (8) (kde Fourierovy koeficienty jsou definovdny
vztahy (6), resp. (7), resp. (8) konverguje pro kazdé t a jeji soucet je roven:

1. f(t) v kazdém bodé t, v némz je funkce f(t) spojitd,

1 1
2. = (fE)+ () == (lim ft+h)+ lim f(t+ h)> v kazdém bodé t, v némz je funkce f(t) ne-
2 2 \h—0- h50+

spojitd.

Piiklad 0.9. Sestrojte Fourierovu fadu funkce f(t) =t pro t € (—m,m), kterd ma periodu T' = 2.
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_ 2m o
Reseni. V tomto ptipadé je w = or = 1. Déle zvolime # = —m, abychom mohli pti urc¢eni koeficient
a, vyuzit skutecnosti, ze funkce f(t) =t je lichd, protoze potom integréaly (6) urcujici koeficienty a, jsou
integraly z liché funkce na symetrickém intervalu kolem pocatku nulové a tedy a,, = 0. Pomoci integrace
per partes spocitame

by, tsin(nt) dt = —

2 J_. s

2 [T 2 [ tcos(nt) N sin(nt)]™  2(=1)"*!
n n? |, n

Pii vypoétu integralu jsme také vyuzili moznosti vyjadrit integral ze sudé funkce na intervalu (—m, 7) jako
dvojnasobek integralu z této funkce na intervalu (0, 7). Protoze funkce f(t) spliuje Dirichletovy podminky,
podle Véty 0.8 rada

=, 2(—1)"*"tsin(nt
;( )n (nt)

konverguje pro vSechna t € R a pro t € (—m,7) je rovna t, pro t = nz je rovna 0. Ndasledujici obrézek
ukazuje casteéné soucty postupné pro 1, 2, 4, 8, 16, 32 ¢lent.
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Aproximace funkce f(t) =1t
[

V dalsim piikladé rozvineme sudou funkci, ktera popisuje periodicky se opakujici obdélnikové impulsy;,
do komplexniho tvaru Fourierova rozvoje.

Priklad 0.10.
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Uvazujme obdélnikovy signal, ktery ma sitku 2¢,
vysku h a délka periody je T (T' > 2¢). Funkei f(t),
ktera vyhovuje zadanym pozadavkum, zvolime
tak, aby byla suda, tj. v intervalu (—7/2,7/2),
ktery ma délku T, bude signal nenulovy pouze v
intervalu (—¢, ), viz obrazek vpravo e

Reseni. Pro frekvenci w plati w = 27 /T

1 T/2 €

. 1 .
n = = te "rdt = — [ he™"tdt =
‘ T J 1 fe)e T /—s ‘ —jnwT

inwte h 2 sin(nwe)
Jnwt _
[e Le T nw

Koeficient ¢y = 2he/T neni danym vztahem definovén, nebot se jednd o podil g. Tato skutecnost byva
zejména v technické literatufre feSena zavedenim funkce sinc, ktera je definovana vztahem

sint
) FE, prot#£0;
sinct { 1 pro t = 0, (9)
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. e 2he |
coZ umozituje z4pis ¢, = —= sinc(nwe) a
— 2h : 2h — 2h
f(t) = n;w Tg sinc(nwe )™t = Tg +2 nz:; Tg sinc(nwe) cos(nwt).

Rada vpravo je fazovy tvar Fourierovy fady. Skutecnost, ze funkce f(t) je sudd, ndm sice neumoznila uréit
¢ast koeficientl ¢, ale projevila se diky Poznamce 0.6 v tom, Ze ¢, jsou redlné (nebot b, = 0). O

Priklad 0.11. Rozvinme tzv. dvoucestné a jednocestné usmérnéni ve Fourierovu fadu.

Dvoucestné usmérnéni je definované relaci fq(t) = |sint| nebo-li f;(t) = sint pro ¢t € (0,7) a funkce
fa(t) je periodickd s periodou 7, tj. f(t+m) = f(t) . Funkce je ziejmeé sudd, proto pro vSechna n je b, = 0.
Staci tedy urcit jen koeficienty a,,. Nejdiive vypocteme koeficient ay:

™

2 2 [T 2 4
ag = — |sint|dt:—/ |sint|dt = = [—cost]; = —
2 ) . T Jo T T

Vyuzitim zndmé trigonometrické relace sin ovcos 8 = 3 (sin(a + 3) + sin(a — )) postupné vypocteme

a, = 2 /07T sint cos(nt) dt = 1 /07r (sin((n + 1)t) —sin((n — 1))t) dt =

™ ™

1[ cos((n+1)t) cos((n—1)¢)]" 1 cos((n+1)m)—1 cos((n—1)r)—1
;[_ n+1 * n—1 } :;<_ n+1 * n—1 )

0



16

P n+1 n—1 n+1)(n—1) 0 pro n liché.

1 ( ()™ -1 () 1) 2 (=1 {ﬂ(n—‘*_l) pro n sudé,
= _

Protoze funkce f;(t) je spojita dostavame jeji Fourieruv rozvoj, kde n = 2m, ve tvaru

2 4 S cos2mt

Jednocestné usmérnéni je definovdno vztahem f;(t) = $(|sint| 4 sin¢). S vyuzitim linearity integralu
je ziejmé, ze soucet funkci ma rozvoj ve tvaru souctu rozvoju:

1. 1 2 X cos(2mt)
()= Zgint+ - — = AR
1t g o +7T 7rmzl4m2—1

VY VVVV VY
o

NNYNYN
S ANANYANY
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0.0.2 Rozvoj pouze do sintu resp. kosint

Predchézejici ukazky nas mohou motivovat k uvaze, za jakych predpokladu je mozné funkci rozvinout v
fadu sinu nebo kosinu. Z predchdzejicich ukazek je patrné, ze lichou funkei (f(—t) = —f(t)) rozlozime ve
Forierovu fadu pouze lichych funkei, tj. v fadu sinu a sudou funkci (f(—t) = f(t)) rozlozime ve Forierovu
fadu pouze sudych funkci, tj. v fadu kosinu. Tato skutec¢nost je dana tim, ze integral na symetrickém
intervalu kolem pocéatku je z liché funkce nulovy a pro soucin sudych a lichych funkci plati obdobné
pravidla jako pro s¢itani sudych a lichych cisel.

Tedy nebudeme-li trvat na periodicité dané funkce f(¢) muzeme postupovat tak, ze funkei f(¢) defino-
vanou na intervalu (0,7"), je mozné dodefinovat v intervalu (—7',0) v sudou fs(t) resp. lichou funkci fi(t),
kterd mé periodu 27". Potom v bodech kde je funkce f(t) spojité plati:

. T 2 (T t
f(t):%—i-;ancosn?t, pro t € (0,7, kdeanzf/o f(t)cos%dt,

£(1) f:b in "L te(0,T), kdeb 2/Tf(t) in " ¢
= n Sin —t, ro 1, eb,=—= sin — dt.
2 T P T J, T

Piiklad 0.12. Na intervalu (0, 27) rozvinte do sint a kosinu funkci f(¢) definovanou vztahem
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t pro0<t<m
ft) =
2r —t prom <t <2m

Reseni. Pro rozvoj do sinti je tfeba vypoéist integraly (pfi jejich vypoétu zohlednime, ze plati sin(nz) = 0,

cos(nm) = (—=1)"):

2 [ t 1 [" t I t
by = — f(t)sinﬂdt:—/ tsinn—dt—i——/ (2 — ) sin = dt =
27 J, 7 T Jo 2 T J. 2

OO
e[ ()] [ (o5 -5 (9)]) -

14 /. (nm nm nm 4m n o A4rm nm
— = (Sln (—) — — cos (—)) — —(=1)"+ —cos <—> -
T\ n? 2 2 2 n 2
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L (1) — s (20 4 2 o (g))) = sin (1)

= 8 t
Rozvoj do sinu f(t) = E — sin (T> sin (gi) obsahuje pouze ¢leny s lichymi koeficienty:
™m 7T
1

n=

> (sin(5) - 5o (3) +~~+%sm(@) =

T 9

Pro rozvoj do kosint je tieba vypocist integraly

2 [T t 1 [ t 1 [ t
= 5 i f(t)cos%dt:%/o tcos%dt%—%/7r (ZW—t)cos%dt:
1 4 nt n nt . nt T .
— | |—= (cos | — —sin [ —
m \ [n? 2 2 2 0
2 . nt\ 1> 4 nt nt . nt 2
2|—sin| — —|—=||cos|{— )+ —sin| — =
n 2/, n? 2 2 2 -
1 /4 nmw nwT . /N’ 4 . A7t . /nm
- = (cos (—) — —sin (—) - 1) + — sin(nm) — — sin (—) -
T\ n? 2 2 2 n n 2

- () - Fon (5) = s o () -1 17)

|
/N
—~
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2m
Dale musime jesté vycislit ag = 7 f(t)dt, coz lze uréenim plochy shora ohranicené funkei f(t) zdola

T Jo
osou x, jejiz hodnota je m. Rozvoj do kosinu muzeme tedy formalné vyjadrit ve tvaru

f(t) = g + i % (2cos (%) —1- (—1)”) cos <T;—7:) .

Tento tvar lze zjednodusit v zavislosti na sudosti resp. lichosti n:
Pro n = 2k — 1 plati
4

a2k—1:m(0—1+1)20.

Pro n = 2k plati
4 2
= —— (2(-1)f—1-1) == ((-1)*-1).
2k 7(2k)? (2(-1) ) k? ((=1) )
Dalsi zjednoduSeni dostavame analogicky s predchozim opétovnym rozlisSenim na suda resp. licha &
Prok:2€a2k:a4g:0

4
PI"O k’ = 2£ -1 ag(%_l) =

(20— 1)
Funkci f(t) muzeme tedy rozvinout do kosinu tak, ze budeme zapisovat pouze nenulové ¢leny rozvoje
tj. budeme séitat pres index ¢ a tomu odpovidajicim zpusobem upravime koeficienty v argumentu funkei
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kosinus n = 2k = 2(2¢ — 1):

T 4 220-1), T 4
f(t):§+zﬂ(2£_1>200s ( 5 )t:§—|—zmc05((2€—l)t)

(=1 /=1

Tento tvar odpovid4 rozvoji na intervalu poloviéni délky, coZ neni Zadné ndhoda, nebot funkce y = ¢
definovand v intervalu (0, 7) rozvinutd do cosinu, tj. suda funkce, mé stejné periodické pokracovani jako
funkce f(t). Tento fakt umoznuje podstatnym zpusobem zjednodusit vypocet Fourierova rozvoje do kosinu

2
nmt
a sice volit a, = — / t cos — dt a rozvoj provést vzhledem k funkcim cos(nt). O
T Jo T

0.0.3 Grafické znazornéni Fourierova rozvoje - Spektrum

Graficky Fourieruv rozvoj reprezentujeme pomoci spektra, kdy jednu ¢iselnou osu uzivame k vynaseni

frekvenci nw = ”—%’T a v roviné kolmé na osu frekvenci koeficienty a, = F), cosp,, b, = —F, sin p,, jsou

souradnicemi bodu pritazeného n-té harmonické slozce Fourierova rozvoje. Tato grafickd interpretace je
ovSem trojrozmeérnd, proto se pouziva zobrazeni pomoci dvou rovinnych zobrazeni, kdy se na jednu osu
vynasi frekvence nw = ”TQ” a na druhou koeficient a,, resp. b,, které znazornime tseckou zacinajici na ose
frekvenci a koncici v bodé jehoz druha soutadnice je a,, resp. b,. Druhou moznosti je vynaset misto dvojice

ap, b, dvojici F,,, y,, hovorime tak o spektru modultu a spektru argumentu.
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Dalsi moznosti je vyjadieni spektra pro Fourieruv rozvoj v komplexnim tvaru. Analogicky s redlnym
oborem muZeme vytvorit dvojici zobrazujici zvlast redlnou a imagindrni ¢4st koeficientu ¢, nebo obvykle
postupujeme tak, ze zobrazujeme komplexni koeficient ¢, dvojici jeho amplitudy a argumentu.

Analogicky s harmonickymi funkcemi plati pro spektra funkef:

1. spektrum souctu je rovno souctu spekter
2. spektrum « nasobku funkce je rovno o nasobku tohoto spektra

3. posunutd funkce f,(t) = f(t—7) ma spektrum modult stejné jako funkce f(t) a spektrum argumentu
je o nwT mensi tj.
Pon = Pn — NWT

4. spektrum funkce se zménénym métitkem f(mt¢) ma periodu 7'/m a frekvence harmonickych slozek
jsou nasobkem mw, ale koeficienty a,, b, a tedy moduly F;, a argumenty ¢,, jsou stejné.

0.1 Fourierova transformace a Fouriertv integral

V tomto odstavci se budeme zabyvat prenesenim aparatu komplexniho tvaru Fourierova rozvoje perio-
dickych funkeci na funkce, které nejsou periodické. Timto postupem je motivovano zavedeni pojmu Fourie-
rovy transformace spolu s ,ovérenim® zakladniho vztahu této transformace.
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Uvazujme na intervalu (—Z, T) funkei f(¢), kterd zde splituje Dirichletovy podminky, viz Definice 0.7.
S vyuzitim Véty 0.8 na tomto intervalu dostdvame ve viech bodech spojitosti funkce f(t) rovnost:

Z / f —]nw:c dr e]nwt i %

n=—oo n=—oo

f(x)e ™ @D gy kde t € (—%, %)

|
IS i

Proto, abychom mohli vysSe uvedenou sumu interpretovat jako integralni soucet, zavedeme déleni mnoziny

realnych ¢isel jako posloupnost bodu z, = nw = ”2” pro n = —oo,...,00, pricemz norma déleni Az, =
= Zp4l — Zn = 2%, se zmensuje pro zvétsujici se T' tJ Az, — 0 pro T' — oo. Potom je mozné pii tomto

oznaceni vyjadrit funkéni hodnotu f(¢) pomoci nekoneéné fady

( )efjnzn(xft) dQJ,

27T Z Azm

n=—oo

! \MH

a interpretovat ji jako integralni soucet funkce

1 .
gy f(x)e 2@ dy

[
vl S~y
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proménné z na intervalu (—oo,00). Formalnim provedenim limitniho pfechodu pro periodu 77 — oo
obdrzime Fourieruv integralni vzorec:

ft) = % / Z ( / Z fx)e9#@=t) d:v) dz. (10)

Pfed stanovenim podminek, které ,zabezpeci“ platnost uvedeného vztahu, uved me nésledujici definici.

Definice 0.13. Rekneme, 7ze funkce f(t) je absolutné integrovatelnd, jestlize plati

/_Oo ()] dt < .

o0

Véta 0.14. Necht je funkce f(t) absolutné integrovatelnd a f(t), f'(t) jsou po édstech spojité viz Defi-
nice 0.7, potom pravd strana vztahu (10) se rovnd

1. f(t) v kazdém bodé spojitosti t funkce f(t)

1 1
2. 5 (fE)+ fth)) = 5 (hli:%q ft+h)+ hli%1+ f(t+ h)> v kazdém bodé nespojitosti t funkce f(t).
—0— —

Riznymi aspekty Fourierova integralniho vzorce se budeme zabyvat v ndsledujicim textu, nebot prévé
Fourieruv integralni vzorec lze chapat jako slozeni Fourierovy transformace piimé a zpétné.
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0.1.1 Zavedeni Fourierovy transfomace

Definice 0.15. Necht f(t) je funkce redlné proménné ¢ (redlnd nebo komplexni), kterd je spolu se svoji de-
rivaci f'(t) po ¢astech spojitd a navic je absolutné integrovatelna. Potom je pro vSechna redlna w definovana
funkce

Flw) = /_ T et ar, (11)

kterou nazyvame Fourierorvym obrazem (spektrem) funkce f(¢). Toto prifazeni se nazyva Fourierovou
transformaci, funkce f(t) jejim predmétem, funkce F'(w) obrazem Fourierovy transformace.
Druhy vztah, ktery muzeme vysvétlovat tak, ze ze znamé funkce F(w) uréime funkei f(t), tj.

£ = - /OOF(w)ejwtdw, (12)

:% N

nazyvame zpétnou Fourierovou transfomaci. Vztah mezi funkcemi f(t) a F'(w) struéné zapisujeme

Poznamka 1. V literatuie nalezneme i zapis F'(jw), ktery je tfeba interpretovat jako slozenou funkei, kdy
oo

vnéjsi slozkou je integral obsahujici komplexni proménnou F(w) = f(t)e ' dt, za kterou dosadime

vnitini slozku jw.
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Obecné plati, ze v pripadé sudé nebo liché funkce se vyse uvedené integraly zjednodusi. Pro funkci
f(t), kterd je spolu se svoji derivaci f’(t) po ¢astech spojita a navic je absolutné integrovatelnd na intervalu
(0, 00) je mozné jejim definovanim na intervalu (—oo, 0) do sudé funkce f(—t) = f(t) zavést tzv. Fourierovu
kosinovou transformaci:

Plw) = /_ T W coswt)dt () = = / " P(w) cos(wt) dw.

g % N
a jejim definovanim do liché funkce f(—t) = —f(t) zavést tzv. Fourierovu sinovou transformaci:
o0 1 o'
Fw) = / f(¢) sin(wt) dt ft) = 2—/ F(w) sin(wt) dw.
—00 m —oo

Fourierovu transformaci neni mozné ,pouZit na libovolné funkce®, nebot uzivané integraly nemusi obecné
konvergovat. Situaci se zabyva nasledujici véta, ktera stanovi dostatecnou podminku existence obrazu
Fourierovy transformace, navic udava podminku pro funkci komplexni proménné, kterou musi spliovat
obraz Fourierovy transformace realné funkce.

Véta 0.16. Necht je funkce f(t) absolutné integrovatelnd, potom obraz Fourierovy transformace F(w)
existuje a je spojitd funkce, pro kterou plati lim F(w) = 0.

w—to0o

Poznamejme, ze se budeme zabyvat i funkcemi komplexni proménné nesplnujicimi uvedenou podminku,
které budou obrazem zobecnénych funkci napt. Diracuv impuls viz nize. Dalsi véta je analogii tvrzeni, které
jsme pro periodické funkce spojili s tzv. Parsevalovou rovnosti.
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oo

Véta 0.17. Necht’/ |f(t)|? dt < 0. Potom plati

INCREY N

Dalsi vlastnosti usporadame pro vétsi prehlednost do tabulky. Pted uvedenim véty, ktera shrne zakladni
vlastnosti Fourierovy transformace pripomenme pojem konvoluce dvou absolutné integrovatelnych funkei.

Definice 0.18. Necht jsou funkce f(t), g(t) absolutné integrovatelné. Potom funkci definovanou vztahem
f0+ot) = [ (e~ gl (13)

nazyvame konvoluci funkei f(t), g(t) a zapisujeme ji f(t) * g(¢).

Véta 0.19. O predmétech Fourierovy transformace (funkce v tabulce vlevo) predpoklidame, Ze jsou abso-
lutné integrovatelné. Navic oznacme F f(t) = F(w), pripadné Z g(t) = G(w). Potom plati
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Veéta o predmeét obraz
linearité af(t)+bg(t) | aF(w)+ bG(w)
. 1 t
podobnosti f(rt) —-F (—)
roo\r
posunuti predmétu flt—=7) | exp(—jrw)F(w)
posunuti obrazu exp(jrt) f(t) Flw-—r)
derivaci predmétu f™ () (Jw)"F(w)
d"F
derivaci obrazu t"f(t) J" )
. d wn
F
integraci predmétu / f(r)dr ﬁ
0 Jw
konvoluci predmeétu |  f(t) x g (t) F(w)G(w)

Pii zavadéni Fourierovy transformace pro funkce nesplnujici vyse uvedené podminky nebo pro zo-
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becnéné funkce postupujeme tak, ze uvedenou funkci pripadné zobecnénou funkci chapeme jako ,limitu“
posloupnosti funkei, které uvedené predpoklady spliuji. Fourieruv obraz potom chédpeme jako limitu obrazu
funkci dané posloupnosti. Takto muzeme nalézt obraz Fourierovy transformace Diracovy distribuce a jejich
derivaci, ale v téchto konkrétnich piipadech muzeme formalné postupovat i tak, ze u Diracovy distribuce
vyuzijeme tzv. filtraéni vlastnost (2):

Fo(t —ty) = / S(t — to)e 7 dt = e WMo, (14)
Pro derivaci Diracovy delta funkce lze odvodit:
o0 o" . .
FM(t —t) = / o(t — tg)(—l)”%e_wt dt = (jw)"e . (15)

Pro funkci jednotkového skoku muzeme primym vypoctem ziskat:

Fn(t) = /_ T t)e dt = /0 et gy = {—e_mr _J (16)

o0 JwW 1o

Pti vypoctu tohoto integralu je vhodné si uvédomit, ze konverguje pouze pro w s kladnou realnou casti.

0.1.2 Uziti Fourierovy transformace pt i urcovani obraza nékterych funkci

V tomto odstavci vyuzijeme uvedené vlastnosti Fourierovy transformace pii vypoctu Fourierovych obrazu
nekterych specidlnich funkei (signdlu).
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Priklad 0.20.

Naleznéte obraz obdélnikového signélu,
ktery ma §itku 2e, vysku h, ktery je
navic umistén tak, aby funkce f(t),
ktera jej popisuje byla sudd, tj. signal
bude umistén v intervalu (—e, &) viz
obrazek vpravo.

Reseni.

FF(t) = Flw) = /_ Z F(#)et dt — / " heiet gt —

h

—Jnw

sin nwe

[e™7™] a_g =2h = 2he sinc(nwe),

nw

kde funkce sinc je definovana vztahem 9 uvedenym v piikladu pii stanoveni Fourierova rozvoje sudého
obdélnikového signalu, tj. Prikladu 0.10. [

Poznamka 2. Na daném prikladu a Ptrikladu 0.10 je mozné demonstrovat limitni prechod spektra Fou-
rierova rozvoje periodického obdélnikového signalu (s periodou T') (viz piiklad 0.10) v obraz Fourierovy
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transformace jednoho obdélnikového signalu. Uvazme, Ze koeficienty ¢, Fourierova rozvoje jsou integraly (7)
nasobené prevracenou hodnotou periody 7', kterd se v limitnim prechodu ,pouzije” k vytvoreni déleni
vnéjsiho integralu ve Fourierové integralnim vzorci. Proto si také zobrazime modifikované spektrum kdy
koeficienty ¢, vynasobime periodou 7T'. V nasledujici tabulce jsou zobrazena pouze spektra modulu, protoze
argumenty koeficientt ¢, jsou nulové. Uhlovy kmitocet zakladni harmonické slozky je w = 27 /T.
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] T \ modifikované spektrum spektrum ‘
4 L I:l T LT E' "
T i T X
16
0N et 4
——f - ¥
64

7 uvedenych spekter je patrné, ze pro zvétsujici se T' roste hustota spekter a pro hodnotu 7' = 64
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pii zvoleném grafickém znazornéni (tloustka ¢ar) modifikovaného je obraz spektra stejny jako integrél
vyjadiujici Fourierovu transformaci.

Poznamka 3. Dalsi moznosti uziti obrazu sudého obdélnikového impulsu je ovérit jiz diive uvedeny
Fourieruv obraz Diracova impulsu §(¢). Tuto Diracovu funkci chdpeme jako limitni chovani jehlové funkce
viz Definice 0.1, za kterou volime obdélniky

5(t,2) = o= (ol — ) = (e +<)

Vyuzijeme-li vysledek predchoziho piikladu dostaneme obraz 6(¢) jako limitu obrazu jednotlivych

obdélnikovych impulsu, tj.
9
F(t) = lim Fo(t,¢) = lim — 2C — 1
e—0 =02  nw

Priklad 0.21.

Naleznéte Fourieruv obraz tzv. obecného
trojuhelnikového impulsu f(¢) zadaného gra-
fem, ktery je mimo interval [(;,%3) nulovy a 1 /’\
vrchol trojihelnika mé pro t =ty (t; < ty <

< t3) hodnotu v.
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Reseni. K jeho uréeni vyuzijeme znalosti druhé zobecnéné derivace této funkce z Pifkladu 0.3 e) a uzijeme
také vétu o derivaci pfedmétu a pro obraz F(jw) dostavame rovnici

. v ((t3 — tz)e_j“)tl + (tl _ tg)e—jwtz + (t2 _ tl)e—jwtg)
(ta — t1)(t3 — t2) ’

Co po uprave dava:

v ((tg — tz)e_j‘”tl + (tl — tg)e_jth + (tQ — tl)e_jwtf’)

Flw)=—
( ) w2<t2 — tl)(tg — tg)
Poznamenejme, ze pro sudy trojuhelnikovy impuls tj, t; = =T, to = 0, t3 = T 1ze obraz zapsat jednoduse:
2
TeT — 2T + Te T 2(cos(wT) — 1) sin <F _wl\?
Fw)=v o2 =0 T =T T =T | sinc >

]

Priklad 0.22. Naleznéte Fourieruv obraz funkce f(t) = e~ Nejdifve poznamenejme, ze funkce m4
obraz Fourierovy transformace, nebot existuje integral

/ e gt =9 / e Tt gt = VT
0

oo a
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Vypocet tohoto integralu lze nalézt v literatute viz [8]. Pro funkei f(¢) plati diferencidlni rovnice
F(t) = —a*2te " = 2a%t f(t)

Pro Fourieruv obraz této rovnice dostavame
dF
JwF(w) = Zf(t) = —2a2§tf(t) _ —2a2j%7
w

coz je diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi. Jak vidime v nasledujici upraveé, jez fesi danou
rovnici:

w dF(w) w dF

Y dw= s [ —Zau= Y2

222" T F(w) / 2q2 "% F

2 w2

—%—i—ln\(ﬂ —l|F| & F(w)=Ce i | kde C €R,
a
Integracni konstantu C' uréime dosazenim w =0 C = F(0) = / e dt = VT a ze vztahu zndmého z
o a

2
w
literatury [3]. Celkové tak dostavdme Fe " = vr exp (——)

V daném prikladé jsme vyuzili vétu o derivaci predmétu, ktera umozni prevést diferencidlni rovnice
pro predmét feseni na rovnici bez derivaci, kterou je mozno obvykle fesit jednoduseji, pro obraz feseni.
Uvedeny postup je zakladem ptistiho odstavce.
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0.1.3 Uziti Fourierovy transformace pri reSeni Diferencialnich rovnic

Pro diferencidlni pfipadné integro-diferencidlni rovnice, jejichz feseni je v technické praxi uréeno pocatecni
podminkou, to jest feSeni existuje na intervalu (g, 00), se obvykle pouziva pozdéji probirana Laplaceova
transformace. Proto budeme pomoci Fourierovy transformace tesit rovnici, kde bude feseni definovano pro
vSechna realna cisla. V nésledujicim prikladé se budeme zabyvat parcidlni diferencialni rovnici aniz bychom
se touto problematikou v tomto textu systematicky zabyvali. To je umoznéno tim, ze nize uvedeny postup
hlubsim zpusobem teorii parcidlnich diferencialni rovnic nevyuziva.

V literatuie znamym uzitim Fourierovy transformace je feSeni diferencidlni rovnice vedeni tepla v ne-
konecéné dlouhé a tenké ty¢i, kterou ztotoznime s osou x a popisujeme ji pomoci funkce u(z, t), jejiz hodnota
udava teplotu v bodé o soutradnici z a v case t. Tato funkce vyhovuje tzv. poc¢atecni diferencialni uloze:

au” = u;’ u([p,()) = g(l‘), t> O, —o0 < T < 0Q.

Tx

Pouzitim Fourierovy transformace vzhledem k proménné z pro kazdou konstantu ¢ dostaneme obraz
Fu(x,t) = U(w,t) feseni, coz je funkce dvou proménnych w, t. Pouzitim této transformace na zada-
nou rovnici vznikne diferencidlni rovnice vzhledem k proménné ¢, kterou formalné tesime jako rovnici se
separovanymi proménnymi (predpokldda to tvar funkce U(w,t) ve tvaru soucinu funkei obou proménnych):

dU dU

a(jw)2U = % = U

kde G(w) = Fg(x) je obraz pocatecniho rozlozeni u(z,0) = g(z) teplot v tycéi v case t = 0. Pfi hledédni

= —aw’dt = U(w,t) = G(w) exp(—aw?t),
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pfedmeétu vyuzijeme, ze obraz konvoluce je souc¢inem obrazu. Nejdiive stanovime predmét k obrazu exp(—
—aw?t) s vyuzitim Pifkladu 0.22 (proménnd obrazu je w a x je proménna vzoru, ¢ je parametr), tj.

F L exp(—atw?) =

1 ( x? )
exp| — | .
2V mat p 4at

Rovnice vedeni tepla mé feseni (tzv. elementdrni) ve tvaru konvoluéniho integrélu:

00 _ (=)
uwt) = [ epr( — >g<5> .

—0o0

Poznamka 4. Pii pouziti Fourierovy transformace k feseni rovnic se muze stat, ze uvedenym postupem
neni mozné nalézt viechna feseni (aniz bychom se dopustili chyby), nebot pouZiti Fourierovy transformace
omezuje prostor funkei viz Definice 0.13, které je mozno takto ziskat. Konkrétni ptriklad je mozné nalézt
v [3] (Ukazka 7.2).
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0.1.4 Slovnik Fourierovy transformace
Predmeét Obraz Predmeét Obraz
L 27 te™ ™ 4 >0 —J i e_ﬁi
It] |w] ’ 2av/a
1 . sin(at) \/?( 1 1 )
A 1o o “p(alwla>0 q|'Ve\Ve—da Vet
2m cos(at) T 1 1
e 4> 0 —_— ( + )
a? + w? || 2\/|w—a| /|w+aq|
2(a® — w?) 7T w? o
—alt| : 2
ltle™", a >0 @ta?)e sin(at) - COS(E + Z)
n! T w o
Ht"e ™™ a>0, neN — t2 —cos(— — —
n(t)t"e a n (0T jo) cos(at?) \/;cos(4a 4)
—at? T _o? sint
e ™ a>0 —er — Tnw+1) —n(w-—1))
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0.2 Priklady na procviceni

Cviceni
1. Pro uvedené funkce uréete jejich Fourierovu trigonometrickou fadu. Uved'te také jeji komplexni a fazovy tvar.

a) Pro nize uvedenou funkci urcete soucet Fourierovy trigonometrické fady pro ¢ = 10:

t, kde 0 < ¢ < 2; e

4—t, kde2<t<A4.

b) Pro nize uvedenou funkci uréete soucet Fourierovy trigonometrické rady pro t = 10:
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t+2, kde0<t<2

t—2, kde2<t<d4. |

¢) Pro nize uvedenou funkci urcete soucet Fourierovy trigonometrické rady pro t = 10:
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2. Pro uvedené funkce napiste jejich rozvoj do sint a cosinu:
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1—t, 0<t<2;

t+3, 2<t<4
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DIN=Y2-¢ 2<t<3 { *

t—4, 3<t<A4.

Vysledky
(2k+1)7t
8 — 1 2k + 1)mt 4 & exp(““‘*)
1. a)l-— = kzo CTESIE cos ( J; ) =1— = kz_: (2]{:—#21)2’ fazovy tvar je stejny jako s trigonome-
trickymi funkcemi (¢, = 0), f(10) = f(2) = 2.
(2k+1)mt
4 1 2k + 1)t 4j & eXP(“‘f‘*) 2 o= 1 2k
b) 2—1—; Z 2k T 1 sin ( —; )7T , kompleXni tvar 2+;j Z %—H,fé,ZOVy tvar 2+;‘7 Z 2]{; i 1 COS <( —;
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. t G kmt) 16 Lot
c) Z 0 cos(kmt)— sin 5 T , komplexni tvar Z 36};2;; )_ ](E;{li)(l) ) , fazovy

k=—o00

> 4n(2n + 1) — 8(—1)" .
b) J() =2 ( (2Z+) 127 (2 E sin J0 =2 @n+ 122 7 2
n=0 n=0
g1 . (2n+1)r > 16 (cos EFUT g om + 1)
) )= 3 G g sin g £(0) = ((mfw ) S

n=0
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