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Speciálńı funkce, Fourierovy řady a Fourierova transformace

Při studiu mnoha př́ırodńıch jev̊u se setkáváme s veličinami, které jsou všude nulové s výjimkou malého
časového intervalu I, ale jejich celková energie (integrál) je kladná. Takový charakter má veliká śıla p̊usob́ıćı
po velmi krátkou dobu (náraz), velké elektrické proudy p̊usob́ıćı jen velice krátkou dobu (elektrický impuls),
aj. Při úvahách o derivaci těchto veličin nejdř́ıve uved’me možný postup pro zavedeńı derivace spojitých
funkćı, které nemaj́ı v daném bodě derivaci. Takovou funkćı je např. absolutńı hodnota y = |x| v bodě 0. V
těchto př́ıpadech považujeme za derivaci této funkce funkci, jej́ıž integrál je roven zadané funkci. V tomto
smyslu je nespojitá funkce sgn(x) derivaćı funkce |x|, nebot’ plat́ı

|x| =
∫ x

0

sgn(t)dt.

Jako prototyp nespojité funkce uvažujme Heavisideovu funkci jednotkového skoku η(t), které je definována:

η =


0, pro x < 0;
1
2
, pro x = 0;

1, pro x > 0,

Funkce η(t) je nespojitá v bodě 0 (bod nespojitosti prvńıho druhu) bez ohledu na funkčńı hodnotu pro
x = 0, nebot’ má funkce η(t) r̊uzné jednostranné limity. Pomoćı této funkce je možné modelovat funkce,
které maj́ı v izolovaných bodech nespojitosti prvńıho druhu (jednostranné limity jsou konečné a nejsou si
rovny). Heavisideova funkce je limitou posloupnosti funkćı
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Fn(t) =


0, pro t < −1/n;
n
2

(
t+ 1

n

)
, pro −1/n ≤ t ≤ 1/n;

1, pro 1/n ≤ t,

které jsou spojité a maj́ı ve výše uvedeném smyslu derivaci:

F ′n(t) = fn(t) =
n

2

(
η(t+

1

n
)− η(t− 1

n
)

)
.

Provedeńım obvyklého limitńıho přechodu pro funkce fn(t), dostaneme funkci nulovou s výjimkou jed-
noho bodu s neohraničenou funkčńı hodnotou (f(0) = ∞). Integrál z takovéto funkce je ovšem nulový a
tedy výše naznačený postup je nevyhovuj́ıćı. Budeme postupovat podobně jako u reálných č́ısel, kdy mohou
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být užity r̊uzné
”
definice“ č́ısla e: e = lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n
= lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n+1

= lim
n→∞

1+
1

2!
+ · · ·+ 1

n!
. Podobně

posloupnost obdélńıkových kmit̊u fn(t) neńı jedinou posloupnost́ı funkćı, které jsou derivaćı funkćı maj́ıćıch
za limitu Heavisideovu funkci jednotkového skoku. Stručně jsou uvedeny grafy některých daľśıch možných
posloupnost́ı funkćı:

Uvedená nejednoznačnost těchto posloupnost́ı je d̊uvodem k zavedeńı pojemu jehlové funkce.
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Definice 0.1. Spojitou, př́ıp. po částech spojitou funkci, δ(t, λ) argumentu t závislou na parametru λ
nazveme jehlovou funkćı jestliže plat́ı:

1. δ(t, λ) = 0 pro |t| > λ;

2. δ(t, λ) ≥ 0 pro |t| < λ;

3.

∫ ∞
−∞

δ(t, λ)dt =

∫ λ

−λ
δ(t, λ)dt = 1.

Protože hodnota lim
λ→0

∫ b

a

f(t)δ(t, λ)dt =

{
f(0), pro ab < 0;
0, pro ab > 0,

tedy nezáviśı na volbě konkrétńı jehlové

funkce δ(t, λ) můžeme použ́ıt stručněǰśı zápis

Definice 0.2. Zaved’me označeńı

lim
λ→0

∫ b

a

f(t)δ(t, λ)dt =

∫ b

a

f(t)δ(t)dt. (1)

Potom v integrálech použ́ıvaný symbol δ(t) nazýváme Diracovou distribućı, či Diracovým impulsem.

Diracova distribuce je tzv. zobecněnou funkćı, charakterizuj́ıćı limitńı chováńı jehlové funkce δ(t, λ) pro
λ→ 0 a už́ıvá se při výpočtu integrál̊u. Pro Diracovu distribuci δ(t) a spojitou funkci f(t) plat́ı:∫ ∞

−∞
f(t)δ(t− t0)dt =

∫ ∞
−∞

f(t)δ(t0 − t)dt = f(t0). (2)
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Pro Dirac̊uv impulsem plat́ı :

∫ t

−∞
δ(τ)dτ =

1 pro t > 0

0 pro t < 0.
, což je Heavisideova funkce η(t) a tedy

Heavisideovou funkci jednotkového skoku tak můžeme chápat jako zobecněnou primitivńı funkci Dira-
cova impulsu, což je analogické vztahu mezi Heavisideovou funkćı η(t) a identickou funkćı ψ(t), kde plat́ı∫ t

−∞
η(τ)dτ = ψ(t) =

t pro t > 0

0 pro t ≤ 0.
.

Využit́ım vztahu mezi integrálem a derivaćı můžeme interpretovat Diracovu distribuci jako derivaci Hea-
visideovy funkce jednotkového skoku, kterou podobně můžeme dále chápat jako derivaci identické funkce
ψ(t). Tj.

ψ′′(t) = η′(t) = δ(t).

Situaci ilustruje následuj́ıćı obrázek
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Př́ıklad 0.3. Vlastnosti Diracova impulsu jsou demonstrovány na funkćıch.

a) Zjednodušte výraz (t3 + 1)δ(t− 2)

Řešeńı. Funkce t3 + 1 tedy podle (2) nahradit (23 + 1)δ(t− 2) = 9δ(t− 2).

b) Vypočtěte integrál

∫ ∞
0

e−ptδ(t − t0)dt, t0 ≥ 0. Později bude tento integrál interpretován jako obraz

Laplaceovy transformace Diracovy funkce δ(t− t0).

Řešeńı. S využit́ım (2) a skutečnosti

∫ 0

−∞
e−ptδ(t− t0)dt = 0 dostáváme∫ ∞

0

e−ptδ(t− t0)dt =

∫ ∞
−∞

e−ptδ(t− t0)dt = e−t0p

c) Zapǐste funkci jediným analytickým zápisem a určete jej́ı zobecněnou derivaci.

f(t) =


2t pro −∞ < t < 0

3 pro 0 < t < 2

t2 pro 2 < t <∞
–2

2

4

6

8

–1 1 2 3

x
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Řešeńı. K požadovanému zápisu využijeme funkci jednotkového skoku. Uvažme funkci g(t) = 2t +
+ (3 − 2t)η(t). Pro t < 0 plat́ı g(t) = 2t, nebot’ součin (3 − 2t)η(t) je nulový a pro t > 0 plat́ı
g(t) = 2t + 3 − 2t = 3, nebot’ (3 − 2t)η(t) = 3 − 2t. Tedy plat́ı g(t) = f(t) pro t < 2. V daľśım
zopakujeme daný postup, tj. k funkci g(t) přičteme součin vhodné funkce s η(t − 2). Tato je rovna
rozd́ılu analytického vyjádřeńı funkce f(t) pro t > 2 minus analytického vyjádřeńı funkce f(t) pro
0 < t < 2, dohromady dostáváme:

f(t) = 2t+ (3− 2t)η(t) + (t2 − 3)η(t− 2).

Pro funkce vyjádřené
”
složitěji“ postupujeme analogicky vždy

”
zleva doprava“. Zobecněné derivace

źıskáme podle definice:

f ′o(t) = 2− 2η(t) + (3− 2t)δ(t) + 2tη(t− 2) + (t2 − 3)δ(t− 2) = 2− 2η(t) + 3δ(t) + 2tη(t− 2) + δ(t− 2).

Poznamenejme, že třet́ı zobecněná derivace bude pouze lineárńı kombinaćı funkce jednotkového skoku
a jejich derivaćı.

Periodické a harmonické funkce

Při vyšetřováńı periodických děj̊u, jako jsou např. elektrické, mechanické a akustické kmity, kruhové pohyby,
ale také při řešeńı diferenciálńıch či integrálńıch rovnic použ́ıváme periodické funkce. Mějme interval I =
= < a, b > a označme T = b − a. Řekneme, že funkce f(x) je periodická s periodou T , jestliže plat́ı
f(x+ T ) = f(x) ∀x ∈ R.
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Definice 0.4. Reálnou harmonickou funkćı nazýváme každou reálnou funkci, kterou je možné zapsat v
tzv. fázovém tvaru

f(t) = F cos(ωt+ ϕ), kde −∞ < t <∞ (3)

a tato je jednoznačně určena trojićı parametr̊u F , ϕ a ω, které jsou postupně nazývány amplituda, počátečńı
fáze a frekvence harmonické funkce,

Za předpokladu, že hodnota frekvence ω je pevně zvolena, lze funkci (3) jednoznačně určit dvojićı F ,
ϕ nebo jedńım komplexńım parametrem F̂ nazývaným komplexńı amplituda:

F̂ = F ejϕ = F (cosϕ+ j sinϕ), (4)

tj. |F̂ | = F , arg F̂ = ϕ. V Paragrafuvěnovaném komplexńı funkci reálné proměnné jsme ukázali, že i
součet harmonických funkćı se (stejnou frekvenćı ω)

f1(t) = F1 cos(ωt+ ϕ1) f2(t) = F2 cos(ωt+ ϕ2)
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je za předpokladu
F̂1 + F̂2 = F1e

jϕ1 + F2e
jϕ2 6= 0

harmonická (funkce se stejnou frekvenćı ω), tj.

f(t) = F1 cos(ωt+ ϕ1) + F2 cos(ωt+ ϕ2) = F cos(ωt+ ϕ).

Nav́ıc komplexńı amplituda součtu je součtem komplexńıch amplitud, tj.

F̂ = F̂1 + F̂2.

Poznamenejme, že i funkce f(t) = F sin(ωt + ϕ) je také harmonická funkce, nebot’ plat́ı sin(ωt + ϕ) =
= cos(ωt+ ϕ− π/2). Daľśı možnost́ı zápisu harmonické funkce F cos(ωt+ ϕ) je

F cos(ωt+ ϕ) = a cos(ωt) + b sin(ωt),

přičemž a = F cosϕ, b = −F sinϕ, který bude dále využ́ıván.

0.0.1 Fourierovy trigonometrické řady

Dále se budeme zabývat možnost́ı vyjádřit periodickou funkci f(t) s periodou T . Jedna z možnost́ı může
být odvozena jako d̊usledek Laurentova rozvoje holomorfńıch funkćı.
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Definice 0.5. Necht’ je funkce f(t) integrovatelná na intervalu 〈θ, θ + T 〉. Označme ω = 2π/T . Potom
řadu

a0
2

+
∞∑
n=1

an cos(nωt) + bn sin(nωt) (5)

nazýváme Fourierovou trigonometrickou řadou funkce f(t), kde konstanty an, bn jsou určeny vztahy

an =
2

T

∫ θ+T

θ

f(t) cos (nωt) dt bn =
2

T

∫ θ+T

θ

f(t) sin (nωt) dt (6)

a nazývaj́ı se koeficienty Fourierovy řady funkce f(t). Tuto řadu je možné vyjádřit v tzv. komplexńım tvaru
Fourierovy řady:

∞∑
n=−∞

cn exp(jnωt), kde cn =
1

T

∫ θ+T

θ

f (t) exp (−jωnt) dt. (7)

nebo tzv. fázovém tvaru Fourierovy řady:

f(t) =
a0
2

+
∞∑
n=1

Fn cos(nωt+ ϕn), kde 2c−n = Fnejϕn (8)

Poznámka 0.6. Konstanty v jednotlivých tvarech Fourierovy řady jsou svázány jednoduchými vztahy.
Fn je modul a ϕn je argument komplexńıho č́ısla 2c−n dále

Fn = |an − jbn| ϕn = Arg(an − jbn) an = Fn cosϕn bn = −Fn sinϕn
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an = cn + c−n bn = j(cn − c−n) cn =
an − jbn

2
c−n =

an + jbn
2

.

Podmı́nkou pro stanoveńı koeficient̊u an, bn, př́ıpadně cn nebo Fn, ϕn je možnost určit integrál z funkce
f(t) na intervalu délky T . Tato podmı́nka neńı ovšem dostatečná pro konvergenci řad (5) př́ıpadně (7)
nebo (8) rovnost jejich součtu p̊uvodńı funkci.

Definice 0.7. Řekneme, e funkce f(t) splňuje na uzavřeném intervalu Dirichletovy podmı́nky na
uzavřeném intervalu, jestliže je možné tento interval rozdělit konečným počtem tak, že na každém z těchto
interval̊u je spojitá a monotónńı.

Věta 0.8. Necht’ funkce f(t) je periodická s periodou T a splňuje Dirichletovy podmı́nky na libovolném
intervalu délky T . Potom řada ve vztahu (5), resp. (7), resp. (8) (kde Fourierovy koeficienty jsou definovány
vztahy (6), resp. (7), resp. (8) konverguje pro každé t a jej́ı součet je roven:

1. f(t) v každém bodě t, v němž je funkce f(t) spojitá,

2.
1

2

(
f(t−) + f(t+)

)
=

1

2

(
lim
h→0−

f(t+ h) + lim
h→0+

f(t+ h)

)
v každém bodě t, v němž je funkce f(t) ne-

spojitá.

Př́ıklad 0.9. Sestrojte Fourierovu řadu funkce f(t) = t pro t ∈ 〈−π, π〉, která má periodu T = 2π.
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Řešeńı. V tomto př́ıpadě je ω =
2π

2π
= 1. Dále zvoĺıme θ = −π, abychom mohli při určeńı koeficient̊u

an využ́ıt skutečnosti, že funkce f(t) = t je lichá, protože potom integrály (6) určuj́ıćı koeficienty an jsou
integrály z liché funkce na symetrickém intervalu kolem počátku nulové a tedy an = 0. Pomoćı integrace
per partes spoč́ıtáme

bn =
2

2π

∫ π

−π
t sin(nt) dt =

2

π

[
−t cos(nt)

n
+

sin(nt)

n2

]π
0

=
2(−1)n+1

n

Při výpočtu integrálu jsme také využili možnosti vyjádřit integrál ze sudé funkce na intervalu 〈−π, π〉 jako
dvojnásobek integrálu z této funkce na intervalu 〈0, π〉. Protože funkce f(t) splňuje Dirichletovy podmı́nky,
podle Věty 0.8 řada

∞∑
n=1

2(−1)n+1 sin(nt)

n

konverguje pro všechna t ∈ R a pro t ∈ (−π, π) je rovna t, pro t = nπ je rovna 0. Následuj́ıćı obrázek
ukazuje částečné součty postupně pro 1, 2, 4, 8, 16, 32 člen̊u.
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Aproximace funkce f(t) = t

V daľśım př́ıkladě rozvineme sudou funkci, která popisuje periodicky se opakuj́ıćı obdélńıkové impulsy,
do komplexńıho tvaru Fourierova rozvoje.

Př́ıklad 0.10.
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Uvažujme obdélńıkový signál, který má š́ı̌rku 2ε,
výšku h a délka periody je T (T > 2ε). Funkci f(t),
která vyhovuje zadaným požadavk̊um, zvoĺıme
tak, aby byla sudá, tj. v intervalu 〈−T/2, T/2〉,
který má délku T , bude signál nenulový pouze v
intervalu 〈−ε, ε〉, viz obrázek vpravo 0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

–1.5 –1 –0.5 0.5 1 1.5

x

Řešeńı. Pro frekvenci ω plat́ı ω = 2π/T :

cn =
1

T

∫ T/2

−T/2
f(t)e−jnωt dt =

1

T

∫ ε

−ε
he−jnωt dt =

h

−jnωT
[
e−jnωt

]ε
−ε =

h

T

2 sin(nωε)

nω

Koeficient c0 = 2hε/T neńı daným vztahem definován, nebot’ se jedná o pod́ıl 0
0
. Tato skutečnost bývá

zejména v technické literatuře řešena zavedeńım funkce sinc, která je definována vztahem

sinc t =

{
sin t
t
, pro t 6= 0;

1, pro t = 0,
(9)
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což umožňuje zápis cn =
2hε

T
sinc(nωε) a

f(t) =
∞∑

n=−∞

2hε

T
sinc(nωε)ejnωt =

2hε

T
+ 2

∞∑
n=1

2hε

T
sinc(nωε) cos(nωt).

Řada vpravo je fázový tvar Fourierovy řady. Skutečnost, že funkce f(t) je sudá, nám sice neumožnila určit
část koeficient̊u cn, ale projevila se d́ıky Poznámce 0.6 v tom, že cn jsou reálné (nebot’ bn = 0).

Př́ıklad 0.11. Rozviňme tzv. dvoucestné a jednocestné usměrněńı ve Fourierovu řadu.
Dvoucestné usměrněńı je definované relaćı fd(t) = | sin t| nebo-li fd(t) = sin t pro t ∈ 〈0, π〉 a funkce

fd(t) je periodická s periodou π, tj. f(t+ π) = f(t) . Funkce je zřejmě sudá, proto pro všechna n je bn = 0.
Stač́ı tedy určit jen koeficienty an. Nejdř́ıve vypočteme koeficient a0:

a0 =
2

2π

∫ π

−π
| sin t| dt =

2

π

∫ π

0

| sin t| dt =
2

π
[− cos t]π0 =

4

π
.

Využit́ım známé trigonometrické relace sinα cos β = 1
2

(sin(α + β) + sin(α− β)) postupně vypočteme

an =
2

π

∫ π

0

sin t cos(nt) dt =
1

π

∫ π

0

(sin((n+ 1)t)− sin((n− 1))t) dt =

1

π

[
−cos((n+ 1)t)

n+ 1
+

cos((n− 1)t)

n− 1

]π
0

=
1

π

(
−cos((n+ 1)π)− 1

n+ 1
+

cos((n− 1)π)− 1

n− 1

)
=
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1

π

(
−(−1)n+1 − 1

n+ 1
+

(−1)n−1 − 1

n− 1

)
=

2

π
· (−1)n+1 − 1

(n+ 1)(n− 1)
=

{
−4

π(n2−1) pro n sudé,

0 pro n liché.

Protože funkce fd(t) je spojitá dostáváme jej́ı Fourier̊uv rozvoj, kde n = 2m, ve tvaru

fd(t) =
2

π
− 4

π

∞∑
m=1

cos 2mt

4m2 − 1
.

Jednocestné usměrněńı je definováno vztahem fj(t) = 1
2
(| sin t| + sin t). S využit́ım linearity integrálu

je zřejmé, že součet funkćı má rozvoj ve tvaru součtu rozvoj̊u:

fj(t) =
1

2
sin t+

1

π
− 2

π

∞∑
m=1

cos(2mt)

4m2 − 1
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0.0.2 Rozvoj pouze do sin̊u resp. kosin̊u

Předcházej́ıćı ukázky nás mohou motivovat k úvaze, za jakých předpoklad̊u je možné funkci rozvinout v
řadu sin̊u nebo kosin̊u. Z předcházej́ıćıch ukázek je patrné, že lichou funkci (f(−t) = −f(t)) rozlož́ıme ve
Forierovu řadu pouze lichých funkćı, tj. v řadu sin̊u a sudou funkci (f(−t) = f(t)) rozlož́ıme ve Forierovu
řadu pouze sudých funkćı, tj. v řadu kosin̊u. Tato skutečnost je dána t́ım, že integrál na symetrickém
intervalu kolem počátku je z liché funkce nulový a pro součin sudých a lichých funkćı plat́ı obdobná
pravidla jako pro sč́ıtáńı sudých a lichých č́ısel.

Tedy nebudeme-li trvat na periodicitě dané funkce f(t) můžeme postupovat tak, že funkci f(t) defino-
vanou na intervalu 〈0, T 〉, je možné dodefinovat v intervalu 〈−T, 0〉 v sudou fs(t) resp. lichou funkci fl(t),
která má periodu 2T . Potom v bodech kde je funkce f(t) spojitá plat́ı:

f(t) =
a0
2

+
∞∑
n=1

an cos
nT

π
t, pro t ∈ (0, T ), kde an =

2

T

∫ T

0

f(t) cos
nπt

T
dt,

f(t) =
∞∑
n=1

bn sin
nT

π
t, pro t ∈ (0, T ), kde bn =

2

T

∫ T

0

f(t) sin
nπt

T
dt.

Př́ıklad 0.12. Na intervalu 〈0, 2π〉 rozviňte do sin̊u a kosin̊u funkci f(t) definovanou vztahem
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f(t) =

{
t pro 0 ≤ t ≤ π

2π − t pro π < t ≤ 2π
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

1 2 3 4 5 6 7

x

Řešeńı. Pro rozvoj do sin̊u je třeba vypoč́ıst integrály (při jejich výpočtu zohledńıme, že plat́ı sin(nπ) = 0,
cos(nπ) = (−1)n):

bn =
2

2π

∫ 2π

0

f(t) sin
nπt

2π
dt =

1

π

∫ π

0

t sin
nt

2
dt+

1

π

∫ 2π

π

(2π − t) sin
nt

2
dt =

1

π

([
4

n2

(
sin

(
nt

2

)
− nt

2
cos

(
nt

2

))]π
0

+

2π

[
− 2

n
cos

(
nt

2

)]2π
π

−
[

4

n2

(
sin

(
nt

2

)
− nt

2
cos

(
nt

2

))]2π
π

)
=

1

π

(
4

n2

(
sin
(nπ

2

)
− nπ

2
cos
(nπ

2

))
− 4π

n
(−1)n +

4π

n
cos
(nπ

2

)
−
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4

n2

(
−nπ(−1)n − sin

(nπ
2

)
+
nπ

2
cos
(nπ

2

)))
=

8

πn2
sin
(nπ

2

)
Rozvoj do sin̊u f(t) =

∞∑
n=1

8

πn2
sin
(nπ

2

)
sin

(
πnt

2π

)
obsahuje pouze členy s lichými koeficienty:

8

π

(
sin

(
t

2

)
− 1

9
sin

(
3t

2

)
+ · · ·+ (−1)k

(2k + 1)2
sin

(
(2k + 1)t

2

)
+ . . .

)
Pro rozvoj do kosin̊u je třeba vypoč́ıst integrály

an =
2

2π

∫ 2π

0

f(t) cos
nπt

2π
dt =

1

π

∫ π

0

t cos
nt

2
dt+

1

π

∫ 2π

π

(2π − t) cos
nt

2
dt =

1

π

([
4

n2

(
cos

(
nt

2

)
+
nt

2
sin

(
nt

2

))]π
0

+

2

[
2

n
sin

(
nt

2

)]2π
π

−
[

4

n2

(
cos

(
nt

2

)
+
nt

2
sin

(
nt

2

))]2π
π

)
=

1

π

(
4

n2

(
cos
(nπ

2

)
− nπ

2
sin
(nπ

2

)
− 1
)

+
4π

n
sin(nπ)− 4π

n
sin
(nπ

2

)
−

4

n2

(
(−1)n − cos

(nπ
2

)
− nπ

2
sin
(nπ

2

)))
=

4

πn2

(
2 cos

(nπ
2

)
− 1− (−1)n

)
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Dále muśıme ještě vyč́ıslit a0 =
2

2π

∫ 2π

0

f(t) dt, což lze určeńım plochy shora ohraničené funkćı f(t) zdola

osou x, jej́ıž hodnota je π. Rozvoj do kosin̊u můžeme tedy formálně vyjádřit ve tvaru

f(t) =
π

2
+
∞∑
n=1

4

πn2

(
2 cos

(nπ
2

)
− 1− (−1)n

)
cos

(
nπt

2π

)
.

Tento tvar lze zjednodušit v závislosti na sudosti resp. lichosti n:
Pro n = 2k − 1 plat́ı

a2k−1 =
4

π(2k − 1)2
(0− 1 + 1) = 0.

Pro n = 2k plat́ı

a2k =
4

π(2k)2
(
2(−1)k − 1− 1

)
=

2

πk2
(
(−1)k − 1

)
.

Daľśı zjednodušeńı dostáváme analogicky s předchoźım opětovným rozlǐseńım na sudá resp. lichá k
Pro k = 2` a2k = a4` = 0

Pro k = 2`− 1 a2(2`−1) =
4

π(2`− 1)2
.

Funkci f(t) můžeme tedy rozvinout do kosin̊u tak, že budeme zapisovat pouze nenulové členy rozvoje
tj. budeme sč́ıtat přes index ` a tomu odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem uprav́ıme koeficienty v argumentu funkćı
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kosinus n = 2k = 2(2`− 1):

f(t) =
π

2
+
∞∑
`=1

4

π(2`− 1)2
cos

2(2`− 1)

2
t =

π

2
+
∞∑
`=1

4

π(2`− 1)2
cos((2`− 1)t)

Tento tvar odpov́ıdá rozvoji na intervalu polovičńı délky, což neńı žádná náhoda, nebot’ funkce y = t
definovaná v intervalu (0, π) rozvinutá do cosin̊u, tj. sudá funkce, má stejné periodické pokračováńı jako
funkce f(t). Tento fakt umožňuje podstatným zp̊usobem zjednodušit výpočet Fourierova rozvoje do kosin̊u

a sice volit an =
2

π

∫ 2π

0

t cos
nπt

π
dt a rozvoj provést vzhledem k funkćım cos(nt).

0.0.3 Grafické znázorněńı Fourierova rozvoje - Spektrum

Graficky Fourier̊uv rozvoj reprezentujeme pomoćı spektra, kdy jednu č́ıselnou osu už́ıváme k vynášeńı
frekvenćı nω = n2π

T
a v rovině kolmé na osu frekvenćı koeficienty an = Fn cosϕn, bn = −Fn sinϕn jsou

souřadnicemi bodu přǐrazeného n-té harmonické složce Fourierova rozvoje. Tato grafická interpretace je
ovšem trojrozměrná, proto se použ́ıvá zobrazeńı pomoćı dvou rovinných zobrazeńı, kdy se na jednu osu
vynáš́ı frekvence nω = n2π

T
a na druhou koeficient an resp. bn, které znázorńıme úsečkou zač́ınaj́ıćı na ose

frekvenćı a konč́ıćı v bodě jehož druhá souřadnice je an resp. bn. Druhou možnost́ı je vynášet mı́sto dvojice
an, bn dvojici Fn, ϕn, hovoř́ıme tak o spektru modul̊u a spektru argument̊u.
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Daľśı možnost́ı je vyjádřeńı spektra pro Fourier̊uv rozvoj v komplexńım tvaru. Analogicky s reálným
oborem můžeme vytvořit dvojici zobrazuj́ıćı zvlášt’ reálnou a imaginárńı část koeficientu cn nebo obvykle
postupujeme tak, že zobrazujeme komplexńı koeficient cn dvojićı jeho amplitudy a argumentu.

Analogicky s harmonickými funkcemi plat́ı pro spektra funkćı:

1. spektrum součtu je rovno součtu spekter

2. spektrum α násobku funkce je rovno α násobku tohoto spektra

3. posunutá funkce fτ (t) = f(t−τ) má spektrum modul̊u stejné jako funkce f(t) a spektrum argument̊u
je o nωτ menš́ı tj.

ϕϕn = ϕn − nωτ

4. spektrum funkce se změněným měř́ıtkem f(mt) má periodu T/m a frekvence harmonických složek
jsou násobkem mω, ale koeficienty an, bn a tedy moduly Fn a argumenty ϕn jsou stejné.

0.1 Fourierova transformace a Fourier̊uv integrál

V tomto odstavci se budeme zabývat přeneseńım aparátu komplexńıho tvaru Fourierova rozvoje perio-
dických funkćı na funkce, které nejsou periodické. T́ımto postupem je motivováno zavedeńı pojmu Fourie-
rovy transformace spolu s

”
ověřeńım“ základńıho vztahu této transformace.
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Uvažujme na intervalu
〈
−T

2
, T
2

〉
funkci f(t), která zde splňuje Dirichletovy podmı́nky, viz Definice 0.7.

S využit́ım Věty 0.8 na tomto intervalu dostáváme ve všech bodech spojitosti funkce f(t) rovnost:

f(t) =
∞∑

n=−∞

1

T

∫ T
2

−T
2

f(x)e−jnωx dx ejnωt =
∞∑

n=−∞

1

T

T
2∫

−T
2

f(x)e−jnω(x−t) dx, kde t ∈ (−T
2
, T
2
).

Proto, abychom mohli výše uvedenou sumu interpretovat jako integrálńı součet, zavedeme děleńı množiny
reálných č́ısel jako posloupnost bod̊u zn = nω = n2π

T
pro n = −∞, . . . ,∞, přičemž norma děleńı ∆zn =

= zn+1 − zn = 2π
T

, se zmenšuje pro zvětšuj́ıćı se T tj. ∆zn → 0 pro T → ∞. Potom je možné při tomto
označeńı vyjádřit funkčńı hodnotu f(t) pomoćı nekonečné řady

f(t) =
1

2π

∞∑
n=−∞

∆zm−1

T
2∫

−T
2

f(x)e−jnzn(x−t) dx,

a interpretovat ji jako integrálńı součet funkce

1

2π

T
2∫

−T
2

f(x)e−jz(x−t) dx
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proměnné z na intervalu (−∞,∞). Formálńım provedeńım limitńıho přechodu pro periodu T → ∞
obdrž́ıme Fourier̊uv integrálńı vzorec:

f(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞

f(x)e−jz(x−t) dx

)
dz. (10)

Před stanoveńım podmı́nek, které
”
zabezpeč́ı“ platnost uvedeného vztahu, uved’me následuj́ıćı definici.

Definice 0.13. Řekneme, že funkce f(t) je absolutně integrovatelná, jestliže plat́ı∫ ∞
−∞
|f(t)| dt <∞.

Věta 0.14. Necht’ je funkce f(t) absolutně integrovatelná a f(t), f ′(t) jsou po částech spojité viz Defi-
nice 0.7, potom pravá strana vztahu (10) se rovná

1. f(t) v každém bodě spojitosti t funkce f(t)

2.
1

2

(
f(t−) + f(t+)

)
=

1

2

(
lim
h→0−

f(t+ h) + lim
h→0+

f(t+ h)

)
v každém bodě nespojitosti t funkce f(t).

Různými aspekty Fourierova integrálńıho vzorce se budeme zabývat v následuj́ıćım textu, nebot’ právě
Fourier̊uv integrálńı vzorec lze chápat jako složeńı Fourierovy transformace př́ımé a zpětné.
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0.1.1 Zavedeńı Fourierovy transfomace

Definice 0.15. Necht’ f(t) je funkce reálné proměnné t (reálná nebo komplexńı), která je spolu se svoj́ı de-
rivaćı f ′(t) po částech spojitá a nav́ıc je absolutně integrovatelná. Potom je pro všechna reálná ω definována
funkce

F (ω) =

∫ ∞
−∞

f(t)e−jωt dt, (11)

kterou nazýváme Fourierorvým obrazem (spektrem) funkce f(t). Toto přǐrazeńı se nazývá Fourierovou
transformaćı, funkce f(t) jej́ım předmětem, funkce F (ω) obrazem Fourierovy transformace.
Druhý vztah, který můžeme vysvětlovat tak, že ze známé funkce F (ω) urč́ıme funkci f(t), tj.

f(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

F (ω)ejωt dω, (12)

nazýváme zpětnou Fourierovou transfomaćı. Vztah mezi funkcemi f(t) a F (ω) stručně zapisujeme

F (f(t)) = F (ω) a F−1(F (ω)) = f(t).

Poznámka 1. V literatuře nalezneme i zápis F (jω), který je třeba interpretovat jako složenou funkci, kdy

vněǰśı složkou je integrál obsahuj́ıćı komplexńı proměnnou F (ω) =

∫ ∞
−∞

f(t)e−jωt dt, za kterou dosad́ıme

vnitřńı složku jω.
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Obecně plat́ı, že v př́ıpadě sudé nebo liché funkce se výše uvedené integrály zjednoduš́ı. Pro funkci
f(t), která je spolu se svoj́ı derivaćı f ′(t) po částech spojitá a nav́ıc je absolutně integrovatelná na intervalu
〈0,∞) je možné jej́ım definováńım na intervalu (−∞, 0) do sudé funkce f(−t) = f(t) zavést tzv. Fourierovu
kosinovou transformaci:

F (ω) =

∫ ∞
−∞

f(t) cos(ωt) dt f(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

F (ω) cos(ωt) dω.

a jej́ım definováńım do liché funkce f(−t) = −f(t) zavést tzv. Fourierovu sinovou transformaci:

F (ω) =

∫ ∞
−∞

f(t) sin(ωt) dt f(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

F (ω) sin(ωt) dω.

Fourierovu transformaci neńı možné
”
použ́ıt na libovolné funkce“, nebot’ už́ıvané integrály nemuśı obecně

konvergovat. Situaci se zabývá následuj́ıćı věta, která stanov́ı dostatečnou podmı́nku existence obrazu
Fourierovy transformace, nav́ıc udává podmı́nku pro funkci komplexńı proměnné, kterou muśı splňovat
obraz Fourierovy transformace reálné funkce.

Věta 0.16. Necht’ je funkce f(t) absolutně integrovatelná, potom obraz Fourierovy transformace F (ω)
existuje a je spojitá funkce, pro kterou plat́ı lim

ω→±∞
F (ω) = 0.

Poznamejme, že se budeme zabývat i funkcemi komplexńı proměnné nesplňuj́ıćımi uvedenou podmı́nku,
které budou obrazem zobecněných funkćı např. Dirac̊uv impuls viz ńıže. Daľśı věta je analogíı tvrzeńı, které
jsme pro periodické funkce spojili s tzv. Parsevalovou rovnost́ı.
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Věta 0.17. Necht’

∫ ∞
−∞
|f(t)|2 dt < 0. Potom plat́ı

∫ ∞
−∞
|f(t)|2 dt =

1

2π

∫ ∞
−∞
|F (ω)|2 dω.

Daľśı vlastnosti uspořádáme pro větš́ı přehlednost do tabulky. Před uvedeńım věty, která shrne základńı
vlastnosti Fourierovy transformace připomeňme pojem konvoluce dvou absolutně integrovatelných funkćı.

Definice 0.18. Necht’ jsou funkce f(t), g(t) absolutně integrovatelné. Potom funkci definovanou vztahem

f(t) ∗ g(t) =

∫ ∞
−∞

f(t− τ)g(τ) dτ. (13)

nazýváme konvolućı funkćı f(t), g(t) a zapisujeme ji f(t) ∗ g(t).

Věta 0.19. O předmětech Fourierovy transformace (funkce v tabulce vlevo) předpokládáme, že jsou abso-
lutně integrovatelné. Nav́ıc označme Ff(t) = F (ω), př́ıpadně Fg(t) = G(ω). Potom plat́ı
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Věta o předmět obraz

linearitě af(t) + bg(t) aF (ω) + bG(ω)

podobnosti f(rt)
1

r
F

(
t

r

)
posunut́ı předmětu f(t− r) exp(−jrω)F (ω)

posunut́ı obrazu exp(jrt)f(t) F (ω − r)

derivaci předmětu f (n)(t) (jω)nF (ω)

derivaci obrazu tnf(t) jn
dnF (ω)

d ωn

integraci předmětu

∫ t

0

f(τ) dτ
F (ω)

jω

konvoluci předmětu f(t) ∗ g (t) F (ω)G(ω)

Při zaváděńı Fourierovy transformace pro funkce nesplňuj́ıćı výše uvedené podmı́nky nebo pro zo-
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becněné funkce postupujeme tak, že uvedenou funkci př́ıpadně zobecněnou funkci chápeme jako
”
limitu“

posloupnosti funkćı, které uvedené předpoklady splňuj́ı. Fourier̊uv obraz potom chápeme jako limitu obraz̊u
funkćı dané posloupnosti. Takto můžeme nalézt obraz Fourierovy transformace Diracovy distribuce a jej́ıch
derivaćı, ale v těchto konkrétńıch př́ıpadech můžeme formálně postupovat i tak, že u Diracovy distribuce
využijeme tzv. filtračńı vlastnost (2):

F δ(t− t0) =

∫ ∞
−∞

δ(t− t0)e−jωt dt = e−jωt0 . (14)

Pro derivaci Diracovy delta funkce lze odvodit:

F δ(n)(t− t0) =

∫ ∞
−∞

δ(t− t0)(−1)n
∂n

∂tn
e−jωt dt = (jω)ne−jωt0 . (15)

Pro funkci jednotkového skoku můžeme př́ımým výpočtem źıskat:

Fη(t) =

∫ ∞
−∞

η(t)e−jωt dt =

∫ ∞
0

e−jωt dt =

[
−e−jωt

jω

]∞
0

=
−j
ω

(16)

Při výpočtu tohoto integrálu je vhodné si uvědomit, že konverguje pouze pro ω s kladnou reálnou část́ı.

0.1.2 Užit́ı Fourierovy transformace při určováńı obraz̊u některých funkćı

V tomto odstavci využijeme uvedené vlastnosti Fourierovy transformace při výpočtu Fourierových obraz̊u
některých speciálńıch funkćı (signál̊u).
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Př́ıklad 0.20.

Nalezněte obraz obdélńıkového signálu,
který má š́ı̌rku 2ε, výšku h, který je
nav́ıc umı́stěn tak, aby funkce f(t),
která jej popisuje byla sudá, tj. signál
bude umı́stěn v intervalu 〈−ε, ε〉 viz
obrázek vpravo. 0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

–1.5 –1 –0.5 0.5 1 1.5

x

Řešeńı.

Ff(t) = F (ω) =

∫ ∞
−∞

f(t)e−jωt dt =

∫ ε

−ε
he−jωt dt =

h

−jnω
[
e−jnωt

]ε
−ε = 2h

sinnωε

nω
= 2hε sinc(nωε),

kde funkce sinc je definována vztahem 9 uvedeným v př́ıkladu při stanoveńı Fourierova rozvoje sudého
obdélńıkového signálu, tj. Př́ıkladu 0.10.

Poznámka 2. Na daném př́ıkladu a Př́ıkladu 0.10 je možné demonstrovat limitńı přechod spektra Fou-
rierova rozvoje periodického obdélńıkového signálu (s periodou T ) (viz př́ıklad 0.10) v obraz Fourierovy
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transformace jednoho obdélńıkového signálu. Uvažme, že koeficienty cn Fourierova rozvoje jsou integrály (7)
násobené převrácenou hodnotou periody T , která se v limitńım přechodu

”
použije“ k vytvořeńı děleńı

vněǰśıho integrálu ve Fourierově integrálńım vzorci. Proto si také zobraźıme modifikované spektrum kdy
koeficienty cn vynásob́ıme periodou T . V následuj́ıćı tabulce jsou zobrazena pouze spektra modul̊u, protože
argumenty koeficient̊u cn jsou nulové. Úhlový kmitočet základńı harmonické složky je ω = 2π/T .
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T modifikované spektrum spektrum

4

16

64

Z uvedených spekter je patrné, že pro zvětšuj́ıćı se T roste hustota spekter a pro hodnotu T = 64
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při zvoleném grafickém znázorněńı (tloušt’ka čar) modifikovaného je obraz spektra stejný jako integrál
vyjadřuj́ıćı Fourierovu transformaci.

Poznámka 3. Daľśı možnost́ı užit́ı obrazu sudého obdélńıkového impulsu je ověřit již dř́ıve uvedený
Fourier̊uv obraz Diracova impulsu δ(t). Tuto Diracovu funkci chápeme jako limitńı chováńı jehlové funkce
viz Definice 0.1, za kterou voĺıme obdélńıky

δ(t, ε) =
1

2ε
(η(t− ε)− η(t+ ε)) .

Využijeme-li výsledek předchoźıho př́ıkladu dostaneme obraz δ(t) jako limitu obraz̊u jednotlivých
obdélńıkových impuls̊u, tj.

F δ(t) = lim
ε→0

F δ(t, ε) = lim
ε→0

2

2ε

sinnωε

nω
= 1.

Př́ıklad 0.21.
Nalezněte Fourier̊uv obraz tzv. obecného
trojúhelńıkového impulsu f(t) zadaného gra-
fem, který je mimo interval [〈1, t3〉 nulový a
vrchol trojúhelńıka má pro t = t2 (t1 < t2 <
< t3) hodnotu v.
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Řešeńı. K jeho určeńı využijeme znalosti druhé zobecněné derivace této funkce z Př́ıkladu 0.3 e) a užijeme
také větu o derivaci předmětu a pro obraz F (jω) dostáváme rovnici

−ω2F (ω) = Ff ′′o (t) =
v ((t3 − t2)e−jωt1 + (t1 − t3)e−jωt2 + (t2 − t1)e−jωt3)

(t2 − t1)(t3 − t2)
.

Co po úpravě dává:

F (ω) = −v ((t3 − t2)e−jωt1 + (t1 − t3)e−jωt2 + (t2 − t1)e−jωt3)
ω2(t2 − t1)(t3 − t2)

.

Poznamenejme, že pro sudý trojúhelńıkový impuls tj, t1 = −T , t2 = 0, t3 = T lze obraz zapsat jednoduše:

F (ω) = v
T ejωT − 2T + T e−jωT

T 2ω2
= v

2(cos(ωT )− 1)

Tω2
= vT

(
sin ωT

2
ωT
2

)2

= vT

(
sinc

ωT

2

)2

Př́ıklad 0.22. Nalezněte Fourier̊uv obraz funkce f(t) = e−a
2t2 . Nejdř́ıve poznamenejme, že funkce má

obraz Fourierovy transformace, nebot’ existuje integrál∫ ∞
−∞

e−a
2t2 dt = 2

∫ ∞
0

e−a
2t2 dt =

√
π

a
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Výpočet tohoto integrálu lze nalézt v literatuře viz [8]. Pro funkci f(t) plat́ı diferenciálńı rovnice

f ′(t) = −a22te−a2t2 = 2a2tf(t)

Pro Fourier̊uv obraz této rovnice dostáváme

jωF (ω) = Ff ′(t) = −2a2F tf(t) = −2a2j
d F (ω)

dω
,

což je diferenciálńı rovnice se separovanými proměnnými. Jak vid́ıme v následuj́ıćı úpravě, jež řeš́ı danou
rovnici:

− ω

2a2
dω =

dF (ω)

F (ω)
⇔

∫
− ω

2a2
dω =

∫
dF

F

− ω2

4a2
+ ln |C| = ln |F | ⇔ F (ω) = Ce−

ω2

4a2 , kde C ∈ R,

Integračńı konstantu C urč́ıme dosazeńım ω = 0 C = F (0) =

∫ ∞
−∞

e−a
2t2 dt =

√
π

a
a ze vztahu známého z

literatury [8]. Celkově tak dostáváme F e−a
2t2 =

√
π

a
exp

(
− ω2

4a2

)
.

V daném př́ıkladě jsme využili větu o derivaci předmětu, která umožńı převést diferenciálńı rovnice
pro předmět řešeńı na rovnici bez derivaćı, kterou je možno obvykle řešit jednodušeji, pro obraz řešeńı.
Uvedený postup je základem př́ı̌st́ıho odstavce.
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0.1.3 Užit́ı Fourierovy transformace při řešeńı Diferenciálńıch rovnic

Pro diferenciálńı př́ıpadně integro-diferenciálńı rovnice, jejichž řešeńı je v technické praxi určeno počátečńı
podmı́nkou, to jest řešeńı existuje na intervalu 〈t0,∞), se obvykle použ́ıvá později prob́ıraná Laplaceova
transformace. Proto budeme pomoćı Fourierovy transformace řešit rovnici, kde bude řešeńı definováno pro
všechna reálná č́ısla. V následuj́ıćım př́ıkladě se budeme zabývat parciálńı diferenciálńı rovnićı aniž bychom
se touto problematikou v tomto textu systematicky zabývali. To je umožněno t́ım, že ńıže uvedený postup
hlubš́ım zp̊usobem teorii parciálńıch diferenciálńı rovnic nevyuž́ıvá.

V literatuře známým užit́ım Fourierovy transformace je řešeńı diferenciálńı rovnice vedeńı tepla v ne-
konečně dlouhé a tenké tyči, kterou ztotožńıme s osou x a popisujeme ji pomoćı funkce u(x, t), jej́ıž hodnota
udává teplotu v bodě o souřadnici x a v čase t. Tato funkce vyhovuje tzv. počátečńı diferenciálńı úloze:

au′′xx = u′t, u(x, 0) = g(x), t ≥ 0, −∞ < x <∞.

Použit́ım Fourierovy transformace vzhledem k proměnné x pro každou konstantu t dostaneme obraz
Fu(x, t) = U(ω, t) řešeńı, což je funkce dvou proměnných ω, t. Použit́ım této transformace na zada-
nou rovnici vznikne diferenciálńı rovnice vzhledem k proměnné t, kterou formálně řeš́ıme jako rovnici se
separovanými proměnnými (předpokládá to tvar funkce U(ω, t) ve tvaru součinu funkćı obou proměnných):

a(jω)2U =
dU

d t
⇒ dU

U
= −aω2d t⇒ U(ω, t) = G(ω) exp(−aω2t),

kde G(ω) = Fg(x) je obraz počátečńıho rozložeńı u(x, 0) = g(x) teplot v tyči v čase t = 0. Při hledáńı



0.1 Fourierova transformace a Fourier̊uv integrál 37

předmětu využijeme, že obraz konvoluce je součinem obraz̊u. Nejdř́ıve stanov́ıme předmět k obrazu exp(−
−aω2t) s využit́ım Př́ıkladu 0.22 (proměnná obrazu je ω a x je proměnná vzoru, t je parametr), tj.

F−1 exp(−atω2) =
1

2
√
πat

exp

(
− x2

4at

)
.

Rovnice vedeńı tepla má řešeńı (tzv. elementárńı) ve tvaru konvolučńıho integrálu:

u(x, t) =

∞∫
−∞

exp
(
− (x−ξ)2

4ta

)
2
√
πat

g(ξ) dξ.

Poznámka 4. Při použit́ı Fourierovy transformace k řešeńı rovnic se může stát, že uvedeným postupem
neńı možné nalézt všechna řešeńı (aniž bychom se dopustili chyby), nebot’ použit́ı Fourierovy transformace
omezuje prostor funkćı viz Definice 0.13, které je možno takto źıskat. Konkrétńı př́ıklad je možné nalézt
v [8] (Ukázka 7.2).
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0.1.4 Slovńık Fourierovy transformace

Předmět Obraz

1√
|t|

√
2π

|ω|

1

t2 + a2
π

a
exp(−a|ω|)a > 0

e−a|t|, a > 0
2a

a2 + ω2

|t|e−a|t|, a > 0
2(a2 − ω2)

(a2 + ω2)2

η(t)tne−at, a > 0, n ∈ N
n!

(a+ jω)n+1

e−at
2

, a > 0

√
π

a
e−

ω2

4a

Předmět Obraz

te−at
2

, a > 0 −j
√
πω

2a
√
a

e−
ω2

4a

sin(at)√
|t|

j

√
π

2

( 1√
|ω − a|

− 1√
|ω + a|

)
cos(at)√
|t|

√
π

2

( 1√
|ω − a|

+
1√
|ω + a|

)
sin(at2)

√
π

a
cos
(ω2

4a
+
π

4

)
cos(at2)

√
π

a
cos
(ω2

4a
− π

4

)
sin t

t
π(η(ω + 1)− η(ω − 1))
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0.2 Př́ıklady na procvičeńı

Cvičeńı

1. Pro uvedené funkce určete jejich Fourierovu trigonometrickou řadu. Uved’te také jej́ı komplexńı a fázový tvar.

a) Pro ńıže uvedenou funkci určete součet Fourierovy trigonometrické řady pro t = 10:

f(t) =


t, kde 0 ≤ t ≤ 2;

4− t, kde 2 ≤ t ≤ 4.
0

0.5

1

1.5

2

1 2 3 4

t

b) Pro ńıže uvedenou funkci určete součet Fourierovy trigonometrické řady pro t = 10:
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f(t) =


t+ 2, kde 0 ≤ t < 2;

t− 2, kde 2 ≤ t ≤ 4.

0

1

2

3

4

1 2 3 4

t

c) Pro ńıže uvedenou funkci určete součet Fourierovy trigonometrické řady pro t = 10:
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f(t) =


2(t− 1)2 − 1, 0 ≤ t ≤ 2;

(t− 3)2, 2 ≤ t ≤ 4.
–1

–0.5

0

0.5

1

1 2 3 4

t

2. Pro uvedené funkce napǐste jejich rozvoj do sin̊u a cosin̊u:
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a) f(t) = cos

(
πt

2

)
–1

–0.5

0

0.5

1

1 2 3 4

t
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b) f(t) =


1− t, 0 ≤ t ≤ 2;

t+ 3, 2 ≤ t ≤ 4.
–1

–0.5

0

0.5

1

1 2 3 4

t
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c) f(t) =



t, 0 ≤ t ≤ 1;

2− t, 2 ≤ t ≤ 3;

t− 4, 3 ≤ t ≤ 4.
–1

–0.5

0

0.5

1

1 2 3 4

t

Výsledky

1. a) 1− 8

π2

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
cos

(2k + 1)πt

2
= 1− 4

π2

∞∑
k=−∞

exp
(
(2k+1)πt

2

)
(2k + 1)2

, fázový tvar je stejný jako s trigonome-

trickými funkcemi (ϕn = 0), f(10) = f(2) = 2.

b) 2+
4

π

∞∑
k=0

1

2k + 1
sin

(2k + 1)πt

2
, komplexńı tvar 2+

4j

π

∞∑
k=−∞

exp
(
(2k+1)πt

2

)
2k + 1

,fázový tvar 2+
2j

π

∞∑
k=0

1

2k + 1
cos

(
(2k + 1)πt

2
+ π

)
,f(10) =
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= f(2) =
1

2

(
lim
t=2−

f(t) + lim
t=2

f(t)

)
= 2.

c)
∞∑
k=1

6

k2π2
cos(kπt)− 32

(2k − 1)3π3
sin

(2k − 1)πt

2
, komplexńı tvar

∞∑
k=−∞

3 exp(kπt)

k2π2
−

16j exp
(
2k−1
2 πt

)
(2k − 1)3

, fázový

tvar

∞∑
k=1

6

k2π2
cos(kπt) +

32

(2k − 1)3π3
sin

(
(2k − 1)πt

2
+ π

)
, f(10) = f(2) = 2.

2. a) f(t) =

∞∑
n=1

16n

π(4n2 − 1)
sin(nπt), f(t) = cos

(
πt

2

)
,

b) f(t) =

∞∑
n=0

4π(2n+ 1)− 8(−1)n

(2n+ 1)2π2
sin

(2n+ 1)πt

4
, f(t) =

∞∑
n=0

8

(2n+ 1)2π2
cos

(2n+ 1)πt

2

c) f(t) =

∞∑
n=0

8(−1)n

(2n+ 1)2π2
sin

(2n+ 1)πt

2
, f(t) =

∞∑
n=0

16
(

cos (2n+1)π
4 − 1

)
(2n+ 1)2π2

cos
(2n+ 1)πt

4
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