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0.1 Komplexni cisla

0.1.1 Zakladni pojmy

Problematika feseni rovnic napi. 22 + 1 = 0, kterd nemé feSeni v oboru redlnych ¢isel vedla k rozsifeni
¢iseného oboru na cisla komplexni z = = + jy, kde © = Rez, y = Jm z jsou redlnd cisla, j nazyvame
imaginarni jednotkou!, pro kterou plati j> = —1. Pro komplexni ¢islo z nazyvame &slo x = Re z realnou
casti a y = Sm z imaginarni ¢asti komplexniho ¢isla z. S¢itani a nasobeni komplexnich ¢isel je ve shodé s
obvyklymi pravidly, proto je budeme ilustrovat pouze na prikladé:

(B+7)+4(1—-2))=7-77 B+j)(1—-2j)=3+j—-6j—2j2=3—-5j+2=5—5j.

Mnozinu vSech komplexnich ¢isel znac¢ime C. Ke komplexnimu ¢islu z = = + jy nazyvame ¢islo Z = x — jy
¢islem komplexné sdruzenym a s vyhodou je uzivame pii déleni komplexnich ¢isel, kdy zlomek rozsiifime
jednickou ve tvaru podilu komplexné sdruzeného jmenovatele se sebou samym:

20— 55  20-5j2—j 40— 105 — 20j + 55> 25— 30j

= =T7—617
29+  2+j 2— 2 _ 2 5 J

'V matematice bjva zvykem oznadovat komplexni jednotku pismenem i; v technické praxi se dasto pouzivé oznacovani
pismenem j.
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Lze snadno ovérit, Ze pro vSechna komplexni ¢isla z, zq, 25 € C plati rovnosti
- = 1 z
21+ 29 =21 +7%Z9, Zi29 =2Z2129 Z2=2, —=—.

z 2z

Poznamenejme, Ze 27 je kladné realné ¢islo a ke kazdému z = £+ jy € C definujeme jeho absolutni hodnotu

(nebo také modul) |z| vztahem
|z| = V2Z = Va2 + 3%

Interpretujeme-li komplexni ¢isla jako body v roving, pak |z| je vzdalenost bodu z = [z, y] od pocatku a
¢ uhel, ktery svird privodi¢ bodu z = [z,y] s kladnym smérem realné osy x. Dalsi moznosti jak vyjadiit
komplexni ¢islo z = x 4 jy # 0 je goniometricky tvar

z=1x+ jy = |z|](cosp + jsiny) = |z|(cosarg z + j sin arg z),

kde tihel ¢ = arg z nazyvame argumentem komplexniho ¢isla z. Tento tvar je vhodny pro geometrickou
interpretaci nasobeni nebo déleni dvou komplexnich ¢isel 2z, 2o, plati totiz:

|21 - 20| = |21]|22] argzize = argz; + arg 2o

_ A 21
= — arg — = argz; — arg 2y
|22 )

21

22
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Im 2
Y et Z:x+Jy
2]
arg z Rez
0 x:
U R PP PR R P PR Er: .sz—Jy

Této vlastnosti lze s vyhodou pouzit pfi vypoctu n-té mocniny komplexniho cisla:
(Iz[(cos o + jsinp))" = |2["(cos ngp + j sinnp). (1)

Nevyhodou je nejednoznac¢nost funkce argument, proto tu hodnotu ¢ argumentu arg z, pro kterou plati
—m < ¢ < 7 nazveme hlavni hodnotou argumentu komplexniho ¢isla z a zapisujeme ji Argz. Uvedend
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. v . ’ v v ’ , . v/ . n
nejednoznacnost funkce arg z se projevi pti uréeni n-té odmocniny ¢isla z. Ze vztahu 1 a z rovnosti (/z)" =
= z plyne n arg %z) = arg z, coz m4 za disledek existenci n riznych Arg; /z, které vyse uvedeny vztah
splnuji.

Dale zavadime také exponencialni tvar komplexniho ¢isla
z=x+ jy = |z|(cosp + jsinp) = |z|(cosarg z + jsinarg z) = |z|e’ 87
Tento zapis ,,ptrirozené” reflektuje vyse uvedenou skutecnost a vlastnosti exponencialni funkce
212y = |Zl|ejargn|22|ejarg22 — |Z1||Z2|ej(arg21+arg22)'
Vyuziti uvedenych pojmu ukazeme v nasledujicim prikladeé.
Priklad 0.1. Naleznéte feseni kvadratické rovnice
(1+5)22 = (B+4j)z+6—-2j=0.

Postup Teseni kvadratické rovnice je stejny i v oboru komplexnich ¢isel jako pro realné cisla, proto nejdiive
vypocteme diskriminant rovnice:

D=(—3B+))2—41+75)(6—2j) =9+6j + j> — 4(6 4+ 4j — 25%) = —24 — 105
Plati |D| = 1/(—24)% + (—10)2 = /676 = 26 a diskriminant miiZeme zapsat ve tvaru:

—24 —10 —24 —10
D =26 (2_6 —|—j2—6) odtud cosarg D = 26 Asinarg D = 26
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Pro ,pfesny* vypocet algebraického tvaru cos((arg D)/2) a sin((arg D)/2) vyuzijeme znamych vzorct

1 1-—
SR g

Ze znamének cos arg D, sinarg D urcime, Ze pro hlavni hodnotu argumentu arg D plati —7/2 < Arg D < 0 a pro
arg D /2 dostavame dvé rovnocenné moznosti

) COos

RS

arg D/2 € (—m/2 + 2kn,2km) a argD/2 € (n/2 4+ 2km, (2k + 1)), kde k je celé ¢&islo,

druhé odmocnina diskriminantu ma dvé hodnoty, pro které ve vyse uvedenych vzorcich odstranime absolutni
hodnotu (v navaznosti na arg D/2) a urc¢ime cos((arg D)/2) a sin((arg D)/2):

cos((arg D)/2) = +1/ = 224/26 _ 126 sin((arg D)/2) = T/ —- 224/26 - ;\/5?6.

1 5
Odtud dostavame v D = v26 (i— F —) = +(1 — 55) a po dosazeni do vzorce pro feSeni kvadra-
% % 75 T (I1—j5) ap p

tické rovnice ziskame jeji kofeny:

d-j4 _ 4015 _ —9j
L _3+jE(-p) [T
12 — ; =
2(1+j) 24j6 _ 2(143)(1—j) _

2(145) 4 =2+]



0.1 KOMPLEXNI CGisLA 6

Poznamka 0.2. Hlavni hodnotu argumentu Arg z je mozné vyjadiit takto:

, proz=x+jy, kdex <0ay =0,

Argz = (2)

2 arctg o Z:Z+y2’ pro z = x + jy # 0, jinak .

0.1.2 Rozsifeni komplexnich ¢isel o nevlastni bod

Mnozinu komplexnich ¢isel rozsifime na mnozinu S = C U co. Zduvodnéni tohoto postupu miiZzeme oprit
o stereografickou projekci, ktera zobrazuje body komplexni roviny na body koule jednozna¢né pomoci
pfimek prochazejicich danym bodem roviny a nejvyssim bodem koule (vrcholem, severnim pdlem). Pii
tomto zobrazeni ziistane na kouli neobsazeny pravé tento bod, ktery ztotoznime s oco. Dilezitou vlastnosti
tohoto zobrazeni je, ze kruznice na kouli neprochazejici vrcholem koule se zobrazi na kruznici v roviné. To
znamena, ze se kruhova okoli na kouli zobrazuji na kruhova okoli v roviné. Proto okolim bodu oo rozumime
vnéjsek kruznice se stfedem v pocatku.
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Doplnéni mnoziny C ,,pouze“ jednim oo pfinasi na rozdil od mnoziny realnych ¢isel moznost zavést i

nékteré pocetni operace s oo (napi. § = oo pro z # 0). Tyto jsou uvedeny v nasledujici definici.

Definice 0.3. Pro pocitani s nekoneénem definujeme operace takto:
ProzeC,z2#0 z4+00=00%2=00 (00=£ oo neni definovano);
Proze€C z-00o=00-2z=00 (0-00 neni definovano);
Proz € C z/oo=0 (tedy 0/o0 =0);
Pro z € C,00/z = 0 ( tedy 00/0 = c0);
= 00

Pro prirozené ¢islo oo™ , 00 "=0, 07" = oc;
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0.1.3 Mnoziny komplexnich ¢isel

Nyni zavedeme oznaceni a analytické vyjadieni dilezitych mnozin v komplexni roviné:

Otevienym kruhem U,(zg) rozumime mnozinu v8ech komplexnich ¢isel z, které maji od bodu zy vzda-
lenost mensi nez e tedy: U.(z9) = {z € C||z — 29| < €}, To jest mnozina mnozina z = x + jy pro néz
plati:

|z -zl <ee (x—20)+ (y —30)> <&

Hranici této mnoziny je kruznice K.(zo) = {# € C||z — 29| = ¢}, kterou mizeme ztotoznit s mnozinou
feSeni rovnice (r —x9)%+ (y —yo)? = €%. Pro dvojici realnych éisel 0 < € < e mnozinu P..(z) = {w € C;e <
< |z — 29| < €}, nazgvame prstencem . V pfipadé volby ¢ = 0 budeme prstenec Py .(z) zapisovat pouze
symbolem P.(zp).

Obecnou rovnici primky ax + by + ¢ = 0 mizeme zapsat ve tvaru

ZEO—FEZ()—F&:O,

kde 2y = g(a +jb), € = ke, kde k # 0 je libovolné redlné ¢islo. Nahradime-li rovnost nerovnosti dostavame
rovnici vymezujici polorovinu.

Mnoziny U.(zo) a P-(29) jsou e-ovym okolim a ryzim okolim bodu zy. Budeme-1i hovofit obecné o okoli
budeme pouzivat i oznaceni U(zp) a P(zp). Poznamenejme, Ze zavedeme-li vzdalenost dvou komplexnich
¢isel jako modul jejich rozdilu mizeme pouzivat diive zavedené pojmy jako oteviena, uzaviend mnozina
dale uzavér mnoziny (A), hranice mnoziny (9A). Mnoziny A, B nazveme oddélené, jestlize plati ANB = () =
= ANB. Mnozina se nazyva souvisla, jestlize ji nelze vyjadfit jako sjednoceni dvou neprazdnych oddélenych
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mnozin. Otevienou souvislou mnozinu nazyvame oblasti. Komponentou mnoziny je kazda jeji maximalni
cast. Oblast nazveme n-nasobné souvislou, jestlize je jeji komplement tvoren pravé n komponentami. Pro
n = 1 nazyvame oblast jednoduse souvislou.

0.2 Posloupnosti, fady, mocninné rady

Jednou z pasazi, kdy je pomérné snadné prenést znamé vysledky z realné analyzy na komplexni ¢isla
z € C jsou posloupnosti, fady, mocninné fady. Jedna se definice posloupnosti, vét o existenci nejvyse
jedné limity posloupnosti, vét o souctu, rozdilu, souc¢inu a podilu dvou posloupnosti, kdy je mozné ve
formulacich pouze nahradit realné ¢islo pouze ¢islem komplexnim. Podobné obdrzime i analogické vysledky
pro fady komplexnich ¢isel s vyjimkou kritérii konvergence fad s kladnymi ¢leny (relace srovnani se pro
komplexni ¢isla nezavadi). Vysledky s absolutni konvergenci modifikujeme nahrazenim absolutni hodnoty
jeho ,, rozsitenim na C“ — velikosti komplexniho ¢isla.

Priklad 0.4. Rozhodnéte o absolutni konvergenci rady Z 2",
n=0
Tato fada je geometrickou fadou s kvocientem ¢ = z a pro |z| < 1 konverguje absolutné plati

= 1
Zz”zl_z.

n=0
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Vyuzijeme-li skutec¢nosti, Ze realnd resp. imaginarni ¢ast souctu je souctem realnych resp. imaginarnich
¢asti ¢lent fady spolu s goniometrickym tvarem z = r(cos « + j sin o), odvodime pro |r| < 1 soucty dvou
realnych tad:

o o0 o oo 1
rcosna+j » r"sinna = r"(cosna + jsinna) = 2" = .
2 i > jsinna) =3 2" =1
n=0 n=0 n=0 n=0
Tedy plati:

= .. ~ 1 1—rcosa+ jrsina 7 sin o

Z'r’ sinna = Jm — i :

— 1 —r(cosa+jsina)l —rcosa+ jrsina 14r2—2rcosa

(1 —rcosa+ jrsina) ~ 1-rcosa
(1—rcosa—rjsina)(l —rcosa+ jrsina) 1+72—2rcosa

o0
E r" cosna = Re

n=0

0.2.1 Mocninné rady

o0

Situace je analogické i pro mocninné fady. Pro mocninnou fadu E cn(z — 20)" nastane jedna ze t¥i nasle-
n=0
dujicich moznosti:
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1. rada konverguje pouze ve svém stredu z,
2. fada konverguje pro vSechna z € C,

3. existuje redlné ¢islo 0 < r (polomér mocninné fady) takové, Ze fada konverguje pro vSechna z takov,
ze |z — zp| < r a diverguje pro vSechna z takova, ze |z — zo| < 7.

Vyse uvedené ¢islo r nazyvame polomér a plati

1
re=———. (3)
limsup {/|cy|
n—oo
Poznamenejme, ze z existence lim |““t| plyne také existence lim {/|c,| a jejich rovnost a navic existuje-li
n— 00 i n— 00

lim {/|c,| je tato rovna limsup {/|c,|.
n—oo

n—oo

0.3 Funkce realné proménné

Definice 0.5. Funkci redlné proménné rozumime kazdé zobrazeni z(t) = z(t) + jy(t) podmnoZiny redlnych
¢isel do C. Rekneme, Ze funkce z(t) je spojita je-li dvojice realnych funkei spojita. Rekneme, Ze funkce z(t)
mé derivaci, jestlize funkce x(t), y(t) maji derivaci a definujeme 2'(t) = 2/(t) + jy'(t).
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Ukazeme si nékteré interpretace funkce readlné proménné.

e Impedance sériového RL obvodu je funkei frekvence w ptipojeného stiidavého napéti u(t) = sinwt
podle vztahu
Z(w) =R+ jwL.
Podobné pro sériovy RC obvod je impedance funkei frekvence w ptipojeného stiidavého napéti u(t) =

= sin wt definované vztahem .
Z =R+ —.
(w) +jw0

e Dalsi ukazkou vyuziti funkce realné proménné je zavedeni komplexni charakteristiky harmonickych
kmitt, které popisuji funkce

F(t) = Fcos(wt + ) resp. F(t) = Fsin(wt +¢) resp. F(t) = Fed@Hte) = Feivt

kde ' = Fei® nazyvame komplexni amplitudou, realné ¢islo F' je amplitudou kmitt a ¢ = argﬁ
se nazyva fazovy posun. S vyuzitim exponencidlniho tvaru komplexniho ¢isla snadno pro nenulovy
soucet dvou komplexnich kmiti

F(t) = Fi(t) + Fa(t) = Fe?t 4 Fpel®t = (F1 + Fz)ejwta
odvodime, ze ma komplexni amplitudu ve tvaru souc¢tu komplexnich amplitud t;j.

F=F+F.
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e Funkce redlné proménné byva ¢asto interpretovana jako pohyb v Gaussové roviné, nebot proménnou ¢
interpretujme jako ¢as a dvojici [z(t), y(t)] jako soufadnice bodu v ¢ase t. Tato interpretace tvori
zéklad pro zavedeni pojmu kitivka.

0.4 Funkce komplexni proménné

Definice funkce komplexni proménné musi zohlednit fakt, Ze nékteré elementarni funkce nejsou prosté a k
nim inverzni funkce obecné neexistuji viz Ptiklad 0.1.

—24 — 105 = £(1 — 5j) & (£(1 — 55))* = —24 — 510.
Proto v komplexnim oboru pfipoustime obecnéjsi definici.

Definice 0.6. Je-li ke kazdému komplexnimu ¢islu z = x + jy € G C S pfifazeno néjakym piredpisem f
alespon jedno komplexni ¢islo w = u + jv € S, fekneme, Ze na mnoziné G je definovana komplexni funkce
komplexni proménné z a tuto skute¢nost zapisujeme vztahem w = f(z). Mnozinu D(f) = G nazyvame
defini¢ni obor funkce f(z). Mnozinu Hf = {w = f(z)|z € Df} nazyvame oborem hodnot funkce f(z).
Je-li Hf C C nazyvame funkci f(z) konecnou.

Jestlize je funkce zobrazeni tj. pfitazuje kazdému cislu z € D f pravé jedno ¢islo w = u+jv € S, fikame,
ze funkce f(z) je jednoznacnéa a mizeme ji vyjadiit pomoci dvojice redlnych funkei:

w= f(z) = f(z + jy) = u(z,y) + jo(z,y).
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Funkei u(x,y) nazyvame realna ¢ast funkce f(z) a znacime ji few nebo Re f(2), funkei v(x, y) nazyvame
imaginarni ¢ast funkce f(z) a znacime ji Imw nebo Sm f(z).

Jestlize funkce f(z) neni jednoznacnd, fikdme, Ze je mnohoznacna. Je-li f(z) funkce mnohoznacéné
budeme jednoznac¢nou funkei f(z) nazyvat jednoznacnou vétvi funkce f(z), jestlize plati Df C Df a
f(z) € f(z) pro viechna z € Df. !

Prikladem dvouznac¢né funkce je druhd odmocnina +/z, kdy kazdému z # 0 jsou pfifazeny 2 hodnoty.
Funkci /2 mtzeme chépat jako sjednoceni dvou jednoznaénych vétvi

\//\E: {[z,w] |w?* = 2 A Argw = Arg z/2} \//\E: {[z,w]|w? = 2 A Argw = Arg z/2 &+ 7},

kde znaménko pred 7 volime tak, Ze je opacné nez u Sm z. Obecné je pro prirozené n funkce /z n-znacnou
funkei.

V dalsim textu budou tvrzeni o komplexnich funkcich f(z) formulovana pomoci vlastnosti dvojice
realnych funkci dvou proménnych Re f = u(z,y) a Sm = v(z,y). Z toho vyplyva nutnost umét najit
redlnou a imaginarni slozku dané funkce. Z divodu stru¢nosti budeme v dalsim misto oznacovani u(x,y) a
v(x,y) Casto pouzivat zkracené oznacovani u a v.

Piiklad 0.7. Urcéeni rediné a imagindrni ¢asti funkce f(z)
Je ddna komplexni funkce w = 2% + jz. Najdéte jeji redlnou a imaginarni ¢ést.

1Jestlize je Df C R, fekneme, %e na mnoziné Df je definovidna komplexni funkce redlné proménné z. Podobné miiZzeme
definovat realnou funkci komplexni proménné.
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Reseni. Komplexni ¢islo z = 2 + jz je v algebraickém tvaru viz 0.6. Proto

w=2>+jz = (v +jy)* +j(x + jy) = 2* + 2jzy + *y* + jr + 7y =

=2’ + 2juy — g +jr -yt =2 —y’ —y + j(20y + 2)
Realn4 ¢ast hledané funkce je proto u = Rew = 2% — y?> — y a imaginarni ¢ast je v = Smw = 22y + .
Defini¢nim oborem zadané funkce miize byt cela mnozina C, resp. libovolna jeji podmnozina. [

0.4.1 Grafické znazornéni funkce komplexni proménné

Vzhledem k tomu, ze kartézsky souc¢in C x C ma ¢tyfrozmérny geometricky model vznika problém s grafic-
kym znazornénim komplexnich funkci. Zpravidla volime model dvou Gaussovych rovin, prvni obsahujicich
Df, oznacujeme z, druhou na zobrazovani funkénich hodnot, oznacujeme w. Charakter funkce pak de-
monstrujeme tak, Ze ke zvolené mnoziné A (bod, kiivka, oblast...) ukdzeme odpovidajici mnozinu f(A) v
roviné w. V pripadé€ vice mnozin je mizeme ztotoznit popisky nebo odpovidajici mnoziny spojit sipkami.
Nékteré funkce realizuji zndmé zobrazeni rovin. Napiiklad funkce f(z) = z + a realizuje translaci (posu-
nuti) o vektor (Rea, Ima), otoceni roviny se stfedem v poc¢atku o tihel a realizuje funkce f(z) = az, kde
la| = 1 a arga = «. Funkce f(z) = Z realizuje osovou symetrii okolo redlné osy, déle funkce f(z) = 1/z
realizuje slozeni dvou zobrazeni a sice kruhovou inverzi v rozsifené roviné S (vnit¥ek kruhu se stfedem v
pocatku se zobrazi na jeho vnéjsek a naopak) s vySe zminénou osovou symetrii kolem osy Re z. Vyuziti
funkce f(z) = 1/z souvisi v elektrotechnice s pojmem admitance [3, str.58].
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Priklad 0.8. Graficky znazornéte piimku 6z — 8y — 1 = 0 a jeji obraz funkef f(z) = 1.

Reseni. Vyjadiime x = ANy = a dosazenim do rovnice primky dostaneme

u2 + v? u? + v?

6u —8v
uZ +v2  u? 402

—1=0&6u+8v—u’—v>=0% (u—23)"+ (v—4)° =25,
rovnici kruznice se sttedem 3 + j4 o poloméru 5. Tomu odpovida obrazek:

Im 2 Imw (u—3)2+(v—4)2=25

Rez

6r—8y—1=0
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Slozenim vyse uvedenych funkci mizeme vytvorit linearné lomenou funkci

az+b
1) = cz+d

Protoze tato funkce mé zna¢ny vyznam v elektrotechnice, pfi popisu globalnich charakteristik elektrosta-
tickych poli viz [8, str.58], uvedeme nékteré dilezité vlastnosti této funkce.

e f(2) je vzadjemné jednoznacéné zobrazeni mnoziny S na sebe (f(—d/c) = oo, f(00) = a/c).
e Tato funkce zobrazuje mnozinu vSech kruznic a pfimek na sebe.

e pro libovolné body z, 29, 23, z plati

f(Z)—f(Z1)_f(Zs)—f(Zl):Z—Zl_Zs—Z1
f(2) = f(z2)  f(zs) = f(z2) 2—2 23—z

Pomoci téchto vlastnosti lze odvodit koeficienty linearné lomené funkce na zakladé predem zvolenych
geometrickych atributi dané funkce.

z—1—7
z+1—j’
zejicich bodem zg = 1 + j a systém soustifednych kruznic se stfedem v tomto bodé.

Priklad 0.9. Graficky znazornéte funkci w = u+ jv = tak, Ze zobrazite systém pirimek procha-
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Reseni. Budeme postupovat analogicky s pfedchozim p¥ipadem. Proménné z a w nahradime proménnymi
proménou z, ¥y a u, v:
r+jy—1—7 1—u?—0? (u—1)2+v?+2v

1 Pt @ —_— —_— _  em__ m_— Pt
v r+jy+1—7j v (u—1)2 402 Y (u—1)2+0v2

Jejich dosazenim do rovnic kiivek v roviné z ziskame rovnice jejich obrazi téchto kiivek v roviné w.
1\? 1
Pro pfimky k(z — 1) = y — 1 dostavame rovnice kruznic | u — — vV—— | =+ —.
primky k(z 1) =y v v ’ 2 +< 2k> 1752
Poznamenejme, Ze pro vSechna k kruznice prochazeji dvéma body 0 a 1.

Pro kruznice (z — 1)? + (y — 1)? = k? dostdvdme 2 moZnosti:

1— v —u? 1 2+ (u—1)2—|—v2+2”0_1 2:k2
(u—1)2+12 (u—1)2+12

1. pro k = 2 jde rovnici pfimky u = 1/2,

k2 2 ) k4
2. pro k # 2 to jsou rovnice kruznic: (v — —— | +0v* = —5——.
pro k # 20 ( K 4) (k2 — 4)?
Nasledujici obrazek ukazuje nékolik zobrazovanych kiivek. Zaroven je obrazek vpravo ve shodé s interpretaci
elektrického pole dvou opac¢né nabitych rovnobéznych vldken, v némz modré ¢ary vyznacuji ekvipotencialy
a Cervené siloktivky podobné jako obrazek vlevo lze interpretovat jako pole jednoho nabitého vldkna.
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]

Piiklad 0.10. V poloroviné Smz > 0 provedte grafické znazornéni funkce f(z), ktera je jednozna¢nou
vétvi funkce /2 uréené podminkou Arg z = 2 Arg +/z, pro poloptimky = = k Ay > 0 a piimky y = [, kde
k>0 al jsou redlné konstanty. (Opét ortogonalni kiivky.)

Reseni. V tomto piikladé miizeme postupovat tak, Ze uréime redlnou v = Re f(z) a imaginarni v =
= Qm f(z) ¢ast funkce a dosazenim = = k resp. y = [ dostaneme zobrazeni danych pfimek.

Nejdiive uréime |z| = /22 + y2? a cos Argz = \/%
e +y

. X . ) . . ; .y
z=x+4+jy =22+ y>? + a z nich |f(2)| a cos Arg f(z), sin Arg f(z). Plati totiz
Jy=vat+y (\/m J\/m> £ (2)l g f(2) gf(2)
1f(2)] = /2] = V2?2 + y? a Arg z = 2 Arg f(z).Pro y # 0 dostavame

2(vV22+y?2+x \/2 Vit +y?—a
cosArgf(z):\/l—}_CO;Argz :\/ <24 ),sinArgf(z):sgn(y) ( >7

:E2+y2 24$2+y2

z goniometrického tvaru ¢isla z = x + jy:

Dosazenim do goniometrického tvaru dostaneme f(z):

= [T o [V

5 + jsgn
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Pro y = 0 dostavame f(z) = { v, pro x> 0; Pro y > 0 obrazy polopfimek z = const. a primek

Jjv—z, prox <0.

y = const. > 0 budou v prvnim kvadrantu jako ¢asti grafi hyperbol:

Im 2
\
Im w
™~
™~
™~
\\
I
1.
1
0 Rez 0 1 Rew

I v tomto ptikladé je obrézek vpravo interpretovat jako ekvipotencidly (modré hyperboly) a silokiivky
(Gervené hyperboly) elektrostatického pole dvou na sebe kolmych stén. O
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Druhou moznosti jak zobrazovat funkci komplexni proménné f(z) = f(z + jy) je dvojice funkei dvou
proménnych Re f(x+jy) = u(z,y) a Sm f(x+jy) = v(z,y). Vyhodou tohoto zpiisobu zobrazeni je moznost
snadného urceni nékterych vlastnosti jako je napft. spojitost, diferencovatelnost ... Situaci mizeme predvést
na jednoznacné vétvi funkce 1/z uréené podminkou Arg z = 2 Arg (/.

Imw
Im 2 |1
/

0 1 Rez 0 Rew




0.4 FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE 23

Z grafu je patrné, ze jednoznacné vétev funkce 1/z uréend podminkou Arg z = 2 Arg /2 méa imaginarni
¢ast nespojitou na zaporné c¢asti realné osy a realna ¢ast neni tamtéz diferencovatelna.

u(x,y) realna ¢ast odmocniny v(X,z) imagindrni ¢ast odmocniny
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0.5 Limita, spojitost

V dalsim textu bude platit tmluva, ze budeme o kone¢nych funkcich obecné predpokla-
dat jejich jednoznac¢nost, nebude-li zdtraznén opak, nebot budeme pfrevazné pracovat
s koneénymi a jednozna¢nymi funkcemi (zobrazenimi) a také proto, abychom dosahli
co nejvétsi analogie s ucebnim textem Matematika 1 pro prvni semestr.

Definice 0.11. Necht z; je hromadnym bodem mnoziny Df C S. Déle necht U(zy) je okoli bodu z.
Rekneme, 7e funkce f(z) ma v bodé 2z, limitu wy vzhledem k mnoziné M, jestlize ke kazdému kruhovému
okoli U(wy) existuje alespori jedno prstencové okoli P(zg) takové, Ze pro vSechna z € P(zy) N M plati:

f(Z) - U(UJO)

Tuto skutecnost zapiSeme lim f(z) = wp.
—20
zeM
Vynechdme-li v definici mnozinu M a nahradime-li pfedpoklad z € P(zy) N M pouze z € P(zy) (totéz

jako volba M = C) ziskdme tak definici limity funkce f(z) v bodé zy a tuto zapisujeme jako lim f(z) = wy.
z—20

Véta 0.12. Funkce w = f(z) = u(x,y) + ju(x,y) md v bodé zg = xo+ jyo limitu ug+ jvg pravé tehdy, kdyz
jeji slozky u(z,y) a v(z,y) maji v bodé [xg, yo| limitu a pro redlnou ¢dst je tato rovna ug a pro imagindrni
cast je rovna vy.
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Tato véta umoznuje prenést znamé véty o limitach funkci dvou realnych proménnych pro funkce kom-
plexni proménné, jedné se predevsim o véty jako jsou véty o existenci nejvyse jedné limity souctu, rozdilu,
soucinu, podilu.

Definice 0.13. Necht w = f(z) je komplexni funkce a déle bud zy € Df. Jestlize existuje limita lim f(z)

zZ—20

a plati, ze

lim f(z) = f(z0),

22— 20

fekneme, ze funkce w = f(2) je spojita v bodé z.

O spojitosti funkce f(z) v bodé lze ve shodé s Vétou 0.12 rozhodnout podle chovéani jeji redlné a
imaginarni ¢asti.
Véta 0.14. Funkce w = f(2) = u(x,y) + jv(z,y) je spojitd v bodé zy = xg + jyo pravé tehdy, kdyz jeji
slozky u(x,y) a v(zx,y) jsou spojité v bodé [zg, Yo].

0.6 Derivace funkce komplexni proménné

Pojem derivace funkce komplexni proménné se opét zavadi podobné jako v readlném oboru pro funkci jedné
realné proménné.
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Definice 0.15. Nechf je funkce f(z) definovana na néjakém okoli U(zp) bodu zp. Derivaci funkce f(z) v
bodé zy definujeme jako limitu

f(2) = f(20) ~ lim f(z0+h) — f(20)
AR A > .

z—20 Z— 2 h—0

(4)

Derivaci funkce f(z) v bodé zy znacime f'(zp). Existuje-li derivace f’(z) v néjakém okoli U(zy), pak se
funkce nazjva holomorfni' v bodé f(z). Existuje-li derivace f'(z) v kazdém bodé oblasti G, pak fekneme,
ze funkce f(z) je holomorfni na G.

Formalni definice derivace je prakticky totozna s definici v redlném oboru, proto v mnohych ptikladech
muzeme postupovat analogicky, napf. pii nalezezeni derivace funkce w = 2".

" . z4+h—z 3 z+ h)iTln
f'(z) = lim —(Z )" - = lim ( )Z;( =nz"!
h—0 h h—0 h

I kdyz je forméalni definice derivace prakticky totozna s definici v readlném oboru, musime mit na paméti,
ze cela fada komplexnich funkci — napt. funkce w = Z — nemé derivaci nebo ma jiné vlastnosti v navaznosti
na jiné vlastnosti funkci viz napf. jiz zminovana mnohoznacnost funkci. Pro praktické ovérovani, zda funkce
ma nebo neméd derivaci, slouzi nasledujici véta:

LCasto se také pouziva oznaceni analytickd nebo regquldrn.
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Véta 0.16. Necht je ddn bod zy = xo + jyo. Oznaéme P = [xo,yo]. Funkce w = f(z) = u(z,y) + jv(z,y)
md v bodeé zy derivact pravé tehdy, kdyz

1. funkce Re f(2) = u(x,y), Sm f(z) = v(x,y) maji v bodé P totdlni diferencidl,

2. plati tzv. Cauchy-Riemannovi podminky*

Funkce f(z) mad derivaci v bodé zy ve tvaru
f'(z0) = w,(P) + ju,(P) = vy (P) — juy, (P). (6)

Je mozné odvodit i dalsi tvary Cauchy-Riemannovych podminek v zavislosti na pouZitém tvaru (goni-
ometricky, exponencialni) zavislé a nezavislé proménné viz [3, str 53.]

Priklad 0.17. Pro niZe uvedené funkce naleznéte body, ve kterych existuje derivace a urcete ji.

1. Najdéte derivaci funkce w = z =z — jy.

Inékdy jsou také nazjvany d’Alambert-Eulerovy podminky
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Reseni. Nejprve nalezneme redlnou a imaginarni ¢ast zadané funkce. Zrejmé je w = z = x — jy, tj.
u=Rew=xav=mw=—y.

Uréime piislusné parcidlni derivace pozadované ve Vété 0.16. Dostavame: u), = 1, u, = 0, v, = 0,
v, = —1. Vidime, Ze podminky (5) nejsou splnény pro zadny bod zy = ¢ + jyo, resp. Fo = [0, Yo)-
Derivace funkce w = Z tedy neexistuje v zadném bodé defini¢niho oboru. O

2. Najdéte derivaci funkce w = |z|2.

2
Reseni. Protoze w = |z|* = (x/xQ + y2) , mame u=Rew = 2>+ y* av=mw = 0.

Uréime parcialni derivace pozadované ve Vété 0.16: u), = 2, u, = 2y, v, = v, = 0. Vidime, Ze

podminky (5) jsou splnény pouze pro bod zy = 0, resp. Py = [0,0]. Pro derivaci funkce w = |z|? plati,
ze existuje pouze v jediném bodé f’(0) = 0. V realném oboru ma dand funkce |x|? = 2% derivaci pro
vsechna z € R. O

Podobné jako ve vyse uvedeném odvozeni derivace funkce 2" z definice mizeme postu-
povat a odvodit i stejna pravidla jako v readlném oboru pro derivaci linearni kombinace
funkci, souc¢inu a podilu dvou funkci. Totéz plati také pro derivovani slozené funkce a
funkce inverzni.
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0.6.1 Geometricky vyznam Cauchy-Riemannovych podminek a derivace
funkce komplexni proménné
Uvazujme ktivky jejichz grafy, prochazi bodem 2y = x¢ + jyo a vyhovuji rovnicim:
u(z,y) = uo v(x,y) = vo.
7 diferencialti téchto rovnic dostavame rovnice te¢nych primek k danym kiivkam:
(20, Yo) (z — o) + 1y, (20, Y0) (Y — Yo) = 0 (w0, yo)(x — o) + vy, (0, Y0) (¥ — Yo) = O.
S vyuzitim Cauchy-Riemannovych podminek dostavame, ze normélové vektory téchto primek
(u, (%0, Yo), u (70, Y0)), (Vi (0, Yo), v, (T, Yo)) jsou na sebe kolmé, nebof maji nulovy skalarni soucin
(0, Yo)Vy (0, Yo) + U;(xmyo)vé(xmyo) = 0.

Porovnanim geometrickych charakteristik kt¥ivek a jejich obrazti odvodime geometrickou interpretaci deri-
vace funkce.
Protoze argument soucinu je roven souctu argumentti dostavame

arg ' (to) = arg f'(p(to)) + arg ¢'(to),

coz znamena, ze teény vektor obrazu kiivky je proti te¢nému vektoru kiivky otoceny o uhel arg f'(zp) a
tato vlastnost nezavisi na volbé kfivky. Analogicky porovnanim modulti

| (to)| = [/ (e (to)) 1" (t0)],
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dostavame, ze pomér délek je dan tzv. koeficientem dilatace f'(zp). Otoceni o konstantni thel arg f'(zp)
mé dusledek, Ze zobrazeni realizované holomorfni funkci w = f(z) zachovava thly, pod kterymi se kfivky
vzajemné protinaji viz Priklady 0.9 0.10, kdy se ortogonalni systémy kiivek transformuji opét na ortogonalni
systémy (ekvipotencidly a siloktivky).

0.6.2 Holomorfni a harmonické funkce

Necht redlna ¢ast Re f(x + jy) = u(z,y) resp. imaginarni ¢ast Sm f(x + jy) = v(x,y) funkce f(z) maji
parcialni derivace druhého fadu a sama ma derivaci, snadno s pouzitim Cauchy-Riemannovych podminek
a Schwarzovy véty o zaméné derivovani odvodime, ze vyhovuji tzv. Laplaceové rovnici

Uy, + Uy, = 0. (7)

Definice 0.18. Rekneme, Ze funkce u(z,y) je harmonicka, jestlize ma spojité parcialni derivace druhého
fadu a vyhovuje rovnici (7). O dvojici harmonickych funkei fekneme, Ze jsou sdruzené harmonické funkee,
jestlize pro né plati Cauchy-Riemannovy podminky (5).

Jsou-li funkce u(x,y),v(x,y) sdruzené harmonické funkce potom funkce f(z + jy) = u(z,y) + jo(z,y)
je holomorfni. K dané harmonické funkci k ni harmonicky sdruzena je urcena jednoznacné az na aditivni
konstantu.

Tuto funkci miZzeme nalézt s vyuzitim Cauchy-Riemannovych podminek, nebot tyto uréi prvni parcialni
derivace sdruzené funkce. Pti urcovani této funkce muiizeme postupovat tak, ze jednu rovnici integrujeme
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podle podle té proménné podle niZ je neznamé funkce derivovdna (pfi integrovani povazujeme druhou
proménnou za konstantu). V ziskané rovnici je nezndmé funkce uréena az na nezndmou funkci druhé
proménné (pfi zpétném derivovani by méla nulovou derivaci). Tuto funkei ur¢ime z rovnice, kterou ziskame
z obdrzené rovnice derivovanim podle druhé proménné nez podle které jsme integrovali a porovnanim s
parcialni derivaci, jez je urcena z Cauchy-Riemannovych podminek. Uvedeny postup budeme ilustrovat na
prikladé.

Priklad 0.19. Ovéite, Ze funkce v(x,y) = e ¥Ysinz + 2zy + 3 je imaginarni slozkou holomorfni funkce
f(z + jy) a tuto funkci najdéte, jestlize f(0) =2 + 3j.

Reseni. Ovéifme, Ze funkce v(z,y) je harmonicka:

=eYcosx+2y v = —e Vsinz

v rx

/
T
/
Uy

= —e Usinz 4 2r v, =e Ysinx.
Tedy vy, + v, = 0, navic harmonicky sdruzena funkce je uréena rovnicemi
/ / /

— ) = _o Vg — oy = _(e7V — _e Y _
u, = v, =—e Ysinx + 2z u, = —v, = —(e Ycosx + 2y) = —e Y cosx — 2y.

Integraci prvni rovnice podle z dostavame:

u = / (—e’y sin x + 295) dr = e Ycosx + 2° + h(y).
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K uréeni nezndmé funkce h(y) porovname derivaci ziskané rovnice podle y s druhou podminkou:
—eVeosz + W (y) =u, = —e Vcosx — 2y = W (y) = -2y = h(y) = -y’ +c

Dosazenim funkce h(y) do u a nasledné do f dostaneme:

flx+jy) =eYcosz + 2> —y* +c+jle ¥sinz + 2zy + 3).
K urceni integrac¢ni konstanty ¢ vyuzijeme podminku f(0) = 2 + 53:

24+3j=f(0)=14c+3j = c=1.

S vyuzitim exponencialniho tvaru komplexniho ¢isla mizeme funkci

flx+jy) =eYcosx + 2> —y* +1+j(eYsinz + 2zy + 3)
vyjadrit pomoci proménné z = x + jy:

f(z)=eVYcosz+ 2> —y* + 1+ j(e Vsina + 22y + 3) =

e Y(cosw + jsinz) + a2 —y* + j2zy + 1+ 43 =
e VT 4 (r4y)? + 143 =TV 422 11435 =/ + 22+ 1+ 3.

]
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Poznamka 0.20. Pfi hledani harmonicky sdruzené funkce je mozné postupovat i jinak. Napf. integraci
obou rovnic ziskdme dva tvary hledané funkce, které obsahuji neznamé funkce jedné proménné. Tyto funkce
ur¢ime vzajemnym porovnanim. Postup ukazeme na predchozim ptikladu:

e Vcosx+ 27 +h(y)tc=u= /—e_y cosx —2ydy =e Ycosz—y* + g(x) +c
g9(z) h(y)

Dalsi moznosti je vyuziti tvrzeni, Ze v8echny holomorfni funkce s redlnou ¢asti u(z, y) resp. imaginarni ¢asti
v(x,y) maji tvar

Z2+2Zy z—7%g

f(z)zZu( BT )—u(a:o,yo)+j0

resp.

Z2+2Zy z—7%g

f(z)—ZjU( T )_jv(x07y0>+07

kde zy = z¢ + jyo je vhodné zvoleny bod a C' je redlnd konstanta.
Pro holomorfni funkei f(x + jy) = u(z,y) + ju(x, y) je mozné ziskat zapis pomoci proménné z také tak, ze
do funkei u(z,y), v(x,y) ,dosadime z = z, y = 0 resp. x = 0, y = —jz“, je-li to mozné.

Pozdéji ukazeme pro komplexni obor novou dulezitou vlastnost holomorfnich funkci na oblasti a sice, ze
na této oblasti maji derivace vSech radi a jejich hodnota uvnitt oblasti je jednoznac¢né urc¢ena hodnotami
na hranici této oblasti.
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0.7 Elementarni funkce komplexni proménné

V této pasazi se budeme zabyvat rozsifenim definic znamych realnych funkci pro komplexni ¢isla. Stejné
jako v redlném oboru definujeme polynom a racionalné lomenou funkci.

Definice 0.21. Komplexnim polynomem P komplexni proménné z nazyvame funkci tvaru

P(z) =ap+ a1z +ap2® + ...+ 2", (8)
kde o; € C,i = 0,1,...,n. Cislo n nazveme stupen komplexniho polynomu P(z); pigeme st P(z). Kom-
plexni racionalni funkci R nazyvédme podil dvou komplexnich polynomt P(z), Q(z), takze

P(z)
R(z) = (9)

Q(z)

Podobné jako realném oboru je komplexni polynom P(z) spojitou funkci, kterd mé derivace vSech
radd, které se pocitaji podle stejnych pravidel jako v oboru redlném.Aby byly tyto skutecnosti zachovany,
je jednou ze zakladnich moznosti jak definovat tzv. transcendentni funkce jejich definovani jako soucet
mocninné fady, znamé z realné analyzy.

Definice 0.22. Nasledujici vyjadieni uvazujeme pro libovolné z € C.
Komplexni exponencialni funkci e* nazyvame funkci

2 X _n

; z oz z
e:exp(z)zl—f-ﬁ-l—g—l—...:z:g (10)
‘ ' n=0
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Komplexni funkci kosinus nazyvame funkci

2,2 24 26 0 . 2,271
cos=logt gt T L g

Komplexni funkei sinus nazyvame funkci

2 23 25 o 22n+1
NP o
A TR TR i ;( a1

Tyto funkce je mozné vyjadrit pomoci znamych realnych funkei:

e"tY = e*(cosy + jsiny)
cos(x + jy) = cosx coshy — jsinx sinhy

sin(x + jy) = sinx cosh y + j cos z sinh y.

(11)

(12)

—~
—_ =
w
~—

(14)
(15)

Poznamenejme, Ze prvni vzorec, ktery souvisi s tzv. Eulerovou identitou je zakladem pro zavedeni expo-
nencialniho tvaru komplexniho ¢isla. Navic pro vyse uvedené funkce plati kromé znamych vzorct z realné

analyzy nasledujici dilezité vztahy:

1, . . 1, . :
cos z = 5(6]2 +e77%) sinz = T(e” —e 7).

J

(16)
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Takto definované funkce maji ,,jiné“ vlastnosti nez v realném oboru. Napft. funkce e* je periodicka s
periodou 27j. Pro hodnoty funkci sin z a cos z samoziejmé neplati, ze nabyvaji hodnot pouze z intervalu
[—1,1] (jako v redlném oboru) — zejména proto, ze v oboru komplexnich ¢isel nemé viibec smysl mluvit o
intervalech. Situaci budeme ilustrovat na obrazu obdélnikové sité, kterd je zobrazena funkei cos z:
x=57/8 v}15 x=37/8

x=37/4 x=rm/4

2

1 =
XFI7/8 X=1/8

y$05

Poznamenejme, ze pro funkeci sin z dostavame jiné kiivky, ale mnozina grafa téchto kiivek je stejna jako
u funkce cos z. Pomoci funkci definovanych v Definici 0.22 mtizeme definovat dalsi funkce, které jsou znamé
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jiz z realného oboru.
Definice 0.23. Komplexni funkci tangens nazyvame funkci

tgz = P de cos z # 0.
c

0sz’

Komplexni funkei kotangens nazyvame funkci

C?SZ, kde sinz # 0.

1mz

cotg z =

Komplexni funkci hyperbolicky sinus nazyvame funkci
sinhz = =(e* —e™?)
2
Komplexni funkci hyperbolicky kosinus nazyvame funkci

1
cosh z = é(ez +e77)

(17)

(18)

(19)

(20)

Poznamenejme, ze vSechny vyse uvedené funkce jsou na svych defini¢nich oborech v C holomorfni a
derivaci jsou stejné funkce jako v realném oboru. Tato skutecnost spolu s platnosti pravidel pro derivo-
vani algebraickych operaci s funkcemi vede k obdobnému postupu pfi vypoctu derivace funkce komplexni
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proménné, hovofime o tzv. zakonu permanence pravidel pro derivovani funkci komplexni proménné. Pro
mnohoznac¢né funkce je tfeba se omezit pouze na jednoznacné vétve.

Z periodi¢nosti funkce e* vyplyva dalsi dilezity poznatek. V redlném oboru je inverzni funkei k funkci
y = e” funkce y = In x. Inverzni funkce k periodické funkci vsak nemiize byt jednoznacna funkce. Definovani
logaritmu v komplexnim oboru je proto ponékud slozitéjsi.

Definice 0.24. Inverzni funkce k exponencialni funkci e* se nazyva logaritmicka funkce In z. To jest
Inz = {w|lw € C,e" = z}.
Tato funkce je nekone¢né mnohoznacéna a ze vztahu (13) je mozné odvodit

el — e?Rew(

cos Smw + isinSmw) = z & ™ = 2| A mw = arg 2
hodnotu In 2z
Inz =In|z| + jargz. (21)

Nahradime-li v tomto vztahu funkci arg z funkci Argz dostavame jednoznacnou funkci Ln z, kterou
nazyvame hlavni vétev logaritmické funkce, resp. hlavni vétev logaritmu.

Poznamenejme, Ze funkce Ln i In jsou v komplexnim oboru definovana pro vSechna nenulova cisla
0 # z € C a ve shodé s aritmetikou nevlastniho bodu In co = oo.

Misto odvozeni jednotlivych vztahti pro dalsi inverzni funkce ukazeme postup na nalezeni vSech feseni
analogické rovnice.
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Priklad 0.25. Reste rovnici cosh z = —2, ktera nema feSeni v oboru realnych ¢isel.

Reseni. Funkeci cosh z nahradime linearni kombinaci funkce e* a nalezneme ekvivalentni rovnici pro tuto
funkci e*, kterou vyfesime vzhledem k e*. Potom 2z ziskdme pomoci funkce In z:

e*+e*

—4+ V22 -4 < —2-v3
2 —2+/3
Oba kofeny kvadratické rovnice jsou zdpornd realné ¢isla, tedy jejich argument je (2k + 1)7, kde k je celé

&islo. Velikosti téchto kofenti jsou 2 + /3. Mnozina TeSeni zadané rovnice je sjednoceni dvou mnozin:
M, ={In(2+V3) + 2k + D) |k € Z}, My = {In(2 — /3) + j(2k + )7 | k € Z}

—coshz=—-2& () +4e"+1=0s¢ =

MyUM, = {£In(2+V3) +j(2k + 1)1 | k € Z},

1 2—+/3
coz plyne ze skutecnosti 5 = V3 =2-V3a ln% =—Inx. [

+v3  4-3

Podobné situace nastdva i u dalsich inverznich funkci k funkcim uvedenym vySe, nebof s vyuzitim
vzorcl 16, 20, 19 je mozné jejich vyjadieni pomoci funkce Ln z:

arcsinz = —j Ln <j2+\/1—z2) arccos z = —j Ln (jz—i-\/z2 - 1) (22)
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4 . .
arctg z = I In + J= arccotg z = 2 gt (23)
2 1—yz 2 z+7
arcsinh z = Lin (z +V22+ 1)

arccosh z = Ln <z + m) . (24)
Pro definovani tzv. obecné mocniny z* kde a € C vyuzijeme identitu pro logaritmy zndmou z realné
analyzy vyuzivajici funkci In.

Definice 0.26. Obecnou mocninou 2%, kde a € C, nazyvame funkci definovanou vztahem
2 =eInz. (25)
Funkce z* je podobné jako funkce Inz nekoneéné mmnohoznac¢na. Jeji hlavni vétev ziskame, pokud
nahradime In z hlavni hodnotou Ln z.
Piiklad 0.27. Urcete funkéni hodnoty (uvazujte pouze hlavni vétve logaritmu).
1. Vypoctéte j7.

Reseni. Podle (25) je j7 = e/'™J. Protoze argj = 2 a |j| = 1,je Lnj = In1+ jZ, tedy po dosazeni

g o
i =él

B}
INE]

=€
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2. Vypoctéte arctg(27).

149 : 1
Reseni. Podle (23) je arctg(2j) = —‘% Ln 1 i_;z‘; = —% Ln (—g) , protoze arg (—3) = ma|—3| = 1,
je Ln (—%) = ln% + jm, tedy po dosazeni

, j(=In3+j7) 7 In3
tg(2j) = ~ Lo TIT T e
arctg(2;) 5 5 T
[

3. Vypoctéte arctg(7).

Reseni. Uvedena funkéni hodnota arctg(j) neni definovana, nebotf podle (23) arctg(j) = —
. 1 .2 .

_J In i S In 0, coz neni definovano. O
2 T2 2

0.8 Integral funkce komplexni proménné

Definovat analogii urc¢itého integralu realné funkce jedné realné proménné je pro funkci komplexni v kom-
plexni roviné mozné nahrazenim tsecky (intervalu) jejim spojitym obrazem v komplexni roviné, tj. kiivkou.
V dalsim se omezime pouze na tzv. rektifikovatelné kiivky konecné délky.
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Krivky v C

Definice 0.28. Krivkou rozumime kazdé spojité zobrazeni ¢ : [a,b] — C. Bod ¢(a) nazyvame po-
¢atecnim bodem kfivky a bod ¢(b) nazgyvame koncovym bodem kiivky . Mnozinu vSech bodi kiivky
[¢] = {p(t)|t € [a,b]} nazyvame grafem kiivky .

Definice 0.29. Necht ¢ : [a,b] — C je kiivka. Rekneme, Ze kiivka ¢ ma v bodé t € [a, b) polotecnu zprava
t+h) — ot
I R R,
=0+ [p(t + h) — o(t)]
Analogicky definujeme polote¢nu zleva pro bod t € (a,b]. Rekneme, Ze kiivka ¢ ma v bodé ¢t € (a,b)
tecnu, jestlize ma polote¢nu zleva i zprava a T, (t) = T, (¢).

pravé kdyz existuje konecna limita

Poznamenejme, Z%e nulovost derivace ¢'(t) neznamena neexistenci teény viz napiiklad p(t) = 3 pro
t = 0. V geometrii se obvykle pod pojmem kifivka rozumi jeji graf tj. [p]. Potom proces nalezeni zobrazeni
¢ : D, — C se zadanou mnozinou [¢] nazyvame parametrizaci kiivky. Tento proces nemé jednoznacény
vysledek viz nésledujici priklad.

Priklad 0.30. Naleznéte rtizné parametrizace usecky AB, pro A, B riuzna komplexni ¢isla.
ResSeni. UkéZeme 4 riizné parametrizace z nich posledni je odligna.

L. p(t)=A+ (B—-A), tel0,1]

2. p(t) = A+ (B— A)sint, t € [0,7/2]
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3. o(t) =B+ (B—A)cost, t € [n,3r/2]
4. o(t) = A+ (B — A)sin®t, t € [0,37/2]
[

Necht pro dvé kiivky ¢1 @ [a,b] — C, @5 : [c,d] — C, plati Ze koncovy bod prvni kiivky splyva s
pocatecnim bodem druhé kiivky, tj. v1(b) = ¢2(c). Potom definujme jako jejich soucet kiivku ¢1 + ¢
takovou, ze pohyb po kfivce o1, ktery skonéi v bodé o1 (b) pokracuje po kiivce po v bodé ¢o(c).

Jestlize splyva koncovy a pocatecni bod kiivky ¢(a) = ¢(b), nazgvame kiivku uzavienou. K¥ivku
nazveme prostou, jestlize p(t1) # ¢(t2) pro vSechny body t1,ts € [a, b] spliujici 0 < |[t; —t2| < b—a. kazdou
uzavienou prostou kfivku nazyvame Jordanovou ktivkou.

Pro Jordanovy krivky plati véta.

Véta 0.31. Necht ¢ je Jordanova kiivka v C. Potom plati
S =[] = 1 Uy,
kde Q1, Qs jsou neprdzdné disjunktni oblasti, jejichZ spolecnou hranici je graf krivky [¢].

Otéazku orientace krivky, kterd znamenda smér pohybu, fesime pfi geometrickém pojeti kiivky, ktera je
ztotoziiovana pouze s grafem kiivky. Je zfejmé, Ze rtizné kiivky (pohyby) mohou mit stejny graf a ¢asto o
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kiivce hovofime jako o parametrizaci mnozin [p]. Z pohledu praktickych aplikaci ¢asto nezélezi na volbé
konkrétni kiivky (pohybu), ale na jejim grafu [p] napt. velikost préace. Orientaci kiivky, ktera neni uzaviena
popiseme stanovenim pocatecniho a koncového bodu grafu [p]. U Jordanovy kiivky (je uzaviena a rovinu
rozdéluje na vnéjsek a vnitfek) je smér pohybu dén tim, Ze pfi pohledu ve sméru pohybu méame vnitiek
kiivky po levé strané (kfivku prochézime po sméru chodu hodinovych ruéicek) nebo po pravé strané (kiivku
prochazime proti sméru chodu hodinovych ruéicek). V prvnim pi¥ipadé hovofime o kladné orientaci a ve
druhém o zaporné orientaci kiivky.

Necht je dana kiivka I'(t) = z(t)+jy(t) kde t € [a, b] tedy (I : [a,b] — C). Kazdému déléni D : a = 5 <
<ty--- <t, =bsnormou déléni v(D) = kgiaxn{]tk — tr_1|} odpovida lomena ¢ara s vrcholy z, = IT'(t),

jejiz délka je > |z — z—1|. Existuje-li konecné redlné ¢islo K takové, Ze pro kazdé déleni intervalu [a, b] je
k=1

Z|Ftk tk1|—Z|zk_Zk 1|<K
k=1

existuje konecné suprémum d(I') mnoziny délek vSech lomenych car, které nazyvame délka kiivky I' a
k¥ivku ¢ nazyvame rektifikovatelnou. Specidlnim pfipadem rektifikovatelnych kiivek jsou hladké kiivky
['(t) = x(t) + jy(t), které maji na celém intervalu [a, b] spojitou nenulovou derivaci I a plati

_ / V() + 20t
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Jejich dalsim moznym zobecnénim jsou po ¢astech hladké orientované krivky, které jsou koneénym souctem
hladkych krivek.

Pro konecnou komplexni funkcif(z) a kfivku I": [a,0] — C, prodéleni D :a =ty <t; <---<t,=ba
mnozinu bodu {7}, spliiujicich 74 € [tx_1,%x] pro k = 1...n definujeme integralni soucet

o(f(2),0, D, {m}) = Y FO(m) (T (tx) = T(te-1))-

Definice 0.32. Nechf existuje konecna limita

lim o(f(2),T, D, {r}) = , Jlim Zf (ts) = D(tr-1)),

v(D)—oo )—>oo

uvazovana pro vSechna déleni D a mnoziny {7;}. Pak tuto limitu nazveme integralem funkce f po kiivce

I' a zapisujeme ji / f(2)dz. Kfivku I' nazgvame integracni cesta.

Néasledujici véta stanovi podminky existence integralu.
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Véta 0.33. Necht I'(t) = z(t) + jy(t), t € [a,b] je rektifikovatelnd krivka a funkce f(z2) je definovand,

koneénd a spojitda na mnoziné [I']. Potom existuje | f(z)dz pro jehoZ hodnotu plati navic odhad
r

A f(z)dz

< / F(2)ldz < sup [£()]d(D). (26)

z€[T]

Jestlize je navic I' po castech hladka krivka, plati

/ f(2)dz = / @) ()dt = / F(x(t) + Gy () (@) + jo))dt. (27)

Tato véta dava do souvislosti geometrickou povahu definice integralu s parametrizaci po ¢astech hladké
krivky. V Prikladu 0.30 bylo uvedeno nékolik parametrizaci jedné tisecky. Mozny problém rtiznych hodnot
integralu pro ruzné parametrizace, ,fesi“ zavedeni nasledujiciho pojmu.

Jsou-li dany 2 kiivky I'y : [a1,b1] — C a T'g : [ag, ba] — C a existuje-li spojitd rostouci funkce w definovana na
intervalu [a1, b1] takova, Ze plati

1. w([al,bl]) = [ag,bz]

2. To(w(t)) =T1(t) pro t € [a1,b1],

potom se kiivky I';,I's lisi jen nepodstatné a plati

f(x)dz= | f(2)dz.
I'1

I
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Dalsi vlastnosti kiivkového integralu z komplexni funkce jsou uvedeny nize.

Véta 0.34. Necht jsou funkce komplexni proménné f(z), f1(z), f2(2) spojité na [T'], [I'1], [[2], kde T',T'1, Ty
jsou rektifikovatelné krivky a ki, ke € C. Pak plati:

/ (et f1(2) + ko fo(2))d2 = iy / Fu(2)dz + o / Fal2)dz (28)

r r

Jestlize I' =T'1 + 'y, pak

/f(z)dz:/f(z)dz—l—/f(z)dz, (29)

Jestlize 'y je opacné orientovand krivka I'y, pak

[ 1@ == [ 1) (30)

V dalsim textu se omezime na kiivky, které budou po c¢astech hladké, a tuto skutecnost
nebudeme déle zdtraznovat.
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Priklad 0.35. Vypocet integralu komplexni funkce po krivce
Vypoctéte nésledujici integréaly / f(2)dz, je-li dano:

r

1. f(z) = 2", kde n je celé ¢islo a T' je kruznice se stifedem 0 o poloméru r kladné orientovand, napf.
z(t) = (cost + gsint) = redt) t € [0, 27].

Reseni. Ovéifme, 7e kiivka I' : 2(t) = r(cost + jsint) = re’* je hladka, vypoctem jeji derivace
2(t) = r(—sint + jcost) = jre/t a miZzeme tedy pozit vzorec (27) Celkem tedy ziskavame, ze

27 27
/Zn dz = / rn n]tj,r,e]t dt = / ]Tn+1 (n+1)jt dt =
r 0 0

2w
it / —sin(n + 1)t + jcos(n + 1)t dt =
0

7

< J[t]a™ = 257 pron = —1

i =~ [cos(n 4 1)t 4 jsin(n + 1)t " =0 pron# —1.



0.8 INTEGRAL FUNKCE KOMPLEXN{ PROMENNE 49

2. f(z) = €%, I' je lomena Cara spojujici body z1 = 2, 20 =1, 23 = 1 4 j.

ReSeni. Lomen4 ¢ara zcela jisté splituje predpoklady pro pouziti vztahu (29). Za I'; budeme pova-
zovat tsecku spojujici body z; = 2 a 25 = 1 a za I'y tsecku spojujici body 20 =1 a 23 =1+ jm. Pro
vypocet integralu potfebujeme nasledujici adaje:

[yz(t)=2—t [y :z(t) =14 jmt
041,51 2Oé1:O7 61:1 062,52 2062:0, 62:1
2 (t)dt :dz = —dt 2 (t)dt :dz = jmdt
Celkem tedy
1 1 . .
/ezdz = /eQ_t(—l)dt + /el+jtj7rdt = 62/ —e~'dt —l—j7re/ (cos(mt) + jsin(wt))dt =
0 0
T 0 0

e? [eft](l) + jme [sin(rt) /m — jcos(mt)/m]y = e — &> +e(—1 —1) = —e* —e.

]
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Ve specidlnich ptipadech je mozné vypocet integralu uskutecnit i jinym postupem nez poskytuje
Véta 0.33. Motivaci ndm bud symbolicky vypocet naznacujici nezavislost na I'(¢), ale jen na hodnotéach v
koncovych bodech.

| Hr@r o = FEo); = PO) - FT@)

To je ale diky vété 0.34 ekvivalentni vlastnosti, Ze integral po uzaviené kiivce je nulovy, coz obecné neplati
viz predchozi priklad.

Pripomenme, ze v odstavci 0.1.3 byl zaveden pojem jednoduse souvislé oblasti. Prikladem jednoduse
souvislé oblasti je otevieny kruh U.(zp), prstenec P.(zp) je ptikladem oblasti, ktera neni jednoduse souvisla.
Tento pojem je podstatny pro formulaci tzv. Cauchyho fundamentalni véty.

Véta 0.36 (Cauchy). Necht je ddna funkce f(z), kterd je holomorfni v jednoduse souvislé oblasti Q). Pak
pro jeji integrdl po kaZdé uzavrené krivce I', kterd lezi v ) plati

/f(z)dz =0. (31)

Dikaz této véty, kterd ma mnoho vyznamnych dusledki, je z divodu jeho rozsahlosti vynechan a
zéjemce jej nalezne napt. [11, str.126-128].
Poznamenejme, Ze ,,opacné®“ tvrzeni je predmétem tzv. Morerovy véty:
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Véta 0.37. Necht f(z) je konecnd a spojitd funkce na oteviené mnoziné M C C. Pak funkce f(z) je
holomorfni na mnoziné M prdvé kdyz, plati

/ f(2)dz =0, (32)

pro kaZdou Joradanovu krivku T', pro niZ je intI' C M.
Uvedme jako prvni dusledek Cauchyho fundamentalni véty vétu o nezavislosti na integracni cesté.

Véta 0.38. Necht D C C je jednoduse souvisld oblast a necht f(z) je holomorfni na oblasti D. Necht zy, zo
jsou libovolné dva body D a I'y,T's krivky se stejnym pocdtecnim bodem z, a koncovym bodem zy. Potom

plati
/f(z)dz:/f(z)dz. (33)

Tato skutecnost umoznonuje definovat k holomorfni funkci f(z) v jednoduse souvislé oblasti §2 funkci

F(z) = f(Q)d(, ktera je funkci horni meze integralu a podobné jako v redlné analyze lze odvodit
nasledujici ‘tvrzent.
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Véta 0.39. Bud Q jednoduse souvisld rovinnd oblast a f(z) holomorfni funkce. Potom pro kazdy pevné
zvoleny bod zy € Q) funkce definovand tak, Ze

F(z) = / T F(O)d¢

ma derivaci F'(z) = f(2).

Rikdme, Ze funkce F(2) je primitivni funkei k funkci f(2), nebot plati F’(z) = f(z). Primitivni funkce
neni uréena k funkeci f(z) jednoznacéné a vzajemné se lisi az na aditivni konstantu. Obdobné jako pro funkce
realné proménné lze dokazat analogii Newton-Leibnizovy formule.

Véta 0.40. Necht funkce f(z) je spojita a md primitivni funkci F(z) v jednoduse souvislé oblasti Q). Necht

dale ' je libovolnd po castech hladka orientovand krivka s pocdtecnim bodem z, a koncovym bodem zo leZici

Q. Pak hodnota integrdlu [ f(z)dz nezdvisi na tvaru kiwky T' ale pouze na jejich krajnich bodech a plati
r

/ F(2)dz = / F(2)dz = F(z) — F(z1). (34)

Poznamenejme, ze pomoci této véty je mozné zjednodusit vypocet integrali z holomorfnich funkci, viz
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Priklad 0.35, 2), kde je pocitan integral z funkce e*:

1+57
144 L.
/ezdz = / e*dz = [¢*], 7" = e(cosm + jsinm) —e® = —e® —e.
2
T

Na Priklad 0.35, 1) uvedenou vétu pro n < —1 nelze pouzit, protoze kiivka I' je uzaviena a Cauchyho
fundamentalni vétu nelze pouzit nebot funkce je v bodé 0 neni regularni a navic tento bod lezi uvnitf
kruznice I'. Situaci budeme dale ilustrovat na piikladech.

Priklad 0.41. Vypocet integrdlu komplexni funkce
Vypocététe nasledujici integraly / f(2)dz, je-li dano:
T

1. fi(z) =sinz, ['(t) = 7(2sint — 1 + j2sin 2¢) pro t = [0, 37/2].

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze funkce fi(z) = sin z je na celém oboru C spojit4 a holomorfni a I'; je
rektifikovatelnd kiivka, existuje integral a mizeme pouzit Vétu 0.40. S vyuzitim zakona permanence
pravidel pro derivovani funkci komplexni proménné dostavame:

F1(37T/2) —37
/Sin zdz = / sin zdz = — [cos z] = 2.
I'1(0) -T

'y
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2. fo(z) = 1/2, 'y je Gsecka z bodu z; = —1 + j do bodu 2z, = 1 + j tj. napi. I'(t) = 2t — 1 + j, kde
t€0,1].

. 1
Reseni. Prestoze funkce f(z) = — neni holomorfni v bodé 0 mtizeme pouzit Vétu 0.40. Zvolime-li

za oblast  okoli bodu 2j o poloméru v/3, plati, ze dana kiivka patii do Q a jediny bod 0, kde
funkce 1/z neni holomorfni, do Q nepatii. Mzeme tedy Vétu 0.40 v oblasti Q pouzit. Musime vsak
vhodné zvolit primitivni funkci, kterou je logaritmus. Muzeme zvolit hlavni hodnotu Ln z, nebot ta
neni holomorfni na zaporné ¢asti readlné osy a tedy v oblasti {2 je holomorfni.

1 1+j 1 1+7 -
/—dz—/ —dz:[an} ’ —ln\/§+jz—(ln\/§+j3—7r)_—ﬂ
Z _1+jZ —14j 4 4
r

2
m
Véta 0.42. Necht je funkce f(z) holomorfni uwoniti uvoniti n-ndsobné souvislé oblasti ) a spojitd na jejim
uzdvéru. Necht je hranice oblasti Q tvorena stejné orientovanymi Jordanovymi k¥ivkami T',T'y,...,T,_1,
takovymi Ze krivky 'y, ..., [',,_1 lezi wonitr krivky I'. Potom plati

/F f(2)dz = Z / RCLE (35)
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dz
Pomoci této véty milzeme vypocet integralu z Poznamky 77 tj. / — nahradit integralem po kruznici
z

se stfedem v pocatku s dostatecné malym polomérem r, aby cela kruznice lezela ve vnitiku ktivky I'. Tento
integral je spocitan v Prikladu 0.35 1). pro n = —1. Protoze kfivka I' je zaporné orientovana a kruznice
z
v uvedeném prikladé je kladné orientovana celkové dostavame [ — = —2jm. Integraly tohoto typu se
r z
zabyvaji nasledujici véty.
Véta 0.43 (Cauchyho vzorec). Necht funkce f(z) je holomorfni uvniti Jordanovy kiivky T' a navic je
spojitd a konecna na krivce I', kterd je kladné orientovand. Potom pro kaZdy bod z, ktery lezi uvnitr krivky
I' plati:
ﬁdz = 215 f(20)- (36)
zZ— 20
r
Véta 0.44 (Cauchyho vzorec pro n-tou derivaci). Necht funkce f(z) je holomorfni uvniti Jordanovy
krivky I' a navic je spojitda a konecnd na krivce I', ktera je kladné orientovand. Potom pro kazZdy bod z,
ktery lezi vonitr krivky T' md tato funkce derivace vsech vddi a plati:

£ (zg) = / G (37)
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f(z)
P(z)’

kde funkce f(z) je holomorfni a P(z) je polynom, nebot v komplexnim oboru lze kazdy polynom rozlozit na
soucin linearnich polynomi. Potom lze integral po uzaviené kiivce nahradit souctem integral po kiivkach,
které budou obsahovat pouze jeden koren polynomu ve jmenovateli uvazované funkce a ktery je vnitinim
bodem ktivky. Tyto integraly lze spocitat pomoci Véty 0.43.

Tato véta spolu s Vétou 0.42 umoznuje vypocet integralti po uzavienych ki¥ivkach z funkci typu

e*dz . . , ..
5, Je-li I' kladné orientovana kruznice se

2(22 4 4)

Priklad 0.45. Pomoci Cauchyho vzorce vypoctéte /

r
stfedem 2j o poloméru 3.

Reseni. Polynom lze rozlozit 2(2% + 4)2 = z(z + 2j)%(z — 2j)2. V kiivce T lezi dva kofeny jmenovatele

z=0a z = 2j. Mzeme volit dvé kiivky I'; jako kruznici se stfedem v bodé 0 o poloméru 1/2 a kfivku I'y
jako kruznici se stfedem v bodé 25 o poloméru 1. Podle Véty 0.42 plati:

/ e*dz / e*dz n / e*dz

2(22+4)2 ) 2(22 +4)2 2(22+4)%

r Ty T

e’ 1
m 20 = 0a tedy f(O) = —.

eZ

V druhém integralu uzijeme Vétu 0.44 kde f(z) = E TR n =1, 2z = 2j, tedy f'(z) =
2(z + 2

V prvnim integralu je funkei f(z) pouZitou ve Vété 0.43 funkce f(z) =
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2/ .9 _3194) _ 94 25(=-1 ]
_ ¢ (2 +;EZ +—i2_j)g) 7) a f'(2j) = %. Celkové tedy dostavame
/ e*dz / e*dz +/ e*dz 9 1 + 2]‘_1 tJ
A ) w@Erar e T T\ T ;R
r I T2

]

Vyznam této Véty 0.44 spociva v dikazu, ze funkce holomorfni v néjaké oblasti mé derivace vsech radi
a je mozno ocekavat jeji rozvoj v Taylorovu fadu.

0.9 Rady v komplexnim oboru a singulirni body

Véta 0.46. Necht funkce f(z) je holomorfni v bod€ zy. Pak existuje otevieny kruh U(zo, R) (R > 0) takovy,
Ze pro kaZdy bod z € K(zo, R) plati:

n!  2mj z — zg)"H1
Ty

f(2) :ian(z—zo)", kde a, — 7 M) _ 1 / ( 1) g, (38)

al, =z +red |t €[0,2n] je kruZnice se stiedem zy o poloméru r, pro ktery plati 0 < r < R.
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Piiklad 0.47. Rozviiite racionalné lomenou funkci f(z) = ﬁ v Taylorovu fadu se stfedem
z—1)(z —

20:0.

Reseni. Danou funkei lze rozlozit na soudet parcialnich zlomkt, které interpretujeme jako soucet geome-
trické fady konvergujici pro |z| < 1:

]

Povsimnéme si, Zze uvedenou funkci je mozné vyjadrit jako soucet fady i v dalsich oblastech komplexni
roviny.

1 11 1o (1)"
1 < |z| < 2: prvni zlomek upravime = —— T == Z — | a celkové dostavame
1—=2 21—+ ze\z

(z—l)?z—Z)Iliz_li%:_nZ:O(%> +Z<§>":_Zzn+nz:0<g>"_

n=0 n=-—oo

Poznamenejme, Ze prvni geometrickd fad konverguje pro 1 < |z| a druhd pro |z| < 2.
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2 1 1 2 1 1\ L N\t &
2 < = —- — = — Z — 14977
i (z—1)(z —2) zl—%+zl—2 no(z) +Z(z> Z ( + )Z

z n=0 n=-—0o

Definice 0.48. Necht zy, a,, € C, kde n je celé ¢islo.Potom vyraz

o0

Z an(z — 29)", (39)

n=—0oo

nazyvame Laurentovou fadou se sttedu v bodeé 2 a fikdme, ze fada konverguje v bodé z, jestlize konverguji

oo -1 00
v v N A a/—n 7 A / ’
soucasné obé fady E an(z — z)", E an(z — 2)" = g R Prvni resp. druhé fada se nazyva
z—z
n=0 n=-—00 n=1 0

regularni ¢ast resp. hlavni c¢ast Laurentovy fady a jeji souctem je soucet obou jejich ¢asti.
Véta 0.49. Necht je funkce f(z) holomorfni na prstenci P.r(zy). Pak pro kaZdé z lezici v tomto prstenci,
lze funkci f(z) vyjadrit jako soucet Laurentovy Tady

[e.9]

[ =3 auz— )" (40)

n=—oo

pro jejiz koeficienty platin € Z a

1 f(z)dz
=557 )

215 ) (2 — z)"t
T
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kde T' je libovolnd kruzZnice se stredem v bodé zg a polomérem T takovym, Ze r <T < R.

Véta 0.50. Necht je ddna funkce f(z). Je-li mozné ji v mezikruzi 0 < r; < |z — 29| < 72 rozvést do
fady (40), pak pro jeji koeficienty plati (41).

0.9.1 Singularni body a jejich klasifikace

Definice 0.51. Bud f(z) holomorfni funkce v prstencovém okoli P,(z) bodu zy a sou¢asné neni holomorfni
v bodé zp. Potom fikdme,Ze bod zy je izolovanym singularnim bodem funkce f(z).

Bod 0 neni izolovanym bodem jakékoli jednoznacéné vétve funkce /z.

Véta 0.52 (L’Hosptalovo-pravidlo). Necht funkce f(z), g(z) jsou holomorfni na prstencovém okoli
P.(z0) (r >0) a plati f(z0) =0, g(20) = 0, potom existuji obé ndsledujici limity a plati:
/
TG ) (42)

2— 20 g(z) 2—20 g’(z)

Klasifikace singularnich bod

Pro izolovany singularni bod a jeho Laurentiiv rozvoj na néjakém ryzim okoli tohoto bodu muize nastat
jedna ze tii nasledujicich moznosti
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1. Hlavni ¢ast Laurentova rozvoje je identicky rovna 0, potom existuje kone¢na limita lim f(z) a po

z—20
dodefinovani funkéni hodnoty f(zp) = lim f(z) je funkce v tomto bodé holomorfni. V tomto pfipadé
Z—20
hovofime o odstranitelné singularite.

2. Hlavni ¢ast Laurentova rozvoje ma pouze konecény pocet nenulovych koeficientd a, # 0 a plati
lim f(z) = co. Sigularni bod potom nazyvame pélem a absolutni hodnotu nejmensiho indexu nenu-
lového koeficientu hlavni ¢asti Laurentova rozvoje se nazyva rad pdlu.

3. Hlavni ¢ast Laurentova rozvoje méa pouze koneény pocet nenulovych koeficientti a,, # 0 a potom
k libovolné zvolenému ¢islu L € S lze nalézt posloupnost {z;}2, takovou, ze plati klim 2y = 20 a

—00

soucasné lim f(z,) = L. V tomto pfipadé hovoiime o podstatné singularité.
k—o0

Priklad 0.53. Pro uvedené funkce uréete izolované singularni body a pomoci Laurentova rozvoje provedte
jejich klasifikaci
_sinz

1) f(z) =

o0
Reseni. Funkce sin z je definovana jako fada sin(z) = E ~———— celkové je Laurenttiv rozvoj ve

(_ 1)nz2n+1
|
— (2n)!
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(o]

Z (—1)"22"+1
sin z = (2n)! o n ~2n
tvaru = — Z a bod z = 0 je odstranitelnou singularitou. [
z z
n=0
1—-cosz
2) f(z) = ——F—
z
o0 n 2n
ReSeni. Funkce cos z je definovdna jako fada cos(z Z celkové je Laurenttiv rozvoj ve
n=0
tvaru
1— (=1nz?" (—1)n+1z2n .
1 — cos 2 B n;() (2n)! B n;l (2n)! B Z (_1)n+lz2n74 1 1 N N (_1)n+122n74 N
2 24 B 24 B (2n)! 222 4 (2n)! o
n=1
Nejmensi nenulovy koeficient (pron =1) je a_s = % bod z = 0 je pélem tadu 2. O]

3) f(2) = exp (i)
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o0

_ 1 "
Reseni. Substituci ¢ = — do rozvoje el = E — dostaneme Laurentiv rozvoj:
z et n!
1 Z“’ 1 1 1
exp(g): _gn!zzn:1+§+m+n!z%+'” (43)
a bod z = 0 je podstatnou singularitou. O

Nalézt Laurentiiv rozvoj je v nékterych piipadech technicky naroc¢né napr. pro prevracenou hodnotu
funkce z 0.53 1), proto klasifikovani singuldrnich bodu na zakladé detailni znalosti Laurentova rozvoje
nahradime jinym postupem. K jeho uskutecnéni je nutné zavedeni pojmu nulového bodu holomorfni funkce
a jeho nasobnosti .

Definice 0.54. Bud f(z) holomorfni funkce v okoli U(z) bodu zy a soucasné f(zy) = 0, potom Fikdme,ze
bod z je nulovym bodem funkce f(z). Rekneme, Ze nulovy bod z, je n-nasobnym nulovym bodem, jestlize
plati

flz0) = fl(z0) = -+ = f"V(2) =0, f™(z)#0. (44)

Pro bod z, ktery neni nulovy zavedeme nasobnost 0.

Z existence Taylorovy fady holomorfni funkce f(z) plyne nasledujici tvrzeni.
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Véta 0.55. Bod zy € C je n-ndsobngm nulovym bodem holomorfni funkce f(z) pravé kdyz, v néjakém okoli
U(zo) lze funkci f(2) vyjdrit ve tvaru
f(z) = (2 = 2)"F(2), (45)

kde funkce F(z) je holomorfni v bodé zy a nenulovd.

Dusledek 0.56. Je-li néjaké oblasti funkce f(z) podilem holomorfnich funkci tj. f(z) = %, potom v
z

této oblasti md funkce f(z) singuldrni body (nejsou podstatnymi singularitami) pouze v nulovych bodech

20 funkce (z) a 7dd polu stanovime jako rozdil ndsobnosti nulového bodu zy funkce 1 (z) minus ndsobnost

nulového bodu zy ¢(z). Je-li tento rozdil nekladny, je ve zkoumaném bodé odstranitelnd singularita.

Uvazme funkci f(z) = P2 Obé funkee maji bod z = 0 nulovym bodem nasobnosti 1, tedy uvazovany

rozdil je 0 a v bodé z = 0 je odstranitelné singularita.
‘ l1—cosz ¢(2) . « " 4 14
Pro funkci f(z) = = o02) dostavame v bodé z = 0: ¢"(0) = cos0 =1 # 0, 1»(z) = 2* ma bod
z z
z =0 tedy bod z = 0 je pélem nasobnosti 4 — 2 = 2.

,

0.10 Rezidua a jejich uziti

Ze vzorcu 41 vyplyva a_; = % [ f(2)dz proto zavadime pojem:
r
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Definice 0.57. Nechf je déna funkce f(z) = > a,(z—2)" jako soucet Laurentovy fady. Koeficient a_

v tomto rozvoji nazyvame reziduum funkce f(z) v bodé 2z a piseme rez f(z).
2=2z0

Véta 0.58 (reziduova, Cauchy). Necht Q je jednoduse souvisld oblast neobsahujici oo a T uzaviend
kladné orientovana krivka leZici v této oblasti a vnitrek této mnoZiny oznacime . Necht komplezni funkce
f(2) je holomorfni uvniti oblasti 2, s pFipadnou s vgjimkou koneéného poctu bodi z1,zs, ..., 2, 2z nichZ
Zadny nelezi na krivce I'. Pak plati:

dz =27j . 46
[ 1z =22 3 ren 1(2) (40)
T zr €l
Pro singulérni bod, ktery je pdlem plati:
Véta 0.59. Necht je dana funkce f(z2), kterd md v bodé zy pdl Fadu m, plati:

rez f(z) = ! lim am—ll [(z—20)" f(2)]. (47)

z=20 (m — 1)! 220 Ozm~

Jednd-li se o pol pruniho Tddu, pak se dany vzorec zjednodusi:

rez f(z) = lim (2 — 29) f(2), (48)

z2=2z0 z—20
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V pripadé prostych pdoltt miizeme vypocet rezidui u funkce, ktera je podilem dvou holomorfnich funkci
realizovat pomoci nasledujici véty.

Véta 0.60. Necht f(z) = “"8, kde funkce ©(z) a 1(z) jsou holomorfni v bodé zy a plati p(z) # 0,

¥(z0) # 0, Y¥'(20) # 0. Pak ma funkce f(z) v bodé zy pdl proniho rdadu a reziduum lze urcit ze vzorce

<

()
rez f(z) = . 49
#=%0 1) V' (20) (49)
Piiklad 0.61. Vypoctéte rezidua funkce f(z)
eZ
1 = —_——
) 1(2) z(22 4 4)?

Reseni. Funkce je ve tvaru podilu holomorfnich funkei, proto jejimi singularnimi body jsou nulové body
funkce ve jmenovateli:
z = 0 je pdl prvniho fadu a z = £27 jsou poly druhého fddu a mizeme pouzit vzorec 47. Pro reziduum

z=0jem=0:

z z z

ze l ze l (]
rez ——m—mm— =1 —F/——— =1 —F - = —
2=0 (22 + 4)2 z—0 2(2’2 + 4)2 z—0 (Z2 + 4)2 16’

Pro rezidua z = +2j je m = 2:
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ze” , (2 F 2j)%7 _ e '
rez ———=lim |———~— ] = lim [ ———— | =
=25 (22 +4)2 -2 \ 2(22 4 4)? —+2j \ z(z £ 25)?
p S B2 FY)  AE]
z—+2j 2%(z £ 25)3 32

]

Reseni. Funkce je ve tvaru podilu holomorfnich funkei, proto jejim singularnim bodem je nulovy bod
funkce ve jmenovateli z = 0, ktery je pdl druhého Fadu, nebot z = 0 je nulovy bod funkce 1 — cos z
druhého fadu a nulovy bod ¥adu 4 funkce z* a miizeme pouzit vzorec 47, kde zy = 0 je m = 2:

rez ——— = lim
z2=0 2,’4 z—0

1—cosz (1—COSZ)I . zsinz+2cosz —2
———— | =lim

22 z—0 23

Pti vypoctu této limity uzijeme opakované L’Hospitalovo pravidlo.

. zZsinz -+ 2cosz — 2 . zZcosSz —sinz . zsinz
lim =lim—— = lim
z—0 23 z—0 322 z—0 62

=0.

Poznamenejme, ze vysledek je ve shodé s definici rezidua a Laurentovym rozvojem této funkce viz
ptiklad 0.53 2). O
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sin z
3) f(z) =tgz=
CoS 2
Reseni. Funkce tgz = sinz g pély prvniho fadu v nulovych bodech funkce cos z, které ur¢ime ze

COos z

vztahu cos(z + jy) = cosz coshy — jsin x sinh y vyuZijeme pfitom coshy > 0, sinhy =0 < y = 0.
0 =Reecos(z + jy) =coszcoshy = cosz =0z = g + km
0 = Smmsin (g + k:7r+jy> = cos <g + k:7r> sinhy = (—1)*sinhy = sinhy = 0 &
S y=0,

s
Tedy nulové body komplexni funkce cos z jsou stejné jako nulové body realné funkce cos z, tj. 2z = 5 +km

a funkce tg z ma spocetné mnoho singularnich péld prvniho radu. K vypoctu rezidui v téchto pdlech je
vhodné pouzit vzorec (49):

sin z

_ sin(w/2 + km)
~ —sin(7/2 + k1)

rez tgz =
z=m/2+km (COS Z),

z=7/2+km
O
Rezidui je mozné vyuzit pfi vypoctu integralu z funkce komplexni proménné s izolovanymi singuldrnimi

body po uzaviené kiivce. K tomuto vypoctu pouzijeme Cauchyho reziduovou vétu 0.58. Postup predvedeme
na prikladeé.
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Priklad 0.62. Vypoctéte nasledujici integraly pomoci rezidui podle véty 0.58.

“d
1) / ez—z’ je-li " kladn€ orientovana kruznice se sttedem 25 o polomeéru 3.
z(2% + 4)?

Tento integral je je v textu jiz spocitany viz priklad ?7?.

- e
Reseni. Podobné jako v citovaném piikladé je tfeba urcit singularni body funkce ﬁ z = 0,

= +£2j. Uvnitt¥ kiivky I' jsou body vyhovujici rovnici |z — 2j| < 3. Body z = 0 a z = 2j jsou
uvnitf, nebot |0 — 25| = 2 < 3 a |2j — 2j| = 0 < 3, naopak bod z = —2j lezi vné kruznice, protoze
| — 27 — 2j] =4 > 3. Proto uzitim véty 0.58 dostavame

— 5 — 4T rézZz ————= rez ————= = 4T — —€ .
a2 TS e T (2 ) I\16 " 32
I

Poznamenejme, ze vyse uvedena rezidua byla vypoctena v prikladu 0.61 O]

1
2) / exp ( dz, kde je kruznice zaporné orientovana.
22
|2|=1
Reseni. I v pfipadé, Ze kiivka je zadporné orientovana je mozné pouzit vétu 0.58 a opacnou orientaci

1
krivky kompenzovat zménou znaménka integralu. V daném piipadé méa funkce exp ( ) jediny sin-
22
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gularni bod z = 0, ktery je vnitfnim bodem kfivky. Reziduum v tomto bodé uré¢ime z Laurentova

1 1
rozvoje (43) v piikladé 0.53 rez exp <—2> =0 a tedy / exp <—2> dz=0 ]
z= VA z
|z|=1
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