1  Laplaceova transformace

Hojné v elektrotechnice uzivanou integralni transformaci je transformace Laplaceova, ktera realné funkci
pritazuje funkci komplexni.

Definice 1.1. Jestlize pro t € R a p € C konverguje nevlastni integral

F(p) = / " F(t) exp(—pt) dt, (1.1)

nazyvame jim definovanou funkci F(p) Laplaceovym obrazem funkce f(t). Naopak funkci f(t) nazgvame
vzorem funkce F'(p). Zobrazeni ptifazujici funkei f(¢) funkci F(p) nazyvame Laplaceovou transformaci a
zapisujeme F'(p) = Z f(t) nebo f(t) <> F(p).

Ze vzorce (1.1) je patrné, Ze pro nékteré funkce (napt. f(t) = exp(t?)) nelze definovat Laplacetv



obraz, protoze integral je divergentni. Vymezime si nejdiive t¥idu funkci, pro kterou je tato transformace
definovana a je jednoznacna.

Definice 1.2. Funkci f : R — R nazveme predmétem neboli origindlem Laplaceovy transformace .Z,
jestlize splituje nasledujici podminky

(i) f(t), f'(t) jsou po Castech spojité pro vSechna t € R,
(ii) f(t)=0prot <0,

(iii) existuji kladné konstanty M, t, a konstanta s € R tak, ze plati | f(t)| < M exp(st) pro vSechna t > t.
Rikdme, 7e f(t) je funkci ohraniceného rtistu s indexem s.

Predpoklad (ii) Definice 1.2 je zaveden z divodu jednoznac¢nosti zobrazeni definovaného Laplaceo-
vou transformaci. Elementarni funkce, které nesplinuji uvedeny predpoklad, nasobime Hevisideovou funkci
jednotkového skoku 7(t). V literatufe je zvykem, Ze tuto skutecnost ¢asto mlcky predpokladdme a nezapi-
sujeme. Tak budeme postupovat i v tomto textu, tj. funkei n(t) nebudeme zapisovat.

Piiklad 1.3. Naleznéte Laplaceiv obraz funkce t"n(t), kde n je celé nezédporné ¢islo.

Reseni. U této funkce snadno ovéfime i platnost predpokladu (iii) dané definice nap¥. volbou konstant
M =1, ty =exp(n) a s = 1. Nejdiive odvodime rekurentni vztah (n > 0):



U— 00 p

" exp(—pt) 1"
/t”e _pt)dt = lim {—M} +
0
0

o)

L /t”_l exp(—pt) dt = — lim uexp(=pu) + f(t” n(t)) = E.>f(15"_177(15)).
p / U0 D D p

Pro n = 0 dostavame:

P = ]Oexp(—pt) dt = lim {_Mr G D

U— 00 p

a uzitim rekurentniho vztahu celkové dostaneme:

n!
pn+1 :

L(t"n(t)) =

Piiklad 1.4. Naleznéte Laplacetiv obraz funkce exp(wt)n(t), kde w € R je libovolné.

~

Reseni. Pro ovéfeni predpokladu (iii) Definice 1.2 staci volit M =1, tp=1a s=w+ 1.



Z(exp(wt)n(t) = / exp(wt) exp(—pt) df =

Poznamenejme, Ze v poslednim piikladu lze za w volit libovolnou komplexni konstantu.

Véta 1.5. Predpokladejme, Ze plati F(p) = L f(t), G(p) = Lg(t). Necht r > 0, w € C jsou konstanty.
Ddle necht f(0") = lirr}r f@) a fO0F) = lirr}r fO(t). Potom plati ndsledujici tvrzen.
t—0 t—0
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Poznamenejme, 7ze pro funkce f(t), g(t), které jsou nulové pro zaporny argument (jsou originalem
Laplaceovy transformace), je dfive uvedeny integréal definujici konvoluci modifikovan na vztah:

F(t) % g (1) = / f(t = 7)g(r) dr.

Protoze néktera tvrzeni predchazejici véty plynou bezprostiedné z vlastnosti integralu, zamétime se v
dalsim na jejich uziti.
Priklad 1.6. Vysledky Ptikladu 1.3 a Pfikladu 1.4 odvodte pomoci tabulky uvedené v predchazejici véte.

Reseni. V obou odvozenich budeme postupovat podle réizngch tvrzeni z tabulky.

1. Funkci f(t) = t™ je mozné uré¢it pomoci funkénich hodnot derivaci této funkce:
fMty=n!, f90)=0 proi=0,...,n— 1.

Uzitim tvrzeni o n-té derivaci funkce dostavame:

n—1

B () =z = S )

|
n—1-i _ _n n __ n __ n:
il =p"ZLt" - 0= ZLt" = prrey

1=0



2. Analogicky lze uzitim tvrzeni o posunuti obrazu Laplaceovy transformace funkce jednotkového skoku
n(t) odvodit obraz funkce e“*:

Lt = L((t) = Llp—w) = ——.

p—w
[l

Priklad 1.7. Pomoci tvrzeni uvedenych v pfedchazejici tabulce odvodte Laplaceovy obrazy funkei sin at,
cosat, t cosat.

Reseni. Obraz funkce sin at miZeme ziskat uzitim Eulerova vzorce a linearity Laplaceovy transformace z
predchoziho vysledku:

e/t — e7jat  Peiat _ Peiat

Fsinat = ¥ = —

2y 2j
1 1 1 1 p+tja—(p—ja)  a
2j \p—ja p+ja) 2j P>+ a? Cp?ta?
Laplacetiv obraz funkce cosat bychom mohli ziskat obdobné. Druhou mozmosti je vyuziti predchoziho
vysledku a tvrzeni o derivaci pfedmétu dostavame:

) . ) a . p
a.f cosat = £ (sinat) =p Lsinat —sin0=p- ——— —gin0 = Lcosat = ———.
(sinat) = p P a2



Derivaci podle parametru a odvodime Laplacetiv obraz funkce ¢ cos at z obrazu funkce cos at:

dOsinat  Ories p? — a?
L(tcosat) =& = _rre .
( ) da da (P? + a?)?
Uvedeny vysledek lze také ziskat jako ——2 2" uzitim tvrzeni o derivaci obrazu. O

dp

V dalsim textu se zabyvejme podrobnéji obrazy periodickych predmétii tj. plati f(t +T) = f(t) pro
t > 0. Ozna¢me fr(t) = f(t) — f(t)n(t — T) funkci tvofenou jednou periodou v intervalu (0,7’) a mimo
tento interval nulovou. Déle oznaéme Z f(t) = F(p), L fr(t) = Fr(p) Situaci ilustruje néasledujici obrazek.

& =)
—CPN N
7 F=5it)
V t
7 F=AeD
Ny K
VvV W




Véta 1.8 ( vétu o obrazu periodické funkce). Necht funkce f(t) je origindlem a navic je periodickd
s periodou T'. Potom plati

F(p) = ;)

e To) (1.2)

Priklad 1.9. Naleznéte Laplaceovy obrazy dvou technicky vyznamnych funkci a sice jednocestného usmeér-
néni fi(t) = max(sint,0) a dvoucestného usmérnéni fo(t) = |sint|.
Reseni. V obou piipadech je nutné urcit Laplacetiv obraz funkce
f(t) =n(t)sint —n(t — ) sint,
kterd je nenulova pouze v intervalu (0, 7).

exp(—pt)(cost + psint)|™ 1+ exp(—mp)
p2 + 1 0 B (p2 + 1)

Zft) = /07r sint exp(—pt) dt =

1. Funkce f; ma periodu 27 a uzitim predchozi véty dostavame

Lt-exp(—p)

_ (P*+1) - L
I T e P D = ew(—mp)

2. Funkce f; mé periodu 7 a stejny obraz zékladni periody. Uzitim predchozi véty dostavame
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1-texp(~p)
— o 11 -
Pfy— D +exp(=mp) _

1—exp(—7p) (p2+1) 1—exp(—7p)
L en(penl) | 1wl 1 oy
(P> +1) exp (%) —exp(—%) (@P*+1) sinh(Z) (p*+1) 2

Dalsim typem hledanych Laplaceovych obrazii jsou obrazy predméti, které nejsou originalem Laplceovy
transformace, jako je napt. Diracova distribuce. Pti hledani téchto obrazi postupujeme podobné jako u
Fourierovy transformace. Vyuzijeme toho, Ze takovyto predmét je limitou pfedmétii, jez jsou originaly
Laplaceovy transformace. Laplaceovou transformaci téchto predmétti dostaneme posloupnost, jejiz limita
je obrazem hledaného predmétu. Podobné jako u Fourierovy transformace lze u hledani obrazu Diracova
impulsu a jeho derivaci vyuzit tzv. filtracni vlastnost t;j.

Lot —ty) = / S(t —to)e P dt = e 0P, (1.3)
0

LWt —ty) = / 0 (t — to)e ™ dt = (—1)" (7)™
0

= pe P, (1.4)

t=to

Uvedme jednu moznost vyuziti obrazu Diracova impulsu pfi hledani obrazi nékterych funkei. Piikladem
miize byt funkce definovana pro rtizné intervaly rtiznym predpisem tak, ze zobecnéna derivace dostatecné
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velkého fadu této funkce je ve tvaru linearni kombinace Diracova impulsu a jeho derivaci. V téchto ptripadech
muzeme Laplacetv obraz urcit i bez analytického zapisu této funkce pouze s vyuzitim tvrzeni o integraci
predmétu a znalosti obrazu zobecnéné derivace této funkce.

Priklad 1.10. Naleznéte obraz funkce popisujici lichobéznikovy impuls definovany pomoci funkce f,

t—1, pro t € (1,2); 04

(1) = 1, prot € (2,3); : 1 . 5, é
_t/2 + 5/27 pro € <37 5)7 05 e —
0, jinak. j l

Reseni. Na obrazku je zobrazen graf funkce f spolu s jeji prvni a druhou derivaci. Druha derivace je
zobecnénou derivaci a je vSude nulova kromé linearni kombinaci Diracovych impulsti:

FUE) = 600 = 1) = 6t — 2) — 2(t ~8) + 5(t — )
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Aplikaci Laplaceovy transformace dostavame rovnici

PE) = Lf)(0) = e = e g e,

odkud jednoduchou tpravou ziskdme obraz F'(p) funkce f(¢),

2e1P — 2% — % 4 1
F(p) = 2
2p2e®P

Vv

dujicim prikladé Laplaceovou transformaci systém integro-diferencialnich rovnic.

]

Priklad 1.11. Naleznéte nezndmou funkei i1(¢), kterd spolu s funkei i5(¢) a poc¢ateénimi podminkami

i1(0) = i2(0) = 0 je FeSenim systému integro-diferencialnich rovnic
Liy (t) + Mig(t) = n(t),

t
M (1) + Lig(t) + / ia(s)ds = 0.
0

Tato uloha muZe byt interpretovana jako nalezeni proudu i;(¢) v primarnim obvodu dvou induktivné
vazanych obvodi, pricemz jsou indukcéné svazany dvé civky o stejné indukci L a induktivni vazba mezi
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civkami je M (M < L). Druhy obvod je tvofen kromé indukéné svazangch civek jesté kondenzatorem o
kapacité C. V ¢ase t = 0 pfipojime k primarnimu obvodu napéti majici prubéh jednotkového skoku 7(t).
Pocatecni podminky jsou nulové, coz znamend, ze v case t = 0 je energie magnetického pole civek nulova
stejné jako energie elektrického pole kondenzatoru. Poznamenejme, Ze se jedna pouze o modelovou situaci,
nebot nejsou vzaty v ttvahu ohmické odpory v systému. Z Laplaceovova obrazu této soustavy,

1
Lpli(p) + Mply(p) = >
1
MpI Lp+ — ) I =0
ph(p) + ( p+ Cp> 2(p)
muzeme snadno uré¢it funkei /;(p) (napfiklad uzitim Cramerova pravidla):
1 Mp
0 1 Lirpp+ L 9
L(p) 0 Lp—i-c—p p \ P T Ty CLp*+1

Lp Mp | p (Lp+%p> — Mzp? C(L? = M?)p? (p“rm)
Mp Lp + Cp

Pti hledéni proudu 7, (¢) si zjednodusime situaci tim, Ze rozloZime funkci I (p) na soucet parcidlnich zlomki,

.
Lip)=-> —,/ kd —,/
1(p) L 2 + M2 2 +a2’ ©a M2
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Nyni ke kazdému zlomku najdeme vzor. S funkcemi, které maji obraz roven jednotlivym parcialnim zlom-
kim (bez konstant), jsme se seznamili v Pfikladu 1.3 a v Ptikladu 1.7. Odtud dostavame

'(t)—i_i_%z L
ST TN L - )

sin at.

Jednoznacnost takto nalezeného feseni je dale v textu fesena ve Vété 1.13. Protoze v obvodu nebyly vzaty
v potaz ohmické odpory neni systém stabilni a proud s ¢asem vzrista.

Tento priklad doklada dilezitost postupu najit predmét k danému obrazu, tj. dilezitost inverzni Lapla-
ceovy transformace. Poznamenejme, ze Casto provedeni inverzni transformace je nejobtiznéjsi casti reSeni
prikladt tohoto typu. Uvedeme proto nekolik vét, které vymezi nutné podminky pro funkce komplexni
proménné, jez jsou obrazem originalu Laplaceovy transformace.

Véta 1.12. Necht funkce F(p) je obrazem origindlu Laplaceovy transformace, potom plati (tzv. nutné
podminky):

1. Ezistuje ¢islo & tak, Ze F(p) je requldrni funkci komplexni proménné v poloroviné Rep > &;.

2. 'V poloroviné Rep > &, kde & > &, plati: lim F(p) = 0.
p—00

3. V oblasti |p| < kRep, kde k > 1, existuje konecnd limita lim pF(p).

p—0o0
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1.1 Zpétna Laplaceova transformace

Vychodiskem tvah o zpétné Laplaceové transformaci je Lerchova véta.

Véta 1.13. Necht vzory fi(t), f2(t) maji stejny Laplaceiv obraz, tj. £ f1(t) = £ fo(t). Potom plati

/ TR = B@)ld =0,

0

Pro dva originaly (Definice 1.2) se stejnym obrazem se tyto pfedméty mohou lisit pouze hodnotami
v izolovanych bodech, ve kterych alespon jeden z nich neni spojity. Odstranénim této nejednoznacnosti
tim, Ze se dale omezime na originaly, kterda maji v bodé nespojitosti funkéni hodnotu rovnu aritmetickému
prameéru limit zleva a zprava, mizeme definovat inverzni Laplaceovu transformaci.

Definice 1.14. Necht F je funkce komplexni proménné, ke které existuje original Laplaceovy transfor-
mace. Pritadime-li k funkci F' original f splnujici pro kazdy sviij bod nespojitosti tq

t—ty

fto) = (Lm £()+ lim f(t)> ,

potom toto piifazeni nazyvame inverzni Laplaceovu transformaci. Tuto skute¢nost zapisujeme .2 ' F(p) =
= f(t).

Obdobné postupujeme i u inverzni Laplaceovy transformace Diracovy distribuce a jeji derivace.
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Zpétna transformace racionalni lomené funkce

Zakladni myslenka je velmi jednoduchd. Vychazi z moznosti rozkladu racionalni lomené funkce (musi byt
ryze lomend) na soucet parcidlnich zlomki. To je postup, ktery by mél kazdy ¢tendf znat z integralniho
poctu funkci jedné proménné. Tato myslenka je nékdy zastfena slozité vypadajicimi vzorci, které postup
zjednodusuji jen ve specialnich piipadech. Jelikoz F' je funkce komplexni proménné, miizeme vyuzit i rozklad
na parcialni zlomky v komplexnim oboru.

V pripadé kdy se jedné o zlomek se jmenovatelem ve tvaru kvadratického troj¢lenu v prvni mocniné je
vhodné tento zlomek upravit na soucet obrazu funkci sin a cos:

Ap+ B = Alp+a) + B~ Aa = AZLe “cosbt — B_—Aa.i”e’“t sin bt,
(p+a)2+0® (p+a)?+bd* (p+a)?+1? b
pricemz bylo pouzito tvrzeni o posunuti obrazu na vysledky Prikladu 1.7.
Misto uvadéni vzorcti, které mohou za urcitych predpoklada urychlit vypocet (napf. polynom ve jme-
novateli ma jednoduché kofeny), je vhodné uvést, ze v literatufe je mozné dohledat rozsahlé slovniky
transformace.

Nutné a postacujici podminka, aby racionélni lomend funkce F'(p) byla obrazem ori-
gindlu (viz Definice 1.2), je pfedpoklad, Ze funkce F(p) je ryze lomend, tj. stupen
polynomu ve jmenovateli je vétsi nez stupen polynomu v citateli.

Cely postup zahrnujici rozklad na parcialni zlomky budeme ilustrovat na néasledujicim prikladu.
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2
(P> +Dp+1)*
Reseni. Vzhledem k tomu, Ze kvadraticky dvojélen ve jmenovateli je v prvni mocniné nebude obtizné

provést rozklad na soucet parcialnich zlomkt v redlném oboru.
Predpokladany tvar rozkladu bude

Priklad 1.15. Vypoctéte £

2 A B Cp+D

FADp+1? G+ i1 Pt

Po formalnim souc¢tu na pravé strané porovnavame citatele obou zlomkii, tj.

P+Dp+1)2 (P +1)(p+1)?

Rovnice, ze kterych uréime hledané konstanty A, B, C, D, mizeme ziskat bud porovnidnim funkénich
hodnot nebo porovnanim koeficientii u stejnych mocnin proménné p. Prvni dvé rovnice ziskdme porovnanim

2 A(p+1)(p2+1)+B(p2+1)+(C'p+D)(p+1)2'

funkénich hodnot pro p = —1, p = 0, dalsi dvé rovnice porovnanim koeficient u mocnin p?, p, tj.
2 = 2B,
= A+ B+ D,

A+ C,



1.1 ZPETNA LAPLACEOVA TRANSFORMACE 18

0 = A+C+2D.

Tento systém ma feseni A =1= B, C = —1, D = 0. Jestlize mame k dispozici rozklad je dalsi vypocet
jednoduchy. Obvykle vyuzijeme vzorcti pro nalezeni predméti. V tomto ptripadé mtzeme vyuzit i vysledki
z Ptikladu 1.4 a z Prikladu 1.7:

4 2 41 1 4 D

P2+ 1) (p+ 1)2 =Z P+ +$71m—$ o) =n(t)(e™" +te™" — cost).

Integralni tvar inverzni transformace

Pii hledéani integralniho tvaru Laplaceovy transformace vyuzijeme vlastnosti Fourierova integralu. Necht
funkce f(t) je origindlem Laplaceovy transformace s indexem rstu so.
Potom pro s > sq 1ze odvodit
1 s+jw
f(t) = — lim F(p)e!" dp.

27 j w—oo S—jw

Uvedeny nevlastni integral po pfimce p = s + jw, kde —00 < w < oo se obvykle vzhledem k technické
narocnosti nepocita primo, ale pomoci rezidui. V nasledujici vété jsou uvedené tivahy konkretizovany.
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Véta 1.16. Necht funkce F(p) je holomorfni vsude s vyjjimkou izolovanych singularit py, ..., p, leZicich v
poloroviné Rep < s. Necht funkce F(p) konverguje stejnomeérné k nule na libovolné posloupnosti kruznic
s+joo
lp| = R,, im R, = co. Potom pro konvergentni mtegrcil/ ‘F(p)ept’ dp plati
n—o00 s—joo
1 s+joo rez (F(p)exppt) prot>0
10 = o [ PGt ap = § 0P (15)
T) Js—joo 0 prot <0

Uziti této veéty je v nasledujicim prikladu. Pro srovnani uré¢ime pomoci rezidui pfedmeét k funkci z
prikladu 1.15.

2
(P +1)(p+1)%

Reseni. Tato funkce splituje predpoklady véty. M4 tii singularni body, jeden pél p; = —1 druhého Fadu a
dvojici komplexné sdruzenych pélit ps 3 = £j. Vypocteme jednotliva rezidua funkce F(p)e?*

2 2ert ' 2tert 4pePt
rez e = lim () = lim - =e (1+1),
p=-1(p> 4+ 1)(p + 1) p==1\ (p? + 1) =1 (p2+1)  (p*+1)?

Piiklad 1.17. Urcete vzor k funkci F(p) = £

2 2ePt 2etit ki
rez e’ = lim , , ; — ,
p=ti (p2 + 1)(p + 1) =i (pEj)(p+1)>  (£25)(£25) 2
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a dostavame funkci f():

2 el 4 eIt
L1 =e'(1+t)— ———— =e"(1+1t) — cost.
(p? +1)(p +1)2 o 2 o
O
Poznamka 1. Uvedenou vétu lze formulovat i v podstatné silnéjsim znéni [9]. Napifiklad mize byt rezidui

nekonecné mnoho a jejich suma je nahrazena nekonecnou radou, kde rezidua sc¢itame podle velikosti jejich
modulu. Tamtéz je pouziti této véty pii hledani pfedmétu, ktery je 7' periodicky; to jest funkce F'(p) je
soudinem a jeden ¢initel je zlomek (1 — e P7)~!, P¥edpoklady této véty nejsou splnény ani funkce R(p)e®
(R(p) je racionélni lomen4 funkce). Y Zde pouzijeme vétu o translaci. Dal§i moznosti je vyuzit vyjadieni
predmétu ve tvaru konvoluce.

Dalsim ,specidlnim“ pripadem je obraz, ktery je nulovy a holomorfni v nekone¢nu.

Véta 1.18. 1. Heavivideova véta o rozkladu. Necht lze funkci F(p) pro |p| > R > 0 wvyjadrit ve tvaru

konvergentni rady:
oo
Qn

F(p) = g

n=1

Potom plati:

oo [e.9]

ant" ! ap
Y S > prg

n=1 n=1
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Uzitecnost této budeme demonstrovat na nasledujicim prikladu
o sint int 1
Priklad 1.19. Pomoci predchozi véty ukazte, ze plati .Z = arctg —.
p
Reseni. Uvedenou rovnost ziskdme porovnanim rozvoji obou funkci. Funkce sin¢ mé Taylorovu fadu se
0 (_1)kt2k+1 .
dtud plyne rozvoj funkce

stiedem v ty = 0 ve tvaru sint = kz—:() ey

x (—1)kg2k+1
sint B k; (2k+1)! f: thk
t £~ (2k +1)!

= (1)} Plati tedy
0
1

Taylorovu fadu funkce arctgt lze ziskat integraci geometrické fady

o i (_1)kt2k+1 - . 1 i (_1)k
arctgt = —_ arctg — = :
& % + 1 & 2% + 1 2kt
k=0 k=0
0, ro sudé n = 2k; . , ,
P Funkce arctg je funkci komplexni a v odvozené
O

V obou faddch méame a,, = { (2;2:’ pro liché n = 2k + 1.

rovnosti je brana pouze hlavni vétev
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Poznamenejme, ze uvedeny piiklad mutze byt vhodnou ukézkou pouziti Heavisideovy véty v obou smé-
: sint - , , <
rech, nebot funkce — ma transcendentni integral a naopak funkce arctg — ma v pocatku podstatnou
p

singularitu.

1.2 Souvislost Fourierovy a Laplacevy transformace

Fourierovy obrazy lze nékdy pocitat pomoci Laplaceovych obrazii, které se snaze pocitaji, nebot to jsou
holomorfni funkce. RozliSme dva pfipady:

1. Funkce f(t) je nulovéa pro ¢ < 0 a obraz Fourierovy transformace existuje (je originadlem Laplaceovy
transformace), potom Fourieriv obraz dostaneme tak, Ze v Laplaceovu obrazu za p dosadime p = jw:

F[(t) = Fw) = Z[()]

p=jw
2. Funkce f(t) ma obraz Fourierovy transformace a pro ¢ < 0 je nenulovid. Oznacme f*(t) zZeni

funkce f(t) na (0,00) a f~(t) = f(—t) pro t € (0,00). Pfedpokladejme, Ze jejich Laplaceovy obrazy
Fi(p) =Zf*(t), Fx(p) = L[ (t) existuji. Potom plati

F(w) = /oo f(t)e "t dt = /OOO f(t)e 3 dt + /OOO f(=t)e* dt = Fy(jw) + Fo(—jw), (1.6)
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sint
Uziti této identity umozni v navaznosti na vysledek Prikladu 1.19 urcit Fouriertiv obraz funkce —

sint
Uvazime, ze funkce — je suda a dostavame:
sint 1 -1
F (—) = arctg — + arctg —.
t Jw Jw
Dle definice hlavni vétve funkce arccotg dostavame rovnost

Pro redlnou proménnou w nastavaji dvé mozné varianty

> 0 a dané logaritmy jsou realnymi funkcemi, které se vzajemneé sectou

w—1
1. |w| > 1, z ¢ehoz plyne
] > 1, z &ehoZ plyne ———

na 0, nebot jejich argumenty jsou pfevracenymi hodnotami.

-1
2. |w| < 1 z ¢ehoz plyne v 1 < 0 a pro dané logaritmy plati:
w

1 —1 1
an+ —|—an =1In _w+ + jm +In
w—1 w+1

nebot se redlné logaritmy odectou ze stejného divodu jako v prvnim piipadé.

1
Sy
w+1‘+]77 J7,
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Celkové dostavame funkci, které je nulova pro t € R\ (—1,1) a v intervalu (—1,1) rovna —%2]'7? =

t

7 () = ntater+ 1) = (e~ 1),

1.3 Uziti Laplaceovy transformace k reSeni rovnic

Jak jsme jiz uvedli v Gvodu, je Laplaceova transformace s vyhodou pouzivana k feseni diferencialnich,
integro-diferencialnich rovnic a jejich soustav. Pfednosti tohoto postupu je, Ze pii jeho uziti u rovnic s kon-
stantnimi koeficienty jsou transformované rovnice algebraickymi. Dalsi vyhodou je, ze pfi feseni Cauchyho
pocatecni tlohy neni tfeba hledat obecné Teseni a posléze urcovat partikularni feseni na zakladé pocatec-
nich podminek. Je-li cilem nalezeni obecného TeSeni integro-diferencialni rovnice, dosadime za pocatecni
podminky obecné konstanty a popsanym postupem ziskdme obecné feseni.

pri hledani predmétu uzivat riizné moznosti jeho nalezeni.

Priklad 1.20. Naleznéte feseni diferencidlni rovnice z” — 22’ = e'(t? + ¢ — 3), uréené pocatecnimi pod-
minkami z(0) = 2, 2/(0) = 2.

Reseni. Nejdiive nalezneme obraz rovnice:

L' —2Lx = Let? + Le't — 3.L¢€,
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2 1 3
2
p°X(p)—2p—2—-2pX(p)+4 = + - ;
) v -1 G- -1
—3p®+Tp—2
X(p)(p*—=2p) = +2p — 2.
w0t -2) = =L

Rovnici vyfesime vzhledem k X (p) a ziskanou racionéalni lomenou funkci rozlozime na soucet parcialnich

zlomku :
_2p3—8p2+9p—1_ 1 1 1 2

X(p) = (p—1)3(p—2) _p_2+p—1_ (p—1)2_ (p—1)3

Predmét nalezneme pomoci vzorce pro obraz funkce ¢ spolu s tvrzenim o posunuti obrazu:

1 1 1 2 ot ' 9
+ — — =e" +e 1—t—t).
2 p1 oy @—1P} (

w(t)=2L7" {

Priklad 1.21. Naleznéte FeSeni systému diferencidlnich rovnic

3 —ys tys—yr = 280+ f(1)
!
y2_3y1 - 07

urcené pocateénimi podminkami y;(0) = 0, 4(0) = y2(0) = 0, kde f(¢) je libovolna spojita funkce.
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ResSeni. Budeme postupovat analogicky s predchazejici ukdzkou. Nejdiive uréime obraz systému rovnic
(f(t) < F(p)):

3pY1 —p* Yo+ pYa —Yi =

pYo —=3Y1 =

Vzhledem k proménnym Y7, Y5 jsme ziskali systém dvou linedrnich rovnic

4
(Bp— DY, +Ya(p—p*) = E+F@’

jehoz Teseni miizeme ziskat pomoci Cramerova pravidla:

%+F@)pﬂ—M‘

Lo P |_ mtrFW) 2 F(p)
' '%—i Ml—M' 3pP—p+3p-3p* p* 2
-3 p >
‘%—1%+F@'
-3 0 6 3F
Y, = :_+__(p)'
2p pt 2 p
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Déle pouzijeme vzorec pro obraz funkce t" spolu s tvrzenim o integralu predmétu dostavame:

2 F(p)

n(t)=2" {E + T} =t + %f(t),

6 3F(p) 3 [
w(t) =2 {5 3T 2 [y
O

Piedmét k obrazu F(p)/p, v némz je blize neurcenéd funkce, jsme ziskali podle tvrzeni o integraci
pfedmétu. Stejny vysledek bychom ziskali podle tvrzeni o konvoluci pfedmét. Funkce 1/p mé predmét
Heavisideovu funkci jednotkového skoku a F'(p) funkci f(t). Vyjadieni predmétu ve tvaru konvoluéniho

integralu je postup mnohem vyuzitelnéjsi. V dalsim prikladu tohoto obratu vyuzijeme pti feSeni diferencialni
rovnice s periodickou pravou stranou.

Piiklad 1.22. Reste diferencialn{ rovnici ¥ + y = f(t) = max(sint,0) spolu s nulovymi po¢dtecnimi
podminkami y(0) = 0.

Reseni. S vyuzitim Piikladu 1.9 ziskame snadno Laplacetiv obraz rovnice

1

pY(p)+Y(p) = (p? +1)(1 — exp(—7p))’
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ze které snadno nalezneme obraz TeSeni,

1
(p+1)(@* +1)(1 — exp(—7p))

Y(p) =

Funkei Y'(p) je mozné chapat jako soucin dvou funkeci

1 1
p+1 (p*+1)(1 —exp(—7p))

se zndmymi predmeéty. Vyuzitim tvrzeni o konvoluci pfedmétti mizeme feseni formalné vyjadrit ve tvaru
konvoluc¢niho integralu:

t
y(t):/ e~ "™ max(sin 7, 0) dr.
0

Velice ¢asto, napf. pii studiu asymptotického chovéani feseni rovnice, je vhodnéjsi jiny zapis tohoto feseni
ve tvaru souctu periodické a neperiodické slozky. Predpokladejme, ze takovyto postup je mozny a obraz
feseni ma tvar:
o 1 o A G27r<p)
Y(p) - 2 o ’

(p+1(*+1)(1 —exp(=mp)) p+1 1—exp(—2mp)

kde druhy scitanec je obrazem periodické slozky. Vzhledem k periodicité pravé strany f(t) = max(sint,0)
rovnice ocekavame periodu 27 pro tuto periodickou slozku feSeni. Proto, s vyuzitim tvrzeni o obrazu
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periodické funkee, je obrazem této slozky feseni zlomek, ktery ve jmenovateli obsahuje rozdil 1 —exp(—27p)
a Citatel je obrazem jediného impulsu G, (p). Po vynésobeni rovnice vyrazem 1 — exp(—27p) dostavame

1 1+exp(—pm)  A(l— exp(—27p))
p+1  (p2+1) (p+1)

+ G2ﬂ— (p) .

Nyni pouzijeme inverzni transformaci s tim, ze druhy ¢initel soucinu vlevo je pfedmétem jednoho impulsu
for(t) = n(t)sint —n(t—m)sint a pii stanoveni predmétu levé strany rovnice vyuzijeme tvrzeni o konvoluci
predmeéti

e "« (n(t)sint — n(t — 7)sint) =
/0 e_(t_T)fg,r(T) dr = A (e_tn(t) — e—(t—%)n(t _ 27T)) + gon (1)

Protoze predméty fa,, gor jsou pro t > 27 nulové dostaneme vztah z néhoz uréime A:
-1
2(exp(m) — 1)

Po dosazeni za A do rovnice ziskame vztah, ze kterého urc¢ime na intervalu (0, 27) periodickou slozku Feseni
gar(t). Vintervalu 0 < ¢ < 7 plati:

e+ 1
e et
2

e_t/ e’ sinTdr = Ae (1 —e*™) = A =
0
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1 et

t
Gor(t) = / e Msinrdr + - —— =
0

1, ., .
2(exp(7r)—1) §(e +smt—cost)+

e—t

1 e
2 (exp(m) — 1)

DO | —

eﬂ'
sint — cost + e~ ! .
e™ —1

Analogicky dostavame pro m < t < 2m:

—t

i 1 e
T t - 7(t7T) ] d _—_ =
gar(t) /0 e sin T T+2(exp(7r)—1)

Reseni y(t) nalezneme ve tvaru sou¢tu

W) = S = el

exp(m) — 1)
kde g,er(t) je periodicka slozka Feseni dostate¢né popsana priubéhem v zakladnim intervalu (0, 27) ( gper(t) =
= g2:(t) pro t € (0,27). Vzhledem k tomu, Ze neperiodicka slozka A = me_t nabyva velmi malych
hodnot, lze pro dostatecné velka t feSeni ztotoznit s periodickou slozkou. Toto ma 1 prakticky vyznam. Dana
rovnice popisuje tok elektrického proudu v obvodu tvofeném civkou o indukci L = 1 a ohmickym odporem
R =1, ktery byl v ¢ase t = 0 pripojen k jednocestnému usmérnénému napéti. Nalezena periodicka slozka
feSeni popisuje potom ustaleny stav. O
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0,7

0,6

0,59

0,4

0,34

0,24

0,1

Poznamka 2. V predchazejicim piikladu byl realizovan postup nalezeni periodické slozky feseni. Podrob-
néji je tento postup popsan v [9].

V praktickych pripadech casto opakované fesime podobné rovnice, kde leva strana je stejnd a méni se
pouze prava strana. Budeme-li rovnici interpretovat tak, ze jeji feseni je reakci néjakého systému na vstup
popsany pravou stranou, je vhodné ziskat vysledek ve tvaru, kdy je mozné pouze dosazovat riizné pravé
strany. Napf. je-li feSenim proud v elektrickém obvodu popsanym néjakou linearni integro-diferencialni
rovnici s konstantnimi koeficienty L£(i(t)) a pravou stranou je néjaké napéti u(t), ke kterému je obvod
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pfipojen, znamena to opakované fesit rovnici L£(i(t)) = u(t). Z toho plyne, ze Laplacetv obraz této rovnice
Y (p)L(p) = U(p) ma feSeni za stejnych poc¢ateénich podminek vzdy ve tvaru soucinu funkei

S vyuzitim vlastnosti konvoluce dvou funkei I(t) <> ﬁ, u(t) <» U(p) dostavame FeSeni

it) = /0 I(t — Tyu(r)dr.

Vyse uvedena funkce [(t) se v teorii linedrnich systému nazyva impulsni charakteristika, protoze je tato
funkce chapéana jako odezva systému na Diractv impuls. Funkce [(t) je totiz Laplaceovym vzorem funkce

1
m a Citatel tohoto zlomku je obrazem Diracova impulsu 6(t) <> 1. Stanovit tuto charakteristiku expe-
p
rimentalné je obtizné, nebot se Diracova funkce i pfiblizné nesnadno aproximuje. Je mnohem jednodussi
stanovit charakteristiku h(t) jako reakci systému na Heavisideovu funkei jednotkového skoku:

1
L(h(t)) = n(t) < H(p)L(p) = .
Tato charakteristika se nazyva prechodova charakteristika a umozni s vyuzitim Duhamelova vzorce jiné

vyjadfeni reakce systému L(i(t)) = u(t) na libovolnou pravou stranu u(t). Plati

1 1
I(p) = mU(p) = me(p) = pH(p)U(p)
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a aplikaci zminéného Duhamelova vzorce dostavame
i(t) = h(t)u(0") + h(t) *u'(t) mnebo i(t) = h(0T)u(t) + h'(t) * u(t).
V pripadé, ze se jedné o linearni diferencialni rovnici n-tého fadu s konstantnimi koeficienty tj.,
Li(t) = ani™ () + an_1i™ V() + - + ayi(t) + agi(t),

je funkce L(p) charakteristickjm polynomem. V tomto pfipadé mame moznost urc¢it predmét [(¢) i jinak
nez jako odezvu na Diractiv impuls. Budeme-li uvazovat homogenni systém, tj. systém s nulovou pravou
stranou, a dale konkrétni pocatecni tilohu urc¢enou pocate¢nimi podminkami

i(0) =0, (0)=0, ... ,i"2(0)=0,i""1(0) =1,

Posledni rovnice je az na nasobek ay obrazem impulsni charakteristiky linearniho systému. Partikularni
FeSeni nehomogenni linearni diferencialni rovnice muzeme vyjadrit pomoci konvoluéniho integralu, jiz diive
zavedené vahové funkce. Ta je feSenim nehomogenni rovnice (délené koeficientem a,,) spliiujici vyse uvedené
pocatecni podminky:.
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1.4 Slovnik Laplaceovy transformace

Vsechny pfedméty v tabulce jsou nasobeny funkei jednotkového skoku 7(t) a tuto skutec¢nost je tfeba pii
praci s tabulkou zohlednit.
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Predmét Obraz Predmét Obraz
A A e =
p p+a
n N n' —atyn n'
&, ne Pl et (p + )+t
p —at pta
COS bt, b % 0 p2 n b2 € cos bt m
: b —at L; b
Sin bt, b 7é 0 p2 2 (S sin bt m
p —at p+a
cosh bt, b §é 0 p2 — b2 € cosh bt m
: b —at L3 b
sinh bt, b 7& 0 p2 _ b2 € sinh bt m
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Predmét Obraz Predmét Obraz
2 _ 12 2 _ 12
P — b —at (p + CL) —b
tcosbt, b#0 CEOE e “tcosbt 0+ a) 1 )2
' 2bp . 2b(p + a)
tsinbt, b#0 e+ D) e “tsinbt 0+ )+ )2
eat — bt b4 1 e* —cosbt — ¢sinbt 1
—_— a
—b (p—a)(p—0) a? +b? (p = a)(p® + )
ae® — bebt bta P ae™ — a cos bt + bsin bt D
a=b - (p—a)(p—1b) a® 4 b? (p—a)(p* + %)
(1 + at)e a*e™ + b? cos bt + absin bt P
’ (b= a2 @ 11 (b= ) +17)
- at? st p sin bt — bt cos bt 1
2 (p—a)® 20° (p? + %)




1.5 PRIKLADY NA PROCVICENT 37

1.5 Priklady na procviceni

Cviceni
1. Uréete Laplaceuv obraz funkce f(t)n(t)
a) f(t)=1—2cos3t b) f(t) = te
) f(t) = Vte™ d) f(t) = te' cos 2t
2. Nadrtnéte graf signélu f(t) a urcete jeho Laplacetv obraz:
0 prot<d o — 12 0<t<2
— pro
a)f(t) =< t? 00<t<1 b)f(t) =
JF® pro® = J® {0 prot <0,2 <t
1 prol <t
0 prot <0 20—4 pro2<t<4
c)f(t)=qsint pro0<t<7 d)f(t)=<8—t pro2<t<8
1 pro 5 <t 0 prot<2,8<t

3. Nacrtnéte graf periodického signalu f(t) s periodou T' a urcete jeho Laplacetv obraz:



1.5 PRIKLADY NA PROCVICENT 38

a) T=6 4
0 pro0<t<1

ft)=<4t—-4 prol<t<?2 f(t):{
6—t pro2<t<6

2t pro0<t<?2
0 pro2<t<i4

4. Urcéete predmét k Laplaceovu obrazu F(p)

W Fp) = S b) F(p) = jagerye
_ (p=3)° 1
) F) = g DW= s

5. Naleznéte feseni diferencialnich rovnic uréenych poc¢ateénimi podminkami:
a) y” + 5y + 6y = 12¢', y(07) =¢/("+) =1
b) v’ + 4y =cost, y(07) =0, y/(07) = 0

)"+ = e y(0%) =1, y/(07) = -1, ¢
Q)" +3y +2y =t +ety(0") —y(0+) =

0+) =

(¢

0
6. Naleznéte Teseni mtegrélnich a integro-diferencidlnich rovnic pfipadné uréenjych pocateénimi podminkami:

a)y +6y+9f0 T)dr =0, y(0*t) =1
b)y—y—ZfO 7)dT = sint, y(07) =0

c) y(t) = cos3t+/0 Ty (r)dr
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t
d)y' +y +y+ /0 y(r)dr =2,5(07) =2, 4/(07) = -2

7. Naleznéte Teseni systému diferencidlnich a integro-diferencidlnich rovnic uréenych pocateénimi podminkami:

y1= Y1 —2y2
a) , y1(07) =1, ya(0f) =1

Ys = dy1 +3y2
' —t
Y1 = Ty —18ys +12e
b) , y1(07) =2, 4(07) =1
vh= 3y1  +by2 +be !
/! /
vl 47y, +8y1 =0
b) , y1(07) =1, 41(0%) =0, y2(07) = 0 52(07) =0,
vy —y; +2y2 =0
= -2yt
b) yé = 2y1— 3yé +y3 > ?/1(0+) = 1’ y1(0+) = 07 y2(0+) =1 y3(0+) = 0’

yh = 2y —3y3
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Vysledky
2
p*—6p—+9
la) F
) F(p) pi/tp
T
lc) F
28) F(p) = o |1 — Ler(3 — o2
p) = D 5
2
2b) F(p) = ?(1 —e ) — = (1+e7?)
p+erz
2¢) F(p) = ———
V= e ) 4
2e7?P —3e—2p+e P
3a) F(p) =

, (14 e~%r)
1) 7(1) = 3 (1+e7)
4c) f(t) =1 —2sin3t

4d) f(t) = 1—13 [1 4+ e 2(12cos 3t — ? sin 3t)
5a) f(t) =e'

1b) F(p) = m
p?—2p—3
1d) F(p) = 2 oe

1
2d) F(p) = (2% — 3e™% + &%)
p

2 — 4pe?P
b) F(p) = — 2

4b) f(t) =t —2=e""(t +2)

5b) f(t) = %(cost — cos 2t)
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t

) 0= T
5d) f(t) = Z(e_% 1) =te '+ 3

6a) f(t) = e *(1 — 3t)

1

6¢) f(t) = cos3t — = sin 3t

7a) y1(t) = e*(cos 3t — sin 3t)

7b) y1(t) = —de * + 3e7" 4 3¢

8
= — 4 — —
7c) yi(t) T t 15 cost
7d)y, = %(1 —e ™) Y2 = %(2 + 3e™)

Maplety

6d)
ys(t) = *(cos 3t + 2sin 3t)
Yo (t) = —2e7%" + 2¢' + €
8
yo(t) = T sin 4t — T sint

ys = 2(1 —e™®)

Kliknutim na néasledujici odkazy si lze pomoci mapleti procvicit tato témata:

1. Laplaceova transformace - hledani obrazu realné funkce ¢i predmétu komplexni funkce.

2. ReSeni linedrni diferencidlni rovnice (az tfetiho fadu) s konstantnimi koeficienty pomoci Laplaceovy

transformace.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/laplaceTransform.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/ODELaplace.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/ODELaplace.html
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