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FAKULTA ELEKTROTECHNIKY A KOMUNIKAČŃICH TECHNOLOGÍI
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Předmluva

Tento učebńı text je určen pro posluchače prvńıho semestru magisterského studia na
Fakultě elektrotechniky a komunikačńıch technologíı Vysokého učeńı technického v Brně.
Jeho ćılem je poskytnout student̊um dostatečný prostor pro procvičováńı základńıch po-
stup̊u při řešeńı obyčejných diferenciálńıch rovnic v rozsahu, který odpov́ıdá tematickému
zaměřeńı předmětu diferenciálńı rovnice a jejich použit́ı v elektrotechnice. Jeho přednost́ı
je, že poskytuje dostatečný počet zadáńı pro samostatnou práci. Jedná se o sb́ırku, která
je strukturována tak, že jednotlivé tematické celky tvoř́ı jednu kapitolu. V jej́ım úvodu
jsou stručně uvedeny základńı pojmy a postupy. Ty jsou konkretizovány v části nazývané
řešeńı typických př́ıklad̊u. Na závěr každé kapitoly jsou uvedeny př́ıklady pro samostat-
nou práci. Tyto př́ıklady obsahuj́ı ve svém zadáńı parametry za něž si student dosazuje
konkrétńı č́ısla dle pokyn̊u v daném zadáńı. Ćılem je vytvořit dostatečný počet zadáńı
konkrétńıch př́ıklad̊u určených k samostatné práci. Pro zkušeněǰśı čtenáře je tu nav́ıc
možnost provést diskusi řešeńı těchto př́ıklad̊u v závislosti na volbě parametru, což je
obvykle úloha vyšš́ı náročnosti než pouhá aplikace postupu pro jeden konkrétńı parametr.
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1 Diferenciálńı rovnice 1. řádu

1.1 Exaktńı rovnice a integračńı faktor

Exaktńı rovnice souviśı s totálńım diferenciálem funkce v́ıce proměnných

d f(x, y) = f ′x(x, y) dx+ f ′y(x, y) dy

1.1.1 Přehled základńıch pojmů

Diferenciálńı rovnice
M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 (1.1)

se nazývá exaktńı diferenciálńı rovnice, jestliže výraz na jej́ı levé straně je totálńım
diferenciálem nějaké funkce f(x, y) v nějaké oblasti Ω ⊂ R2. Funkci f(x, y) nazýváme
kmenovou funkćı. Výraz M(x, y) dx+N(x, y) dy je totálńım diferenciálem nějaké funkce
f(x, y) právě tehdy, když v uvedené oblasti plat́ı

∂M(x, y)

∂y
=
∂N(x, y)

∂x
. (1.2)

Potom je řešeńı této rovnice dáno implicitně rovnićı

f(x, y) = C. (1.3)

Hledáme funkci f(x, y), pro kterou plat́ı
∂f

∂x
= M(x, y) a

∂f

∂y
= N(x, y). Integraćı funkce

M(x, y) podle x můžeme (y přitom považujeme za konstantu) f naj́ıt:

f(x, y) =

∫
M(x, y) dx+ g(y),

kde g(y) je funkce závislá pouze na y, která zde hraje roli integračńı konstanty. Tuto
urč́ıme z rovnosti že derivaćı f podle y. To znamená, že

∂f

∂y
=

∂

∂y

(∫
M(x, y) dx+ g(y)

)
=

∂

∂y

∫
M(x, y) dx+ g′(y) = N(x, y).

Odtud dostaneme rovnici

g′(y) = N(x, y)− ∂

∂y

∫
M(x, y) dx ,
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ze které urč́ıme funkci g integraćı podle y a tak je nalezena kmenová funkce f . Celý
postup hledáńı f lze provést i v opačném pořad́ı. Př́ıpadně můžeme funkci f určit jako
jakési množinové sjednoceńı integrál̊u

f(x, y) =

∫
M(x, y) dx ∪

∫
N(x, y) dy,

č́ımž je mı́něn součet kde je každá funkce napsaná pouze jednou.

Př́ıklad 1.1. Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice

(y2 + 2x) dx+ 2(x+ 1)y dy = 0.

Řešeńı. Ověř́ıme, že zadaná rovnice je exaktńı.

∂ y2 + 2x

∂y
= 2y =

∂ 2(x+ 1)y

∂x
.

Existuje proto funkce f , pro niž plat́ı

∂f

∂x
= y2 + 2x a

∂f

∂y
= 2(x+ 1)y.

Integraćı prvńıho vztahu podle x dostáváme

f(x, y) = xy2 + x2 + g(y).

Funkci g(y) urč́ıme z rovnosti parciálńıch derivaćı podle y:

∂

∂y
(xy2 + 2x2y + g(y)) = 2xy + g′(y) = 2(x+ 1)y ⇒ g′(y) = 2y ⇒ g(y) = y2.

Kmenová funkce f je tedy f(x, y) = xy2 + x2 + y2 a obecné řešeńı zadané diferenciálńı
rovnice je xy2 + x2 + y2 = C. V tomto př́ıpadě můžeme řešeńı vyjádři i v explicitńım
tvaru

y = ±
√
C − x2
x+ 1

.

Integračńım faktorem nazýváme funkci µ(x, y), pro kterou je rovnice

µ(x, y)M(x, y) dx+ µ(x, y)N(x, y) dy = 0

exaktńı, tj. pro kterou plat́ı

∂

∂y
(µ(x, y)M(x, y)) =

∂

∂x
(µ(x, y)N(x, y)) , (1.4)

což je obt́ıžněǰśı úloha než p̊uvodńı. V jednodušš́ıch př́ıkladech kdy µ(x, y) = m(z) kde
z = x, z = y, z = x + y, z = xy, . . . je možné neznámou funkci m(z) určit, jestliže po
dosazeńı předpokládaného tvaru do (1.4) se podař́ı tuto rovnici vyjádřit pouze v proměnné
z, tj, ve tvaru F (m,m′z, z) = 0 a integračńı faktor můžeme z této rovnice určit.
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Př́ıklad 1.2. Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice

(y4 − 4xy) dx+ (2xy3 − 3x2) dy = 0.

Řešeńı. Ověř́ıme, že zadaná rovnice je exaktńı.

∂ y4 − 4xy

∂y
= 4y3 − 4x 6= 2y3 − 6x =

∂ 2xy3 − 3x2

∂x
.

Pokuśıme se nalézt integračńı faktor ve tvarum(z) = m(xy). Tento tvar dosad́ıme do (1.4):

m′(z)x(y4 − 4xy) +m(z)(4y3 − 4x) =

∂ m(xy)(y4 − 4xy)

∂y
=
∂ m(xy)(2xy3 − 3x2)

∂x︸ ︷︷ ︸
vztah (1.4)

=

m′(z)y(2xy3 − 3x2) +m(z)(2y3 − 6x)

Rovnici uprav́ıme:

m′(z)x(y4 − 4xy) +m(z)(4y3 − 4x) = m′(z)y(2xy3 − 3x2) +m(z)(2y3 − 6x) (1.5)

m′(z)(x(y4 − 4xy)− y(2xy3 − 3x2)) = m(z)((2y3 − 6x)− (4y3 − 4x)) (1.6)

m′(z)(−xy4 − x2y) = m(z)(−2y3 − 2x) (1.7)

Po vykráceńı výrazem −(y3 + x) dostaneme diferenciálńı rovnici se separovanými
proměnnými pro funkci m(z)

m′(z)z = 2m(z)⇔
∫

dm

m
=

∫
2 dz

z
⇔ m(xy) = m(z) = z2 ⇒ m(xy) = (xy)2.

Po vynásobeńı rovnice integračńım faktorem źıskáme rovnici

(x2y6 − 4x3y3) dx+ (2x3y5 − 3x4y2) dy = 0,

která je exaktńı, nebot’

∂ x2y6 − 4x3y3

∂y
= 6x2y5 − 12x3y2 =

∂ 2x3y5 − 3x4y2

∂x
.

Kmenová funkce f je tedy

f(x, y) =

∫
x2y6 − 4x3y3 dx ∪

∫
2x3y5 − 3x4y2 dy =

x3y6

3
− x4y3

a obecné řešeńı zadané diferenciálńı rovnice je x3y6 − 3x4y3 + C = 0. I v tomto př́ıpadě
je možné řešeńı vyjádři i v explicitńım tvaru

y =
3

√
3x

2
±
√

9x8 − 4C

4x3
.
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Na otázku jaký tvar má integračńı faktor neexistuje univerzálńı odpověd’. V př́ıpadě
integračńıch faktor̊u m(x) resp. m(y) lze stanovit stanovit dostatečnou podmı́nku jejich
existence a jeho tvar:

∂M
∂y
− ∂N

∂x

N
= α(x), potom m(x) = exp

(∫
α(x) dx

)
,

resp.
∂N
∂x
− ∂M

∂y

M
= β(y), potom m(y) = exp

(∫
β(y) dy

)
.

1.1.2 Řešeńı typických př́ıklad̊u

Př́ıklad 1.3. Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice

(2− 9xy2)x dx+ (4y2 − 6x3)y dy = 0.

Řešeńı. Ověř́ıme, že zadaná rovnice je exaktńı.

∂ 2x− 9x2y2

∂y
= −18x2y =

∂ 4y3 − 6x3y

∂x
.

Existuje proto funkce f(x, y), pro niž plat́ı

∂f

∂x
= 2x− 9x2y2 a

∂f

∂y
= 4y3 − 6x3y.

Integraćı prvńıho vztahu podle x dostáváme

f(x, y) = x2 − 3x3y2 + g(y).

Funkci g(y) urč́ıme z rovnosti parciálńıch derivaćı podle y:

∂(x2 − 3x3y2 + g(y))

∂y
= −6x3y+ g′(y) = 4y3−6x3y ⇒ g′(y) = 4y3 ⇒ g(y) = y4.

Kmenová funkce f(x, y) je tedy f(x, y) = x2 − 3x3y2 + y4 a obecné řešeńı zadané dife-
renciálńı rovnice je x2 − 3x3y2 + y4 = C.

Př́ıklad 1.4. Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice

y′ =
2x(1 +

√
x2 − y)√

x2 − y
⇔ 2x(1 +

√
x2 − y) dx−

√
x2 − y dy = 0.

Řešeńı. Ověř́ıme, že zadaná rovnice je exaktńı.

∂ 2x(1 +
√
x2 − y)

∂y
= − x√

x2 − y
=
∂
√
x2 − y
∂x

.
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Existuje proto funkce f(x, y), pro niž plat́ı

f ′x = 2x(1 +
√
x2 − y) a f ′y = −

√
x2 − y.

Integraćı druhého vztahu podle y dostáváme

f(x, y) =
2

3
(x2 − y)3/2 + g(x).

Funkci g(x) urč́ıme z rovnosti parciálńıch derivaćı podle x:

∂(2
3
((x2 − y)3/2) + g(x))

∂x
= 2x

√
x2 − y+g′(x) = 2x(1+

√
x2 − y) ⇒ g′(x) = 2x ⇒ g(x) = x2.

Obecné řešeńı zadané diferenciálńı rovnice je 2
3

3
√

(x2 − y)2 + x2 = C.

Př́ıklad 1.5. Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice

y2 dx− (xy + x3) dy = 0.

Řešeńı. Zjist́ıme, zda je zadaná rovnice exaktńı.

M ′
y =

∂ y2

∂y
= 2y 6= −y − 3x2 =

∂

∂x
= N ′x.

Tato rovnice neńı exaktńı, ale existuje integračńı faktor, který je funkćı proměnné x, nebot’

plat́ı
M ′

y −N ′x
N

=
2y − (−y − 3x2)

xy + x3
= −3

x
.

Integračńım faktorem je funkce exp

(∫
−3

x
dx

)
= exp(−3 lnx) = x−3. Můžeme snadno

ověřit exaktnost rovnice:
y2

x3
dx−

( y
x2

+ 1
)

dy = 0.

Kmenová funkce f(x, y) má tvar:

f(x, y) =

∫
y2

x3
dx ∪

∫
−
( y
x2

+ 1
)

dy = − y2

2x2
− x.

Obecné řešeńı zadané diferenciálńı rovnice je y2 = x2(C − x).

Př́ıklad 1.6. Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice

(x2 + y2 + x) dx+ y dy = 0.

Řešeńı. Zjist́ıme, zda je zadaná rovnice exaktńı.

M ′
y =

∂ x2 + y2 + x

∂y
= 2y 6= 0 =

∂ y

∂x
= N ′x.
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Rovnice neńı exaktńı, ale i zde existuje integračńı faktor, který je funkćı proměnné x,
nebot’ plat́ı

M ′
y −N ′x
N

=
2y

y
= 2.

Integračńım faktorem je funkce exp(2x) a źıskáme tak exaktńı rovnici:

e2x(x2 + y2 + x) dx+ e2xy dy = 0.

Kmenovou funkci f(x, y) budeme hledat integraćı funkce e2xy podle y:

f(x, y) = e2xy dy =
y2

2
e2x + g(x).

Funkci g(x) urč́ıme z rovnost́ı parciálńıch derivaćı podle x:

e2x(x2 + y2 + x) = e2xy2 + g′(x)⇒ g(x) =

∫
e2x(x2 + x) dx =

x2

2
e2x.

Kmenová funkce exp(2x)(x2 + y2)/2 implicitně zadává řešeńı rovnice

1

2
e2x(x2 + y2) = C.

1.2 Bernouliho a Riccatiho rovnice

Zobecněńım známé lineárńı rovnice prvńıho řádu je rovnice Bernoulliova. Proto je možné
postup řešeńı lineárńı rovnice prvńıho řádu modifikovat na rovnici Bernoulliovu. Riccatiho
rovnice souviśı s rovnićı Bernoulliovou tak, že ji přetransformujeme na rovnici Bernoulliho,
známe-li jedno jej́ı partikulárńı řešeńı.

1.2.1 Přehled základńıch pojmů

Bernouliho diferenciálńı rovnice má tvar tvaru

y′ = a(x)y + b(x)yn, (1.8)

kde n ∈ R. Pro n rovno 1 jedná o rovnici se separovanými proměnnými a pro n = 0 se
jedná o lineárńı diferenciálńı rovnici a jej́ı řešeńı už umı́me naj́ıt. Pro n > 0 má rovnice
vždy tzv. triviálńı řešeńı y = 0. Postup řešeńı je podobný jako u rovnice lineárńı. Nejprve
vyřeš́ıme homogenńı lineárńı rovnici y′ = a(x)y. Obecné řešeńı této rovnice vyjde ve
tvaru y = C · y0(x). Dále předpokládáme řešeńı rovnice (1.8) ve tvaru y = C(x) · y0(x).
Po dosazeńı do rovnice (1.8) źıskáme rovnici se separovanými proměnnými z ńıž urč́ıme
C(x):

C ′(x) · y0(x) = +b(x) · Cn(x) · yn0 (x). (1.9)
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Postup předvedeme na př́ıkladech. Nav́ıc poznamenejme, že u exaktńıch diferenciálńıch
rovnic byly obě proměnné x a y ve stejné pozici. Inspirováni touto myšlenkou je možné v
některých př́ıpadech pouhou záměnou závislosti proměnných, tj. mı́sto funkce y(x) hledat
funkci x(y) rovnici převést na známý typ.

Diferenciálńı rovnice tvaru

y′ = P (x) +Q(x)y +R(x)y2 (1.10)

se nazývá Riccatiova rovnice. Známe-li jedno řešeńı rovnice (1.10) (např. podař́ı-li se
nám je nějak uhodnout), použit́ım substituce

y = y1 + u,

dostaneme pro novou proměnnou u rovnici

u′ = (Q(x) + 2R(x)y1)u+R(x)u2. (1.11)

což je Bernoulliova rovnice pro n = 2 s neznámou funkćı u.

1.2.2 Řešeńı typických př́ıklad̊u

Př́ıklad 1.7. Najděte obecné řešeńı Bernoulliho rovnice

y′ = −y
x

+ x3y2

Řešeńı. Nejprve vyřeš́ıme homogenńı lineárńı rovnici y′ = −y
x

:∫
dy

y
= −

∫
dx

x
⇒ ln |y| = − ln |x|+ ln c ⇒ ln |y| = ln

c

|x|
⇒ y = C · 1

x
.

Řešeńı zadané rovnice budeme hledat jako y = C(x) · 1

x
:

C ′ · 1

x
+ C ·

(
− 1

x2

)
= −

C · 1
x

x
+ x3 · C2 1

x2
⇒ C ′ = C2x2.

To je rovnice se separovanými proměnnými, kterou nyńı vyřeš́ıme.

dC

dx
= C2x2 ⇒

∫
dC

C2
=

∫
x2dx ⇒ − 1

C
=
x3

3
+ k ⇒ C = − 3

x3 +K
.

Obecné řešeńı naš́ı rovnice je tedy

y = − 3

x(x3 +K)
.

Nav́ıc má rovnice ještě singulárńı řešeńı y = 0. Poznamenejme, že použili vztah mezi
konstantami 3k = K.
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Př́ıklad 1.8. Najděte obecné řešeńı Bernoulliho rovnice

y′ − y tg x = y4 cosx

Řešeńı. Vyřeš́ıme homogenńı lineárńı rovnici

dy

dx
− y tg x = 0 ⇒

∫
dy

y
=

∫
sinx

cosx
dx ⇒ ln |y| = ln

c

|cosx|
⇒ y =

C

cosx
.

Řešeńı zadané rovnice budeme hledat jako y =
C(x)

cosx
:

C ′ · 1

cosx
+ C ·

(
sinx

cos2 x

)
− C

cosx

sinx

cosx
=

(
C

cosx

)4

cosx ⇒ C ′ =
C4

cos2 x
.

To je rovnice se separovanými proměnnými, kterou nyńı vyřeš́ıme.

dC

dx
=

C4

cos2 x
⇒

∫
dC

C4
=

∫
dx

cos2 x
⇒ − 1

3C3
= tg x+k ⇒ C = − 1

3
√

3(tg x+ k)
.

Obecné řešeńı naš́ı rovnice je tedy

y = − 1

cosx 3
√

3(tg x+ k)
.

Nav́ıc má rovnice ještě singulárńı řešeńı y = 0.

V následuj́ıćım př́ıkladě vyřeš́ıme rovnici z př́ıkladu 1.6, v němž jsme tuto rovnici řešili
pomoćı integračńıho faktoru, jako rovnici Bernoulliho:

Př́ıklad 1.9. Řešte rovnici

(x2 + y2 + x) dx+ y dy = 0

Řešeńı. Rovnici uprav́ıme na tvar Bernoulliho rovnice:

(x2 + y2 + x) = −y y′ ⇔ y′ = −y − x2 + x

y
.

Obecné řešeńı rovnice homogenńı y′ = −y má tvar y = exp(−x)·C. Řešeńı nezkrácené rov-
nice předpokládáme ve tvaru y = e−xC(x). Aplikaćı metody variace konstanty dostáváme

− e−xC + e−xC ′ = −e−xC − x2 + x

e−xC
⇔ C ′C =

∫
e2x(x2 + x) dx⇔

C2

2
=

e2x

2
x2 −

∫
e2x

2
2x dx+

∫
e2xx dx =

e2x

2
x2 +K ⇔ C = ±

√
x2e2x + k.

Celkově dostáváme y = ± exp(−x)
√
x2e2x + k a toto řešeńı je možné vyjádřit také v

implicitńım tvaru
1

2
e2x(x2 + y2) = C.
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Př́ıklad 1.10. Najděte obecné řešeńı rovnice

(2x2y ln y − x)y′ = y

Řešeńı. Tato rovnice neńı Bernoulliho rovnićı, ale záměnou závislosti proměnných

y′ =
dy

dx
=

1
dy
dx

=
1

x′
,

dostáváme z p̊uvodńı rovnice rovnici

(2x2y ln y − x) = yx′,

která je rovnićı Bernoulli, kde a(y) = −1, n = 2, b(y) = 2y ln y. Obecné řešeńı rovnice
homogenńı x′y = −x má tvar

x =
C

y
.

Řešeńı nezkrácené rovnice předpokládáme ve tvaru x =
C(y)

y
. Aplikaćı metody variace

konstanty dostáváme

2
C2

y2
y ln y − C

y
= y

(
C ′

y
− C

y2

)
⇔
∫

2
ln y

y
dy =

∫
dC

C2
⇔ ln2 y +K = − 1

C
.

Celkově je možné źıskat řešeńı dané diferenciálńı rovnice v implicitńım tvaru

xy(K − ln y2) = 1.

Př́ıklad 1.11. Najděte obecné řešeńı Riccatiho rovnice

3y′ + y2 +
2

x
= 0,

jestliže řešeńım této rovnice je funkce y1 = 1/x.

Řešeńı. Zavedeme substituci

y =
1

x
+ u,

po které źıskáme Bernoulliovu rovnici ve tvaru:

3

(
− 1

x2
+ u′

)
+

(
1

x
+ u

)2

+
2

x2
= 3u′ +

2

x
u+ u2 = 0,

Vzniklou Bernoulliovu rovnici řeš́ıme tak, že nejdř́ıve urč́ıme obecné řešeńı lineárńı ho-

mogenńı rovnice 3u′ = − 2

3x
u :∫

du

u
=

∫
− 2

3x
dx ⇒ ln |u| = −2

3
ln |x|+ lnC ⇒ u =

C
3
√
x2
.
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Řešeńı Bernoulliovy rovnice budeme hledat metodou variace konstanty u =
C(x)
3
√
x2

. Zderi-

vováńım a dosazeńım do rovnice dostaneme

3

(
C ′

3
√
x2

+ C
−2/3
3
√
x5

)
+

2

x

C
3
√
x2

+
C2

3
√
x4

= 0 ⇒∫
dC

C2
=

∫
− dx

3
3
√
x2

⇒ − 1

C
= −3 3

√
x+K.

C máme ve tvaru C =
1

3
√
x+K

a dosazeńım do předpokládaného tvaru řešeńı źıskáme

řešeńı Bernoulliho rovnice:

u =

1
3√x+K
3
√
x2

=
1

x+K
3
√
x2
.

Daľśım řešeńı Bernoulliovy rovnice je singulárńı řešeńı u = 0.
Dosazeńım do transformačńıho vztahu nalezneme obecné řešeńı Riccatiho rovnice.

y =
1

x
+ u =

1

x
+

1

x+K
3
√
x2
.

Můžete si všimnout, že ze zadáńı známé řešeńı y1 = 1/x z obecného řešeńı nedostaneme
pro žádné K; toto řešeńı odpov́ıdá singulárńımu řešeńı u = 0.

Př́ıklad 1.12. Najděte obecné řešeńı Riccatiho rovnice

x2y′ + xy + x2y2 = 4.

Řešeńı. V tomto př́ıpadě odhadneme partikulárńı řešeńı ve tvaru y = A/x a po dosazeńı
do rovnice urč́ıme konstantu A:

x2
−A
x2

+ x
A

x
+ x2

A2

x2
= 4⇔ A2 = 4.

Zavedeme substituci

y =
2

x
+ u,

po které źıskáme Bernoulliovu rovnici:

x2
(
− 2

x2
+ u′

)
+ x

(
2

x
+ u

)
+ x2(

4

x2
+

4

x
u+ u2) = 4,

Tuto rovnici uprav́ıme na tvar:

u′ +
5

x
u+ u2 = 0

Rovnici řeš́ıme tak, že nejdř́ıve urč́ıme obecné řešeńı zkrácené rovnice

u′ = −5

x
u⇔ u′

u
= −5

x
⇔ ln |u| = −5 ln |x|+ c⇔ u =

C

x5
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Aplikujeme metodu variace konstanty a předpokládáme řešeńı p̊uvodńı rovnice ve tvaru

u =
C(x)

x5
⇔ u′ =

C ′(x)

x5
− 5

C(x)

x6

a po dosazeńı do p̊uvodńı rovnice dostáváme rovnici se separovanými proměnnými

C ′

x5
− 5

C

x6
+ 5

C

x6
+
C2

x10
⇔ C ′

C2
= − 1

x5
⇒ − 1

C
=

1

4x4
+K =

1 + 4x4K

4x4
⇒ C =

−4x4

1 + 4Kx4

Řešeńı Bernoulliovy rovnice máme ve tvaru u =
−4x4

x5(1 + 4x4K)
=

x

x+ x5k
Daľśım řešeńı

Bernoulliovy rovnice je singulárńı řešeńı u = 0.
Dosazeńım do transformačńıho vztahu nalezneme obecné řešeńı Riccatiho rovnice.

y =
2

x
+ u =

2

x
− 4

x+ x5k

Můžete si všimnout, že
”
uhádnuté“ řešeńı y1 = 2/x z obecného řešeńı nedostaneme pro

žádné K; toto řešeńı odpov́ıdá singulárńımu řešeńı u = 0.

1.3 Clairautova rovnice

Dosud prob́ırané rovnice bylo možné převést na tzv, explicitńı tvar y′ = f(x, y). Clairau-
tova rovnice je př́ıkladem diferenciálńı rovnice nerozřešené vzhledem derivaci y′.

1.3.1 Přehled základńıch pojmů

Clairautovou rovnićı rozumı́me rovnici ve tvaru:

y = xy′ + f(y′). (1.12)

Řešeńı Clairautovy rovnice je známo a jsou to řešeńı dvou typ̊u

1. řešeńımi Clairautovy rovnice jsou všechny př́ımky tvaru:

y = cx+ f(c), (1.13)

kde c je libovolná konstanta.

2. Rovnice (1.12) může mı́t ještě daľśı řešeńı, které je vyjádřené parametricky:

x = −f ′(t), y = f(t)− tf ′(t). (1.14)

Toto řešeńı je singulárńı, protože jestliže f ′′(t) 6= 0, proto řešeńı (1.14) nedostaneme
z řešeńı (1.13) pro žádnou volbu konstanty c. Naopak každá př́ımka (1.14) má s
t́ımto řešeńı společný jeden bod, který je proto singulárńı.
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1.3.2 Řešeńı typických př́ıklad̊u

Př́ıklad 1.13. Najděte řešeńı rovnice

y = xy′ − ln y′ .

Řešeńı. V tomto př́ıkladu je f(y′) = ln y′ proto je řešeńım každá př́ımka:

y = cx+ ln c, c > 0.

Parametricky dané řešeńı (1.14) urč́ıme ze vztah̊u f(t) = − ln t, je f ′(t) = −1/t,tedy daľśı
řešeńı zadané rovnice je

x =
1

t
, y = − ln t− t · −1

t
⇔ y = − ln

(
1

x

)
+ 1 = lnx+ 1.

1.4 Př́ıklady pro samostatnou práci

Př́ıklad S 1.1. Určete obecná řešeńı exaktńıch diferenciálńıch rovnic:

a) (2x+ 4 ay + cos (axy) ay) dx+ a (4x+ 8 ay + cos (axy)x) dy = 0

b)

(
1

x− y
+ a2

)
dx+

2y2 − 2xy − 1

x− y
dy = 0

c)

(
ay

y2 + a2x2
+ 2x

)
dx+

(
3y2 − ax

y2 + a2x2

)
dy = 0

d) y′ =
(y2 − ax) sin(x− ay) + a cos(x− ay)

(y2 − ax)a sin(x− ay) + 2y cos(x− ay)

e) y′ =
2 a2x− y2 − a2y
a2x− 3y2 + 2yx

f) y′ =
2 a2x− y2 − a3y
a3x− 3 ay2 + 2 yx

Př́ıklad S 1.2. Určete obecná řešeńı diferenciálńıch rovnic s integračńım faktorem:

a) y′ =
−2 ax

ax2 − y2 − y + 1
b) y′ =

−2 ayx

4 y2 + 3 ay + 2 ax2

c) y′ = − y (2 ax+ y + 2 a)

2(ax+ y)
d) y′ =

3 ay2 + 3 ay + 7x2

2xa (2 y + 1)

e) −ydx

x
+
(

2 ln
(ay
x

)
+ 1
)

dy
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Př́ıklad S 1.3. Určete obecná řešeńı Bernouliho diferenciálńıch rovnic 1. řádu:

a) xy′ = y − 2xa−1ya b) xy′ = ay + y2

c) (x2 + a2)2y′ = 2x(x2 + a2)y + 2xy2 d) y′ = y tg x+ y1−a sinx

e) y′ =
y2 + a2

2ay(x2 + 2x+ 1 + (−1)aa2)
f) y′ =

a+ 1

a

y a
√
y + 1

a
√
y
√

(−1)a(x2 − a2)

Př́ıklad S 1.4. Určete obecná řešeńı Riccatiho diferenciálńıch rovnic, kde a je přirozené
č́ıslo:

a) x2y′ + xy + x2y2 = a2 b) xy′ − (2ax+ 1)y + x2a2 + y2 = 0

Př́ıklad S 1.5. Určete obecná řešeńı Clairotových diferenciálńıch rovnic, kde a je
přirozené č́ıslo:

a) y = xy′ + ay′2 b) y = xy′− (2ax+ 1)y′+ x2a2 + (y′)2 = 0

Výsledky

1.1
a) (x+ 2 ay)2 + sin (axy) = c b) ln (x− y) + a2x− y2 = c
c) arctg ax

y
+ x2 + y3 = c d) (y2 − ax) cos (x− ay) = c

e) (x− y) (a2x− y2) = c f) (x− ay) (a2x− y2) = c
1.2
a) K upravené rovnici 2 axdx+ (ax2 − y2 − y + 1) dy = 0 je integračńı faktor ey a řešeńı
je dáno implicitně (ax2 − y2 + y) ey = C
b) K upravené rovnici 2 ayxdx+(4 y2 + 3 ay + 2 ax2) dy = 0 je integračńı faktor y a řešeńı
je dáno implicitně (ax2 + y2 + ay) y2 = C
c) K upravené rovnici y (2 ax+ y + 2 a)dx + 2(ax+ y)dy = 0 je integračńı faktor ex a
řešeńı je dáno implicitně ex (2ax+ y) y = C
d) K upravené rovnici(

3 ay2 + 3 ay + 7x2
) (
x2 + ay2 + ay

)
dx+ 2x

(
x2 + ay2 + ay

)
a (2 y + 1) dy

je integračńı faktor x2 a řešeńı je dáno implicitně x3 (x2 + ay2 + ay)
2

= C
e) Integračńı faktor je y a řešeńı je dáno implicitně y2 ln

(
ay
x

)
= C

1.3

a) y = x
1−a
√
C + x2(a−1) b) y = − axa

C + xa

c) y =
x2 + a2

C − ln (x2 + a2)
d) y =

a

√
C − a

a+1
cosa+1 x

cosx
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e) řešeńı se lǐśı podle toho zda je parametr sudý nebo lichý

Pro sudé a y = ±

√
C exp

(
arctan x+1

a

a2

)
− a2

Pro liché a y = ±

√
C 2a2

√
x+ 1 + a

x+ 1− a
− a2

1.4
a) partikulárńı řešeńı je funkce y =

a

x
po trasformaci dostáváme Bernoulliho rovnici

u′(x) · x2 + u(x) · xx+ 2 au (x)x+ (u (x))2 x2 = 0,

která má řešeńı
−2 a

x− 2x1+2 aC a
a celkově dostáváme řešeńı Riccatiho rovnice

y =
a

x
− 2

a

x− 2x1+2 aC a

b) partikulárńı řešeńı je funkce y = a x po trasformaci dostáváme Bernoulliho rovnici

xu′ (x)− u (x) + (u (x))2 = 0,

která má řešeńı u (x) =
x

x+ C
a celkově dostáváme řešeńı Riccatiho rovnice

y = ax+
x

x+ C

1.5
a) řešeńım je každá př́ımka

y = cx+ ac2

Parametricky zadané řešeńı je dáno rovnicemi

x = 2at y = at2 − t2 at = −at2 ⇒ y = −a
(x

2

)2
.

b) řešeńım je každá př́ımka
y = cx+

√
a2 + c2

Parametricky zadané řešeńı je dáno rovnicemi

x =
t√

a2 + t2
y =
√
a2 + t2 − t t√

a2 + t2
=

a2√
a2 + t2

⇒

x2 =
t2

a2 + t2
⇒ t2 =

a2x2

1− x2
⇒ y =

a2√
a2 + a2x2

1−x2

= a
√

1− x2.
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2 Systémy lineárńıch diferenciálńıch
rovnic 1. řádu

Systémy lineárńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu lze řešit v́ıce metodami. Při řešeńı meto-
dou eliminačńı nahrad́ıme tuto úlohu řešeńım lineárńı rovnice jedné obvykle řádu n. Tyto
umı́me řešit předevš́ım jsou-li s konstantńımi koeficienty. Daľśı možnost́ı je řešeńı pomoćı
vlastńıch č́ısel a vektor̊u. U charakteristických rovnic s vlastńımi č́ısly, které maj́ı větš́ı
algebraickou násobnost než geometrickou je třeba použ́ıvat Weyrovu teorii konstrukce
systému zobecněných vlastńıch vektor̊u. Dále je možné použ́ıt exponenciálu matice.

2.1 Metoda eliminančńı

Základem eliminačńı metody je nahrazeńı systému n rovnic o n neznámých systémem
n− 1 rovnic o n− 1 neznámých tak, že si v p̊uvodńım systému zvoĺıme jednu neznámou a
tuto obvykle s využit́ım jedné rovnice nahrad́ıme zbývaj́ıćımi proměnnými. Toto vyjádřeńı
dosad́ıme do zbývaj́ıćıch rovnic. Obvykle tak nahrad́ıme p̊uvodńı úlohu řešeńım lineárńı
rovnice jedné obvykle řádu n. Poznamenejme, že tuto metodu je vhodné už́ıvat na

”
menš́ı“

systémy (2 – 3 rovnice).

2.1.1 Přehled základńıch pojmů

Postup při aplikaci této metody je možné provádět mnoha zp̊usoby. Lze však jednoznačně
algoritmizovat nalezeńı jedné rovnice vyšš́ıho řádu pro předem zvolenou proměnnou. Tento
postup lze popsat slovy:

• Vybereme si rovnici na jej́ıž levé straně je prvńı derivace hledané složky řešeńı a
tuto derivujeme. Do pravé strany derivované rovnice dosad́ıme pravé strany od-
pov́ıdaj́ıćıch derivaćı v p̊uvodńım systému. Źıskáme tak rovnici na jej́ıž levé straně
stoj́ı druhá derivace hledané složky řešeńı a na pravé straně lineárńı kombinace
nederivovaných složek řešeńı.

• Tento postup ještě n−1 krát opakujeme a źıskáme tak systém rovnic na jejichž jedné
straně stoj́ı pouze derivace vybrané složky řešeńı a na druhé lineárńı kombinace
nederivovaných složek řešeńı.
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• Takto źıskaný systém, který je vzhledem nederivovaným složkám řešeńı systémem
lineárńıch (algebraických) rovnic vyřeš́ıme a toto řešeńı má pro zvolenou složku
řešeńı tvar hledané lineárńı diferenciálńı rovnice nejvýše n řádu.

2.1.2 Řešeńı typických př́ıklad̊u

Př́ıklad 2.1. Nalezněte obecné řešeńı nehomogenńıho systému

x′1(t) = 2x1(t)− x2(t) + 1− 2t+ et

x′2(t) = 4x1(t)− 3x2(t) − 4t+ et.

Řešeńı. Z prvńı rovnice urč́ıme funkci x2(t)

x′1(t) = 2x1(t)− x2(t) + 1− 2t+ e−t ⇒ x2(t) = −x′1(t) + 2x1(t) + 1− 2t+ et (2.1)

a dosad́ıme ji do druhé rovnice:

−x′′1(t) + 2x′1(t)− 2 + et = 4x1(t)− 3(−x′1(t) + 2x1(t) + 1− 2t+ e−t)− 4t+ et

x′′1(t) + x′1(t)− 2x1(t) = 1− 2t+ 3e−t.

Nejdř́ıve stanov́ıme obecné řešeńı rovnice homogenńı pomoćı charakteristické rovnice:

λ2 + λ− 2 = 0⇒ λ1 = 1, λ2 = −2

a obecné řešeńı homogenńı rovnice je y(t) = C1e
t + C2e

−2t. Partikulárńı řešeńı pomoćı
principu superpozice předpov́ıme ve tvaru:

X1(t) = A+Bt+ Ctet ⇒ X ′1(t) = B + Cet(t+ 1)⇒ X ′′1 (t) = Cet(t+ 2).

Dosad́ıme do rovnice a z rovnosti urč́ıme zat́ım neznámé konstanty:

Cet(t+ 2) +B + Cet(t+ 1)− 2(A+Bt+ Ctet) = 1− 2t− 3et

B − 2A− 2Bt+ 3Cet = 1− 2t+ 3et.

Konstanty A = 0, B = 1, C = 1 dosad́ıme do předpovězeného tvaru partikulárńıho řešeńı
a dostáváme obecné řešeńı:

x1(t) = C1e
t + c2e

−2t + t(et + 1).

Toto řešeńı dosad́ıme do (2.1) a źıskáme i druhou složku řešeńı p̊uvodńıho systému:

x2(t) = −x′1(t) + 2x1(t) + 1− 2t+ et =

−(C1e
t−2C2e

−2t+et(t+1)+1)+2(C1e
t+C2e

−2t+t(et+1))+1−2t+et = C1e
t+4C2e

−2t+tet.

Obě složky tvoř́ı řešeńı systému a můžeme je zapsat pomoćı maticového zápisu:(
x1(t)
x2(t)

)
= C1

(
1
1

)
et + C2

(
1
4

)
e−2t +

(
t(et + 1)
tet

)
.
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Dále budeme řešit systém 3 rovnic. Aby byl postup přehledněǰśı omeźıme se na systém
homogenńı.

Př́ıklad 2.2. Pomoćı eliminačńı metody řešte systém lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′(t) = 3x(t) −y(t) +z(t)
y′(t) = x(t) +y(t) +z(t)
z′(t) = 4x(t) −y(t) +4z(t)

Řešeńı. Pro zjednodušeńı zápisu vynecháme zápis nezávisle proměnné t . Budeme po-
stupovat tak, že z prvńı rovnice vyjádř́ıme proměnou z:

z = x′ − 3x+ y ⇒ z′ = x′′ − 3x′ + y′.

Po dosazeńı do zbylých dvou rovnic ( druhé a třet́ı) dostáváme:

y′ = x +y +x′ −3x +y
x′′ − 3x′ + y = −4x −y +4x′ −12x 3y

⇒ −x′ + y′ = −2x+ 2y
x′′ − 7x′ − y′ = −8x+ 3y

Odečteńım prvńı rovnice od druhé nalezneme vyjádřeńı proměnné y na x:

x′′ − 6x′ = −6x+ y ⇒ y = x′′ − 6x′ + 6x ⇒ y′ = x′′′ − 6x′′ + 6x′.

Tento substitučńı vztah je nezávislý na obou rovnićıch zvoĺıme si pro dosazeńı tu jed-
nodušš́ı z obou:

−x′ + x′′′ − 6x′′ + 6x′ = −2x+ 2(x′′ − 6x′ + 6x) ⇒ x′′′ − 8x′′ + 17x′ − 10x = 0.

Tato rovnice má charakteristickou rovnici λ3−8λ2 +17λ−10 = 0. Čtenář si snadno ověř́ı,
že má tři r̊uzné reálné kořeny λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 5, proto obecné řešeńı této rovnice je

x(t) = C1e
t + C2e

2t + C3e
5t ⇒ x′(t) = C1e

t + 2C2e
2t + 5C3e

5t ⇒
⇒ x′′(t) = C1e

t + 4C2e
2t + 25C3e

5t.

Postupným dosazeńım urč́ıme daľśı složky řešeńı

y(t) = x′′(t)− 6x′(t) + 6x(t)

= C1e
t + 4C2e

2t + 25C3e
5t − 6(C1e

t + 2C2e
2t + 5C3e

5t) + 6(C1e
t + C2e

2t + C3e
5t) =

= C1e
t2− 2C2e

2t + C3e
5t

z(t) = x′(t)− 3x(t) + y(t) =

= C1e
t + 2C2e

2t + 5C3e
5t − 3(C1e

t + 2C2e
2t + 5C3e

5t) + C1e
t2− 2C2e

2t + C3e
5t =

= −C1e
t2− 3C2e

2t + 3C3e
5t
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V daľśım př́ıkladě ukážeme postup kdy nám eliminačńı metodou vznikne rovnice
nižš́ıho řádu než n–tého.

Př́ıklad 2.3. Pomoćı eliminačńı metody řešte systém lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′(t) = −2x(t) +y(t) −2z(t)
y′(t) = x(t) −2y(t) +2z(t)
z′(t) = 3x(t) −3y(t) +5z(t)

Řešeńı. I nyńı vynecháme zápis nezávisle proměnné t . Budeme postupovat tak, že z
prvńı rovnice vyjádř́ıme proměnou y:

y = x′ + 2x+ 2z ⇒ y′ = x′′ + 2x′ + 2z′.

Po dosazeńı do zbylých dvou rovnic ( druhé a třet́ı) dostáváme:

x′′ + 2x′ + 2z′ = x −2(x′ + 2x+ 2z) +2z
z′ = 3x −3(x′ + 2x+ 2z) +5z

⇒ x′′ + 2x′ + 2z′ = −3x− 2z
3x′ + z′ = −3x− z

Odečteńım dvojnásobku druhé rovnice od prvńı rovnice dostaneme rovnici druhého řádu
pro proměnou x:

x′′ − 2x′ − 3x = 0 ⇒ λ2 − 2λ− 3 = 0 ⇒ λ1 = 3, λ2 = −1,

proto obecné řešeńı této rovnice je

x(t) = C1e
3t + C2e

−t ⇒ x′(t) = C1 3 e3t − C2e
−t

Po dosazeńı do druhé rovnice źıskáme pro neznámou z(t) diferenciálńı rovnici prvńıho
řádu, kterou vyřeš́ıme:

3(C1 3 e3t−C2e
−t)+z′(t) = −3(C1e

3t+C2e
−t+C3e

5t)−z(t) ⇒ z′(t)+z(t) = −12C1e
3t.

Jedná se lineárńı diferenciálńı rovnici 1. řádu s konstantńımi koeficienty a speciálńı pravou
stranou. Konstantu v obecném řešeńı označ́ıme C3. Rovnice má řešeńı:

z(t) = C3e
−t − 3C1e

3t.

Neznámou y(t) źıskáme dosazeńım proměnných x(t) a z(t) do substitučńıho vztahu:

y(t) = x′(t) + 2x(t) + 2z(t) =

C1 3 e3t − C2e
−t + 2(C1e

3t + C2e
−t)2(C3e

−t − 3C1e
3t) = −C1e

3t + (C2 + 2C3)e
−t.

2.2 Homogenńı systémy lineárńıch rovnic – metoda

vlastńıch č́ısel a vektor̊u

Tato metoda je založena na řešeńı charakteristické rovnice, která je maticová a je analogíı
známého postupu pro hledáńı obecného řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice n–tého řádu
s konstantńımi koeficienty.
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2.2.1 Přehled základńıch pojmů

Charakteristickou rovnićı ke čtvercové matici A řádu n rozumı́me det(A− λEn) = 0, kde
En je jednotková matice stejného řádu. Na levé straně charakteristické rovnice je vzhle-
dem k λ polynom řádu n, jeho kořeny se nazývaj́ı vlastńı č́ısla matice A. Ke každému
vlastńımu č́ıslu existuje alespoň jeden vlastńı vektor (nenulový, sloupcový) v, pro který
plat́ı Av = λv. Násobnost kořene λ charakterického polynomu se nazývá algebraickou
násobnost́ı vlastńıho č́ısla a počet vlastńıch vektor̊u přǐrazených tomuto vlastńımu č́ıslu se
nazývá geometrická násobnost vlastńıho č́ısla. Je-li v vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu
č́ıslu λ matice A, potom vektor y(t) = v eλt je řešeńım systému lineárńıch diferenciálńıch
rovnic y′ = Ay. V př́ıpadě komplexńıch vlastńıch č́ısel existuj́ı tyto ve dvojićıch kom-
plexně sdružených vlastńıch č́ısel a k nim odpov́ıdaj́ıćı vektory jsou také komplexně
sdružené. Řešeńımi dané soustavy jsou reálná a imaginárńı část komplexńıho vektoru,
který je podobně jako v reálném př́ıpadě součinem vlastńıho vektoru s exponenciálou
součinu vlastńıho č́ısla s nezávisle proměnnou. V př́ıpadě vlastńıch č́ısel, které maj́ı stej-
nou algebraickou a geometrickou násobnost tak źıskáme n–tici lineárně nezávislých funkćı
a obecné řešeńı je ve tvaru jejich lineárńı kombinace.

2.2.2 Řešeńı typických př́ıklad̊u

Nejdř́ıve vyřeš́ıme systémy řádu 3, které jsme vyřešili eliminačńı metodou.

Př́ıklad 2.4. Pomoćı vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u řešte systém lineárńıch dife-
renciálńıch rovnic

x′(t) = 3x(t) −y(t) +z(t)
y′(t) = x(t) +y(t) +z(t)
z′(t) = 4x(t) −y(t) +4z(t)

Řešeńı. Z matice soustavy urč́ıme charakteristickou rovnici a vlastńı č́ısla a jim od-
pov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory∣∣∣∣∣∣

3− λ −1 1
1 1− λ 1
4 −1 4− λ

∣∣∣∣∣∣ = λ3 − 8λ2 + 17λ− 10 = (λ− 1)(λ− 2)(λ− 5) = 0.

Hledáńı vlastńıho vektoru spoč́ıvá v nalezeńı nenulového řešeńı (v1, v2, v3)
T homogenńıho

systému lineárńıch rovnic. Urč́ıme vlastńı vektor k č́ıslu λ = 1: 2 −1 1 0
1 0 1 0
4 −1 3 0

 v1 = −p, v2 = −p, v3 = p.

Toto řešeńı jsme źıskali vynecháńım posledńı rovnice, která je lineárně závislá , nebot’ je
součtem rovnice prvńı s dvojnásobkem rovnice druhé. Z té je parné, že při parametrizaci
proměnné v3 = p dostáváme hodnotu v1 = −p a dosazeńım do rovnice prvńı urč́ıme
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hodnotu v2 = −p. Podobně urč́ıme i daľśı vlastńı č́ısla a vektory. Pro λ = 2 dostáváme: 1 −1 1 0
1 −1 1 0
4 −1 2 0

 ∼ [ 1 −1 1 0
0 3 −2 0

]
v1 = −p, v2 = 2p, v3 = 3p.

V tomto př́ıpadě jsou dva řádky stejné, proto jsme jej vynechali a od třet́ıho jsme odečetli
jeho čtyřnásobek. Pro λ = 5 dostáváme: −2 −1 1 0

1 −4 1 0
4 −1 −1 0

 ∼
 2 −2 0 0

5 −5 0 0
4 −1 −1 0

 v1 = p, v2 = p, v3 = 3p.

Třet́ı rovnici jsme přičetli k prvńı a druhé. Vzniklé rovnice jsou lineárně závislé, nebot’

jsou vzájemným násobkem. Parametrizujeme prvńı proměnnou.
Dostáváme tak trojici lineárně nezávislých vektorových funkćı a obecné řešeńı je jejich

lineárńı kombinaćı: x(t)
y(t)
z(t)

 = C1

 1
1
−1

 et + C2

 1
−2
−3

 e2t + C3

 1
1
3

 e5t =

 C1e
t + C2e

2t + c3e
5t

C1e
t − 2C2e

2t + C3e
5t

−C1e
t − 3C2e

2t + 3C3e
5t

 .

Př́ıklad 2.5. Pomoćı vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u řešte systém lineárńıch dife-
renciálńıch rovnic

x′(t) = −2x(t) +y(t) −2z(t)
y′(t) = x(t) −2y(t) +2z(t)
z′(t) = 3x(t) −3y(t) +5z(t)

Řešeńı. I nyńı vynecháme zápis nezávisle proměnné t . Z matice soustavy urč́ıme cha-
rakteristickou rovnici a vlastńı č́ısla a jim odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory∣∣∣∣∣∣

−2− λ 1 −2
1 2− λ 2
3 −3 5− λ

∣∣∣∣∣∣ = λ3 − 8λ2 + 17λ− 10 = (λ− 3)(λ+ 1)2 = 0.

Pro λ = 3 dostáváme: −5 1 −2 0
1 −5 2 0
3 −3 2 0

 ∼
 0 −24 8 0

1 −5 2 0
0 12 −4 0

 v1 = −p, v2 = p, v3 = 3p.

Pro λ = −1 dostáváme: −1 1 −2 0
1 −1 2 0
3 −3 6 0

 v1 = p, v2 = p, v3 = 0,
u1 = 0 u2 = 2p u3 = p
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Protože hodnost matice A + E je 2, bylo možné nalézt dva lineárně nezávislé vlastńı
vektory odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu −1. Protože geometrická násobnost vlastńı č́ısel je
stejná jako algebraická źıskali jsme trojici lineárně nezávislých vektorových funkćı a jejich
lineárńı kombinace tvoř́ı obecné řešeńı x(t)

y(t)
z(t)

 = C1

 1
−1
−3

 e3t + C2

 1
1
0

 e−t + C3

 0
2
1

 e−t =

 C1e
3t + C2e

−t

−C1e
3t + C2e

−t + 2C3e
−t

−3C1e
3t + C3e

−t

 .

Př́ıpad komplexńıch kořen̊u charakteristické rovnice řeš́ı daľśı př́ıklad

Př́ıklad 2.6. Určete obecné řešeńı soustavy rovnic:

x′1 = 2x1 + x2,

x′2 = −x1 + 2x2.
(2.2)

Řešeńı. Soustava má matici A =

(
2 1
−1 2

)
. Urč́ıme jej́ı vlastńı č́ısla z charakteristické

rovnice

0 = det(A− λE) =

∣∣∣∣2− λ 1
−1 2− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 4λ+ 5 = (λ− 2− i)(λ− 2 + i)

Hledaná vlastńı č́ısla jsou komplexńı: λ1 = 2 + i a λ2 = 2− i, což dvojice komplexně
sdružených vlastńıch č́ısel. Urč́ıme nyńı vlastńı vektory, odpov́ıdaj́ıćı prvńımu vlastńımu
č́ıslu. Vlastńı vektor v1 = (v11, v12)

T , odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ = 2 + i je libovolný
nenulový vektor, splňuj́ıćı vztah

o = (A− λ1E)v1 =

(
−i 1
−1 −i

)
· v1 = o..

Prvńı řádek je i-násobkem druhého, proto se soustava redukuje na jediný vztah

−iv11 + v12 = 0

a jedno nenulové řešeńı můžeme volit např. v1 = (1, i)T . Řešeńı soustavy (2.2) odpov́ıdaj́ıćı
tomuto vlastńımu vektoru a vlastńımu č́ıslu je

x(t) = (x1(t), x2(t))
T = (1, i)T ·e(2+i)t = (1, i)T ·e2t(cos t+i sin t) = e2t ·

(
cos t+ i sin t
− sin t+ i cos t

)
.

Nyńı urč́ıme dvojici lineárně nezávislých reálných řešeńı, tj. reálný fundamentálńı systém
y1(t), y1(t) soustavy (2.2):

x1(t) = Rex(t) =
1

2
(x(t) + x(t)) = e2t ·

(
cos t
− sin t

)
,

x2(t) = Imx(t) =
1

2i
(x(t)− x(t)) = e2t ·

(
sin t
cos t

)
.
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Obecné řešeńı x(t) soustavy (2.2) je dáno lineárńı kombinaci

x(t) = C1x1(t) + C2x2(t) = C1e
2t ·
(

cos 3t
− sin 3t

)
+ C2e

2t ·
(

sin t
cos t

)
s libovolnými konstantami C1 a C2.

V následuj́ıćım př́ıkladě si ukážeme, že při hledáńı řešeńı systému, který nemá násobná
vlastńı č́ısla, budeme oba postupy kombinovat. Postup již nebudeme detailně rozepisovat.

Př́ıklad 2.7. Určete obecné řešeńı soustavy rovnic:

x′1 = −2x1 + 5x2, − 5x3

x′2 = − x2 + 2x3,

x′3 = x1 − 3x2 + 4x3.

(2.3)

Řešeńı. Soustava (2.3)má matici

A =


−2 5 −5

0 −1 2

1 −3 4

 .

Urč́ıme vlastńı č́ısla matice A z charakteristické rovnice

det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣
−2− λ 5 −5

0 −1− λ 2
1 −3 4− λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + λ2 − λ+ 1 = −(λ− 1)(λ2 + 1) = 0.

Hledané kořeny charakteristické rovnice jsou λ1 = 1, λ2 = i a λ3 = −i jsou tři nenásobná
a r̊uzná vlastńı č́ısla. Jedno reálné a dvě komplexně sdružená.
Hledejme vlastńı vektory, odpov́ıdaj́ıćı vlastńım č́ısl̊um. Prvńı vlastńı vektor

v1 = (v11, v12, v13)
T ,

odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ1 = 1 je libovolný nenulový vektor, splňuj́ıćı vztah

(A− λ1E)v1 = o.

Jeho rozepsáńım dostáváme soustavu−3 5 −5
0 −2 2
1 −3 3

 · v1 = o.

Soustava má nekonečně mnoho řešeńı, je-li prvńı proměnná nulová a druhá rovna třet́ı.
Jedno takové nenulové řešeńı je např́ıklad v1 = (0, 1, 1)T . Řešeńı soustavy (2.3) od-
pov́ıdaj́ıćı tomuto vlastńımu vektoru a vlastńımu č́ıslu je

x1(t) = (x11(t), x12(t), x13(t)) = (0, 1, 1)T · et.
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Druhý vlastńı vektor v = (v1, v2, v3)
T , odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ = i je libovolný

nenulový vektor, splňuj́ıćı vztah

o = (A− λE)v =

−2− i 5 −5
0 −1− i 2
1 −3 4− i

 · v = o..

Přičteme-li k prvńımu řádku třet́ı řádek vynásobený č́ıslem 2 + i dostáváme0 −1− 3i 4 + 2i
0 −1− i 2
1 −3 4− i

 · v = o.

Dále přičtěme k prvńımu řádku -(2+i) násobek druhého řádku a źıskáme0 0 0
0 −1− i 2
1 −3 4− i

 · v = o.

Nyńı snadno urč́ıme jedno nenulové řešeńı. Je j́ım např́ıklad vektor v2 = (1−3i, 2, 1+ i)T .
Řešeńı soustavy (2.3) odpov́ıdaj́ıćı tomuto vlastńımu vektoru a vlastńımu č́ıslu je

x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t)) = (1− 3i, 2, 1 + i)T · (cos t+ i sin t) =cos t+ 3 sin t+ i(sin t− 3 cos t)
2 cos +2i sin t

cos t− sin t+ i(sin t+ cos t)

 .

Nyńı urč́ıme dvojici lineárně nezávislých reálných řešeńı x2(t), x3(t) soustavy (2.3), od-
pov́ıdaj́ıćıch komplexńımu řešeńı x2(t):

y2(t) = Rex(t) =
1

2
(x(t) + x(t)) =

cos t+ 3 sin t
2 cos t

cos t− sin t

 ,

y3(t) = Imx2(t) =
1

2i
(x(t)− x(t)) =

sin t− 3 cos t
2 sin t

sin t+ cos t

 .

Fundamentálńı systém řešeńı soustavy (2.3) je tvořen trojićı lineárně nezávislých řešeńı

et

0
1
1

 ,

cos t+ 3 sin t
2 cos t

cos t− sin t

 ,

sin t− 3 cos t
2 sin t

sin t+ cos t

 .

Jej́ı obecné řešeńı x(t) je dáno lineárńı kombinaćı

x(t) = C1e
t

0
1
1

+ C2

cos t+ 3 sin t
2 cos t

cos t− sin t

+ C3

sin t− 3 cos t
2 sin t

sin t+ cos t


s libovolnými konstantami C1, C2 a C3.
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2.3 Zobecněné vlastńı vektory, Weyrova metoda

Zobecněné vlastńı vektory doplňuj́ı metodu vlastńıch č́ısel a vektor̊u a řeš́ı př́ıpad kdy
vlastńı č́ısla matice maj́ı větš́ı algebraickou než geometrickou násobnost. Umožňuje tak
nalézt n-tici lineárně nezávislých řešeńı i v tomto př́ıpadě.

2.3.1 Přehled základńıch pojmů

Vektor v nazýváme zobecněným vlastńım vektorem hodnosti r, odpov́ıdaj́ıćı
vlastńımu č́ıslu λ, jestliže plat́ı

(A− λE)rv = o (2.4)

a
(A− λE)r−1v 6= o. (2.5)

Je-li dán zobecněný vlastńı vektor v hodnosti r, odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ, pak k
němu definujeme odpov́ıdaj́ıćı řetězec zobecněných vlastńıch vektor̊u v1, v2, . . . , vr
délky r takto: 

vr = v,

vr−1 = (A− λE)vr = (A− λE)v,

vr−2 = (A− λE)vr−1 = (A− λE)2v,

. . .
v1 = (A− λE)v2 = (A− λE)r−1v.

(2.6)

Poznamenejme, že z uvedené podmı́nky (2.4) okamžitě vyplývá, že vektor v1 je vlastńım
vektorem odpov́ıdaj́ıćım vlastńımu č́ıslu λ, nebot’ dle (2.5) a (2.6) je v1 6= o a dle (2.4)
je (A − λE)v1 = o. Jednomu vlastńımu č́ıslu může odpov́ıdat několik r̊uzných řetězc̊u,
které mohou mı́t r̊uzné délky. K řetězci zobecněných vlastńıch vektor̊u splňuj́ıćıch 2.6
definujeme r-tici nezávislých vektorových funkćı, které jsou řešeńımi zadaného systému:

y1 := v1e
λt y2 := (v1t+ v2)e

λt y3 :=

(
v1 ·

t2

2
+ v2t+ v3

)
eλt + . . .

. . . yr :=

(
v1 ·

tr−1

(r − 1)!
+ v2 ·

tr−2

(r − 2)!
vr−1t+ vr

)
eλt.

Při hledáńı vektoru vr postupujeme tak, že ve vektorovém prostoru řešeńı algebraické
rovnice A − λE = 0 hledáme ta řešeńı, pro která existuj́ı nejdeľśı řetězce. Počet a délku
jednotlivých řetězc̊u stanov́ıme z maticových charakteristik. Necht’ je λ k-násobným (2 ≤
≤ k ≤ n) kořenem charakteristické rovnice. Utvoř́ıme posloupnost matic

(A− λE)0 = E,

(A− λE)1 = A− λE,
(A− λE)2,

(A− λE)3,

. . .
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(A− λE)m, (2.7)

kde č́ıslo m urč́ıme tak, aby matice (A − λE)m měla hodnost n − k. Přǐrad’me jim po-
sloupnost jejich hodnost́ı

h0, h1, h2, h3, . . . , hm.

V této posloupnosti je n = h0. Lze dokázat, že pro tyto hodnosti plat́ı

h0 > h1 > h2 > h3 > · · · > hm = n− k

a že pro posloupnost nulit uvedených matic, což je rozd́ıl rozměr matice minus jej́ı hodnost,
plat́ı:

0 = ν0 < ν1 < ν2 < ν3 < · · · < νm = k.

Počet matic v posloupnosti (2.7) je m+ 1. Definujme dále č́ısla

σ1 = ν1 − ν0, σ2 = ν2 − ν1, . . . , σm = νm − νm−1,

která se nazývaj́ı charakteristiky matice A (odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ). Plat́ı pro
ně vztahy:

σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σm

a

σ1 + σ2 + · · ·+ σm = k. (2.8)

Charakteristiky matice A určuj́ı rozmı́stěńı řetězc̊u zobecněných vlastńıch vektor̊u vjs,
j = 1, 2, . . . ,m, s = 1, 2, . . . , σj, odpov́ıdaj́ıćıch zobecněných vlastńım vektor̊um

vm1, . . . , vmσm , vm−1,σm+1, . . . , vm−1,σm−1 , . . . , v2σ2 , . . . , v1σ1 , (2.9)

které jsou rozmı́stěny v tabulce, která má m řádk̊u a σ1 sloupc̊u:

v11 v12
... v1σm v1,σm+1

... v1,σm−1

... v1σ2
... v1σ1

v21 v22
... v2σm v2,σm+1

... v2,σm−1

... v2σ2
...

...
...

...
...

...
...

...

vm−1,1 vm−1,2
... vm−1,σm vm−1,σm+1

... vm−1,σm−1

vm1 vm2
... vmσm

. (2.10)

Počet vektor̊u v každém řádku je určen př́ıslušnou charakteristikou. Je-li např́ıklad
σ2 = 4, znamená to, že ve druhém řádku (určeném indexem charakteristiky) tabulky (2.10)
jsou čtyři (lineárně nezávislé) vektory. Obecně je v j-tém řádku tabulky celkem σj vektor̊u.
Protože je součet všech charakteristik roven k (viz vztah (2.8)), počet všech vektor̊u v
tabulce je také roven č́ıslu k, tj. násobnosti vlastńıho č́ısla λ. Každý vektor v tabulce (2.10)
je nenulový.
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2.3.2 Řešeńı typických př́ıklad̊u

Př́ıklad 2.8. Určete obecné řešeńı soustavy rovnic:

x′1 = 2x1 + x2 + x3,

x′2 = −2x1 − x2 − 2x3,

x′3 = x1 + x2 + 2x3.

(2.11)

Řešeńı. Soustava má matici

A =

 2 1 1
−2 −1 −2

1 1 2

 .

Nalezneme vlastńı č́ısla matice A jako řešeńı charakteristické rovnice

det(A− λE) = 0

tj. rovnice ∣∣∣∣∣∣
2− λ 1 1
−2 −1− λ −2
1 1 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = (po úpravě) = −(λ− 1)3 = 0.

Vlastńı č́ıslo je jen jedno: λ = λ1,2,3 = 1 a je trojnásobné.
Hledejme odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor

v1 = (v11, v
2
1, v

3
1)T .

Bude j́ım libovolný nenulový vektor, splňuj́ıćı vztah

(A− λE)v1 = o.

Jeho rozepsáńım dostáváme soustavu 1 1 1
−2 −2 −2

1 1 1

 · v1 = o. (2.12)

Snadno lze ověřit, že matice soustavy (2.12) má hodnost h = 1 a nulitu ν = 3 − 1 =
= 2. Vlastńımu č́ıslu tedy budou odpov́ıdat dva lineárně nezávislé vlastńı vektory. Jsou
jimi např́ıklad vektory v1a = (−1, 0, 1)T a v1b = (0, 1,−1)T . Jeden z vlastńıch vektor̊u
však muśı být zobecněným vlastńım vektorem délky 2. Bude to takový vektor, pro který
existuje netriviálńı řešeńı v21 jedné ze soustav

(A− λE)v21 = v1a, resp. (A− λE)v21 = v1b. (2.13)

Snadno ověř́ıme, že každá soustava (2.13) má pouze triviálńı řešeńı v21 = (0, 0, 0). Výběr
vlastńıch vektor̊u v1a, v1b tedy neumožňuje naj́ıt nenulový vektor v21, přestože takový
vektor muśı existovat, je-li pravá strana vhodně zvolena.
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Pokuśıme se vybrat pravou stranu v soustavě (2.13) tak, aby nenulový vektor v21
existoval. Libovolná lineárńı kombinace

αv1a + βv1b

je opět vlastńım vektorem. Pokuśıme se určit parametry α a β tak, aby soustava

(A− λE)v2 = αv1a + βv1b (2.14)

měla nenulové řešeńı. Aplikaćı Frobeniovy věty (hodnost matice soustavy se rovná hod-
nosti matice rozš́ı̌rené) ihned dosptáváme α = β/2. Voĺıme např́ıklad β = 2, α = 1 a
mı́sto p̊uvodńı dvojice vlastńıch vektor̊u v1a , v1b definujme novou dvojici

v11 = v1a + 2v1b = (−1, 2,−1)T , v12 = v1a.

Soustava

(A− λE)v21 = v11 (2.15)

má netriviálńı řešeńı v21 = (−1, 1,−1). Fundamentálńı systém řešeńı soustavy (2.11) je
tvořen trojićı vektor̊u−1

0
1

 · et,
−1

2
−1

 · et,
−1

1
−1

+

−1
2
−1

 t

 · et.
Obecné řešeńı je dáno lineárńı kombinaci

x1(t) = −(C1 + C2 + C3) · et − C3t · et,
x2(t) = (2C2 + C3) · et + 2C3t · et,
x3(t) = (C1 − C2 − C3) · et − C3t · et.

(2.16)

s libovolnými konstantami C1, C2 a C3.

Abychom ukázali užit́ı maticových charakteristik při stanovováńı zobecněného systému
vektor̊u budeme toto demonstrovat na matićıch čtvrtého řádu. Pro úspornost zápisu ne-
budou d́ılč́ı kroky detailně rozepisovány.

Př́ıklad 2.9. Pomoćı zobecněných vlastńıch vektor̊u nalezněte obecné řešeńı systém
lineárńıch diferenciálńıch rovnic:

x′1(t) = −x1(t) + 8x2(t) + 3x3(t) − 10x4(t)

x′2(t) = 2x2(t) − x4(t)

x′3(t) = x1(t) − x2(t) − 2x3(t) + 5x4(t)

x′4(t) = x1(t) − 2x2(t) − 2x3(t) + 5x4(t)
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Řešeńı. Systém ma matici soustavy A =


−1 8 3 −10

0 2 0 −1

1 −1 −2 5

1 −2 −2 5

 Charakteristická rov-

nice matice soustavy je∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1− λ 8 3 −10

0 2− λ 0 −1
1 −1 −2− λ 5
1 −2 −2 5− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ4 − 4λ3 + 6λ2 − 4λ+ 1 = (λ− 1)4.

Hledáme vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ = 1, tj. řeš́ıme soustavu
−2 8 3 −10 0
0 1 0 −1 0
1 −1 −3 5 0
1 −2 −2 4 0

 ∼


1 −1 −3 5 0
0 1 0 −1 0
−2 8 3 −10 0
1 −2 −2 4 0

 ∼


1 −1 −3 5 0
0 1 0 −1 0
0 6 −3 0 0
0 −1 1 −1 0

 ∼


1 −1 −3 5 0
0 1 0 −1 0
0 0 −3 6 0
0 0 1 −2 0


Při úpravách jsme postupovali tak, že nejdř́ıve jsme vyměnili třet́ı řádek s prvńım, potom
jsme pomoćı tohoto prvńıho řádku vytvořili nuly pod diagonálou v prvńım sloupci tak,
že jsme dvojnásobek prvńıho řádku přičetli ke třet́ımu a prvńı řádek jsme odečetli od
čtvrtého. V daľśım kroku jsme pomoćı druhého řádku vytvořili nuly pod diagonálou ve
druhém sloupci tak, že jsme šestinásobek druhého řádku odečetli od třet́ıho řádku a druhý
řádek jsme přičetli ke čtvrtému řádku. Protože posledńı dva řádky jsou lineárně závislé
úpravy jsou u konce.

Protože hodnost charakteristické matice A − E je 3 existuje (až na násobek) jeden
charakteristický vektor v1 = (2, 1, 2, 1) a systém zobecněných vektor̊u je tvořen jedńım
řetězcem délky 4. Abychom určili zbývaj́ıćı vektory budeme třikrát řešit systém lineárńıch
rovnic se stejnou matićı soustavy a pouze jinou pravou stranou. Zápis zkrát́ıme tak, že
současně budeme zapisovat tři sloupce pravých stran:

−2 8 3 −10 2 3 2
0 1 0 −1 1 1 0
1 −1 −3 5 2 0 −1
1 −2 −2 4 1 0 −1

 ∼


1 −1 −3 5 2 0 −1
0 1 0 −1 1 1 0
−2 8 3 −10 2 3 2
1 −2 −2 4 1 0 −1

 ∼


1 −1 −3 5 2 0 −1
0 1 0 −1 1 1 0
0 6 −3 0 6 3 0
0 −1 1 −1 −1 0 0

 ∼


1 −1 −3 5 2 0 −1
0 1 0 −1 1 1 0
0 0 −3 6 0 −3 0
0 0 1 −2 0 1 0
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Pro prvńı sloupec dostáváme: v321 − 2v421 = 0, v221 − v421 = 1, v121 − v221 − 3v321 + 5v421 = 2.
Volbou v421 = 0 dostáváme vektor v21 = (3, 1, 0, 0)T , který je uveden ve druhém sloupci.
Pro druhý sloupec dostáváme: v331 − 2v431 = 1, v231 − v43 = 1, v131 − v231 − 3v331 + 5v431 = 0.
Volbou v431 = −1 dostáváme vektor v31 = (2, 0,−1,−1)T , jenž je s opačnými znaménky
uveden ve třet́ım sloupci. Pro třet́ı sloupec nalezneme řešeńı ve tvaru v41 = (−1, 0, 0, 0)T .
Nyńı sestav́ıme čtyři lineárně nezávislé vektorové funkce

2
1
2
1

 et,




3
1
0
0

+


2
1
2
1

 t

 et,




4
1
1
0

+


3
1
0
0

 t+


2
1
2
1

 t2

2

 et,



−1
0
0
0

+


4
1
1
0

 t+


3
1
0
0

 t2

2
+


2
1
2
1

 t3

6

 et,

Tedy obecné řešeńı systému 2.16 je dáno vektorovou funkćı:

(
2C1 + 3C2 + 4C3 − C4 + t(2C2 + 3C3 + 4C4) + t2

2
(2C3 + 3C4) + t3

3
C4)
)

et(
C1 + C2 + C3 + t(C2 + C3 + C4) + t2

2
(C3 + C4) + t3

6
C4

)
et(

2C1 + C3 + t(2C2 + C4) + t2C3 + t3

3
C4

)
et(

C1 + C2 t− C3 + t2

2
C3 − C4 t+ t3

6
C4

)
et



Př́ıklad 2.10. Pomoćı zobecněných vlastńıch vektor̊u nalezněte obecné řešeńı systém
lineárńıch diferenciálńıch rovnic:

x′1(t) = 2x1(t) + 5x2(t) + x3(t) − 5x4(t)

x′2(t) = 4x2(t) − x4(t)

x′3(t) = −x1(t) + 5x2(t) + 4x3(t) − 5x4(t)

x′4(t) = x2(t) + 2x4(t)

(2.17)

Řešeńı. Systém ma matici soustavy A =


2 5 1 −5

0 4 0 −1

−1 5 4 −5

0 1 0 2

 Charakteristická rovnice

matice soustavy je∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1− λ 5 1 −5

0 4− λ 0 −1
1 5 4− λ −5
0 1 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ4 − 12λ3 + 54λ2 − 108λ+ 81 = (λ− 3)4.
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Charakteristická matice soustavy odpov́ıdaj́ıćı jedinému vlastńımu č́ıslu λ = 3

C =


−1 5 1 −5
0 1 0 −1
−1 5 1 −5
0 1 0 −1


má zřejmě hodnost 2, nebot’ třet́ı řádek je stejný jako prvńı a čtvrtý řádek je stejný jako
druhý. To znamená, že matice A má dva charakteristické vektory odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu
č́ıslu λ = 3. Nav́ıc druhá mocnina C2 je nulová matice, která má hodnost 0, proto posloup-
nost nulit je ν0 = 0, ν1 = 4− 2, ν2 = 2− 0 a tomu odpov́ıdaj́ıćı charakteristiky matice A
jsou σ1 = ν1 − ν0 = 2, σ2 = ν2 − ν1 = 2. Tedy existuj́ı dva řetězce zobecněných vlastńıch
vektor̊u délky 2. Vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ = 3, tvoř́ı vektorový
prostor řešeńı dimenze 2 a jsou to řešeńı soustavy rovnic

−1 5 1 −5 0
0 1 0 −1 0
−1 5 1 −5 0
0 1 0 −1 0

 ∼ ( −1 0 1 0 0
0 1 0 −1 0

)
.

Bázi tohoto prostoru řešeńı můžeme volit v11 = (1, 0, 1, 0)T , v12 = (0, 1, 0, 1)T . Nyńı
nalezneme vektory v21 a v22, které jsou určeny vztahy Cv21 = v11 a Cv22 = v12. To
znamená, že řeš́ıme dvě soustavy rovnic:

−1 5 1 −5 1
0 1 0 −1 0
−1 5 1 −5 1
0 1 0 −1 0

 a


−1 5 1 −5 0
0 1 0 −1 1
−1 5 1 −5 0
0 1 0 −1 1

 .

Z těchto soustav urč́ıme např́ıklad vektory v21 = (−1, 1, 0, 1)T , v22 = (5, 2, 0, 1)T

Nyńı sestav́ıme čtyři lineárně nezávislé vektorové funkce
1
0
1
0

 e3t,



−1
1
0
1

+


1
0
1
0

 t

 e3t,


0
1
0
1

 e3t,




5
2
0
1

+


0
1
0
1

 t

 e3t.

Tedy obecné řešeńı systému 2.17 je dáno vektorovou funkćı:
(C1 − C2 + 5C4 + tC2) e3t

(C2 + C3 + 2C4 + tC4) e3t

(C1 + t C2) e3t

(C2 + C3 + C4 + tC4) e3t



V posledńıch dvou př́ıkladech jsme neměli problém s určeńım zobecněných vektor̊u
jako v předchoźım př́ıkladu. Tyto problémy se mohou vyskytnout až v daľśım př́ıkladě.
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Př́ıklad 2.11. Pomoćı zobecněných vlastńıch vektor̊u nalezněte obecné řešeńı systém
lineárńıch diferenciálńıch rovnic:

x′1(t) = 6x2(t) + 3x3(t) − 8x4(t)

x′2(t) = 2x2(t)

x′3(t) = x1(t) − 3x2(t) − 3x3(t) + 7x4(t)

x′4(t) = x1(t) − 3x2(t) − 2x3(t) + 5x4(t)

(2.18)

Řešeńı. Systém ma matici soustavy A =


0 6 3 −8

0 2 0 0

1 −3 −1 7

1 −3 −2 7

 Charakteristická rovnice

matice soustavy je∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 6 3 −8
0 2− λ 0 0
1 −3 −1− λ 7
1 −3 −2 7− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ4 − 8λ3 + 24λ2 − 32λ+ 16 = (λ− 2)4.

Charakteristická matice soustavy odpov́ıdaj́ıćı jedinému vlastńımu č́ıslu λ = 2

C =


−2 6 3 −8
0 0 0 0
1 −3 −3 7
1 −3 −2 5


má zřejmě hodnost 2. To znamená, že matice A má dva charakteristické vektory od-
pov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ = 2. Nyńı vypočteme mocniny charakteristické matice a
jejich hodnosti:

C2 =


−1 3 1 −3
0 0 0 0
2 −6 −2 6
1 −3 −1 3

 C3 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


Posloupnost hodnost́ı mocnin charakteristické matice je h0 = 4, h1 = 2, h2 = 1, h3 = 0,
tomu odpov́ıdaj́ıćı posloupnost nulit je ν0 = 0, ν1 = 2, ν2 = 3, ν4 = 0. Charakteristiky
matice jsou σ1 = 2, σ2 = 1, σ3 = 1. To znamená, že máme jeden vlastńı vektor a jeden
řetězec zobecněných vlastńıch vektor̊u délky 3. I v tomto př́ıpadě je třeba určit správný
vektor v11 takový, aby byl koncovým vektorem řetězce zobecněných vektor̊u délky 3.
Nejdř́ıve urč́ıme dva vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ = 2. Řeš́ıme soustavu
rovnic:

−2 6 3 −8 0
0 0 0 0 0
1 −3 −3 7 0
1 −3 −2 5 0

 ∼
 1 −3 −3 7 0

1 −3 −2 5 0
−2 6 3 −8 0

 ∼
 1 −3 −3 7 0

0 0 1 −2 0
0 0 −3 6 0
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Za bázi prostoru vlastńıch vektor̊u můžeme zvolit v1a = (2, 1, 2, 1) a v1b = (3, 1, 0, 0). Nyńı
budeme hledat koeficienty lineárńı kombinace αv1a + βv1b takové, že existuj́ı nenulové
vektory v31, v21 splňuj́ıćı

Cv21 = αv1a + βv1b a Cv31 = v21 ⇒ C2v31 = αv1a + βv1b.

To znamená, že následuj́ıćı systém rovnic má řešeńı:
−1 3 1 −3 2α + 3β
0 0 0 0 α + β
2 −6 −2 6 2α
1 −3 −1 3 α

 ∼

−1 3 1 −3 2α + 3β
0 0 0 0 α + β
0 0 0 0 6α + 6β
0 0 0 0 3α + 3β

 .

Upravený systém má řešeńı právě, když α = −β, např. α = 1 a β = −1, což dává vektor
v11 = (−1, 0, 2, 1)T . K tomuto vektoru postupně urč́ıme v21 a v31 jako řešeńı systémů se
stejnou matićı soustavy r̊uzným sloupcem pravých stran. Zápis řešeńı provedeme současně:

−2 6 3 −8 −1 −2
0 0 0 0 0 0
1 −3 −3 7 2 1
1 −3 −2 5 1 1

 ∼
 1 −3 −3 7 2 1

0 0 1 −2 −1 0
0 0 −3 6 3 0


Volbou v421 = 1 a v221 = 0 źıskáme vektor v21 = (−2, 0, 1, 1)T , což je druhý sloupec volbou
v431 = 1 a v231 = 0 źıskáme vektor v31 = (2, 0, 2, 1)T .

Nyńı sestav́ıme čtyři lineárně nezávislé vektorové funkce
2
1
2
1

 e2t,


−1
0
2
1

 e2t,



−2
0
1
1

+


−1
0
2
1

 t

 e2t




0
0
2
1

+


−2
0
1
1

 t+


−1
0
2
1

 t2

2

 e2t.

Tedy obecné řešeńı systému 2.17 je dáno vektorovou funkćı:
(

(2C1 − C2 − 2C3 − t(C3 + 2C4)− t2

2
C4

)
e2t

C1e
2t

(2C1 + 2C2 + C3 + 2C4 + t(2C3 + C4) + t2C4) e2t(
C1 + C2 + C3 + C4 + t(2C3 + C4) + t2

2
C4

)
e2t



2.4 Exponenciála matice

Tato metoda má poměrně jednoduchý algoritmus nalezeńı obecného řešeńı systému
lineárńıch rovnic s konstantńımi koeficienty. To je ovšem kompenzováno relativńı
pracnost́ı.
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2.4.1 Přehled základńıch pojmů

Tato metoda využ́ıvá méně častou definici charakteristického polynomu k matici soustavy:

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . .
an1 an2 . . . ann

 . p(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− a11 −a12 . . . −a1n
−a21 λ− a22 . . . −a2n
. . .
−an1 −an2 . . . λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Charakteristický polynom p(λ) zapsat ve schématickém tvaru skutečného polynomu:

p(λ) = λn + an−1λ
n−1 + an−2λ

n−2 + · · ·+ a1λ+ a0,

kde koeficienty an−1, an−2, . . . , a1, a0 jsou jednoznačně určeny determinantem. Často bývá
charakteristický polynom definován jako determinant det(A− λE) = 0, který lze pomoćı
p̊uvodńıho polynomu vyjádřit ve tvaru (−1)np(λ). Tento znaménkový rozd́ıl nemá vliv na
tvar a řešeńı tzv. charakteristické rovnici matice A, která má tvar p(λ) = 0.

Věta 2.12. Předpokládejme, že A je konstantńı n × n matice, jej́ı̌z charakteristický po-
lynom má tvar

p(λ) = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a1λ+ a0.

Předpokládejme dále, že y(t) je řešeńı počátečńı úlohy pro lineárńı homogenńı diferenciálńı
rovnici n-tého řádu se stejnými koeficienty:

y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a1y

′ + a0y = 0, (2.19)

y(0) = y′(0) = · · · = y(n−2) = 0, y(n−1)(0) = 1. (2.20)

Označme 
z1(t)
z2(t)

...
zn(t)

 =


a1 a2 · · · an−1 1
a2 a3 · · · 1 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
1 0 · · · 0 0




y(t)
y′(t)

...
y(n−1)(t)

 . (2.21)

Pak pro exponenciálu matice plat́ı vztah:

eAt = z1(t)I + z2(t)A+ · · ·+ zn(t)An−1.

2.4.2 Řešeńı typických př́ıklad̊u

Př́ıklad 2.13. Nalezněte exponenciálu matice matice A =

[
1 2
3 2

]
.

Řešeńı. Nejdř́ıve urč́ıme charakteristický polynom λ2 − 3λ − 4 a vlastńı č́ısla λ1 = −
−1, λ2 = 4. Odpov́ıdaj́ıćı pomocná diferenciálńı rovnice y′′−3y′−4 = 0 má obecné řešeńı
y = C1e

−t + C2e
4t.
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Z podmı́nek y(0) = 0, y′(0) = 1 urč́ıme konstanty C1, C2:

0 = y(0) = C1 + C2

1 = y′(0) = −C1 + 4C2

}
⇒ C1 = −1

5

C2 = 1
5

Dostáváme tak y(t) = 1
5
(−e−t+ e4t), y′(t) = 1

5
(e−t+ 4e4t). Dále urč́ıme funkce z1(t), z2(t):(

z1(t)
z2(t)

)
=

(
−3 1
1 0

)
1

5

(
−e−t + e4t

e−t + 4e4t

)
=

1

5

(
4e−t + e4t

−e−t + e4t

)

eAt =
4e−t + e4t

5

(
1 0
0 1

)
+
−e−t + e4t

5

(
1 2
3 2

)
=

1

5

(
3e−t + 2e4t −2e−t + 2e4t

−3e−t + 3e4t 2e−t + 3e4t

)

Př́ıklad 2.14. Nalezněte exponenciálu matice matice A =

[
1 2
−2 1

]
.

Řešeńı. Nejdř́ıve urč́ıme charakteristický polynom λ2 − 2λ+ 5 a vlastńı č́ısla
λ1,2 = 1 ± 2j. Odpov́ıdaj́ıćı pomocná diferenciálńı rovnice y′′ − 2y′ + 4 = 0 má obecné
řešeńı y = et(C1 cos 2t+ C2 sin 2t).
Z podmı́nek y(0) = 0, y′(0) = 1 urč́ıme konstanty C1, C2:

0 = y(0) = C1

1 = y′(0) = C1 + 2C2

}
⇒ C1 = 0

C2 = 1
2

Dostáváme tak y(t) = 1
2
et sin 2t, y′(t) = 1

2
et(2 cos 2t + sin 2t). Dále urč́ıme funkce z1(t),

z2(t):(
z1(t)
z2(t)

)
=

(
−2 1
1 0

)
1

2

(
et sin 2t

et(2 cos 2t+ sin 2t)

)
=

1

2

(
et(2 cos 2t− sin 2t)

et sin 2t

)

eAt =
et

2
(2 cos 2t− sin 2t)

(
1 0
0 1

)
+
et

2
sin 2t

(
1 2
−2 1

)
= et

(
cos 2t sin 2t
− sin 2t cos 2t

)
.

Př́ıklad 2.15. Nalezněte exponenciálu matice matice A =

[
1 1
−1 3

]
.

Řešeńı. Nejdř́ıve urč́ıme charakteristický polynom λ2 − 4λ + 4 a vlastńı č́ısla λ1,2 = 2.
Odpov́ıdaj́ıćı pomocná diferenciálńı rovnice y′′−4y′+4 = 0 má obecné řešeńı y = e2t(C1+
+ C2t).
Z podmı́nek y(0) = 0, y′(0) = 1 urč́ıme konstanty C1, C2:

0 = y(0) = C1

1 = y′(0) = 2C1 + C2

}
⇒ C1 = 0

C2 = 1

Dostáváme tak y(t) = e2tt, y′(t) = e2t(2t+ 1). Dále urč́ıme funkce z1(t), z2(t):(
z1(t)
z2(t)

)
=

(
−4 1
1 0

)(
e2tt

e2t(2t+ 1)

)
=

(
e2t(1− 2t)

e2tt

)
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eAt = e2t(1− 2t)

(
1 0
0 1

)
+ e2tt

(
1 1
−1 3

)
= et

(
1− t t
−t 1 + t

)
.

Př́ıklad 2.16. Nalezněte obecné řešeńı systému lineárńıch diferenciálńıch rovnic:

y′1 = y1 + 2y2 + 2 − 5t
y′2 = 3y1 + 2y2 + 5 − 7t

Řešeńı. Matice soustavy je konstantńı A =

[
1 2

3 2

]
a

[
2− 5 t

5− 7 t

]
= b(t) je pravá strana

soustavy.
V př́ıkladě 2.13 jsme určili exponenciálu matice A ve tvaru

etA =
1

5

[
3 e−t + 2 e4 t 2 e4 t − 2 e−t

3 e4 t − 3 e−t 2 e−t + 3 e4 t

]
.

Nyńı urč́ıme integrál ze vzorce

y(t) = e(t−t0)Ay0 +

∫ t

t0

e(t−s)Ab(s)ds,

kde voĺıme t0 = 0:∫ t

0

e(t−s)Ab(s)d s =
1

5

∫ t

0

[
−4 e−t+s − 1 e−t+ss+ 14 e4 t−4 s − 24 e4 t−4 ss

21 e4 t−4 s − 36 e4 t−4 ss+ 4 e−t+s + e−t+ss

]
ds =

1

5

[ ∫ t
0
−4 e−t+s − 1 e−t+ss+ 14 e4 t−4 s − 24 e4 t−4 ss ds∫ t
0
21 e4 t−4 s − 36 e4 t−4 ss+ 4 e−t+s + e−t+ss ds

]
=

[
3
5
e−t + 2

5
e4 t + t− 1

3
5
e4 t − 3

5
e−t + 2 t

]

Nyńı dosad́ıme za vektor počátečńıch hodnot vektor C = [C1, C2] a celkově dostáváme
řešeńı:[

y1(t)
y2(t)

]
=
C1

5

[
3 e−t + 2 e4 t

3 e4 t − 3 e−t

]
+
C2

5

[
2 e4 t − 2 e−t

2 e−t + 3 e4 t

]
+

[
3
5
e−t + 2

5
e4 t + t− 1

3
5
e4 t − 3

5
e−t + 2 t

]
.

2.5 Př́ıklady pro samostatnou práci

Př́ıklad S 2.1. Určete obecná řešeńı sytému dvou diferenciálńıch rovnic 1. řádu, kde a
je přirozené č́ıslo:

a)
x′1 (t) = (2− a)x1(t) + x2(t) + cos(t) + (a− 2) sin(t)
x′2 (t) = −a(a+ 1)x1(t) + (a+ 3)x2(t) + (a+ 1) sin(t)
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b)
x′1 (t) = (a+ 2)x1 (t) − a2x2 (t) + e2ta(a− 1)
x′2 (t) = x1 (t) + (2− a)x2 (t) + e2t(a− 1)

c)
x′1 (t) = (a− 2)x1 (t) + 4x2 (t) − et(a− 7)
x′2 (t) = −x1 (t) + (a+ 2)x2 (t) + et(a+ 2)

d)
x′1 (t) = (a2 + 1)x1 (t) − (a2 + a)x2 (t) − et(a2 + a)
x′2 (t) = (a2 − a)x1 (t) − (a2 − 2)x2 (t) − et(a2 − 1)

e)
x′1 (t) = (a+ 2)x1 (t) + 5x2 (t) + 1− t(a− 3)
x′2(t) = −x1 (t) + (a− 2)x2 (t) − 1 + t(a2 − 1)

f)
x′1 (t) = 4a x1 (t) + 10a x2 (t) + et(6a+ 1)
x′2(t) = −a x1 (t) − 2a x2 (t) − et(a+ 1)

Př́ıklad S 2.2. Určete obecná řešeńı homogenńıho sytému tř́ı diferenciálńıch rovnic 1.
řádu, kde a je přirozené č́ıslo:

a)
x′1 (t) = 4x1(t) + (a− 2)x2(t) − a x3(t)
x′2 (t) = (4− a)x1(t) + (2a− 2)x2(t) − a x3(t)
x′3 (t) = x1(t) + (a− 2)x2(t) − (a− 3)x3(t)

b)
x′1 (t) = (a+ 3)x1(t) − x2(t) − a x3(t)
x′2 (t) = (a+ 2)x1(t) − a x3(t)
x′3 (t) = a x1(t) − x2(t) − (a− 3)x3(t)

c)
x′1 (t) = 7 x1(t) + (a− 4)x2(t) − (a+ 1)x3(t)
x′2 (t) = (10− a)x1(t) + (2a− 5)x2(t) − (a+ 3)x3(t)
x′3 (t) = (5− a)x1(t) + (a− 3)x2(t)

d)
x′1 (t) = (13− 6a)x1(t) + (2a− 8)x2(t) − (6a− 8)x3(t)
x′2 (t) = −5ax1(t) + (1 + 2a)x2(t) − 5a x3(t)
x′3 (t) = (12− 4a)x1(t) + (a− 8)x2(t) + (4a− 7)x3(t)

e)
x′1 (t) = 3a x1(t) + (a− 4)x2(t) − (3a− 4)x3(t)
x′2 (t) = ax1(t) + x2(t) + (1− a)x3(t)
x′3 (t) = (3a− 1)x1(t) + (a− 3)x2(t) + (5− 3a)x3(t)

f)
x′1 (t) = −a x1(t) + 2x2(t) + a x3(t)
x′2 (t) = −(a+ 4)x1(t) + 5x2(t) + (a+ 1)x3(t)
x′3 (t) = −(a+ 3)x1(t) + 2x2(t) + (a+ 3)x3(t)

Př́ıklad S 2.3. Určete obecná řešeńı homogenńıho sytému čtyř diferenciálńıch rovnic 1.
řádu, kde a je přirozené č́ıslo:
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a)

x′1 (t) = (a+ 1)x1(t) + (a+ 2)x2(t) + x3(t) − (a+ 1)x4(t)
x′2 (t) = (a− 1)x1(t) + (a+ 1)x2(t) − x3(t) − a x4(t)
x′3 (t) = (a− 1)x1(t) + (a+ 1)x2(t) + 2x3(t) − a x4(t)
x′4 (t) = (2a− 1)x1(t) + 2(a+ 1)x2(t) + 2x3(t) − 2a x4(t)

b)

x′1 (t) = (2a− 1)x1(t) + 2x2(t) − x3(t) − (1− 2a)x4(t)
x′2 (t) = 3(a− 1)x1(t) + x2(t) − (2a− 1)x3(t) − (a− 1)x4(t)
x′3 (t) = (2a− 3)x1(t) + 2x2(t) − x3(t) − (2a− 3)x4(t)
x′4 (t) = (2a+ 1x1(t) + 2x2(t) − 3x3(t) − (2a− 1)x4(t)

Př́ıklad S 2.4. Určete exponenciálu čtvercové matice řádu 2, kde a je přirozené č́ıslo:

a)

(
2− a a

−a− 1 a+ 3

)
b)

(
a+ 2 + a2 −a2

a2 + 2 a+ 1 −a2 − a+ 2

)

c)

(
a+ 5 −4

6 a− 5

)
d)

(
a− 1 1

−1 a+ 1

)

e)

(
2− a a2 + 1

−1 a+ 2

)
f)

(
−7 a 5 a

−10 a 7 a

)

Př́ıklad S 2.5. Určete exponenciálu čtvercové matice řádu 3, kde a je přirozené č́ıslo:

a)


−4 a− 1 4 a −4 a+ 6

−7 a− 7 7 a+ 3 −7 a+ 11

−3 a− 3 3 a −3 a+ 8

 b)


−3 a− 1 3 a −3 a+ 6

−6 a− 6 6 a+ 2 −6 a+ 12

−3 a− 3 3 a −3 a+ 8



Výsledky

2.1
a) Řešeńı má tvar:

x1(t) = e2 tC1 + e3 tC2 + sin (t) x2(t) = ae2 tC1 + e3 tC2 (a+ 1)

b) Řešeńı má tvar:

x1(t) = e2 t(C1a+ (at+ 1)C2 − a+ 1) x2(t) = e2t(C1 + C2 t)

c) Řešeńı má tvar:

x1(t) = ea t(C1 t+ C2 ) + et x2(t) =
1

4
ea t (C1 (2 t+ 1) + C2 )− et
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d) Řešeńı má tvar:

x1(t) = (a+ 1) etC1 + a e2tC2 x2(t) = a etC1 + (a− 1) e2 tC22− et

e) Řešeńı má tvar:

x1(t) = 5 C1 et a cos t− 5 C2 et a sin t+ t

x2(t) = −C1 et a (2 cos t) + sin t)− C2 et a (−2 sin t+ cos t)− t

f) Řešeńı má tvar:

x1(t) = ea t(C1 (−3 cos(a t) + sin(a t))− C2 (cos(a t) + 3 sin(a t))) + et

x2(t) = ea t(C1 cos(a t) + C2 sin(a t))− et

2.2 Řešeńı může mı́t tvar:

a)
x1(t) = C1 e2 t + C2 ea t + aC3 e3 t

x2(t) = C1 e2 t + 2C2 ea t + aC3 e3 t

x3(t) = C1 e2 t + C2 ea t + (a− 1)C3 e3 t
b)

x1(t) = C1 et + C2 e2 t + aC3 e3 t

x2(t) = 2C1 et + C2 e2 t + aC3 e3 t

x3(t) = C1 et + C2 e2 t + (a− 1)C3 e3 t

c)
x1(t) = C1 e2 t + C2 ea t(3 cos t− sin t) − C3 ea t(cos t+ 3 sin t)
x2(t) = C1 e2 t + C2 ea t(5 cos t− sin t) − C3 ea t(cos t+ 5 sin t)
x3(t) = C1 e2 t + C2 ea t2 cos t − 2C3 ea t sin t

d)
x1(t) = C1 e5 t + C2 et(6 cos a t− 2 sin a t) − C3 et(2 cos a t+ 6 sin a t)
x2(t) = C2 et5 cos a t − C3 et sin a t
x3(t) = C1 e5 t + C2 et2(4 cos a t− 3 sin a t − 2C3 et(3 cos a t+ 4 sin a t)

e)

x1(t) = e2 t(C1 2a(a+ 1) + C2 2(a(a+ 1)t− a2 + a+ 2)+
C3 (t2a(a+ 1) + t 2(−a2 + a− 2)− 2))

x2(t) = e2 t(C1 2(a+ 1) + C2 2t(a+ 1) + C3 (t2a− 2a)

x3(t) = e2 t(C1 2(a+ 1)2 + C2 (a+ 1)(t(a+ 1) + 1− a)+
C3 (a+ 1)(t2(a+ 1) + 2 t(1− a)))

f)
x1(t) = C1 e2 t + 4 C2 e3 t + 4C3 te

3 t

x2(t) = C1 e2 t + 6 C2 e3 t + C3 (6t+ 2− a)e3 t

x3(t) = C1 e2 t + 4 C2 e3 t + 2C3 (2t+ 1)e3 t

2.3 Řešeńı může mı́t tvar:

a)

x1(t) = etC1 (t3 − 6t+ 6− 6a) + C2 2(t2 − 1) + C3 t + C4

x2(t) = etC13 (t2 − 2t+ 2) + 6 C2 2 + C3

x3(t) = etC1 t
3 + C2 t

2 + C3 t + C4

x4(t) = etC1 (t3 + 3t2 − 12t− 6a− 18) + C2 (t2 + 2t− 4) + C3 (t+ 1) + C4
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b)

x1(t) = C1 cos t + C2 2 sin t
C3 ( 5 cos 2t− 3 sin 2t) + C4 (5 sin 2t+ 3 cos 2t

x2(t) = C1 (cos t− sin t) + C2 (cos t+ sin t)
C3 (3a− 2)( 4 cos 2t+ sin 2t) + C4 (3a− 2)( 4 sin 2t− cos 2t)

x3(t) = C12 cos t + C22 sin t
C3 (2 cos 2t+ 9 sin 2t) + C4 (2 sin 2t+ cos 2t)

x4(t) = C1 cos t + C22 sin t
C317 cos 2t + C417 sin 2t

2.4 Exponenciála má tvar

a)

(
(a+ 1) e2 t − ae3 t −a (−e3 t + e2 t)

(a+ 1) (−e3 t + e2 t) (a+ 1)e3 t − ae2 t

)

b)

(
e2 t (1 + ta2 + ta) −te2 ta2

te2 t (a+ 1)2 −e2 t (−1 + ta2 + ta)

)

c)

(
−2 e(a−1)t + 3 e(a+1)t −2 e(a+1)t + 2 e(a−1)t

3 e(a+1)t − 3 e(a−1)t 3 e(a−1)t − 2 e(a+1)t

)

d)

(
−eta (−1 + t) teta

−teta eta (1 + t)

)

e)

(
e2 t (cos (t)− a sin (t)) e2 t sin (t) (a2 + 1)

−e2 t sin (t) e2 t (cos (t) + a sin (t))

)

f)

(
cos (ta)− 7 sin (ta) 5 sin (ta)

−10 sin (ta) cos (ta) + 7 sin (ta)

)

2.5 Exponenciála má tvar
a)

(2 a+ 2)e2 t − (a+ 1) e5 t − ae3 t −a (−e5 t − e3 t + 2 e2 t) (2 a− 2)e2 t − ae3 t − (a− 2)e5 t

(a+ 1) (−e3 t − 2 e5 t + 3 e2 t) 2 ae5 t + (a+ 1)e3 t − 3 ae2 t (3 a− 3)e2 t − (a+ 1)e3 t − (2 a− 4)e5 t

(a+ 1) (−e5 t + e2 t) −a (−e5 t + e2 t) −ae5 t + ae2 t − e2 t + 2 e5 t



b)


2 e2 t − e5 t − ae5 t + ae2 t −a (−e5 t + e2 t) (a− 2) (−e5 t + e2 t)

2 (a+ 1) (−e5 t + e2 t) e2 t + 2 ae5 t − 2 ae2 t 2 (a− 2) (−e5 t + e2 t)

(a+ 1) (−e5 t + e2 t) −a (−e5 t + e2 t) −ae5 t + ae2 t − e2 t + 2 e5 t
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3 Stabilita lineárńı rovnic a jejich
systémů

Necht’ má matice soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu s komplexńımi
koeficienty charakteristická č́ısla, které maj́ı záporné reálné části, pak triviálńı řešeńı
daného systému je stejnoměrně asymptoticky stabilńı. Existuje-li charakteristické č́ıslo
této matice s kladnou reálnou část́ı, pak triviálńı řešeńı je nestabilńı. Protože charakte-
ristická č́ısla matice jsou kořeny charakteristického polynomu

det(A− λI) = a0 + a1λ+ · · ·+ an−1λ
n−1 + anλ

n ,

budou nás zaj́ımat polynomy, jejichž všechny nulové body maj́ı záporné reálné části. Ta-
kové polynomy se nazývaj́ı hurwitzovské polynomy a př́ıslušné kritérium Hurwitzovo
kritérium.

3.1 Hurwitzovo kritérium

Necht’ je dán polynom

f(z) = a0 + a1z + · · ·+ an−1z
n−1 + anz

n , n ≥ 1, a0 > 0, an 6= 0 (3.1)

s reálnými koeficienty. Hurwitzovou matićı polynomu (3.1) nazýváme matici
a1 a0 0 0 · · · 0
a3 a2 a1 a0 · · · 0
...

...
a2n−1 a2n−2 a2n−3 a2n−4 · · · an

 , (3.2)

kde klademe as = 0 pro s < 0 a s > n. Plat́ı toto tvrzeńı:

Všechny nulové body polynomu (3.1) maj́ı záporné reálné části právě tehdy, když
determinanty ∆1,∆2, . . . ,∆n jsou kladné, přičemž

∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a0 0 0 · · · 0
a3 a2 a1 a0 · · · 0
a5 a4 a3 a2 · · · 0
...

...
a2k−1 a2k−2 a2k−3 a2k−4 · · · ak

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, k = 1, . . . , n .
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Maj́ı-li všechny nulové body polynomu (3.1) záporné reálné části, muśı být všechny jeho
koeficienty aj, j = 0, . . . , n, kladné. Pro kvadratický polynom f(z) = a0 + a1z + a2z

2

plat́ı, že je hurwitzovský právě tehdy, když a0 > 0, a1 > 0, a2 > 0. Pro polynomy vyšš́ıch
stupň̊u je tato podmı́nka pouze nutná.

3.1.1 Řešeńı typických př́ıklad̊u

Př́ıklad 3.1. Zjistěte, zda polynom

f(z) = z4 + 3z3 + 7z2 + 2z + 3

je hurwitzovský.

Řešeńı. Všechny koeficienty polynomu f jsou kladné, takže tento polynom může být
hurwitzovský. Použijeme Hurwitzovo kritérium:

a0 = 3, a1 = 2, a2 = 7, a3 = 3, a4 = 1, tedy

∆1 = a1 = 2 > 0, ∆2 =

∣∣∣∣a1 a0
a3 a2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2 3
3 7

∣∣∣∣ = 5 > 0

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
a1 a0 0
a3 a2 a1
a5 a4 a3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
2 3 0
3 7 2
0 1 3

∣∣∣∣∣∣ = 11 > 0

∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a0 0 0
a3 a2 a1 a0
a5 a4 a3 a2
a7 a6 a5 a4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 0 0
3 7 2 3
0 1 3 7
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 ·∆3 = 11 > 0 .

Podmı́nky Hurwitzova kritéria jsou splněny, takže polynom je hurwitzovský.

Př́ıklad 3.2. Zjistěte, zda polynom

f(z) = 100z4 + 580z3 + 1281z2 + 2206z + 4010

je hurwitzovský.

Řešeńı. Všechny koeficienty polynomu f jsou kladné, takže tento polynom může být
hurwitzovský. Použijeme Hurwitzovo kritérium:

a0 = 4010, a1 = 2206, a2 = 1281, a3 = 580, a4 = 100, tedy

∆1 = a1 = 2206 > 0, ∆2 =

∣∣∣∣a1 a0
a3 a2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2206 4010
580 1281

∣∣∣∣ = 1633862194 > 0

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
a1 a0 0
a3 a2 a1
a5 a4 a3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
2206 4010 0
580 1281 2
0 100 580

∣∣∣∣∣∣ = −19659372000 < 0

Podmı́nky Hurwitzova kritéria nejsou splněny, takže polynom neńı hurwitzovský.
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Př́ıklad 3.3. Zjistěte pro jaká α je polynom

f(z) = z4 + 8z3 + 27z2 + αz + 50

hurwitzovský.

Řešeńı. Všechny koeficienty polynomu f jsou kladné, takže tento polynom může být
hurwitzovský. Použijeme Hurwitzovo kritérium:

a0 = 50, a1 = α, a2 = 27, a3 = 8, a4 = 1, tedy

∆1 = a1 = α > 0,

∆2 =

∣∣∣∣a1 a0
a3 a2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ α 50

8 27

∣∣∣∣∣ = 27α− 400 > 0⇒ α >
400

27
.
= 14.81481481

∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
α 50 0

8 27 α

0 1 8

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2216α− α2 − 3200 = −(α− 16)(α− 200) > 0

Podmı́nky Hurwitzova kritéria jsou splněny pro α ∈ (16, 200), pro něž je polynom
hurwitzovský.

Př́ıklad 3.4. Rozhodněte o stabilitě systému lineárńıch diferenciálńıch rovnic s kon-
stantńımi koeficienty x′(t) = Ax(t) kde je

A =


−8 9 18 41

−1 2 −2 1

−12 16 21 52

4 −6 −6 −17

 .

Řešeńı. Nejdř́ıve spočteme charakteristický polynom:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−8− λ 9 18 41

−1 2− λ −2 1

−12 16 21− λ 52

4 −6 −6 −17− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ4 + 2λ3 + 14λ2 + 58λ+ 85.

Všechny koeficienty charakteristického polynomu jsou kladné, takže tento polynom
může být hurwitzovský. Použijeme Hurwitzovo kritérium:

a0 = 85, a1 = 58, a2 = 14, a3 = 2, a4 = 1, tedy

∆1 = a1 = 58 > 0, ∆2 =

∣∣∣∣a1 a0
a3 a2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 58 85

2 14

∣∣∣∣∣ = 642
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∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
58 85 0

2 14 58

0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −2080 < 0

Podmı́nky Hurwitzova kritéria nejsou splněny a polynom neńı hurwitzovský, systém
je asymptoticky nestabilńı.

3.1.2 Michajlovovo kritérium

Uvažujme polynom,který nemá kořeny lež́ıćı na imaginárńı ose, zapsán ve tvaru:

P (z) = an(z − z1)(z − z2) · · · (z − zn) . (3.3)

Po dosazeńı z = jω do (3.3) dostáváme

P (jω) = an(jω)n + · · ·+ ai(jω)+ · · ·+ a0 = u(ω) + j v(ω) ,

kde jsou polynomy u(ω) a v(jω) definovány:

u(ω) = a0 − a2ω2 + a4ω
4 − · · · v(ω) = a1ω − a3ω3 + a5ω

5 − · · · .

Hodograf komplexńı křivky w = P (jω) = u(ω) + jv(ω) skalárńıho argumentu ω se
nazývá Michajlovova křivka.

Michajlovovo kritérium. Polynom (3.3) je Hurwitz̊uv, jestliže Michajlovova křivka
pro ω ∈ 〈0,∞) neprocháźı počátkem a plat́ı ϕ = n · π

2
.

Úhel ϕ obvykle stanov́ıme z orientačńıho pr̊uběhu křivky, který stanov́ıme pomoćı
pr̊useč́ık̊u této křivky se souřadnými osami u, v v rovině uv a stanov́ıme tak kolika kvad-
ranty křivka procháźı. To předpokládá nalezeńı kořen̊u polynomů u(ω), v(ω). To jsou
ovšem polynomy, které po vhodné substituci ω2 = t přejdou v polynomy s polovičńım
stupněm jako polynom p̊uvodńı. Na obrázku 3.1 jsou zobrazeny typické Michajlovovy
křivky pro polynomy stupň̊u n = 1, 2, 3, 4, 5 v př́ıpadě, že všechny kořeny maj́ı zápornou
reálnou část.

Př́ıklad 3.5. Michajlovovým kritériem rozhodněte zda je zadaný polynom Hurwitzovský:

P (x) = x4 + 2x3 + 3x2 + 2x+ 1

Řešeńı. Po dosazeni x = jω do daného plat́ı:

P (jω) = ω4 − 2jω3 − 3ω2 + 2jω + 1 ,

u(ω) = ω4 − 3ω2 + 1

v(ω) = −2ω3 + 2ω = 2ω(1− ω2) = 2ω(1− ω)(1 + ω) .

Pro kladné ω maj́ı polynomy u(ω a v(ω) kořeny:

u(ω) = 0 ⇔ ω4 − 3ω2 + 1 = 0 ⇒ ω1 =
√

3−
√
5

2
, ω2 =

√
3+
√
5

2

v(ω) = 0 ⇔ 2ω(1− ω)(1 + ω) = 0 ⇒ ω3 = 0 , ω4 = 1 .
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v

u

n=5

n=4

n=3

n=2

n=1

na

Obr. 3.1: Michajlovovy křivky pro n = 1, 2, 3, 4, 5.

Sestavme tabulku hodnot u = u(ω), v = v(ω) pro vypočtené hodnoty parametru ω, a to
vzestupně vzhledem k ω:

ω 0
√

3−
√
5

2
1

√
3+
√
5

2
∞

u 1 0 −1 0 +
v 0 + 0 − −

K pr̊uběhu Michajlovovy křivky nám stač́ı určit pouze znaménka funkčńıch hodnot
včetně př́ıpadu, kdy ω →∞. Jelikož lim

ω→∞
v
u

= 0, pr̊uběh Michajlovovy křivky lze znázornit

následovně:
Tedy pro ω ∈ 〈0,∞) se vektor P (jω) otoč́ı o úhel ϕ = 2π. Aby polynom P (λ) byl dle

Michajlovova kritéria hurwitzovský, muśı v našem př́ıpadě platit ϕ = 4 · π
2

= 2π, což je
splněno. Odtud plyne, že vyšetřovaný systém je asymptoticky stabilńı.

Př́ıklad 3.6. Michajlovovým kritériem rozhodněte o stabilitě systému

x′1 = x2

x′2 = x3

x′3 = x4

x′4 = −x1 − 2x2 − 3x3 − 2x4 .

Řešeńı. Nejdř́ıve urč́ıme charakteristickou rovnici z matice soustavy:
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−1 −2 −2 −2

⇒ P (λ) = det


−λ 1 0 0

0 −λ 1 0

0 0 −λ 1

−1 −2 −2 −λ− 2

 = λ4+2λ3+3λ2+2λ+1.
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–1 1

v

u

Obr. 3.2: Michajlovova křivka k př́ıkladu 3.6

Tento polynom je studován v předchoźım př́ıkladu, kde bylo ukázáno, že polynom je
Hurwitzovký, dostáváme závěr, že zadaný systém je asymptoticky stabilńı.

3.2 Př́ıklady pro samostatnou práci

Př́ıklad S 3.1. Rozhodněte, které polynomy jsou Hurwitzovské, kde a je přirozené č́ıslo:

a) p(x) = 2 a2 + 8 +
(
2 a2 + 8 + 4 a

)
x +

(
a2 + 6 + 4 a

)
x2 + (2 a+ 2)x3 + x4a

b) p(x) = a2+9 a3+4+36 a+
(
16 a2 + 2 a− 8

)
x+
(
a2 + 5 + 5 a

)
x2+(2 a− 2)x3+x4n

c) p(x) = 2 a2 + 2 +
(
4 a+ 2 a2 + 2

)
x +

(
4 a+ 3 + a2

)
x2 + (2 a+ 2)x3 + x4a

d) p(x) = 2 a2 + 8 +
(
4 a2 + 16 + 4 a

)
x +

(
4 a2 + 18 + 8 a

)
x2 + (8 a+ 4)x3 + 4x4a

e) p(x) =
(
a2 + 4

)
(1 + 16 a) +

((
a2 + 4

)
(1 + 16 a)− 2 a2 − 8 + 2 a (1 + 16 a)

)
x

+
(
−a2 − 3 + 2 a (1 + 16 a) + 12 a

)
x2 +

(
a2 + 3 + 14 a

)
x3 + (2 a− 1)x4 + x5n

f) p(x) =
(
a2 + 4

)
(1 + 16 a) +

((
a2 + 4

)
(1 + 16 a) + 2 a2 + 8 + 2 a (1 + 16 a)

)
x

+
(
3 a2 + 13 + 2 a (1 + 16 a) + 20 a

)
x2 +

(
a2 + 7 + 22 a

)
x3 + (2 a+ 3)x4 + x5a



48 Stabilita lineárńı rovnic a jejich systémů

Př́ıklad S 3.2. Rozhodněte o stabilitě systému lineárńıch diferenciálńıch rovnic prvńıho
řádu x′ = Ax s matićı A , kde a je přirozené č́ıslo:

a) A =


3− 5 a 30 a −6 + 90 a

−3− 5 a 1− 25 a 9− 50 a

1 10 a 25 a− 2



b) A =


−30 + 10 a 15 + 15 a 105 + 15 a

30− 15 a −20− 15 a −120

−10 + 5 a 5 + 5 a 35



c) A =


−3 a 2 a 5 a− 1 10 a− 2

a+ 1 −1− 2 a −5 a− 1 −10 a− 2

2− 4 a 4 a− 2 4 a− 5 10 a− 10

a− 1 −a+ 1 2 −a+ 4



d) A =


−3 a− 2 2 a+ 5 5 a+ 8 10 a+ 21

a− 3 −2 a+ 6 −5 a+ 8 −10 a+ 21

−4 a− 4 4 a+ 8 4 a+ 13 10 a+ 32

a+ 2 −a− 4 −6 −a− 15


Př́ıklad S 3.3. Rozhodněte, pro které hodnoty parametru p je daný polynom Hurwit-
zoský, kde a je přirozené č́ıslo:

17 a2 + 17 + p x+
(
4 a+ 18 + a2

)
x2 + (2 a+ 2)x3 + x4

Výsledky

3.1
a) je Hurwitzovský b) neńı Hurwitzovský

c) je Hurwitzovský d) je Hurwitzovský

a) neńı Hurwitzovský b) je Hurwitzovský

3.2
a) charakteristický polynom

5 a+ 125 a3 +
(
1 + 25 a2 − 10 a

)
λ+ (−2 + 5 a)λ2 + λ3

neńı Hurwitzovský, proto je systém asymptoticky nestabilńı.
b) charakteristický polynom

250 a+ (75 a+ 50)λ+ (5 a+ 15)λ2 + λ3
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je Hurwitzovský, proto je systém asymptoticky stabilńı.
c) charakteristický polynom

a2 + 4 a4 +
(
2 a+ 8 a3 + 2 a2

)
λ+

(
4 a+ 5 a2 + 1

)
λ2 + (2 a+ 2)λ3 + λ4

je Hurwitzovský, proto je systém asymptoticky stabilńı.
d) charakteristický polynom

51 + 5 a2 + 4 a4 +
(
2 a+ 8 a3 − 2 a2 − 2

)
λ+

(
−4 a+ 5 a2 + 2

)
λ2 + (2 a− 2)λ3 + λ4

neńı Hurwitzovský, proto je systém asymptoticky nestabilńı.
3.3
Polynom je Hurwitzovský pro(

a2 + 4 a+ 18−
√
a4 + 8 a3 + 52 a2 + 144 a+ 256

)
(a+ 1)

< p <(
a2 + 4 a+ 18 +

√
a4 + 8 a3 + 52 a2 + 144 a+ 256

)
(a+ 1)
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