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Predmluva

Tento ucebni text je uréen pro posluchace prvniho semestru magisterského studia na
Fakulté elektrotechniky a komunikaénich technologii Vysokého uceni technického v Brneé.
Jeho cilem je poskytnout studentum dostateény prostor pro procvicovani zakladnich po-
stupu pri feSeni obyc¢ejnych diferencialnich rovnic v rozsahu, ktery odpovida tematickému
zaméfeni predmétu diferencialni rovnice a jejich pouziti v elektrotechnice. Jeho prednosti
je, ze poskytuje dostatecny pocet zadani pro samostatnou praci. Jedna se o shirku, ktera
je strukturovana tak, ze jednotlivé tematické celky tvori jednu kapitolu. V jejim tvodu
jsou strucné uvedeny zakladni pojmy a postupy. Ty jsou konkretizovany v ¢asti nazyvané
reSeni typickych prikladu. Na zavér kazdé kapitoly jsou uvedeny piiklady pro samostat-
nou praci. Tyto ptiklady obsahuji ve svém zadani parametry za néz si student dosazuje
konkrétni cisla dle pokynu v daném zadani. Cilem je vytvofit dostatecny pocet zadani
moznost provést diskusi feSeni téchto prikladu v zavislosti na volbé parametru, coz je
obvykle tiloha vyssi narocnosti nez pouha aplikace postupu pro jeden konkrétni parametr.



1 Diferencialni rovnice 1. radu

1.1 Exaktni rovnice a integracni faktor

Exaktni rovnice souvisi s totalnim diferencidlem funkce vice proménnych

d f(z,y) = fo(z,y)de + f(z,y) dy

1.1.1 Prehled zakladnich pojmtu

Diferencidlni rovnice
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 (1.1)

se nazyva exaktni diferencialni rovnice, jestlize vyraz na jeji levé strané je totdlnim
diferencidlem ngjaké funkce f(z,y) v néjaké oblasti Q C R2 Funkci f(x,y) nazyvame
kmenovou funkci. Vyraz M (x,y)dz+N(x,y) dy je totdlnim diferencidlem néjaké funkce
f(z,y) prave tehdy, kdyz v uvedené oblasti plati

OM (z,vy) _ ON(z,y) .

1.2
dy ox (12)

Potom je teseni této rovnice dano implicitné rovnici
flz,y)=C. (1.3)

Hleddme funkci f(x,y), pro kterou plati g—f = M(z,y) a g—f = N(z,y). Integraci funkce
@ Y

M (z,y) podle  muzeme (y pfitom povazujeme za konstantu) f najit:

fx,y) = /M(fv,y) dz + g(y),

kde g(y) je funkce zavisla pouze na y, kterd zde hraje roli integracni konstanty. Tuto
ur¢ime z rovnosti ze derivaci f podle y. To znamena, ze

7.2 ( [ ar g(y)) — 5 [ M) da+ ) = NGy

Odtud dostaneme rovnici

9'(y) ZN(:IJ,y)—(%/M(Ly)dx?
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ze které uréime funkci g integraci podle y a tak je nalezena kmenova funkce f. Cely
postup hledéni f lze provést i v opacném poradi. Piipadné muzeme funkci f urcit jako
jakési mnozinové sjednoceni integralu

flag) = [ M)z [ Ny
¢imz je minén soucet kde je kazda funkce napsana pouze jednou.
Priklad 1.1. Najdéte obecné teseni diferencialni rovnice
(v* + 2z)dx + 2(x + 1)y dy = 0.

Reseni. Ovétrime, ze zadana rovnice je exaktni.

8y2—|—2x_2 02+ 1)y
oy YT or
Existuje proto funkce f, pro niz plati
af _ of
5 Y +2zr a 9 (x+ 1)y

Integraci prvniho vztahu podle x dostavame

flz,y) =y’ +2° + g(y).

Funkci g(y) uréime z rovnosti parcidlnich derivaci podle y:

0
5—y(90y2 +2%y+g(y) =22y +g'(y) =2+ l)y = Jy =2y = gy =y"
Kmenové funkce f je tedy f(z,y) = zy* + 2% + y* a obecné feseni zadané diferencidln{
rovnice je zy? + 22+ y?> = C. V tomto pifpadé muzeme feeni vyjadii i v explicitnim
tvaru

C — a?
=+ .
4 r+1
]
Integraénim faktorem nazyvame funkei p(z,y), pro kterou je rovnice
p(z,y)M(z,y) dz + p(z, y)N(z,y)dy =0
exaktni, tj. pro kterou plati
0 (ula )M (2.9)) = = (n(a, y)N(z.9)) (1.4
— (u(x T = — (u(z T .
By T,y Y o T, Y Y)) s

coz je obtiznéjsi uloha nez puvodni. V jednodussich prikladech kdy p(z,y) = m(z) kde
z=x,z2=Yy,2=x+yYy, 2 =2ay, ... je mozné nezndmou funkci m(z) uréit, jestlize po
dosazeni predpokladaného tvaru do (1.4) se podaii tuto rovnici vyjadfit pouze v proménné
z, tj, ve tvaru F(m,m’, z) = 0 a integracni faktor muzeme z této rovnice urcit.
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Priklad 1.2. Najdéte obecné feseni diferencialni rovnice
(y* — dzy) dz + (229 — 32%) dy = 0.
Reseni. Ovéiime, ze zadand rovnice je exaktni.

0yt —4day 0 2zy® — 3a?
oy N Ox '

Pokusime se nalézt integracni faktor ve tvaru m(z) = m(zy). Tento tvar dosadime do (1.4):

m/(2)z(y" — day) +m(2)(4y’ — 4a) =
0 m(zy)(y" — 4zy) _ 0 m(xy)(2xy® — 32?)
y ox

vztah (1.4)

= 4y —da # 2> — 6

-

m'(2)y(2zy® — 32%) + m(2)(2y° — 67)

Rovnici upravime:

m'(2)z(y* — 4zy) +m(z)(4y° — 490) m'(z)y(2xy® — 32%) + m(z)(2y° — 6z)  (L.5)
m'(2)(x(y" — day) — y(2xy® — 32%)) = m(2)((2y° — 62) — (4y° — 4x)) (1.6)
m'(2)(—ay* — y) m(z)(—2y* — 2x) (1.7)

Po vykraceni vyrazem —(y + z) dostaneme diferencidlni rovnici se separovanymi
proménnymi pro funkei m(

() =2m(z) e [0 = [ o miay) = mz) = 2 = miay) = (o)
Po vynésobeni rovnice integracnim faktorem ziskame rovnici
(2%y® — 42%y®) do + (22%y° — 32%y?) dy = 0,
kterd je exaktni, nebot

0 x%y° — da3y3 0 2315 — 3x*y?
-6 2.5 12 3,2 _
By vy oy B

Kmenova funkce f je tedy
3,6
f(l', y) - /xzyG - 41’3?/3 dz U /21‘3y5 — 31‘4y2 dy = % — $4y3

a obecné feseni zadané diferencidlni rovnice je 2°y® — 3z*y® + C = 0. I v tomto piipadé
je mozné teseni vyjadii i v explicitnim tvaru

3/ 3x 1928 — 4C
— — ) —
Y \/2 43
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Na otdzku jaky tvar md integracni faktor neexistuje univerzalni odpovéd. V pripadé
integracnich faktorua m(x) resp. m(y) lze stanovit stanovit dostate¢nou podminku jejich
existence a jeho tvar:

oM _ 9N

% = «a(z), potom m(x) = exp (/ a(x) dz’) :
resp.

aN _ oM

ox Jy

T = By), potom m(y) = exp ( / B(y) dy)-

1.1.2 Reseni typickych piiklad
Priklad 1.3. Najdéte obecné feseni diferencialni rovnice
(2 — 9zy*)z dz + (4y* — 62°)ydy = 0.

Reseni. Ovérime, ze zadand rovnice je exaktni.

0 2x — 922y? gy = 0 4y3 — 623y
oy ox '
Existuje proto funkce f(x,y), pro niz plati
0 0
—f =2z —92%* a —f = 4y — 62%y.
ox y

Integraci prvniho vztahu podle x dostavame

fla,y) =a® = 32°y* + g(y).
Funkci g(y) uréime z rovnosti parcidlnich derivaci podle y:

O(z® — 32%y* + g(y
( 5 (y)) _ —6x3y+g/(y) — 4P —62Sy = J(y) = 4y = g(y) =y".

Kmenové funkce f(x,y) je tedy f(x,y) = 2 — 32%y* + y* a obecné feseni zadané dife-
rencidlni rovnice je 2 — 323y* + y* = C. O

Priklad 1.4. Najdéte obecné teseni diferencialni rovnice

2 1 2 _
y = 2V Y o4 P ) de — A = gdy — 0.

x2—y
Reseni. Ovérime, ze zadand rovnice je exaktni.

d2(l+/a?—y) «  Oat-y

(9y xr2 — Y ox
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Existuje proto funkce f(z,y), pro niz plati

fo=20(14+ 22 —y) a f,=—12-y.
Integraci druhého vztahu podle y dostavame

2

flay) =3 - ¥)*? + g().

Funkei g(z) uréime z rovnosti parcidlnich derivaci podle z:

WG =RV TIWD) g, a1 () = 2214 VT ) = () =20 = g(a) = *

Ox
Obecné fesenf zadané diferencidln{ rovnice je 2{/(2? —y)? + 2% = C. O
Priklad 1.5. Najdéte obecné feseni diferencialni rovnice
y*do — (zvy +2°)dy = 0.
Reseni. Zjistime, zda je zadand rovnice exaktni.

d y? , O
M;:—:2y7é—y—3x:a—:]\f;.
Y x
Tato rovnice neni exaktni, ale existuje integraéni faktor, ktery je funkef proménné z, nebot
plati

M, — N, _ 2y — (—y — 32?) _ 3
N xy + a3 T
3
Integracnim faktorem je funkce exp ( / —— dx) = exp(—3Inz) = 27°. Mizeme snadno
T

overit exaktnost rovnice:

%dx— (%—i—l) dy = 0.
Kmenové funkce f(z,y) mé tvar:

2 2
f(z,y) :/%dxu/— (3%4—1) dy = —Zy—xQ—y.
Obecné feseni zadané diferencidlni rovnice je y? + 222y = 22C. O
Priklad 1.6. Najdéte obecné feseni diferencialni rovnice
(2 +y* +2)dor +ydy = 0.
Reseni. Zjistime, zda je zadand rovnice exaktni.

_8:U2+y2+x_

M/
Yy Ay
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Rovnice neni exaktni, ale i zde existuje integracni faktor, ktery je funkci proménné z,

nebot plati
My=—No 2y _

N y

Integracnim faktorem je funkce exp(2z) a ziskdme tak exaktni rovnici:

2.

¥ (2? + 9% 4+ x) da + **y dy = 0.
Kmenovou funkci f(x,y) budeme hledat integraci funkce e**y podle y:

2
flz,y) =e*ydy = %62”” + g(x).

Funkei g(z) uréime z rovnosti parcidlnich derivaci podle z:
T
(2 + P+ ) =y’ +¢(z) = g(z) = /e%(x2 +z)der = ?eh.
Kmenovd funkce exp(2x)(z? + y*)/2 implicitné zaddvd resen{ rovnice

1
56296(.’132 + y2) =C.

1.2 Bernouliho a Riccatiho rovnice

Zobecnénim znamé linearni rovnice prvniho fadu je rovnice Bernoulliova. Proto je mozné
postup Teseni linearni rovnice prvniho fadu modifikovat na rovnici Bernoulliovu. Riccatiho
rovnice souvisi s rovnici Bernoulliovou tak, Ze ji pretransformujeme na rovnici Bernoulliho,
zname-li jedno jeji partikularni feseni.

1.2.1 Prehled zakladnich pojmtu

Bernouliho diferencidlnf rovnice ma tvar tvaru

Y = a(z)y + b(x)y", (1.8)

kde n € R. Pro n rovno 1 jednd o rovnici se separovanymi proménnymi a pro n = 0 se
jedna o linearni diferencidlni rovnici a jeji feSeni uz umime najit. Pro n > 0 m& rovnice
vzdy tzv. trividlni fesSeni y = 0. Postup feseni je podobny jako u rovnice linearni. Nejprve
vyfesime homogenni linedrni rovnici ¥/ = a(x)y. Obecné feseni této rovnice vyjde ve
tvaru y = C - yo(x). Déle predpokladdme Feseni rovnice (1.8) ve tvaru y = C(x) - yo(z).
Po dosazeni do rovnice (1.8) ziskdme rovnici se separovanymi proménnymi z niz uréime
C(z):

C'(x) - yo(x) = +b(x) - C" () - yg' (). (1.9)
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Postup predvedeme na ptikladech. Navic poznamenejme, ze u exaktnich diferencialnich
rovnic byly obé proménné x a y ve stejné pozici. Inspirovani touto myslenkou je mozné v
nékterych pripadech pouhou zdménou zavislosti proménnych, tj. misto funkce y(x) hledat
funkei z(y) rovnici prevést na znamy typ.

Diferencidlni rovnice tvaru

Yy = P(2) +Qz)y + R(x)y’ (1.10)

se nazyva Riccatiova rovnice. Zname-li jedno teseni rovnice (1.10) (napt. podaii-li se
nam je néjak uhodnout), pouzitim substituce

y=uy tu,
dostaneme pro novou proménnou u rovnici
u' = (Q(x) + 2R(x)y1)u + R(z)u?. (1.11)

coz je Bernoulliova rovnice pro n = 2 s neznamou funkei u.

1.2.2 Reseni typickych piikladi

Priklad 1.7. Najdéte obecné feseni Bernoulliho rovnice

y/ — _y + x3y2
x
Reseni. Nejprve vyfesime homogennf linedrnf rovnici ' = 7.
d dx c 1
Y__ [ 2 Inlyj=—Injz|+Inc = hly=h— = y=C- —.
S . . . 1
Reseni zadané rovnice budeme hledat jako y = C(x) - —:
x
1 1 c-1 1
- =+C- (__2> =-—+r g = O=0%
x x x x
To je rovnice se separovanymi proménnymi, kterou nyni vyfesime.
dC dcC 1 a3 3
— =C%" = /—:/aszdx = ——==—+kk = (C=- .
dz C? c 3 3+ K
Obecné feseni nasi rovnice je tedy
3
Y= -
z(z? + K)

Navic ma rovnice jesté singularni feSeni y = 0. Poznamenejme, ze pouzili vztah mezi
konstantami 3k = K. [
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Priklad 1.8. Najdéte obecné feseni Bernoulliho rovnice
Yy —ytgr =y cosz

Reseni. Vyfesime homogenni linearni rovnici

j——ytgx—o = /dy /Smx = 11r1|y|:1nL = y= ¢

cos T |cos | cosT
<, , . . C(z)
Reseni zadané rovnice budeme hledat jako y = :
cos T
, 1 sin x C sinz c\* , ct
c’- +C- > | — = cosz = ('=—
Cos T cos? COS T COS T CoS T cos? x

To je rovnice se separovanymi proménnymi, kterou nyni vyfesime.

e s [Fe Y S N c N —
dr  cos?x ct cos? x T30s 8 3(tgx + k)

Obecné tTeseni nasi rovnice je tedy

1
y=- :
coszy/3(tgx + k)
Navic mé rovnice jesté singuldrni feseni y = 0. O

V nésledujicim prikladé vytesime rovnici z prikladu 1.6, v némz jsme tuto rovnici resili
pomoci integracniho faktoru, jako rovnici Bernoulliho:

Piiklad 1.9. Reste rovnici
(22 +y* +2)dr+ydy =0

ResSeni. Rovnici upravime na tvar Bernoulliho rovnice:

2
'+
(@ +y'+a2)=—yy ey =—y- ;
Obecné feseni rovnice homogenni 3’ = —y m4 tvar y = exp(—z)-C. Resen{ nezkracené rov-

nice predpokladame ve tvaru y = e *C(z). Aplikaci metody variace konstanty dostavame

—eC4eC'=—e"C — :Ue j; C'C = /e%(ac2 +z)dr &
02 62:1: e2x e2:r
7:71‘2— 72xdx+/e2mxdx:71:2—1—K<:>C::|:\/x262$+k:.

Celkové dostavame y = +exp(—x)vVx?e®® + k a toto feSeni je mozné vyjadrit také v
implicitnim tvaru

(2 +y?) = C.



1.2 BERNOULIHO A RICCATIHO ROVNICE 11

Priklad 1.10. Najdéte obecné feSeni rovnice

2z%yIny —2)y' =y

Reseni. Tato rovnice neni Bernoulliho rovnici, ale zdménou zavislosti proménnych

y_dy 11
y—dx_j—z_ac”

dostavame z puvodni rovnice rovnici

(22%yIny — x) = ya',

kterd je rovnici Bernoulli, kde a(y) = —1, n = 2, b(y) = 2ylny. Obecné feseni rovnice
homogenni z’'y = —x m4a tvar
C
r=—.
(Y
. C
Reseni nezkracené rovnice predpokladame ve tvaru z = M Aplikaci metody variace

konstanty dostavame
C? C ¢ C Iny dC 1
2—yhhy——=y|——= | [2—2dy= | - e’y + K=——.
R y(y 1/2) / y Y cz TYT C

Celkoveé je mozné ziskat feseni dané diferencialni rovnice v implicitnim tvaru

zy(K —Iny?) = 1.

Priklad 1.11. Najdéte obecné feseni Riccatiho rovnice
2
3 +y*+= =0,
x
jestlize fesenim této rovnice je funkce y; = 1/z.

ResSeni. Zavedeme substituci

1
y:_+ua
xr

po které ziskdme Bernoulliovu rovnici ve tvaru:

1 1 29 2
3—=+u |+ =+u) +=5 =3+ "ut+u*=0,
2 x 2 T

Vzniklou Bernoulliovu rovnici fesime tak, ze nejdiive uréime obecné feseni linearni ho-

2
mogenni rovnice 3u’ = —— u :

C

3 .
12

3z
d 2 2
/_u—/_—dx = Infju=—zh|z|+InC = u=
U 3z 3
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C(x)
ek

Reseni Bernoulliovy rovnice budeme hledat metodou variace konstanty u = Zderi-

vovanim a dosazenim do rovnice dostaneme

! -9 2 2
<C+O /3> ¢ ¢ =0 =

Rl
[S-[- = ek

C mame ve tvaru C' = \/_ K a dosazenim do predpokladaného tvaru feseni ziskame

feSeni Bernoulliho rovnice: )
=
/12 T+ K/x?
Dalsim feseni Bernoulliovy rovnice je singularni feseni u = 0.
Dosazenim do transformac¢niho vztahu nalezneme obecné feseni Riccatiho rovnice.

1 n 1 N 1
y="Tu="T
x T x4+ Kva?
Muzete si vSimnout, ze ze zadani zndmé feseni y; = 1/x z obecného Feseni nedostaneme
pro zadné K; toto feSeni odpovidd singularnimu teseni v = 0. O]

Priklad 1.12. Najdéte obecné feseni Riccatiho rovnice

22y 4+ xy + 2%y = 4.

Reseni. V tomto piipadé odhadneme partikuldrni feseni ve tvaru y = A/z a po dosazen{
do rovnice uréime konstantu A:

—A A A2
T ——l—:z:——l—x ——4<:>A2—4
2
Zavedeme substituci 5
y=—- + u,
T

po které ziskame Bernoulliovu rovnici:

2 2 4 A4

z? (——2+u'> +x (——i—u) + 2% (5 + —u+u’) =4,

x T x x

Tuto rovnici upravime na tvar:
! ) 2
v+ —-u+u =0
x

Rovnici fesime tak, ze nejdiive uré¢ime obecné feseni zkracené rovnice

5 C
UV=——us —=——chlu=-Shz[+tceou=—
T u T T
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Aplikujeme metodu variace konstanty a predpokladame feseni puvodni rovnice ve tvaru

" C(Zﬁ) oy (51‘) B 50(:’)
T xZ x

a po dosazeni do puvodni rovnice dostavame rovnici se separovanymi proménnymi

SN NS S SY . N B

x? 0 g6 210 T 02 gb C 4zt C 4at 1+ 4Kt
. . o —4a* x e
Reseni Bernoulliovy rovnice mame ve tvaru u = = Dalsim teSeni

(1 +42*K) =+ 2%k
Bernoulliovy rovnice je singuldrni feseni u = 0.
Dosazenim do transformac¢niho vztahu nalezneme obecné feSeni Riccatiho rovnice.

2+ 2 4
= — U= —
4 x r x4’k

Muzete si vsimnout, ze ,uhddnuté“ teseni y; = 2/x z obecného feseni nedostaneme pro
zadné K; toto feseni odpovida singularnimu teseni u = 0. n

1.3 Clairautova rovnice

Dosud probirané rovnice bylo mozné prevést na tzv, explicitni tvar ¢y = f(z,y). Clairau-
tova rovnice je piikladem diferencidlni rovnice neroziesené vzhledem derivaci y/'.

1.3.1 Prehled zakladnich pojmiu
Clairautovou rovnici rozumime rovnici ve tvaru:

y=ay + f(y). (1.12)
Resen{ Clairautovy rovnice je zndmo a jsou to feseni dvou typt

1. feSenimi Clairautovy rovnice jsou vSechny piimky tvaru:
y=cx+ f(e), (1.13)
kde ¢ je libovolna konstanta.
2. Rovnice (1.12) muze mit jesté dalsi feseni, které je vyjadiené parametricky:
v=—f(t), y= 1) —tf). (1.14)

Toto Feseni je singuldrni, protoze jestlize f”(t) # 0, proto feseni (1.14) nedostaneme
z Feseni (1.13) pro zddnou volbu konstanty c. Naopak kazda piimka (1.14) mé s
timto feseni spole¢ny jeden bod, ktery je proto singularni.
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1.3.2 Reseni typickych piiklada
Priklad 1.13. Najdéte feseni rovnice
y=uxzy —Iny .
Reseni. V tomto pifkladu je f(y') = Iny’ proto je fesenfm kazdé pifmka:
y=cxr+Inc, ¢>0.

Parametricky dané feseni (1.14) uréime ze vztahu f(t) = —Int, je f'(t) = —1/t,tedy dalsi
reSeni zadané rovnice je
1

xr=-

—1 1
, y=—It—t-— & y=—-In|—-)+1=hz+1.
t t x

1.4 Priklady pro samostatnou praci

Piiklad S 1.1. Urcete obecnd feseni exaktnich diferencidlnich rovnic:

a) (22 +4ay + cos (axy) ay) dz + a (4 + 8ay + cos (axy) ) dy = 0
1 2% — 22y — 1
b) ( +a2) d:B—I—%dy:O
r—y r—y
ay 9 ar B
) (m”l‘)dw*(;”y‘m)dy—o

(y* — az) sin(x — ay) + a cos(r — ay)
y? — az)asin(x — ay) + 2y cos(z — ay)

d) y/:<
. 2ad*r —y* —a%y 2a%xr —y? — a’y

e) y' = 2 2
a*r — 3y* + 2yx

Priklad S 1.2. Urcete obecna teseni diferencidlnich rovnic s integra¢nim faktorem:

)y =
)y a’r — 3ay? 4+ 2yx

a) 1 — —2aw b) o = —2ayx

Y Cax?—y2—y+1 Y 492+ 3ay + 2ax?

0 y,:_y(Zax+y+2a) Q) o S3ay? + 3ay + 7 x>
2(az +vy) 2za(2y+1)

e) —%jt (2 In (‘;—y) +1> dy
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Piiklad S 1.3. Urcete obecnd feseni Bernouliho diferencidlnich rovnic 1. faddu:

a) zy =y — 22"y b) zy' = ay +y*
c) (2* + a®)*y = 2x(2* + a®)y + 229° d)y =ytgr +y “sinx
&) yf = y? + a? g = ot y/y+ 1
Y 2ay(x? + 22 + 1 4 (—1)%a?) Y a g/ (—1)*(a? — a?)

Piiklad S 1.4. Urcete obecnd feseni Riccatiho diferencialnich rovnic, kde a je prirozené
¢islo:

a) 2%y + zy + 2%y* = a? b) zy — (2ax + 1)y + 2%a* + > = 0

Piiklad S 1.5. Urcete obecna teSeni Clairotovych diferencidlnich rovnic, kde a je
prirozené ¢islo:

a) y = xy + ay” b) y =y — (2ax + 1)y + 2°a* + (v')* = 0
Vysledky

1.1

a) (x4 2ay)® + sin (azy) = ¢ b) In(z —y) + a*z —y* =c¢

c) arctg%—l—quLyS:c d) (y? — ax)cos(x — ay) = c

e) (x—y)(a*r —y?) =c f) (z —ay) (a®z —y*) = ¢

1.2

a) K upravené rovnici 2 axdzr + (ax? — y?> —y + 1) dy = 0 je integracni faktor ¢¥ a resen{
je dano implicitné (az? —y* +y)e¥ = C

b) K upravené rovnici 2 ayxdr + (44> + 3ay + 2 ax?®) dy = 0 je integracni faktor y a fesen{
je dano implicitné (az? + y* + ay)y* = C

c) K upravené rovnici y (2ax + y + 2a)dz + 2(ax + y)dy = 0 je integracni faktor e* a
feseni je ddno implicitné e” (2ax +y)y = C

d) K upravené rovnici

(Bay* +3ay +72%) (2* + ay® + ay) dz + 22 (2* + ay® + ay) a (2y + 1) dy

je integracni faktor 2% a feseni je ddno implicitné x3 (22 + ay® + ay)2 =C
e) Integracni faktor je y a fesenf je ddno implicitné y? In (‘;—y) =C

1.3
a) y — 1711/0 + xQ(a—l) b) y _ _Ca_f -
22 4 g2 (/C — 4y cositly
pum— d pummy
€)Y C —1In(22+a?) )y cos
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e) feseni se lisi podle toho zda je parametr sudy nebo lichy

arctan 2t )
a2

Pro sudé a y = :I:\/Cexp <—2“

a
Pro liché a y = i\/C wfrE 10,
z+1—a
1.4

* 7’ /> ~ Y a . 7z 7’ . . .
a) partikuldrni feseni je funkce y = — po trasformaci dostdvame Bernoulliho rovnici
x

W (x) -2 +u(z) - zx + 2au (z) z + (u(x)’2® =0,

—2a y . .
ktera mé teseni 3 a celkové dostavame feSeni Riccatiho rovnice
x — 2xlt2e( g
a 5 a
y=—-——-
T x —2xlt2aC ¢

b) partikuldrni feseni je funkce y = a x po trasformaci dostavdame Bernoulliho rovnici

zu' (z) —u(z) + (u(z)? =0,

(e T - (2 SR . .
kterd ma teseni u () = a celkové dostavame teseni Riccatiho rovnice
x4+ C
n x
Y =ax
x4+ C
1.5

a) fesenim je kazdd piimka
Yy=cxr—+ ac?

Parametricky zadané feseni je ddno rovnicemi
2 2 T2
r=2at y=at®—1t2at = —at® = yz—a(—) .

b) fesenim je kazda piimka
y=cr+Va*+c?

Parametricky zadané feseni je ddno rovnicemi

t — t a®
va? + 2 Y Va2 +1t2 Va2 +t2
2 a’x? a?
P=— = ?= = y=—=0aVv1-—22
a’ + t? 1— a2 2 a?z?
a*+ 1—z2
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2  Systémy linearnich diferencialnich
rovnic 1. radu

Systémy linearnich diferencidlnich rovnic 1. fadu lze tesit vice metodami. Pti feSeni meto-
dou elimina¢ni nahradime tuto tlohu feSenim linearni rovnice jedné obvykle radu n. Tyto
umime tesit predevsim jsou-li s konstantnimi koeficienty. Dalsi moznosti je feSeni pomoci
vlastnich ¢isel a vektoru. U charakteristickych rovnic s vlastnimi ¢isly, které maji vétsi
algebraickou nasobnost nez geometrickou je tfeba pouzivat Weyrovu teorii konstrukce
systému zobecnénych vlastnich vektoru. Déle je mozné pouzit exponencidlu matice.

2.1 Metoda eliminanc¢ni

Zakladem eliminac¢ni metody je nahrazeni systému n rovnic o n neznamych systémem
n — 1 rovnic o n — 1 neznamych tak, ze si v puvodnim systému zvolime jednu neznamou a
tuto obvykle s vyuzitim jedné rovnice nahradime zbyvajicimi proménnymi. Toto vyjadieni
dosadime do zbyvajicich rovnic. Obvykle tak nahradime puvodni 1lohu fesenim linearni
rovnice jedné obvykle fadu n. Poznamenejme, ze tuto metodu je vhodné uzivat na ,, mensi®
systémy (2 — 3 rovnice).

2.1.1 Prehled zakladnich pojmi

Postup prii aplikaci této metody je mozné provadét mnoha zpusoby. Lze vsak jednoznacné
algoritmizovat nalezeni jedné rovnice vyssiho fadu pro predem zvolenou proménnou. Tento
postup lze popsat slovy:

e Vybereme si rovnici na jejiz levé strané je prvni derivace hledané slozky feSeni a
tuto derivujeme. Do pravé strany derivované rovnice dosadime pravé strany od-
povidajicich derivaci v puvodnim systému. Ziskame tak rovnici na jejiz levé strané
stoji druh& derivace hledané slozky feSeni a na pravé strané linedrni kombinace
nederivovanych slozek teseni.

e Tento postup jesté n—1 krat opakujeme a ziskame tak systém rovnic na jejichz jedné
strané stoji pouze derivace vybrané slozky teseni a na druhé linearni kombinace
nederivovanych slozek feseni.
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e Takto ziskany systém, ktery je vzhledem nederivovanym slozkam feseni systémem
linedrnich (algebraickych) rovnic vyfesime a toto feseni ma pro zvolenou slozku
feSeni tvar hledané linearni diferencialni rovnice nejvyse n radu.

2.1.2 Reseni typickych piiklada
Priklad 2.1. Naleznéte obecné feseni nehomogenniho systému

zh(t) = 2z (t)— x2(t) + 1—2t+€
zh(t) = dxq(t)— 3xo(t) — 4t + €.

Reseni. Z prvni rovnice uréime funkei 2 (t)
i (t) =221(t) —2(t) + 1 =2t +e" = ay(t) = —a)(t) +271(t) + 1 -2t + €' (2.1)
a dosadime ji do druhé rovnice:

—2(t) + 22 (t) =2+ €' = 4wy (t) = 3(—2|(t) + 221 (¢) + 1 =2t + ') — 4t + ¢
2/ (t) + 2} (t) — 221 (t) =1 — 2t + 3e™".

Nejdrive stanovime obecné feseni rovnice homogenni pomoci charakteristické rovnice:
NEA—2=0=X =1, =2

a obecné feSeni homogenni rovnice je y(t) = Cie! + Cye 2!, Partikuldrn{ fesen{ pomoci
principu superpozice predpovime ve tvaru:

Xi(t) = A+ Bt + Cte' = X{(t) = B+ Ce'(t + 1) = X/ (t) = Ce'(t + 2).
Dosadime do rovnice a z rovnosti uréime zatim neznamé konstanty:

Ce'(t+2)+ B+ Ce'(t+1)—2(A+ Bt+Cte') = 1—2t— 3¢
B —2A—-2Bt+3Ce" = 1-2t+ 3¢

Konstanty A =0, B =1, C' = 1 dosadime do ptedpovézeného tvaru partikularniho feseni
a dostdavame obecné feseni:

z1(t) = Cre’ + cpe™ +t(e! +1).

Toto feseni dosadime do (2.1) a ziskdme i druhou slozku feseni puvodniho systému:

To(t) = =2 (t) + 221 (t) +1 =2t + ' =
—(Cre'—2C5e ? +e! (t+1)+1)+2(Cref+Coe ? +t(e"+1))+1—2t+e' = Cre' +4Coe > +te'.

Obe slozky tvori Tfeseni systému a muzeme je zapsat pomoci maticového zapisu:

e ()
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Déle budeme tesit systém 3 rovnic. Aby byl postup prehlednéjsi omezime se na systém
homogenni.

Priklad 2.2. Pomoci eliminaéni metody feste systém linearnich diferencidlnich rovnic

() = 3z(t) —yt) +z(¢)
yt)y = =) +y@) +z()
Z(t) = 4dx(t) —y(t) +4z(t)

Reseni. Pro zjednoduseni zapisu vynechame zapis nezavisle proménné ¢ . Budeme po-
stupovat tak, ze z prvni rovnice vyjadiime proménou z:

=2 -3z+y = Z=2"-32+7y.
Po dosazeni do zbylych dvou rovnic ( druhé a tieti) dostavame:

y = r +y +2 =3z +y —x'+y = —2x+2y
=3 +y = —dxr —y +4x' —12x 3y =T —y = —8r+3y

Odectenim prvni rovnice od druhé nalezneme vyjadieni proménné y na x:
2 —6r'=—-6x+y = y=a2"—-62"+6x = o =2"—62"4+62".

Tento substitucni vztah je nezavisly na obou rovnicich zvolime si pro dosazeni tu jed-
nodussi z obou:

—2' + 2" — 62" + 62" = 20+ 2(2" — 62" +62) = 2" —8"+ 172 — 10z = 0.

Tato rovnice m4 charakteristickou rovnici A> —8\2 4+ 17\ — 10 = 0. Ctendf si snadno ovéid,
ze ma tii ruzné realné koreny Ay = 1, Ay = 2, A3 = 5, proto obecné feseni této rovnice je

x(t) = Cre’ + Che® + C3e®™ = 2/(t) = Cre’ +2C5e* 4 503e™ =
= 2”(t) = Cre’ + 4Cye* + 25C5e™".

Postupnym dosazenim urcime dalsi slozky reseni

y(t) = 2" (t) — 62(t) + 6x(t)
= Clet + 4C’2e2t + 2503e5t — 6(Clet + 20262t + 503€5t) + 6(Clet + CQGQt + Cge5t) =
= C’let2 — 202€2t + C'3e5t

2(t) = 2/(t) — 3x(t) + y(t) =
= C’let + 2C2€2t + 503€5t — 3(C’let + 2Cge2t + 503€5t) + C’let2 — 2C262t + C3€5t =
= —Clet2 — 302€2t + 30365t

]
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V dalsim ptikladé ukazeme postup kdy nam elimina¢ni metodou vznikne rovnice
nizsiho rddu nez n-tého.

Priklad 2.3. Pomoci elimina¢ni metody feste systém linearnich diferencialnich rovnic

() = —2z(t) +y(t) —2z(t)
yt) = 2) —2y) +22(t)
Z(t) = 3x(t) —3y(t) +5z(t)

Reseni. I nyni vynechame zépis nezavisle proménné ¢ . Budeme postupovat tak, ze z
prvni rovnice vyjadiime proménou y:

y=2'+2r+2z = o =2a"+22" +27.
Po dosazeni do zbylych dvou rovnic ( druhé a tieti) dostavéame:

" +22 42 = x —2(2 +2x+2z2) 422 2"+ 22 +27 = —3x—2z
Z = 3x —3(2'+2x+2z) +5z 3"+ 72 = -3v—=z2

Odectenim dvojnésobku druhé rovnice od prvni rovnice dostaneme rovnici druhého fadu
pro promenou :

=22 —3x=0 = XN-22-3=0 = M\=3, \=-1,
proto obecné feseni této rovnice je
w(t) = Cre¥ + Che™ = 2/(t) =C13e% — Che!

Po dosazeni do druhé rovnice ziskdme pro nezndmou z(t) diferencialni rovnici prvniho
radu, kterou vyresime:

3(C1 3 —Coe ) +2/(t) = =3(Cre® +Coe '+ Cse™) —2(t) = 2/(t)+2(t) = —12C1e™.

Jednd se linearni diferencialni rovnici 1. fadu s konstantnimi koeficienty a specidlni pravou
stranou. Konstantu v obecném teseni oznac¢ime C3. Rovnice ma feSeni:

Z(t) = Cgeit — 30163t.
Nezndmou y(t) ziskdme dosazenim proménnych z(t) a z(t) do substituéniho vztahu:
y(t) = a'(t) + 2x(t) + 22(t) =
Ol 3€3t — Cge_t —+ 2(Clegt + Cze_t)2(03e_t — 30183t) = —Cle3t + (OQ + 203)e_t.
[

2.2 Homogenni systémy linearnich rovnic — metoda
vlastnich ¢isel a vektoru
Tato metoda je zalozena na feSeni charakteristické rovnice, kterad je maticova a je analogii

znamého postupu pro hledani obecného reSeni linedarni diferencialni rovnice n—tého radu
s konstantnimi koeficienty.
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2.2.1 Prehled zakladnich pojmiu

Charakteristickou rovnici ke ¢tvercové matici A fadu n rozumime det(A — AE,,) = 0, kde
E, je jednotkova matice stejného fadu. Na levé strané charakteristické rovnice je vzhle-
dem k A polynom fadu n, jeho kofeny se nazyvaji vlastni ¢isla matice A. Ke kazdému
vlastnimu ¢islu existuje alespon jeden vlastni vektor (nenulovy, sloupcovy) v, pro ktery
plati Av = Av. Néasobnost kotene A charakterického polynomu se nazyva algebraickou
nasobnosti vlastniho ¢isla a pocet vlastnich vektoru prifazenych tomuto vlastnimu ¢islu se
nazyva geometricka nasobnost vlastniho ¢isla. Je-1i v vlastni vektor odpovidajici vlastnimu
¢islu A matice A, potom vektor y(t) = veM je feSenim systému linedrnich diferencidlnich
rovnic y = Ay. V piipadé komplexnich vlastnich ¢isel existuji tyto ve dvojicich kom-
plexné sdruzenych vlastnich ¢isel a k nim odpovidajici vektory jsou také komplexné
sdruzené. Resenfmi dané soustavy jsou redlnd a imaginarni ¢dst komplexniho vektoru,
ktery je podobné jako v redlném piipadé soucinem vlastniho vektoru s exponencidlou
soucinu vlastniho ¢isla s nezavisle proménnou. V piipadé vlastnich c¢isel, které maji stej-
nou algebraickou a geometrickou ndasobnost tak ziskame n—tici linedarné nezavislych funkei
a obecné TeSeni je ve tvaru jejich linedarni kombinace.

2.2.2 Reseni typickych piikladi

Nejdiive vytesime systémy tadu 3, které jsme vytesili elimina¢ni metodou.

Priklad 2.4. Pomoci vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru feste systém linearnich dife-
rencialnich rovnic

() = 3z(t) —yt) +z(t)
yt) = =) +y(t) +z()
Z(t) = 4dx(t) —y(t) +4z(¢)

Reseni. 7Z matice soustavy uréime charakteristickou rovnici a vlastni ¢isla a jim od-
povidajici vlastni vektory

33—\ -1 1
1 1-=X 1 [=X=-8N+1TA-10=A-1)(A=2)(A—=5)=0.

Hledan{ vlastniho vektoru spociva v nalezeni nenulového feseni (v, v2, v3)7 homogenniho
systému linedrnich rovnic. Uréime vlastni vektor k ¢islu A = 1:

—1
0
-1

U1 = —p, Vg = —p, V3 =D.

== DN

1
1
3

o O O

Toto feseni jsme ziskali vynechdnim posledni rovnice, kterd je linedrné zdvisld , nebot je
souc¢tem rovnice prvni s dvojnasobkem rovnice druhé. Z té je parné, ze pri parametrizaci
proménné v3 = p dostavame hodnotu v; = —p a dosazenim do rovnice prvni uréime
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hodnotu vy = —p. Podobné urcéime i dalsi vlastni ¢isla a vektory. Pro A = 2 dostavame:
e 1 -1 110
1 -1 1{0 | ~ 0 3 —21]0 V1 = —p, Uy = 2p, v3 = 3p.
4 -1 210

V tomto ptipadé jsou dva fadky stejné, proto jsme jej vynechali a od tfetiho jsme odecetli
jeho c¢tyinasobek. Pro A = 5 dostavame:

-2 -1 1|0 2 =2 010
1 -4 1 (0|~|5 =5 010 V1 =D, Uy =P, v3 = 3p.
4 —-1 —-1|0 4 -1 =110

Tiet{ rovnici jsme pficetli k prvn{ a druhé. Vzniklé rovnice jsou linedrné zavislé, nebot
jsou vzajemnym nasobkem. Parametrizujeme prvni proménnou.

Dostavame tak trojici linearné nezavislych vektorovych funkei a obecné feseni je jejich
linearni kombinaci:

() 1 1 1
y(t) | =Cy 1 e+ Cy| =2 |eX4+C5 1 | =
z(t) -1 -3 3

C’let + OQGQt + 0365t
C’let - 20262t + CgGSt
—C’let — 302€2t + 30385t

]

Priklad 2.5. Pomoci vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru feste systém linearnich dife-
rencialnich rovnic

P(t) = —2z(t) +y(t) —2z(t)
y'(t) = a(t) —2y(t) +22(t)
Z(t) = 3x(t) —3y(t) +5z(t)

Reseni. I nyni vynechdme zapis nezavisle proménné ¢ . Z matice soustavy ur¢ime cha-
rakteristickou rovnici a vlastni ¢isla a jim odpovidajici vlastni vektory

—2—A 1 —2
1 2=X 2 [=X-8X+17TA-10=X1-3)(A+1)*=0.
3 -3 5-=A
Pro A = 3 dostavame:
-5 1 =210 0 —24 8 |0
1 -5 2|0 ~]1 =5 210 vy = —p, Uy =D, U3 = 3P.
3 =3 210 0 12 —410
Pro A = —1 dostavame:
-1 1 =210
3 -3 6 |0 up =0 up=2p ug=p
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Protoze hodnost matice A + E je 2, bylo mozné nalézt dva linearné nezavislé vlastni
vektory odpovidajici vlastnimu ¢islu —1. Protoze geometricka nasobnost vlastni cisel je
stejna jako algebraickd ziskali jsme trojici linedrné nezavislych vektorovych funkei a jejich
linearni kombinace tvoii obecné feseni

x(t) 1 1 0
yt) | =01 =1 |e*+Cy| 1 et +Cs| 2 et =
2(t) -3 0 1

Cle3t + CQG_t
—C’leSt -+ Oge_t + QCge_t
—BC’le‘% + Cge_t

O
Piipad komplexnich kofenu charakteristické rovnice tesi dalsi priklad
Priklad 2.6. Urcete obecné feSeni soustavy rovnic:
= 2x +  x9,
! ' ? (2.2)
Ty = —T1 + 2x9.
ReSeni. Soustava m4 matici A = (_? 2) . Urcime jeji vlastni ¢isla z charakteristické
rovnice
21 1 ) . .
0=det(A—\E) = 1 9\ =N -4 +5=A—-2—-0)(A—=2+1)

Hledana vlastni ¢isla jsou komplexni: \y = 2 + i a Ay = 2 — i, coz dvojice komplexné
sdruzenych vlastnich ¢isel. Ur¢ime nyni vlastni vektory, odpovidajici prvnimu vlastnimu
¢islu. Vlastni vektor v; = (vyy,v19)7, odpovidajici vlastnimu ¢éislu A = 2 + i je libovolny
nenulovy vektor, splnujici vztah

—i 1
OZ(A—)\lE)Ul = (_1 —Z) U1 = O..
Prvni fadek je +-ndsobkem druhého, proto se soustava redukuje na jediny vztah

—iv11 +v12 =0

a jedno nenulové fegeni muzeme volit napt. v; = (1,4)7. Resenf soustavy (2.2) odpovidajict
tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu ¢islu je

2(t) = (21(8), 2o(8))T = (1,1)T @+t — (1, 1)T.e*(cos t +isint) — 2. ( cost + “’mt) .

—sint +1cost
Nyni uré¢ime dvojici linedrné nezavislych redlnych teseni, tj. redlny fundamentalni systém

y1(t), y1(t) soustavy (2.2):

z1(t) = Rex(t) =

—sint

(x(t) —T(t) =  e*- (Sint) |

cost

1 _ o cost
5 +a) = @ (_5).
5(t) = Tma(t) = 212
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Obecné teseni z(t) soustavy (2.2) je dano linearni kombinaci

z(t) = Craq(t) + Coxa(t) = Cpe? . ( cos 3t) L Cpe? (smt)

—sin 3t cost
s libovolnymi konstantami C; a Cj. O

V nésledujicim prikladé si ukazeme, ze pti hledani feseni systému, ktery nema nasobna
vlastni ¢isla, budeme oba postupy kombinovat. Postup jiz nebudeme detailné rozepisovat.

Priklad 2.7. Urcete obecné feSeni soustavy rovnic:

¥y = —2x; + bxy, — Dbag
.73/2 = — T2 + 2.7}3, (23)
xh = r1 — 3x9 + 4xs.

Reseni. Soustava (2.3)mé matici

1 -3 4

Urcime vlastni ¢isla matice A z charakteristické rovnice

—2-A 5 -5
det(A—AE)=| 0 —1-=-X 2 |[==-X+X-A+1=-A-1DN\+1)=0.
1 -3 4=
Hledané koteny charakteristické rovnice jsou Ay = 1, Ay =i a A3 = —1 jsou tfi nenasobna

a ruzna vlastni ¢isla. Jedno redlné a dvé komplexné sdruzena.
Hledejme vlastni vektory, odpovidajici vlastnim ¢islim. Prvni vlastni vektor

vy = (0117012,U13)T,
odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay = 1 je libovolny nenulovy vektor, spliujici vztah
(A—MNE)v =o.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu

-3 5 =5
0 -2 2] v =o0.
1 -3 3

Soustava ma nekoneéné mnoho feseni, je-li prvni proménnda nulova a druha rovna tteti.
Jedno takové nenulové feseni je napifklad v; = (0,1,1)7. ReSeni soustavy (2.3) od-
povidajici tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu ¢islu je

Jfl(t) = (ZL‘H(t),JZm(t),ZL‘lg(t)) = (07 1, ].)T . et.
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Druhy vlastni vektor v = (v1, ve,v3)T, odpovidajici vliastnimu é&fslu A = i je libovolny
nenulovy vektor, splnujici vztah
—2—1 5 -5
o= (A—=AE)v= 0 —1—-i 2 |-v=o.
1 -3 44—
Pricteme-li k prvnimu radku tieti radek vynasobeny ¢islem 2 + ¢ dostavame
0 —1—-3i 442
0 —1—2 2 -V = 0.
1 -3 4—1q
Déle prictéme k prvnimu faddku -(2+i) ndsobek druhého fadku a ziskdme
0 0 0
0 -1—2 2 -V = 0.
1 -3 4—1

Nyni snadno uréime jedno nenulové feseni. Je jim napifklad vektor vy = (1 —3i,2,1+4)7.
Reseni soustavy (2.3) odpovidajici tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu ¢islu je
x(t) = (21(t), 22(t), 23(t)) = (1 — 34,2, 1 + )" - (cost +isint) =
cost + 3sint +i(sint — 3 cost)

2cos+2isint
cost —sint +i(sint + cost)

Nyni uréime dvojici linedrné nezavislych redlnych feseni xs(t), x3(t) soustavy (2.3), od-
povidajicich komplexnimu feseni xo(t):

cost + 3sint

wt) — Rex(t) — %(m(t)Jrf(t)): 2cost |
cost —sint
1 sint — 3cost
ys(t) = Imuay(t) = E(x(t)—f(t)): 2sint

sint + cost
Fundamentdlni systém feseni soustavy (2.3) je tvoren trojici linedrné nezavislych reseni

0 cost + 3sint sint — 3cost
e 1], 2cost , 2sint
1 cost —sint sint + cost

Jeji obecné feseni z(t) je ddno linedrni kombinaci

0 cost + 3sint sint — 3cost
() =Cie | 1] +Cy 2cost +Cs 2sint
1 cost —sint sint + cost

s libovolnymi konstantami C7, Cy a Cj. ]
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2.3 Zobecnéné vlastni vektory, Weyrova metoda

Zobecnéné vlastni vektory doplnuji metodu vlastnich ¢isel a vektoru a fesi piipad kdy
vlastni ¢isla matice maji vetsi algebraickou nez geometrickou nasobnost. Umoznuje tak
nalézt n-tici linearné nezavislych feseni i v tomto ptipadé.

2.3.1 Prehled zakladnich pojmiu

Vektor v nazyvame zobecnénym vlastnim vektorem hodnosti r, odpovidajici

vlastnimu ¢islu A, jestlize plati
(A= AE)v =0 (2.4)

(A= AE) v #o. (2.5)

Je-li dan zobecnény vlastni vektor v hodnosti r, odpovidajici vlastnimu cislu A, pak k
nému definujeme odpovidajici fetézec zobecnénych vlastnich vektora vy, v, ..., v,
délky r takto:

v, = 0,

v = (A=AE)w, = (A—=AE)v,

VUp—o = (A — /\E)Ur—l = (A — )\E)ZU, (26)
L VU1 = (A — )\E)Ug = (A — )\E)Tflv.

Poznamenejme, ze z uvedené podminky (2.4) okamzité vyplyva, ze vektor v; je vlastnim
vektorem odpovidajicim vlastnimu ¢fslu A, nebot dle (2.5) a (2.6) je v1 # o a dle (2.4)
je (A — AE)v; = o. Jednomu vlastnimu ¢islu muze odpovidat nékolik ruznych fetézeu,
které mohou mit ruzné délky. K tetézci zobecnénych vlastnich vektoru spliujicich 2.6
definujeme r-tici nezavislych vektorovych funkei, které jsou feSenimi zadaného systému:

t2
Y1 ‘= vleAt Yo 1= (’Ult + 'UQ)G)\t Y3 = (Ul . E + Ugt + U3> e)‘t + ...

t'f“—l tT’—Q v
= (v ——— et ) e
y (“ AT 1*”)6

Pti hledéni vektoru v, postupujeme tak, ze ve vektorovém prostoru teseni algebraické
rovnice A — AE = 0 hleddme ta feSeni, pro ktera existuji nejdelsi fetézce. Pocet a délku
jednotlivych fetézcu stanovime z maticovych charakteristik. Necht je A k-ndsobnym (2 <
< k < n) kofenem charakteristické rovnice. Utvoiime posloupnost matic

(A—\E)" = E,

(A= \E)' = A - \E,
(A= AE)?,

(A= B,
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(A—\E)™, (2.7)

kde ¢fslo m urcime tak, aby matice (A — AE)™ méla hodnost n — k. Piitadme jim po-
sloupnost jejich hodnosti
hOa h17 h27 h37 s 7hm°

V této posloupnosti je n = hg. Lze dokazat, ze pro tyto hodnosti plati
ho>hy >hy >hsg>--->h,=n—%k

a ze pro posloupnost nulit uvedenych matic, coz je rozdil rozmér matice minus jeji hodnost,
plati:
O=y<r<irm<ry< - <v,=Fk.

Pocet matic v posloupnosti (2.7) je m + 1. Definujme déle cisla

01 =V —1lVy,09g =Vyg—UV1,...,0m = VUm — Vmp-1,

ktera se nazyvaji charakteristiky matice A (odpovidajici vlastnimu ¢islu A). Plati pro
né vztahy:

012022 ...20n
a
or+os+ - +o,=k. (2.8)
Charakteristiky matice A urcuji rozmisténi fetézcu zobecnénych vlastnich vektoru vy,
j=12,....m,s=1,2,...,0;, odpovidajicich zobecnénych vlastnim vektorim
Umls - Umomyr Um—1,0m+1r -+« y Um—1,0p—15 -+ - s V2095« - + y Vloys (29)

které jsou rozmistény v tabulce, kterd ma m radku a o; sloupci:

V11 V12 | Vi, V1,0m+1 S Vo S Vigy | 1| Viey
V21 V22 - | Y20, V2,0m+1 C | Y2,0m1 - | V2o,
: (2. 10)
Um—1,1 | Um—1,2 Cl Un—1,0m | Um—1,0m+1 S Um—1,0m-1
Um1 Um2 : Umom

Pocet vektoru v kazdém tadku je urcen prislusnou charakteristikou. Je-li napiiklad
09 = 4, znamena to, ze ve druhém radku (uréeném indexem charakteristiky) tabulky (2.10)
jsou ¢tyti (linedrné nezavislé) vektory. Obecné je v j-tém fadku tabulky celkem o; vektor.
Protoze je soucet vSech charakteristik roven k (viz vztah (2.8)), pocet vsech vektoru v
tabulce je také roven ¢islu k, tj. ndsobnosti vlastniho éisla A. Kazdy vektor v tabulee (2.10)
je nenulovy.
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2.3.2 Reseni typickych piikladi

Priiklad 2.8. Urcete obecné feseni soustavy rovnic:

ry, = 2x + 1y + 3,
rh = -2y — xy — 23, (2.11)
rh = 1 + T + 2xs.

ReSeni. Soustava mé matici

2 1 1
A=|-2 -1 -2
1 1 2

Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako Teseni charakteristické rovnice
det(A—AE) =0

tj. rovnice
2—A 1 1
-2 —1—-X =2 |= (potpravé) = —(A—1)*=0.
1 1 2—-A

Vlastni ¢islo je jen jedno: A = A1 23 = 1 a je trojnasobné.
Hledejme odpovidajici vlastni vektor

v = (’U%a ’U%a ,U?)T
Bude jim libovolny nenulovy vektor, splnujici vztah

(A= AE)v; = o.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu

1 1 1
—2 -2 —2|.v,=o0. (2.12)
1 1 1

Snadno lze ovéfit, ze matice soustavy (2.12) ma hodnost h = 1 a nulitu v = 3 -1 =
= 2. Vlastnimu ¢islu tedy budou odpovidat dva linearné nezavislé vlastni vektory. Jsou
jimi napifklad vektory vy, = (=1,0,1)7 a v, = (0,1,—1)". Jeden z vlastnich vektoru
vsak musi byt zobecnénym vlastnim vektorem délky 2. Bude to takovy vektor, pro ktery
existuje netrividlni feseni vy jedné ze soustav

(A — AE)v9; = v14, resp. (A — AE)vg = vy, (2.13)

Snadno ovéiime, ze kazdd soustava (2.13) ma pouze trividlni feseni vy; = (0,0,0). Vybér
vlastnich vektoru w4, vy, tedy neumoznuje najit nenulovy vektor wvg;, prestoze takovy
vektor musi existovat, je-li prava strana vhodné zvolena.
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Pokusime se vybrat pravou stranu v soustavé (2.13) tak, aby nenulovy vektor v
existoval. Libovolnd linedrni kombinace

vy, + Bur
je opét vlastnim vektorem. Pokusime se urcit parametry « a 8 tak, aby soustava
(A — /\E)UQ = Ui, + 61)15 (214)
méla nenulové teseni. Aplikaci Frobeniovy véty (hodnost matice soustavy se rovnd hod-
nosti matice rozsirené) ihned dosptdvame o = (/2. Volime napiiklad § = 2, « = 1 a
misto puvodni dvojice vlastnich vektoru vya, vy» definujme novou dvojici

V11 = Vi + 201 = (=1,2, = 1)T, v1g = vy,

Soustava

(A=AE)vy = wn (2.15)

mé netrivialni feseni vy, = (—1,1, —1). Fundamentalni systém feseni soustavy (2.11) je
tvofen trojici vektoru

-1 —1 —1 -1
0] ¢, 2] €, 1]+ 21¢t] €
1 —1 —1 -1

Obecné feseni je dano linearni kombinaci

I‘l(t) = —(Cl +CQ+C3) -et — Cgt'et,
To(t) = (2Cy + C3) - '+ 2Cst - €, (2.16)
(L’g(t) = (Cl - CQ - 03) . et — Cgt . et.

s libovolnymi konstantami C;, Cy a Cj. ]

Abychom ukéazali uziti maticovych charakteristik pii stanovovani zobecnéného systému
vektoru budeme toto demonstrovat na maticich ¢tvrtého radu. Pro tspornost zapisu ne-
budou diléi kroky detailné rozepisovany.

Priiklad 2.9. Pomoci zobecnénych vlastnich vektoru naleznéte obecné feSeni systém
linedrnich diferencialnich rovnic:

= —a1(t) + 8xo(t) + 3Bxs(t) — 10z4(t

xy(t
— 2x3(t) +  Bwyl(t
— 2x3(t) +  Bwy(t

)
)
)
)
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-1 8 3 -10
- 0o 2 0 -1
Reseni. Systém ma matici soustavy A = | R Charakteristicka rov-
1 -2 -2 5
nice matice soustavy je
—-1-X 8 3 —10
0 2=A 0 =1 oM a3 —a 1= (A - 1)L
1 -1 —-2-X 5
1 -2 —2 5=

Hledame vlastni vektory odpovidajici vlastnimu ¢islu A = 1, tj. feSime soustavu

-2 8 3 -—10/0 1 -1 -3 5 |0
0 1 0 -—110 0 1 0 —110
1 -1 -3 50|77 -2 8 3 —-1w0/0]|"~
1 -2 -2 4 |0 1 -2 -2 4 |0
1 -1 -3 510 1 -1 =3 510
01 0 -1/0 01 0 -1/0
06 -3 00| 1o 0 =3 610
0 -1 1 =110 00 1 —2/0

Pti upravach jsme postupovali tak, ze nejdiive jsme vymeénili tfeti fadek s prvnim, potom
jsme pomoci tohoto prvniho fadku vytvofili nuly pod diagonalou v prvnim sloupci tak,
ze jsme dvojnésobek prvniho fadku pricetli ke tietimu a prvni fadek jsme odecetli od
¢tvrtého. V dalsim kroku jsme pomoci druhého radku vytvorili nuly pod diagonalou ve
druhém sloupci tak, ze jsme Sestinasobek druhého radku odecetli od tretiho radku a druhy
fadek jsme pricetli ke ¢tvrtému rfadku. Protoze posledni dva fadky jsou linearné zavislé
upravy jsou u konce.

Protoze hodnost charakteristické matice A — E je 3 existuje (az na nasobek) jeden
charakteristicky vektor v; = (2,1,2,1) a systém zobecnénych vektoru je tvoren jednim
retézcem délky 4. Abychom urcili zbyvajici vektory budeme trikrat fesit systém linearnich
rovnic se stejnou matici soustavy a pouze jinou pravou stranou. Zapis zkratime tak, ze
soucasné budeme zapisovat tii sloupce pravych stran:

2 8 3 —10]2 3 2 1 -1 -3 5 |20 -1
0 1 0 —1]11 0 0 1 0 —1]11 0
1 -1 -3 5120 171 -2 8 3 —-10/23 2 |~
1 -2 -2 4 [1 0 -1 1 -2 =2 4 |10 -1
1 -1 -3 512 0 -1 1 -1 -3 5102 0 -1
0 1 0 —1|1 1 0 0 1 0 —1|1 1 0
06 -3 0/6 3 0 ] lo o -3 6|0 -3 0
0 -1 1 —1|-110 0 0 0 1 —-2/0 1 0
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’ (A 003 4 _ 2 4 _ 1 2 3 4 _
Pro prvni sloupec dostavame: vy, — 2vy; = 0, vy — vy, = 1, vy — v5; — 3vy;, + dvy; = 2.
Volbou v4, = 0 dostavame vektor vy; = (3,1,0,0)7, ktery je uveden ve druhém sloupci.

21 )+ Yy )

. (A )3 4 _ 2 4 _ 1 2 3 4 _
Pro druhy sloupec dostavame: vs; — 2v5; = 1, v3 —vs = 1, va; — v3; — 3vy;, + dvg; = 0.
Volbou v4, = —1 dostavame vektor vs; = (2,0, —1, —1)T, jenz je s opa¢nymi znaménk

31 5 Yy ) )
uveden ve tietim sloupci. Pro tiet{ sloupec nalezneme fesen{ ve tvaru vy = (—1,0,0,0)7.
Nyni sestavime Ctyti linearné nezavislé vektorové funkce

2 3 2 4 3 2
1|, 1 1 . 1 1 1|2,
9 e, 0 + 9 t| e, 1 + 0 t+ 9 e,
1 0 1 0 0 1

-1 4 3 2

0 + ! t+ ! ﬁ+ L ﬁet

0 1 0 |2 2 6]

0 0 0 1

Tedy obecné teseni systému 2.16 je dano vektorovou funkei:

(201 +3Chy +4Cs — Cy + £(2C + 3C5 + 4C,) + (205 + 3Cy) + §C4)> of
<C1 +Cy+C3+t(Cy+ C5+ Cy) + %(03 +Cy) + %C4> ef
(2 CL+ C5 + (20 + Cy) + t2C5 + §C4) et
(Cr+Cot=Cot 5Cs—Cat+ 5C) e
0

Priklad 2.10. Pomoci zobecnénych vlastnich vektort naleznéte obecné teseni systém
linedrnich diferencialnich rovnic:

i) = 2x(t) + bwa(t) +  x3(t) — bay(t)
xh(t) = dao(t — oyt
10 0 (0 -
zh(t) = —x1(t) + Dbxa(t) + 4das(t) — bay(t)
zy(t) = xo(t) +  2x4(t)
2 51 =5
- 0 4 0 -1
Reseni. Systém ma matici soustavy A = L5 4 Charakteristicka rovnice
0 1.0 2
matice soustavy je
—1-X 5 1 -5
0 4—-XA 0 =1 N 12034 540% — 108X 481 = (A —3)*.
1 5 4—X =5

0 1 0 2-A
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Charakteristicka matice soustavy odpovidajici jedinému vlastnimu éislu A = 3

-1 5 1 =5
0 1 0 -1
¢= -1 51 -5
0 1 0 -1

mé ziejmé hodnost 2, nebot tieti fadek je stejny jako prvni a étvrty fadek je stejny jako
druhy. To znamend, ze matice A ma dva charakteristické vektory odpovidajici vlastnimu
¢islu A = 3. Navic druhd mocnina C? je nulova matice, kterd ma hodnost 0, proto posloup-
nost nulit je vy =0, vy =4 — 2, 1, = 2 — 0 a tomu odpovidajici charakteristiky matice A
jsou o1 = v — 1y = 2, 09 = vy — v = 2. Tedy existuji dva fetézce zobecnénych vlastnich
vektoru délky 2. Vlastni vektory odpovidajici vlastnimu c¢islu A = 3, tvoii vektorovy
prostor feseni dimenze 2 a jsou to fesSeni soustavy rovnic

-1 51 =50

0 1 0 —1/0 -1 01 010

-1 51 =50 N(o 10—10)‘

0O 1 0 =110
Bézi tohoto prostoru feseni muzeme volit vy;; = (1,0,1,0)7, v = (0,1,0,1). Nyni
nalezneme vektory vg; a w99, které jsou urceny vztahy Cwvyy = w11 a Cugy = vy, To

znamena, ze feSime dvé soustavy rovnic:

151 =5]1 151 =50
0 10 —1]0 0 10 —1]1
151 =51 & 151 =50
0 10 —1]0 0 10 —1]1

7 téchto soustav uréime napiiklad vektory vy = (—1,1,0,1)T, vyy = (5,2,0,1)7
Nyni sestavime ctyti linearné nezavislé vektorové funkce
-1

+ 3t

O = O =
_ O = O
— O N Ot
_ O = O

1
0
1
Tedy obecné teseni systému 2.17 je dano vektorovou funkei:

(Cl — OQ +5 04 + th) e3t
(Cy + O3 +2C, +tCy) e*
(Cl + tCQ) e3t
(CQ + 03 + 04 + tC4) e?’t

]

V poslednich dvou ptikladech jsme neméli problém s uréenim zobecnénych vektoru
jako v predchozim ptikladu. Tyto problémy se mohou vyskytnout az v dalsim prikladé.
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Priiklad 2.11. Pomoci zobecnénych vlastnich vektoru naleznéte obecné reseni systém
linearnich diferencialnich rovnic:

i (t) = 6xo(t) + 3x3(t) — 8xy(t)
xh(t) = 2x9(t
/2( ) 2{f) (2.18)
2h(t) = x1(t) — 3Bxe(t) — 3zs(t) + Tay(t)
oy(t) = xz1(t) — 3xo(t) — 2x3(t) + Ddwy(t)
0 6 3 =8
- 0 2 0 0
ResSeni. Systém ma matici soustavy A = L3 1 Charakteristicka rovnice
1 -3 =2 7
matice soustavy je
-A 6 3 -8
0 2—2X 0 0 RV 3 2 - 4
1 -3 —1-» 7 = A" =8N\ 4+ 24\* — 320 4+ 16 = (A — 2)".
1 -3 —2 T—A

Charakteristickd matice soustavy odpovidajici jedinému vlastnimu éislu A = 2

-2 6 3 -8
0O 0 0 O
¢= 1 -3 =3 7
1 -3 -2 5

ma zrejmé hodnost 2. To znamend, ze matice A ma dva charakteristické vektory od-
povidajici vlastnimu cislu A = 2. Nyni vypoc¢teme mocniny charakteristické matice a
jejich hodnosti:

-1 3 1 -3 0000
. [ 0o 0o 0o o s o000
=1 2 6 -2 6 “=1o00o0

1 -3 -1 3 0000

Posloupnost hodnosti mocnin charakteristické matice je hg = 4, hy = 2, ho = 1, hy = 0,
tomu odpovidajici posloupnost nulit je vy = 0, 1 = 2, vy, = 3, vy, = 0. Charakteristiky
matice jsou o3 = 2, 0o = 1, 03 = 1. To znamena, ze mame jeden vlastni vektor a jeden
fetézec zobecnénych vlastnich vektoru délky 3. I v tomto piipadé je tfeba urcit spravny
vektor vy; takovy, aby byl koncovym vektorem fetézce zobecnénych vektoru délky 3.
Nejdifve uréime dva vlastni vektory odpovidajici vlastnimu éislu A = 2. Resfme soustavu
rovnic:

_02 8 g _08 8 1 -3 =3 710 1 -3 =3 710
L3 3 7o |~ 1 -3 -2 5/0]~l0 0 1 =20
S -2 6 3 -8|0 0 0 -3 610
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Za bézi prostoru vlastnich vektoru muzeme zvolit vy, = (2,1,2,1) a vy, = (3,1,0,0). Nyni
budeme hledat koeficienty linearni kombinace awvy, + Bvy, takové, ze existuji nenulové
vektory wvsq, v91 spliujici

2
Cvyy =avi, +Pvy  a Cusp =v91 = Cg = avig + fug.

To znamena, ze nasledujici systém rovnic ma fesSeni:

-1 3 1 =-3|2a+3p -1 3 1 —-3|2a+3p
0 0 0 0| a+p 0 00 0| a+p
2 -6 -2 6 2 0 00 0 |6a+6p3
1 -3 -1 3 o 0 00 0 |3a+3p
Upraveny systém ma teSeni prave, kdyz o = —f, napi. « = 1 a § = —1, coz dava vektor

vi; = (=1,0,2,1)T. K tomuto vektoru postupné uréime vy a vs; jako FeSeni systémi se
stejnou matici soustavy ruznym sloupcem pravych stran. Zapis reseni provedeme soucasné:

-2 6 3 —-8|—-1 -2

00 0 0] 0 © L5 -3 7) 21

~|l0 0 1 —2/-10
S B 00 =3 6] 30
1 -3 -2 5| 1 1

Volbou vy, = 1 a v3; = 0 ziskdme vektor vg; = (—2,0,1,1)7, coz je druhy sloupec volbou
vi =1 a v = 0 ziskdme vektor vg; = (2,0,2,1)7.
Nyni sestavime ¢tyti linearné nezavislé vektorové funkce

2 -1 -2 -1
1 2 0 2 0 0 2
9 e’t, 9 e’ 1 + 9 t] e
1 1 1 1

0 -2 —1

0 0 0 || 5

o | T 1 1T 2 |32

1 1 1

Tedy obecné feseni systému 2.17 je dano vektorovou funkei:

((201 Gy — 205 — 1(Cy +2C4) — %cu) o2
0162t
(20, +2C+ C5+2C; +t(2C3 + Cy) + 12 Cy) e*

<01+02+03+C4+t(203+04)+§04> o2t

2.4 Exponenciala matice

Tato metoda m&a pomérné jednoduchy algoritmus nalezeni obecného feseni systému
linedrnich rovnic s konstantnimi koeficienty. To je ovSem kompenzovano relativni
pracnosti.
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2.4.1 Prehled zakladnich pojmiu

Tato metoda vyuziva méné castou definici charakteristického polynomu k matici soustavy:

ay; Qa2 ... Qip A — aiq —Q12 . —Q1n

21 Q22 ... QA9 —Qa21 A — a2 ... —Aagn
A= - N =

Gnl Qp2 .. Qpn —Qy1 —Qp2 ... A— Qpp

Charakteristicky polynom p(\) zapsat ve schématickém tvaru skuteéného polynomu:
PA) = A"+ ap AT a2 AT A )+ ao,

kde koeficienty a,_1, @n_s, . . ., a1, ap jsou jednoznaéné uréeny determinantem. Casto byva
charakteristicky polynom definovan jako determinant det(A — AE) = 0, ktery lze pomoci
puvodniho polynomu vyjadrit ve tvaru (—1)"p(A). Tento znaménkovy rozdil nemé vliv na
tvar a feseni tzv. charakteristické rovnici matice A, kterd ma tvar p(\) = 0.

Veéta 2.12. Predpoklidejme, Ze A je konstantni n X n matice, jejiz charakteristicky po-
lynom ma tvar
PA) = A"+ ap A" ag )+ ag.

Predpokladejme ddle, Ze y(t) je reSent pocdteéni ilohy pro linedrni homogenni diferencidlnd
rovnici n-tého rddu se stejnymi koeficienty:

v 4 y™ D bt oagy + agy = 0, (2.19)
y(0) =4/ (0) = =y™2 =0,y D(0) = 1. (2.20)
Oznacme
z1(1) air ay -+ Qp—q 1 y(t)
2@@ e a1 0 y’@ _ (2.21)
o(t) 10 - 0 o) \yenp

Pak pro exponencidlu matice plati vztah:

M =2 (O + z(t)A+ - + 2, ()AL

2.4.2 Reseni typickych piiklada

Priiklad 2.13. Naleznéte exponencialu matice matice A = { ; ; } )

Reseni. Nejdifve uréime charakteristicky polynom A2 — 3\ — 4 a vlastni ¢isla \; = —
—1, Ay = 4. Odpovidajici pomocnd diferencidlni rovnice 3" — 3y’ —4 = 0 mé obecné reseni
y = Cret + Cye.
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Z podminek y(0) = 0, ¢/(0) = 1 urc¢ime konstanty C;, Cs:

0: (O): Cl + CQ = 01:—%
1:y,(0): —Cl -+ 402 02:%

Dostavame tak y(t) = :(—e~ +e), i/ (t) = £(e" +4e*). Déle uréime funkce 2 (t), 22(t):
a) Y _ (-3 1\1 /[ —ete?\ 1 [ det 4t
) )\ 1 0)5\ et+4de | 5\ —et+et
4 deTt et ( 10 ) —e !+ et ( 1 2 ) 1 ( et +2et  —2et + 2e* )
=% \o1)t—5 — =5

3 2 5\ —3et4+3et  2e7t 4 3t
Il

Priiklad 2.14. Naleznéte exponencidlu matice matice A = [ _12 ? } :

Reseni. Nejdifve uréime charakteristicky polynom A — 2\ + 5 a vlastni éfsla

A2 = 1 £ 2j. Odpovidajici pomocna diferencidlni rovnice y” — 2y’ +4 = 0 ma obecné
feSeni y = e'(Cy cos 2t + Cy sin 2t).

Z podminek y(0) = 0, y/(0) = 1 uréime konstanty Cy, Cs:

O:y(O): Cl — 01:
l=y(0)= C, + 2C, Cy =

= O

Dostévéme tak y(t) = 1e’sin2t, y'(t) = s€'(2cos 2t + sin 2¢). Dale uréime funkce z (%),
Zg(t)Z

(20) = (72 0) 3 (et ronan ) -

1
2
t t .
at_ ¢ o Lo e . 12\ cos 2t sin 2t
e™ = 2(20082t sin 2t) ( 01 )+ 5 sm2t( 5 1 )7 _sinor cosot |

[]

( e'(2 cos 2t — sin 2t) )

et sin 2t

Priklad 2.15. Naleznéte exponencidlu matice matice A = { _11 il)) } :

Reseni. Nejdifve uréime charakteristicky polynom A2 — 4 X 4 4 a vlastn{ &isla A2 = 2.
Odpovidajici pomocnd diferencidlni rovnice y” — 4y’ +4 = 0 mé obecné feseni y = *(C +
+ Cot).
Z podminek y(0) = 0, y/(0) = 1 uréime konstanty Cy, Cs:

0= y(O) = Cl Cl =0

1:y/(0): 2C7 + (5 }:> Cy=1

Dostdvame tak y(t) = e?'t, y'(t) = €**(2t + 1). Déle uréime funkce 2, (t), z2(t):

()= (3 ) (i)~



2.5 PRIKLADY PRO SAMOSTATNOU PRACI 37

A o 10 w1 1Y, [1-t ¢
e =e”(1 2t)<01 tettl | 5 )=e 14t )

Priklad 2.16. Naleznéte obecné feseni systému linearnich diferencialnich rovnic:

vi = v + 2y + 2 — 5t
yy = 3y1 + 2y + 5 — Tt

1 2 2-5¢
a = b(t) je prava strana

Reseni. Matice soustavy je konstantni A =
3 2 5—Tt

soustavy.
V prikladé 2.13 jsme urcili exponencidlu matice A ve tvaru

etA _

5

1| 3et+2ett 264t —2e7t
3ett —3e7t 2e7t 4 3ett

Nyni uréime integrél ze vzorce
t
y(t) = elt=to) Ay, +/ e(t_S)Ab(s)ds,
to

kde volime ty = O:
1 t _4e—t+s_1e—t+ss+14€4t—4s_24e4t—4ss
/ ds =
0

t

Lo = g L s aete s s
0 5 21 ett™15 — 36t A5s 4t 4 et

1 [ f0t—4 et —le s 14ett745 — 24 et17455 ds ]

5 f()tQ]' 6415743 _ 36 64t7438 + 467t+s + eftJrsS dS
Nyni dosadime za vektor pocatecnich hodnot vektor C' = [C}, Cy] a celkové dostdvéame
feSeni:
{ i (t) ] e et 4 2ett N C, | 2e*t—2et Set42ett 4t —1
y2(t) 5 | 3ett —3e7! 5 | 2e7t 4+ 3el! Sett — St 4 2¢

2.5 Priklady pro samostatnou praci

Piiklad S 2.1. Urcete obecna feSeni sytému dvou diferencialnich rovnic 1. fadu, kde a
je prirozené ¢islo:

() = (2—a)xi(t) + zo(t) + cos(t) + (a — 2)sin(t)
zh(t) = —ala+Dz(t) + (a+3)xe(t) + (a+1)sin(¢)
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b) () = (a+2)x (t) — a*ry (t) + e*ala—1)
Th(t) = T (t) + 2—a)ra(t) + e*(a—1)

) () = (a=2)x1(t) + dao (t) — e€'(a—7)
zy(t) = —z1(t) + (a+2)x2(t) + e'(a+2)

Q) i (t) = (a®>+ 1)z (t) — (a®*+a)zg(t) — e'(a*+a)
() = (> —a)zi(t) — (a®—2)x2(t) ‘(a* — 1)

+ 5z9(t) + 1—t(a—3)
—z1(t) + (@a—2)z9(t) — 1+4t(a®*—1)

4axy(t) + 10aze(t) + e'(6a+1)
—ax1(t) — 2axz(t) — €(a+1)

Priklad S 2.2. Urcete obecnd feseni homogenniho sytému ti{ diferencidlnich rovnic 1.
fadu, kde a je prirozené ¢islo:

ry(t) = day(t) + (a—2)za(t) — ax3(t)
a) h(t) = (d—a)r(t) + (2a—2)za(t) — ax3(t)
zy (1) = ri(t) + (a—2)za(t) — (a—3)as(l)
i (t) = (a+3)x(t) — w2(t) — ax3(t)
b) a4 (t) = (a+2)z1(t) — ax3(t)
ry(t) = axi(t) — x2(t) — (a—3)xs3(t)
oy (t) = Tr1(t) +  (a—4)za(t) — (a+1)x3(t)
c) xh(t) = (10—a)zi(t) + (2a—5)xa(t) — (a+3)xs3(t)
2y (t) = (G—a)a(t) + (a—3)zat)

(13 —6a)x1(t) + (2a—8)xa(t) — (6a—8)xs(t)
—baxy(t) + (14 2a)za(t) — 5a x3(t)
(12 —-4a)x1(t) + (a—8)z2(t) + (4da—T)xs(t)

o
~—
8
R T TN
—~
~—
i1l

Baxi(t) + (a—4)za(t) — (3a—4)xs3(t)
axi(t) + zo(t) + (1 —a)xs(t)
(Ba—1)z1(t) + (a—3)xa(t) + (5—3a)xs(t)

@
N~—

8
NSRS
—~
S~—
It

—ax(t) + 2x9(t) + ax3(t)
—(a+4)x1(t) + bxa(t) + (a+1)xs3(t)
—(a+3)z(t) + 2x2(t) + (a+3)xs(t)

s
~—

8
WSS =>
—~
~—
1

Priklad S 2.3. Urcete obecnd feSeni homogenniho sytému ¢tyt diferencidlnich rovnic 1.
fadu, kde a je prirozené cislo:
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A1) = @+Dm@) + @+ + wl) — (@t Do)

a) T2 = (a—Da(t) + (ot Drot) = ay(t) — ax4(t)
2 (t) = (a—1Da(t) + (a+1)xa(t) + 223(t) — axy(t)
2y (t) = a—1)z1(t) + 2(a+1)xa(t) + 2x3(t) — 2a x4(t)
i (t) = (2a—1)x1(t) + 2x9(t) — x3(t) — (1 —2a)xz4(t)

b) zh(t) = 3la—1D)z(t) + 22t) — (2a—1Das(t) — (a—1)x4(t)
2o (t) = (2a—3)z1(t) + 2z9(t) — x3(t) — (2a — 3)x4(t)
() = (a+1z(t) + 2z9(t) — 3a3(t) — (20— 1) x4(t)

Priklad S 2.4. Urcete exponencidlu ¢tvercové matice fadu 2, kde a je prirozené cislo:
2—a a a+2+a® —a?
a) b)
—a—1 a+3 a’>+2a+1 —a®>—a+2
a+5 —4 a—1 1
c) d)
6 a—9>o -1 a—+1
2—a a®+1 —7a Ha
e) f)
-1 a+2 —10a Ta

Priklad S 2.5. Urcete exponencidlu ¢tvercové matice fadu 3, kde a je prirozené cislo:

—4a-—1 4a —4a+6 —3a-—1 3a —3a+6
a)| —7a—7 Ta+3 —Ta+11 b)| —6a—6 6a+2 —6a+12

—3a—3 3a —3a+8 —3a—3 3a —3a+8
Vysledky

2.1
a) Reseni mé tvar:

z1(t) ="' + 3 Cy +sin () ao(t) = ae®'C; +e*'Cy (a+1)
b) Regeni m4 tvar:
z1(t) = (Cra+ (at +1)Co —a+1) x9(t) = e*(C; + Cot)

¢) Resen{ ma tvar:

Jil(t) = eat(C’zt—i- Cg) +€t Ig(t) = ieat (C] <2t+ 1) + Cg) - et
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d) Resenf m4 tvar:
zi(t)=(a+1)e'C; +ae®Cy m3(t) =ae'C; + (a—1)e*'Cy2 — &
e) Resenf m4 tvar:
z1(t) =5C; e cost —5 Cpe'*sint + ¢
zo(t) = —Cre'* (2 cost) +sint) — Cye'® (=2 sint + cost) — ¢

f) Reseni mé tvar:

x1(t) = e"*(Cy (=3 cos(at) +sin(at)) — Cy (cos(at) + 3sin(at))) + e’
zo(t) = e*'(Cy cos(at) + Cysin(at)) —
2.2 Reden{ mize mit tvar:
ri1(t) = Cret + Chet + aCse®! z1(t) = Cret + Coe?t + aCse3?
a) 1o(t) = Cret +2Ce* + aCse?! b) zo(t) = 2C;e' + Coe?t + aCse’?
z3(t) = Cre?t 4 Coe®' + (a —1)Cse3"  23(t) = Cret + Coe®t + (a — 1) Cse3?
71(t) = Cie*' + (Che®*(3cost —sint) — Cze?!(cost + 3sint)
c) a(t) = Cie*t + Core**(5cost —sint) — Cye®*(cost + Hsint)
r3(t) = Cie*t + (Che?'2cost — 2C5e%sint
ri1(t) = Cie®t + Chre'(6cosat —2sinat) — Cse(2cosat+ 6Gsinat)
d) z(t) = Cre'bcosat — Cse'sinat
x3(t) = Cie®t + Cre'2(4cosat —3sinat — 2Cse'(3cosat +4sinat)

12a(a+ 1)+ Cs2(ala+ 1)t —a® + a+2)+
Cs(t?ala+1) +t2(—a* +a —2) — 2))

(C
(t*a(a

e) m(t) = e*(C;2(a+1)+ Co2t(a+ 1)+ Cs(t?a — 2a)
(Cr2(

z3(t) = €*(Cr2(a+1)?+ Cola+1)(tla+1)+1—a)+
Cs(a+1)(t*(a+1) +2t(1 —a)))

l’l(t) = Cle2t + 402€3t + 403t€3t
f) zo(t) = Cie*' + 6C,e* + Oy (6t +2—a)e’
l‘g(t = O1€2t + 402€3t + 203(2t+1)e3t
2.3 Reseni muze mit tvar:
r1(t) = ' C;(t* —6t+6 —6a) + Cy2(t2 = 1) + Cst + C
a) zo(t) = e Ci3(t? — 2t +2) + 6Cy2 + Cs
Ztg(t) = etCﬂf?’ + Cgt2 + Cgt + 04
z4(t) = e C/(BP+3*—12t —6a—18) + Co(t*+2t—4) + Cs(t+1) + C
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x1(t) = Cjcost + (5 2sint
Cs(5cos2t — 3 sin 2t) + C,;(5sin2t + 3 cos 2t
xo(t) = C(cost —sint) + Cy(cost +sint)
b) C5(3a —2)(4cos2t +sin2t) + C;(3a—2)(4sin2t — cos2t)
z3(t) = (42 cost + (92 sint
C5(2 cos 2t + 9sin 2t) + C,(2 sin2t + cos 2t)
x4(t) = Cjcost + (2 sint
C317 cos 2t + (17 sin2t

2.4 Exponenc1ala ma tvar
(a+1)e?t —ae3t —a(—e3t +e?Y) )

a_|_1 3t+62t> <a+1)e3t_a62t

e?t (1 + ta? —%ta) —te?ta?
e (a+1)°  —e?' (=14 ta® +ta)

—92¢ (a—1)t + 3 e(a+1)t —9 e(a+1)t +2 e(afl)t )

( 3 e(a+1)t e(afl)t 3 e(afl)t —9 e(a+1)t

—1+1) tel®
el (141t)

(cos (t) —asin(t))  e*'sin(t) (a® + 1) )

tsin (t) et (cos (t) + asin (t))

cos (ta) — 7 sin (ta) 5 sin (ta)
—10 sin (ta) cos (ta) + 7 sin (ta)

2.5 Exponenciala ma tvar

a)

(2a+2)e* — (a+1)e’t — a3t —a(—e’t —e3t 4 2e?Y) (2a —2)e?" —ae3t — (a — 2)e’!
(a+1)(—e*t =25t +3e*!)  2ae’' + (a+1)e3! —3ae*t (3a—3)e?! — (a+1)e3! — (2a — 4)e’!
(a+1) (=5 + 2 Ca(—ePt et _aePt 4 ae?t — o2t 4 2Pt
22t — et — e’ +ae?t —a(—e’t +e?t) (a —2) (—e’! + e??)

b)| 2 (a+1)(—e’*+e*) e*+2ae’ —2ae?" 2 (a—2)(—e® +e?t)
(a+1) (=t 4 e2t) —a(—eSt+et)  —aedt + ae?t —e?t 4 260!
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3  Stabilita linearni rovnic a jejich
systému

Necht m4é matice soustavy linedrnich diferencidlnich rovnic prvniho fddu s komplexnimi
koeficienty charakteristickd cisla, které maji zaporné redlné casti, pak trivialni reSeni
daného systému je stejnomérné asymptoticky stabilni. Existuje-li charakteristické ¢islo
této matice s kladnou redlnou césti, pak trivialni feseni je nestabilni. Protoze charakte-
risticka ¢isla matice jsou koteny charakteristického polynomu

det(A — M) = ag + a A+ -+ ap A"+ a,\",

budou néas zajimat polynomy, jejichz vSechny nulové body maji zaporné realné c¢asti. Ta-
kové polynomy se nazyvaji hurwitzovské polynomy a ptislusné kritérium Hurwitzovo
kritérium.

3.1 Hurwitzovo kritérium

Necht je ddn polynom
f)=ay+az+ - +a,_ 12" a2, n>1,a>0, a,#0 (3.1)

s realnymi koeficienty. Hurwitzovou matici polynomu (3.1) nazyvame matici

aq Qo 0 0 tee 0
as as ay Qo - 0

, (3.2)
Aop—1 Q2p—2 QA2p—3 A2p—g - Qp

kde klademe a, = 0 pro s < 0 a s > n. Plati toto tvrzeni:

Vsechny nulové body polynomu (3.1) maji zdporné redlné casti pravé tehdy, kdyz

determinanty Ay, Ag, ..., A, jsou kladné, pticemz
aq Qo 0 0 ce 0
as a9 aq Qo cee 0
A =1 a5 ay as a - 0} k=1,....n.

2k—1 A2k—2 A2k—-3 QA2k—4 - A
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Maji-li vSechny nulové body polynomu (3.1) zdporné realné casti, musi byt vsechny jeho
koeficienty a;, j = 0,...,n, kladné. Pro kvadraticky polynom f(z) = ag + a1z + as2?
plati, ze je hurwitzovsky prave tehdy, kdyz ag > 0, a; > 0, ay > 0. Pro polynomy vyssich
stupnu je tato podminka pouze nutn4.
3.1.1 Reseni typickych piiklada
Priklad 3.1. Zjistéte, zda polynom

f(2)=2"+322+ 72 +22+3
je hurwitzovsky.

Reseni. Vsechny koeficienty polynomu f jsou kladné, takze tento polynom muze byt
hurwitzovsky. Pouzijeme Hurwitzovo kritérium:
ay=3, a1 =2, ap =7, a3 =3, ag = 1, tedy

. . . a; Qo o 2 3 o
Al = G1—2>O, Ag—a?’ a2—‘3 7’ 5>0
a; Qo 0 230
Ag = laz ay a1|=13 7 2/=11>0
as a4 a3 01 3
ay Qo 0 0 2 3 00
_lag az a; ao| |3 7 2 3| -
A4 = as ay as GQ—O 1 3 7—]. A3—11>0
ar Qg G5 Qy 0 001
Podminky Hurwitzova kritéria jsou splnény, takze polynom je hurwitzovsky. O]

Priklad 3.2. Zjistéte, zda polynom
f(2) = 1002* + 5802 + 128127 4 22062 + 4010

je hurwitzovsky.

Reseni. Vsechny koeficienty polynomu f jsou kladné, takze tento polynom muze byt
hurwitzovsky. Pouzijeme Hurwitzovo kritérium:
ag = 4010, a; = 2206, as = 1281, a3 = 580, a4 = 100, tedy

o o (a1 Go| 2206 4010 _
Ay = a; =2206 >0, Ay = a3 G| ‘ 580 1281‘ = 1633862194 > 0
a ag 0 2206 4010 O
As = lag ay a;| =580 1281 2 | = —19659372000 < 0
as Qa4 das 0 100 580

Podminky Hurwitzova kritéria nejsou splnény, takze polynom neni hurwitzovsky. O]
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Priiklad 3.3. Zjistéte pro jaka a je polynom
f(2) = 2* +82% +272% + az + 50
hurwitzovsky.

Reseni. Vsechny koeficienty polynomu f jsou kladné, takze tento polynom muze byt
hurwitzovsky. Pouzijeme Hurwitzovo kritérium:
ag =950, a1 =, as =27, a3 =8, a4 = 1, tedy

Al = a=a>0,
a; ag a 50 400
Ay = = =270 —400 > 0= a > — = 14.81481481
as as 8 27 27
a 50 0
A = | 8 27 a|=2216a—a®—3200=—(a — 16)(a — 200) > 0
0 1 8

Podminky Hurwitzova kritéria jsou splnény pro a € (16,200), pro néz je polynom
hurwitzovsky. O]

Priiklad 3.4. Rozhodnéte o stabilité systému linearnich diferencidlnich rovnic s kon-
stantnimi koeficienty 2'(t) = Az(t) kde je
-8 9 18 41
-1 2 -2 1
—12 16 21 52
4 -6 —6 —17

A=

Reseni. Nejdifve spocteme charakteristicky polynom:

8-\ 9 18 41
1 2—-)X -2 1
=M 42X 114 )% 58 )\ + 85,
~12 16 21—\ 52
4 —6 -6  —17—-\

Vsechny koeficienty charakteristického polynomu jsou kladné, takze tento polynom
muze byt hurwitzovsky. Pouzijeme Hurwitzovo kritérium:
ag =85, a1 =58, ay =14, a3 =2, a4 = 1, tedy

Al = CL1:58>0, AQZ
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28 8 0
As=| 2 14 58 | =-2080<0
0 1 2

Podminky Hurwitzova kritéria nejsou splnény a polynom neni hurwitzovsky, systém
je asymptoticky nestabilni. O]

3.1.2 Michajlovovo kritérium
Uvazujme polynom, ktery neméa koteny lezici na imaginarni ose, zapsan ve tvaru:
P(z)=an(z —21)(z —22) - (2 — 2p) . (3.3)
Po dosazeni z = jw do (3.3) dostavame
P(jw) = ap(jw)" + -+ a;(jw) T+ + ag = u(w) + jo(w),

kde jsou polynomy u(w) a v(jw) definovany:

uw(w) = ag — agw? + agw* — - v(w) = aw — asw® + asw’® — - - -

Hodograf komplexni kiivky w = P(jw) = u(w) + jv(w) skaldrntho argumentu w se
nazyva Michajlovova kiivka.

Michajlovovo kritérium. Polynom (3.3) je Hurwitzuv, jestlize Michajlovova kfivka
pro w € (0, 00) neprochdzi pocdtkem a plati ¢ =n - 7.

Uhel © obvykle stanovime z orienta¢niho prubéhu kiivky, ktery stanovime pomoci
pruseciku této kiivky se souradnymi osami u, v v roviné uv a stanovime tak kolika kvad-
ranty kiivka prochézi. To predpokladd nalezeni kofenu polynomu wu(w), v(w). To jsou
ovéem polynomy, které po vhodné substituci w? = t piejdou v polynomy s poloviénim
stupném jako polynom puvodni. Na obrazku 3.1 jsou zobrazeny typické Michajlovovy
kiivky pro polynomy stupnu n = 1,2, 3,4,5 v piipadé, ze vSechny kofeny maji zapornou
realnou cést.

Priklad 3.5. Michajlovovym kritériem rozhodnéte zda je zadany polynom Hurwitzovsky:
P(x) =2 +22° + 322 + 2z + 1
Reseni. Po dosazeni z = jw do daného plati:

P(jw) = w'—2jw® —3w? +2jw+1,
u(w) = w*—3w?+1
v(w) = —2w + 2w =2w(l - w?) =2w(l—w)(l+w).

Pro kladné w maji polynomy u(w a v(w) kofeny:

u(w):O = w4_3w2+1:0 = w = /%S’MZZ /3+2\/5
0 &

20l —w)(1+w)=0 = w3=0,ws=1.
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n=2

a, u

Obr. 3.1: Michajlovovy krivky pron =1,2,3,4,5.

Sestavme tabulku hodnot u = u(w), v = v(w) pro vypoctené hodnoty parametru w, a to
vzestupné vzhledem k w:

35 345
0 5 1 +2 00
u 1 0 -1 0 +
) 0 + 0 — —

K prubéhu Michajlovovy kfivky nam staci urcit pouze znaménka funkcénich hodnot
véetné piipadu, kdy w — oco. Jelikoz h_)m 2 = 0, prubéh Michajlovovy kiivky lze zndzornit
nasledovné: o

Tedy pro w € (0, 00) se vektor P(jw) otoci o ihel ¢ = 2w. Aby polynom P()) byl dle
Michajlovova kritéria hurwitzovsky, musi v nasem pripadé platit ¢ = 4 -7 = 27, coz je
splnéno. Odtud plyne, ze vySetfovany systém je asymptoticky stabilni. O

Priiklad 3.6. Michajlovovym kritériem rozhodnéte o stabilité systému

Ty = i)
Ty = 13
I'/3 = Ty
Ty, = —x;— 2x9 — 3x3 — 214.

Reseni. Nejdiive uréime charakteristickou rovnici z matice soustavy:

0 1 0 0 A 1 0 0
0 0 1 0 0 - 1 0

= P(\) = det = A 203 4+30% 20+ 1.
0 0 0 1 0 0 —x 1

-1 -2 -2 =2 -1 -2 -2 —-A-2
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AU

Obr. 3.2: Michajlovova ktivka k piikladu 3.6

Tento polynom je studovan v ptfedchozim ptikladu, kde bylo ukazano, ze polynom je
Hurwitzovky, dostavame zaveér, ze zadany systém je asymptoticky stabilni. O

3.2 Priklady pro samostatnou praci

Piiklad S 3.1. Rozhodnéte, které polynomy jsou Hurwitzovské, kde a je prirozené cislo:

a) plx) = 2a°+8+ (2a*+8+4a)z + (> +6+4a)2” + (2a+2)2” + z'a
b) p(z) = a>+9a’+4+36a+(16a* +2a — 8) x+(a® + 5+ 5a) 2°+(2a — 2) 2’ +a'n
o) plx) = 2a*>+2+ (da+2a®+2)z + (4a+3+a”)2” + (2a+2)2” + z'a
d) plz) =2a"+8+ (4a®+16+4a)z+ (4a®>+18+8a) 2> + (8a+4)z* + 42'a

=(@®+4)(1+16a)+ ((a®+4) (1 +16a) —2a*> —8+2a(1+16a))

e) p(x)
+ (—a®*—3+2a(l+16a)+12a) 2> + (¢ + 3+ 1da) 2° + (2a — 1) 2* + 2"n

f) p(x)=(a®>+4) (1+16a)+ ((a®>+4) (1 +16a) +2a*> +8+2a (1 +164a)) z
+(3a®>+13+2a(l+16a) +20a) 2> + (a® + 7+ 22a) 2° + (2a + 3) 2 + z°a
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Priklad S 3.2. Rozhodnéte o stabilité systému linearnich diferencialnich rovnic prvniho
fadu 2’ = Az s matici A |, kde a je prirozené cislo:
3—5a 30a —6+90a

a) A= —=3—5a 1—25a 9—50a
1 10a 25a — 2

—30+10a 15+ 15a 105+ 15a
b) A= 30—15a —-20-—15a —120
—10+5a 54+5a 35

—3a 2a 5a—1 10a — 2
a+1 —-1—-2a —-5a—1 —10a—2

c) A=
2—4a 4a-2 4a—-5 10a—10
a—1 —a—+1 2 —a—+4
—-3a—2 2a+5 5a+ 8 10a + 21
a—3 —2a+6 —-5a+8 —10a+ 21
d) A=

—4a—-—4 4a+8 4a+13 10a+ 32
a-+2 —a—4 —6 —a — 15

Priklad S 3.3. Rozhodnéte, pro které hodnoty parametru p je dany polynom Hurwit-
zosky, kde a je prirozené cislo:

170> + 17+ pr+ (4da+ 184 d°) 2 + (2a+ 2) 2° + 2

Vysledky

3.1
a) je Hurwitzovsky b) neni Hurwitzovsky
c) je Hurwitzovsky d) je Hurwitzovsky
a) neni Hurwitzovsky b) je Hurwitzovsky

3.2

a) charakteristicky polynom
5a+125a° + (1+25a° —10a) A+ (—2+ 5a) A + A

neni Hurwitzovsky, proto je systém asymptoticky nestabilni.
b) charakteristicky polynom

250a + (75a +50) A+ (5a + 15) A2 + A\
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je Hurwitzovsky, proto je systém asymptoticky stabilni.
c) charakteristicky polynom

@’ +4a*+ (2a+8a’ +2a°) A+ (4a+5a> + 1) X + (2a+2) N’ + \*

je Hurwitzovsky, proto je systém asymptoticky stabilni.
d) charakteristicky polynom

Bl+5a®+4a*+ (2a+8a®—2a* —=2) A+ (—da+5a" +2) N+ (2a — 2) X* + X*

neni Hurwitzovsky, proto je systém asymptoticky nestabilni.
3.3
Polynom je Hurwitzovsky pro

<a2+4a+18—\/a4+8a3+52a2+144a+256) (a+1)
<p<

(a2—|—4a—|—18+\/a4+8a3+52a2+144a+256> (a+1)
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