1  Tutorial ¢. 1

1.1 Obycejné diferencialni rovnice prvniho radu

Obyc¢ejnou diferencialni rovnici rozumime rovnici, ve které se vyskytuji derivace nebo diferencialy
neznamé funkce (pfipadné vice nezndmych funkci) jedné redlné proménné. Obycejné diferencialni rovnice

jsou napriklad
2y 4y =7
y///+2y/+y:$

Resenim diferencialni rovnice na intervalu I rozumime funkci f takovou, Ze po dosazeni za neznamou
funkci, dostaneme identitu.
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Snadno vypoc¢tem ovéfime, Ze rovnice xy’ + y = cosx ma na libovolném intervalu, ktery neobsahuje
0 i"eéeni y = —*%. Tato konkrétni funkce je tzv. partikularni feSeni. Obecné FeSeni této rovnice je
y =2 (c—sinz), kde ¢ € R je libovolné konstanta.

1.2 Neékteré typy obycejnych diferencialnich rovnic
prvniho radu

1.2.1 Exaktni rovnice a integrac¢ni faktor

Exaktni rovnice souvisi s totalnim diferencidlem funkce dvou proménnych. Necht mé funkce z = f(z,y)
spojité parcidlni derivace prvniho fadu v n&jaké oblasti 2 C R?, pak m4 v  totalni diferencidl, ktery je
roven

_of of

dr + == dy. (1.1)

dz " Ox dy

Definice 1.1 (Exaktni rovnice).
Diferencialni rovnice

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 (1.2)

se nazyva exaktni diferencialni rovnice, jestlize vyraz na jeji levé strané je totalnim diferencidlem néjaké
funkce f v néjaké oblasti ) C R?. Funkci f nazyvédme kmenovou funkci.
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To ze je n€jaka rovnice exaktni pozname, pomoci Schwartzovi véty o zaménéné derivovani:

Véta 1.2. Necht M a N jsou funkce dvou proménnych, které jsou spojité a maji spojité parcidlni derivace
pruniho rddu v néejaké oblasti R. Pak vyraz

M (z,y)dx + N(z,y)dy

je totalnim diferencialem nejaké funkce f prave tehdy, kdyz v uvedené oblasti plati

oM  ON

—_— = 1.3

dy ox (13)
Potom je tesent této rovnice ddno implicitné rovnici

fla,y) =C, (1.4)

kde C' je libovolnad konstanta.

Nalezeni kmenové funkce f z jejich parcidlnich derivaci je tiloha probirana jiz v predmétu BMA2, kde
bylo ukazano nékolik moznosti jejiho nalezeni. Hledame funkci f, pro kterou plati
of af
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Integraci M podle x mtizeme (tj. y pro tento moment povaZzujeme za konstantu) f najit:

f@w%:/ﬂﬂ%wdx+mw,

kde g(y) je funkce zavisla pouze na y, kterd zde hraje roli integra¢ni konstanty. Tuto muiZzeme urcit z
rovnice, Ze derivace f podle y ma byt rovna N(z,y). To znamena, Ze

% = a% (/M(az,y)dx—l—g(y)) = (%/M(x,y)dwrg’(y) = N(z,y).

Odtud dostaneme rovnici 9
() = NGag) = 5 [ Moy ds. (15)

ze které zatim neznamou funkci g najdeme integraci podle y. Tim je kmenova funkce f nalezena.

Poznamka 1.3. Cely postup hledani f lze provést i v opa¢ném potadi. P¥ipadné muzeme funkci f urcit
jako jakési mnozinové sjednoceni integralt

flag) = [ Mg dov [ Ny dy)

¢imz je minén soucet kde je kazda funkce napsana pouze jednou.
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Priklad 1. Najdéte obecné feseni diferencialni rovnice
(y* + 2x)dz + 2(x + 1)y dy = 0.

Reseni. Ovéfime, ze zadana rovnice je exaktni.

8y2—|—2x_2 02+ 1)y
oy VT ar
Existuje proto funkce f, pro niz plati
of _ 4 of
SCAY ) Lo+ 1)y
e +2r a 9 (x+ 1)y

Integraci prvniho vztahu podle = dostavame
flz,y) = 2y® +2* + g(y).

Funkei ¢g(y) uréime z rovnosti parcidlnich derivaci podle y:

a ! !
8—y(xy2 +227 +g(y)) =2zy+ 4 (y) =2+ 1)y = ¢y =2y
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Kmenova funkce f je tedy f(x,y) = xy®> + 2> + y*> a obecné feSeni zadané diferencidlni rovnice je
xy? + 22 +y? = C. V tomto piipadé miiZeme Feseni vyjadii i v explicitnim tvaru

C — x?

r+1°

y==+

Integraéni faktor
Uvazujme tpravu exaktni rovnice

32%yda + 2 dy = 0.
LVydélenim 22 se pfece zjednodusi!“, coz je pravda, ale z exaktni rovnice se stane rovnice, ktera neni
exaktni:

3yder +xdy =0

Rovnice je skutecné na pohled jednodussi, ale zato prestala byt exaktninebot plati:
ON

M
M($7y):3y7 N(l‘,y):w, atedy a@—y:g#l: B

tato skutecnost nas vede k otazce zda naopak lze rovnici, kterd neni exaktni, vynasobit vhodnou funkci
tak, Ze se z ni stane rovnice exaktni. Tuto oznacime jako u(x,y) a budeme ji fikat integraéni faktor.
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Obecné nalézt takovouto funkei p(x,y), pro kterou by rovnice

p(x,y)M(z,y)de + p(z,y)N(r,y)dy =0

byla exaktni, tj. pro kterou by platilo a% (u(x,y)M(z,y)) = %

pocatecni, nebo ‘T je tfeba vytesit parcialni diferencialni rovnici:
0 oM 0 ON
9 _9P N

oy Mty Ta Ve (19)

(u(x,y)N(z,y)) je obtiznéjsi tloha nez

Integracni faktor jako funkce jedné proménné

Pokud predpoklddame, ze funkce p zavisi pouze na jedné proménné, rovnice (1.6) se zredukuje na Fesitelny
tvar. Nejprve hledejme funkci zavislou pouze na proménné x, tj. u = u(x). V tomto pfipadé je ty=0az
(1.6) dostaneme

Iy ON , B oM  ON W) 55
) 20— piw) v 20 o u(ﬂﬂ)N—u(x)(ay—ax) > B0 _n e

Aby tato rovnost mohla byt splnéna, musi vyraz na pravé strané zaviset také pouze na x, tedy

oM _ oN
Jdy Ox
—N a(x).
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Tim se rovnice (1.6) zna¢né zjednodusila na rovnice se separovanymi proménnymi:

==

d
=a(zr) = e =a(r)dz = In|y :/(x(:v)dx+c = p=c-efo@dz
1
Protoze nam jde o nalezeni jedné konkrétni funkce g, nikoli vSech moznych, miizeme konstantu c¢ zvolit,
napt. ¢ = 1. Tim mame
M(l') — efoz(:v)dax'

Podobné by se postupovalo pfi hledani integrac¢niho faktoru p jehoz argument by mohla funkce proménnych
x, y (napf. z + y, xy). V nasledujici vété je popsana situace pro integracni faktor jako zavislé pouze na
proménné x nebo y.

Véta 1.4. Necht je ddna rovnice
M(z,y)dz + N(x,y)dy = 0.

oM ON ON oM

Je-li 2% — o(z), resp. % = B(y), pak vyndsobenim rovnice (1.4) integracnim fak-

N
torem u(x) = ef @ dr gy p(y) = e/ PO dostaneme rovnici exaktni.

Priklad 2. Najdéte obecné feseni rovnice

(22° +y* +3)dr + 2y dy =0
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ReSeni. Mame M (x,y) =222 +4?>+3, N(z,y) = 2y.
oM ON oM  ON

=2y, — =Yy, — F# — = rovnice neni exaktni.
oy Y ox 4 dy ox
Zkusime, jestli se ndm podafi najit integracni faktor p jako funkci pouze proménné x:
oM _ 8N
oy o _ 1
N T
Toto je funkce proménné = a v tomto pripadé je a(x) = 1/x tedy
M(l') _ ef%dm _ elnx —
Zadanou rovnici nalezenym integra¢nim faktorem vynasobime:
(22° + xy? + 3x)dz + 2%y dy = 0

Najdeme kmenovou funkci f.

1.22

flz,y) = /ny dy = + h(x).

Funkeci h(z) uréime z rovnosti parcidlnich derivaci podle x:

2,2 4 g2
Y + R'(z) = zy® + B (z) = 22° + 29 + 30 = B/ (z) = 22° + 32 = h(z) = HT:E

9
or 2
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Kmenova funkce je tedy
2t + 2?%y? + 32
2

flz,y) =

a obecné Teseni dané rovnice je zadano implicitné rovnici

ot + r2y? 4+ 327 = .

O

Déle se seznamime s nékterymi vybranymi typy diferencidlnich rovnic, jmenovité s rovnici Bernoulli-
ovou, Riccatiovou a Clairoutovou, a pfedvedeme TfeSeni diferencidlnich rovnic pomoci Picardovy metody
postupnych aproximaci.

1.2.2 Bernoulliova rovnice

Diferencialni rovnice tvaru
y = a(x)y + b(z)y", (1.7)

kde n € R, se nazyva Bernoulliova rovnice. Tuto rovnici miizeme chépat jako zobecnéni linearni dife-
rencialni rovnici (n = 0). Za pozornost stoji fakt, ze pro n > 0 mé rovnice vzdy tzv. trividlni feseni y = 0.
Rovnici (1.7) miiZzeme Fesit riznymi metodami. Lze napf. pouZit substituci za y'™", kdy danou rovnici
transformujeme na rovnici lineadrni. Ukadzeme i jiny zptsob, ktery kopiruje postup feseni linearni rovnice.
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e Nejprve vyresime homogenni linedrni rovnici
y' = a(z)y. (1.8)
Obecné feseni této rovnice vyjde ve tvaru y = C' - yo(z).
e Reseni ptivodni rovnice (1.7) pak budeme hledat ve tvaru
y=C(z) - yo(z).

Toto je modifikace metody variace konstant, pouzivané pfi feseni linearnich diferencialnich rovnic.
Opravdu se podafi najit funkci C'(z), pro kterou je y = C(z)-yo(x) FeSenim zadané rovnice. Dosadime
predpokladané feseni do rovnice (1.7):

C'(z) - yo(x) + C(x) - yo(x) = a(z) - C(z) - yo(x) + b(z) - C"(z) - yg' (x). (1.9)

Protoze yo(x) je feSenim rovnice (1.8), a tedy plati yj(z) = a(x) - yo(z). Druhy ¢len na levé strané
rovnice (1.9) je proto roven prvnimu ¢lenu na pravé strané a z rovnice nakonec zbude

C'(x) = b(z) - C"(x) -y~ (@),

coz je diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi pro neznamou funkci C'(x).
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Priklad 3. Najdéte obecné feseni rovnice

Y = Y + 2%y
x
ResSeni. Nejprve vyfesime homogenni linedrni rovnici v/ = _Y¥.
x
d dx c 1
_y:_/_ = Inlyl=—-Injz|+Inc = hly=h— = y=C —.
Y x |z x
Reseni zadané rovnice budeme hledat jako y = C(z) - —:
x
1 1 c-1i 1
' —4+C- |- |=—--=2+2°C'—~ = C=C%
x x? T x?
To je rovnice se separovanymi proménnymi, kterou nyni vyfesime.
dC dC 1 1
— =0t = ——/dx = ——=x+k = (=——F————.
dx C* 3C3 13/3(x + ]{;)

Obecné Teseni nasi rovnice je tedy
1

Bt k)

Navic mé rovnice jesté singularni feseni y = 0, které nelze dosdhnou volbou konstanty k.
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Poznamka 1.5. U exaktnich diferencialnich rovnic byly obé proménné z a y ve stejné pozici. Inspirovani
touto myslenkou je mozné v nékterych pripadech pouhou zaménou zavislosti proménnych, tj. misto funkce

y(x) hledat funkei x(y) rovnici pevést na znamy typ. Napfiklad rovnice

(20%ylny —2)y =y
prejde pii této zameéné, jejiz soucasti je i zaména

y_dy _ 11
y de dv g’
dz
Vv rovnici

2 !
(2z°yIny — x) = ya',
ktera je rovnici Bernoulli. Obecné feseni rovnice homogenni méa tvar

r=—.
)
Aplikaci metody variace konstanty dostavame
2

/
1
Yy Yy Yy

1
Y E@h’ﬂy‘i‘[{:—

Celkové je mozné ziskat feseni dané diferencialni rovnice v implicitnim tvaru

ry(K —Iny?) = 1.

6.



1.2 NEKTERE TYPY OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC
PRVNIHO RADU 14

1.2.3 Riccatiova rovnice

Diferencialni rovnice tvaru

y = P(z) + Q(z)y + R(z)y* (1.10)

se nazyva Riccatiova rovnice.
Ze znalosti jedno Feseni rovnice (1.10) (napf. podafi-li se ndm je néjak uhodnout) a pouzitim substituce

Y=y t+u,
dostaneme pro novou promeénnou u rovnici
u' = (Q(z) + 2R(x)y1 )u + R(z)u’. (1.11)
coz je pro neznamou funkci v Bernoulliova rovnice kde n = 2.

Priklad 4. Najdéte obecné feseni rovnice
2
! 2
3y +y + P = 0,

jestliZe feSenim této rovnice je funkce y; = 1/z.
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ReSeni. Zavedeme substituci

1
y:_+u7
X

po které ziskdme Bernoulliovu rovnici ve tvaru:

2
1 1 2 2
3l—=+v )+ (=+u) +5=3"+-ut+u>=0,
x x x x
Vzniklou Bernoulliovu rovnici fesime tak, Ze nejdiive uréime obecné feSeni linedrni homogenni rovnice

3u' = —Eu :
3

d 2 2
/;u:/—gdx = ln\u]:—glnpc\—i—lnC = U=

C(x)
Va?

. Zderivovanim a dosaze-

Reseni Bernoulliovy rovnice budeme hledat metodou variace konstanty u =
nim do rovnice dostaneme

! _ 2
3(0 2/3>+§C <, L dC:/ dz

1_ 3
v s ) e T =) e T e VR
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1
C méme ve tvaru C = ——— a dosazenim do pfedpoklddaného tvaru feseni ziskdme feseni Bernoulliho

Vr+ K
rovnice: X
i
/22 x4+ K22
Dalsim feSeni Bernoulliovy rovnice je singularni feseni u = 0.
Dosazenim do transformacniho vztahu nalezneme obecné feseni Riccatiho rovnice.
1 1

_1 J—

Muzete si vSimnout, zZe ze zadani zndmé feSeni y; = 1/x z obecného feSeni nedostaneme pro zadné K. Toto
feSeni odpovida singularnimu feseni v = 0. O]
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1.2.4 Clairautova rovnice

Dosud probirané rovnice bylo mozné prevést na tzv, explicitni tvar ¢ = f(z,y). Clairautova rovnice je
prikladem diferencidlni rovnice nerozieSené vzhledem derivaci i a to konkrétné je to rovnice:

y=azy + f(y). (1.12)
Reseni Clairautovy rovnice je zndmo a jsou to feseni dvou typt

1. fesenimi Clairautovy rovnice jsou vsechny pfimky tvaru:
y=cx+ f(c), (1.13)
kde ¢ je libovolna konstanta.
2. Rovnice (1.12) muze mit jesté dalsi feSeni, které je vyjadiené parametricky:
z=—f't), y=[f@t)-tfQ. (1.14)

Toto TeSeni je singularni, protoze jestlize f”(t) # 0, proto FeSeni (1.14) nedostaneme z feseni (1.13)
pro zadnou volbu konstanty c¢. Naopak kazda pfimka (1.14) mé s timto FeSeni spolecny jeden bod,
ktery je proto singularni.

Priklad 5. Najdéte feSeni rovnice
y=uxy —Iny .
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ReSeni. V tomto piikladu je f(y') = Iny’ proto je feSenim kazd4 piimka:
y=cxr—1Inec, c¢>0.

Parametricky dané feSeni (1.14) uréime ze vztaht f(t) = —Int, je f'(t) = —1/t,tedy dalsi feSeni zadané
rovnice je

1 —1 1
t t x

Shrnuti

V tomto tutoridlu jsme nejprve pripomnéli, jak vypada diferencialni rovnice, co je jejim fesenim, jak mize
feSeni vypadat a jaky je rozdil mezi obecnym a partikularnim fesenim dané diferencialni rovnice. Déle
jsme se vénovali tzv. exaktnim rovnicim. Uvedli jsme podminku exaktnosti a nékolik moznosti jak rovnici
vyTesit. Nakonec jsme se zabyvali problémem, jak rovnici, kterd ptivodné exaktni neni, na exaktni rovnici
prevést. V jednoduchych ptipadech je mozno tuto tpravu provést pomoci tzv. integra¢niho faktoru.

Déle jsme ftesili tii typy vyznacnych diferencidlnich rovnic: Bernoulliovu, Riccatiovu a Clairotovu.

vvvvvv
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1. Bernoulliho rovnice se Tesi podobné jako rovnice linearni. Nejprve najdeme obecné feseni od-
povidajici homogenni rovnice a pomoci né€j pak i reseni samotné Bernoulliho rovnice.

2. Zname-li jedno partikularni feSeni y; Riccatiho rovnice, miizeme tuto rovnici pomoci substituce
Yy = y1 + u prevést na Bernoulliho rovnici.

3. Clairautova rovnice se svym tvarem odlisuje od vSech zatim probranych typi rovnic. Jeji feseni
v8ak najdeme snadno. Jsou to vSechny piimky tvaru y = cx + f(c). Navic existuje jesté FeSeni,
které lze vyjadrit parametricky pomoci vztahi (1.14).



20

2

Tutorial ¢. 2
Systémy obycejnych linearnich diferen-
cialnich rovnic

Opakovani linearni algebry a linearnich diferencialnich rovnic n=tého radu
Zakladni pojmy a struktura feSeni systému LDR
Vztah mezi linearni rovnici n-tého fadu a systémem n rovnic prvniho radu
Regeni pomoci vlastnich vektort
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2.1 Opakovani

Matici A typu m X n rozumime obdélnikové schema objektt pro néz je definovano s¢itani a nésobeni
(¢isla, funkee,...)

ajp a2 -+ Qip
Qg1 A2 -+ A2p
Am1 Am2  *° Amn

Soucet dvou matic stejného typu je matice téhoz typu, jejiz prvky jsou soucty odpovidajicich prvki
sCitanych matic: Nasobek matice konstantou ziskdme tak, Ze kazdy prvek matice touto konstantou

vvvvvv

J-tém sloupci vysledné matice, dostaneme jako soucet soucinti odpovidajicich prvki i-tého fadku matice
A s j-tym sloupcem matice B.

Priklad 6.

2 3 -1 x 20+ 3z —vy
Ax = 4 0 2 y | = 4o + 22
-3 1 5 z —3r+y+ 52

Linearni vektory jsou zavislé, jestlize existuje jejich nulova linearni kombinace s alespon jednim
nenulovym koeficientem. V opa¢ném piipadé jsou vektory jsou nezavislé
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Priklad 7. Rozhodnéte, zda jsou vektory u,v a w linearné zavislé nebo nezavislé.
a)u=(3,2,1),v=1(2,2,2),w=(13,12,11)
b) u= (17 2, 3>7V = (07 L, 1)7W = <_17 0, 3)

ReSeni. a) Pozorny student ,vidi“ u +5v —w = (3,2,1) + 5(2,2,2) — (13,12,11) = (0,0, 0).
b)V tomto ptfipadé miZzeme ze soufadnic vektort vytvorfit ¢tvercovou matici a je-li jeji determinant
nenulovy jsou vektory nezavislé:

1 2 3
01 1=1-1-3+2-1-(-1)+3:-0-0-3-1-(-1)—1-1-0—-2-0-3=4+#0.
-1 0 3
Vektory u, v a w jsou tedy linedrné nezavislé. O]

2.1.1 Opakovani o linearni rovnici n-tého radu s konstantnimi koeficienty

Pro linearni diferencialni rovnici homogenni n-tého fadu y™ + a,_1y™ Y + -+ + a9/ + agy = 0, uréime
feseni pomoci kofenfi charakteristické rovnice, kterou odvodime dosazenim fefeni ve tvaru y = e, kde A
je realné nebo komplexni ¢islo. Potom A\ vyhovuje charakteristické rovnici

A" -+ an,l)\”_l + an,g)\"_Q + -+ (Il)\ + ag = 0. (21)
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V nésledujici vété si pripomeneme, jakym zptsobem se konstruuje obecné feseni pivodni rovnice pro
v8echny mozné piipady kofent charakteristické rovnice (2.1).

Véta 2.1.
a) Kazdému k-nasobnému redlnému korenu A\ charakteristické rovnice (2.1) odpovidd k partikuldrnich (a li-
nedrné nezavislych) reseni tvaru

MM, 2N M,

b) Kazdé dvojici s-ndsobnyjch komplexné sdruZenijch koteni Ay = o + (i, Ay = o — (i charakteristické
rovnice (2.1) odpovidd 2s partikuldrnich (a linedrné nezavislych) teseni tvaru tvaru

e®t cos Bt, te® cosfBt, t?e* cosBt, ..., tle™ cos fBt;
e®tsin Bt, te®'sinBt, t?e*sinpBt, ..., t*le™sin Bt.

c) Soucet ndsobnosti vSech kotenii je roven stupni charakteristické rovnice n; proto je pocet vSech viyse
uvedenych partikularnich teseni n. Obecné TFeSeni puvodni diferencialni rovnice je linedrni kombinaci
téchto partikuldrnich teseni s libovolnymi koeficienty.

Piiklad 8. Resme diferencialni rovnici y® — 2y® — " + 24" 4 61/ — 4y = 0.
ResSeni. Uréime kofeny charakteristické rovnice:

N2 X =N 4+6X—-4=0,
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kterymi jsou \; = 2, A\a3 = 1, A\34 = —1 £ ¢. Obecné feseni diferencialni rovnice je
y = c1e® + (co + cst)e’ + e “(cycost + cssint),
kde cq, ¢, ..., c5 jsou libovolné konstanty. O

K urceni partikuldrniho feseni nehomogenni rovnice
Y™+ @y - any +aoy = f(1), (22)

muzeme opét vyuzit metodu variace konstant. Tento postup je pomérné technicky naroc¢ny. Cely postup
1ze ovSem popsat pomoci jediného vzorce, vyuzijeme-li vahovou funkci ®(¢, s), kterd je pro rovnici s jednot-
kovym koeficientem u nejvyssi derivace definovana jako feSeni homogenni rovnice (2.2) spliiujici poc¢éateéni
podminky y(s) = /(s) = --- = y" 2 (s) =0, y™Y(s) = 1. Potom lze ukézat, 7e partikularni feseni Y (t)
pocatecni tlohy (2.2), spliujici poc¢ateéni podminku y(to) = 0 je nésledujiciho tvaru

Y(t):/f(s)Q(t,s)ds. (2.3)

V praxi se ¢asto pouziva tzv. metoda neurcitych koeficientl. Tato metoda je sice ,uzivatelsky privéti-
vejsi“, avsak je pouzitelnd pouze pro funkce f(z), je ve specialnim tvaru. Tento tvar obsahujici neur¢ité
(redlné) koeficienty dosadime do dané rovnice. Porovnanim obou stran rovnice tyto koeficienty dopocitame.
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K pravé strané, kdy funkce f je ve tvaru
f(z) = e*(Py(x) cosbx 4+ Q(x) sin bx),

kde a,b jsou redlna ¢isla a P, a @,, jsou polynomy stupné n a m, ma partikularni feSeni Y rovnice (2.2)
tvar:
Y = e“xxk(RmaX{mm} () cos bx + Smax{mn} (¢) sin bx),

kde ¢islo a + bj je k-nasobny kofen charakteristické rovnice a Riax{m,n} @ Smax{m,n} jsou obecné polynomy
stupné max{m,n}.

Priklad 9. Naleznéte partikularni feSeni diferencialni rovnice
y" +y = sin 2t.

Reseni. Partikularni feSeni nalezneme vSemi uvedenymi metodami, protoze se jedné o rovnici se specialni
pravou stranou.

1. Vyfesime linearni systém s derivacemi neznamych funkei, ktery ziskame dosazenim Y (t) = ¢, (t) cost+
+ ¢o(t) sint do dané rovnice a prvni rovnice je volenou podminkou:

A (t) cost + c4(t)sint =0, ¢} = —sint sin 2t
—c)(t)sint + c(t) cost = sin 2t ¢y = cost sin 2t
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Nésledné uréime integraci funkce ¢, () a co(t):

. B ) . sint = u i - 2 __23__2.3
ci(t) —/ 2sin” t costdt = costdf — du —/ 2utdu = —zu” = 7 Sin t,
ca(t) = [ 2sintcos®tdt = cost = u = [ —2u*du = 2u3 = —=cos’t.

—sintdt = du

Dosazenim vypoctenych funkci ziskdme partikularni feseni:

2 2 sin 2¢
Y(t) = —=sin®tcost — Z cos’tsint = — :
3 3 3
2. Nejprve urc¢ime vahovou funkci ®(¢,s). Tou je homogenni FeSeni y;, = ¢ cost + cosint spliujici

t
pocéatecni podminky y,(s) =0, y),(s) = 1. Z nich uréime konstanty c;, cs:

€1C088+ copsins =0, cp = —sint
—cisins+cgcoss =1 cy = cost.
Dostavame vahovou funkci ®(¢,s) = ®(t — s) = —sinscost + cos ssint = sin(t — s) a integraci ( za

to volime ty = 0) ziskdme partikularni FeSent:
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t t
Y(t)= / sin 2s sin(t — s)ds = [sin 2s cos(t — s)]}, — / 2 cos2scos(t — s)ds =
0 0

t
sin 2t + [2 cos 2ssin(t — s)]; + / 4sin2ssin(t — s)ds =
0

! 2 in 21
— 3/ sin 2ssin(t — s)ds = sin 2t — 2sin(t)] = Y (t) = - sint — SH;
0

3
3. Predpovime tvar partikularniho feseniY (¢) = A cos 2t + B sin 2t vypocteme derivace:
Y'(t) = —2Asin2t + 2Bcos2t  Y"(t) = —4Acos2t — 4B sin 2t.

Tyto derivace dosadime do ptivodni rovnice:

—4Acos2t —4Bsin2t + Acos2t + Bsin2t = —3A cos 2t — 3B sin 2t = sin 2t.

1
a porovnanim koeficient® u stejnych vyraz uré¢ime neznamé konstanty A =0, B = -3
sin 2¢
Partikularni feSeni je Y (t) = — 3

]

I na uvedeném ptikladé je patrné, Zze rtizné pouzité metody hledani partikularniho feseni mohou davat
riuzné tvary tohoto FeSeni, nebot toto neni uréeno jednoznacné.
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2.2 Zakladni pojmy

Budeme se zabyvat fesenim soustavy n obycejnych diferencialnich rovnice prvniho fadu tvaru

1"1 = a11(t)$1 + a12(t)x2 + -+ afln(t)xn + fl (t)
lE/Q = Qa9 (t)l"l + a9 (t)JTQ + -+ &Qn(t)ilfn + f2 (t)

' , (2.4)
x% = Gp (t),]j‘l -+ anz(t)l'Q + -+ ann(t)mn =+ fn(t)

Tuto soustavu miizeme prepsat jako

'} an(t) aa(t) -+ aw(t) Ty fi(t)
zy || aau(t) an(t) - an(t) T2 fa(t)
: - : : : - :
T, ani(t) an2(t) -+ ana(t)) \@n fa(t)

neboli zkracené
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X = A(t)x + £(t), (2.5)
kde
an(t) anat) -+ a(t) 1(t) fi(t)
A(t) _ a21(t) (l22<t> e agn(t) 7 < — .I'Q(t) 7 f(t) _ fg(t)
an1(t) an2(t) -+ ann(t) Tn (1) fa(t)

Priklad 10. Nésledujici zapisy soustavy diferencidlnich rovnic jsou ekvivalentni

¥y = 1 + Hry + € , (_2 5> +(et)
x' = X :
Th = 2x) — 3x9 + €% 4 -3 e
Definice 2.2. Sloupcovy vektor x = (z1(t), xa(t), ... x,(t))" je FeSenim systému diferencidlnich rovnic

(2.4) na intervalu I, jestlize vSechny jeho slozky jsou na I diferencovatelné a rovnice (2.4) jsou splnény
pro kazdé t € I.

T " “ 1 —t e_t 3 Tt 3€6t . .
Priklad 11. Ovérte, ze vektory x; = )¢ = + ] axe = e’ = jsou na intervalu

5 He’
x' = 23 X
~\5 4

(—00, 00) FeSenimi soustavy
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Reseni. Vypocet provedeme pouze pro x;. Dosadime vektor x; do zadané soustavy rovnic za x a pre-
svédcime se, Ze se leva strana soustavy rovna pravé strané:

]

Stejné jako u jediné diferencidlni rovnice, i u systému diferencidlnich rovnic ¢asto reSime tzv. poca-
te¢ni ulohu, kterd spoc¢ivd v tom, ze hleddme FeSeni zadaného systému, které vyhovuje uréité pocatecni
podmince:

x' =At)x+1(t), x(ty) = xo, (2.6)
kde t; € R je né&jaky bod (&asto, ale nikoli vidy, to bjva 0) a xo = (71, V2, - -, Vn)

Véta 2.3 (O existenci a jednoznac¢nosti Fesenti).

Jsou-li vSechny proky matice A(t) a vektoru £(t) funkce spojité na intervalu I, ktery obsahuje bod ty, pak
existuje jedin€ teseni pocdatecniho problému (2.6) na intervalu I.
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2.2.1 Struktura reseni soustavy linearnich diferencialnich rovnic

Budeme predpokladat, ze prvky matice A a vektoru f v soustavé (2.5) jsou spojité funkce na néjakém
intervalu I.
Nejprve se zaméfime na homogenni systémy. To jsou systémy, kde f(t) = o, tj. ze soustavy (2.5)

zbude pouze
x' = A(t)x. (2.7)

Véta 2.4 (Princip superpozice). Necht X1,Xa,...,Xg, k € N, jsou feseni systémi
x' =A(t)x + £,
proi=1,...,k. Potom je libovolna linedrni kombinace
X=0C1X]+ X+ -+axg, ¢eCi=1,...k,
resenim tohoto systemu na intervalu I.
x = A(t)x + cif) + cofy + -+ - + 8.

Piimym disledkem je nasledujici véta, ktera jinymi slovy ukazuje, ze mnozina vSech feSeni homogenniho
systému tvori vektorovy prostor.
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Véta 2.5.
Necht x1,Xsa, ..., Xk, k € N, jsou Teseni homogenniho systému (2.7) na intervalu I. Pak je také libovolnd
linearni kombinace

X=C1X1+ X+ - +axg, ¢eCi=1,...k,

resenim tohoto systému na intervalu I.

Véta 2.6 (Kritérium pro linearni nezavislost feseni).

Necht x1,Xs, . .., X, jsou teSeni homogenniho systému (2.7) na intervalu I,
T11 T12 Tin
T21 L22 Ton
X1 = , Xg = ) y Xp =
Tn1 Tn2 Tnn

Tato Tesent jsou linedrne nezavisld, pravé kdyz je Wronskidn

11 T12 - Tin
X1 T2 -+ Top

W(X17X27"'7X7’L) = : . . 7é 0 (28>
Tnl Tp2 - Tpn

pro kazdét € I.
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D4 se ukazat, Ze pro libovolné xi, X, ..., x, vektory feSeni soustavy (2.7) je Wronskian stéle nulovy
nebo stale nenulovy. Staci tedy, ze je Wronskian nenulovy v jediném bodé ty € I,z ¢ehoz plyne, Ze je
nenulovy na celém intervalu 1.

Priklad 12. Ovétrime, ze vektory

sin (t) — 3 cos (t) cos (t) + 3 sin (¢)
x;= ||, xo= 2 sin (¢) , X3 = 2 cos (1) ,
ef sin (t) 4 cos (t) cos (t) — sin ()
1 0 1
které jsou Fesenimi systému x’ = 1 1 0] x, jsou linedrné nezavislé. Staci vypocist Wronskian (v
-2 0 -1

prvnim kroku jsme od 3. fadku odecetli 2 a pricetli 1. fadek):

0 sin(t) — 3 cos(t) cos(t) + 3 sin ()
W (x1,Xg,%x3) = | 2 sin (¢) 2 cos (t) =
e’ sin(t) +cos(t) cos(t) — sin (¢)
0 sin(t) — 3 cos(t) cos(t) + 3 sin ()
e 2 sin (¢) 2 cos (t) = 2e
0 —2cos (t) 2sin (t)

¢ |sin(t) — 3 cos(t) cos(t) + 3 sin (¢)
—2cos (t) 2sin (t)
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2¢!(sin®(t) — 3sint cost + cos®t + 3sint cost) = 2e’ # 0.
Wronskian je nenulovy pro vSechna realna t, a proto jsou vektory xi, Xs, X3 linedrné nezavislé.

Definice 2.7 (Fundamentalni mnozZina feseni).
Jakékoli n-tice xi,Xa,...,X, linedrné nezavislych feseni homogenniho systému (2.7) na intervalu I se
nazyva fundamentalni mnozina reseni na tomto intervalu.

Véta 2.8. Fundamentdlni mnoZina teseni homogenniho systému (2.7) na intervalu I vZdy existuje.

Definice 2.9 (Obecné feseni homogenniho systému).
Necht x1,X%a, . ..,X, je fundamentalni mnozina feseni homogenniho systému (2.7) na néjakém intervalu I.
Obecné Teseni systému na tomto intervalu se definuje jako

X = 1X1 + X + - - - + Xy, (2.9)
kde ¢;, i =1,2,...,n, jsou libovolné konstanty.

D4 se ukazat, ze kazdé feSeni systému (2.7) lze zapsat ve tvaru (2.9), tj. ke kazdému feSeni x najdeme
konstanty ¢y, ..., ¢, tak, aby platilo (2.9).
Trojice feSeni z predchoziho ptikladu je fundamentalni mnozina feSeni a obecné feSeni muize mit tvar:

0 sin (t) — 3 cos (t) cos (t) + 3 sin (¢)

x=c || +e 2 sin (¢) + c3 2 cos (t) :
e sin (t) + cos (t) cos (t) — sin ()
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Véta 2.10. Necht x1,Xa,...,Xx, k € N, jsou Teseni homogenniho systému (2.7) na intervalu I a necht
x, je libovolné teseni nehomogenniho systému (2.5) na tomtéz intervalu. Pak

X = C1X] + CoXg + + -+ + CpXy + Xp,
kde ci,ca, ..., cx jsou libovolné konstanty, je také tesenim nehomogenniho systému (2.5) na intervalu I.

Definice 2.11 (Obecné feseni nehomogenniho systému).
Necht x, je jedno dané feseni nehomogenniho systému (2.5) na néjakém intervalu / a necht
X, = C1X1 + CoXg + - -+ + Xy,
je obecné Feseni odpovidajiciho homogenniho systému (2.7) na tomtéz intervalu. Obecné FeSeni nehomo-
genniho systému na intervalu I se definuje jako
X = X; + X,. (2.10)

Obecné feseni x nehomogenniho systému (2.5) je tedy rovno sou¢tu obecného fesSeni x. pfidruzeného
homogenniho systému (2.7) a nékterého partikularniho feSeni x,, nehomogenniho systému (2.5).

Definice 2.12 (Fundamentélni matice).
Necht
T11 T12 Tin

Z21 T22 Lon
X1 = . , X9 = . e Xy =

Tn1 Tn2 Tnn
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je fundamentalni mnozina feseni homogenniho systému (2.7) na intervalu /. Matice

11 12 0 Tin

X1 T2 -+ Top
®(t) ="

Tpl Tp2 - Tpn

se nazyva fundamentalni matice systému na tomto intervalu.

Pro fundamentalni matici plati:

(1) = A()B(1). (2.11)

2.3 Vztah mezi linearni rovnice n-tého radu a systém n linear-
nich diferencialnich rovnic
Ukazeme si, jak lze libovolnou linedrni diferencialni rovnici n-tého fadu prevést na linearni systém. Tato

moznost pfevedeni je velice vyznamné, nebot umoziiuje pouzit veskerou vyloZenou teorii taktéz k rovnicim
n-tého radu.
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Uvazujme linearni obyc¢ejnou diferencialni rovnici n-tého radu

U™ + ap (™Y 4 ag (DU 4 ag(t)u = b (t), (2.12)
kde koeficienty a,,_1(t),...,a1(t), ao(t) a nehomogénni ¢len b*(t) jsou spojité funkce na intervalu Z. Budeme
rovnici (2.12) transformovat na systém rovnic. Necht jsou y1, o, . . ., yn nOVé zavislé funkce, definované jako

N =u, Yy = Ul, Ys = U”, sy Yn = u(n—l)'
Timto piedpisem byl definovan vektor (yi, s, . .., y,). Pak je linedrni obyc¢ejné diferencialni rovnice n-tého
fadu (2.12) ekvivalentni systému
d
V= Aty +b(t), (2.13)
dt
kde
0 1 0 0 0
0 1 0 0
Alt) = : : : : e : )
0 0 0 0 e 1
—ao(t) —Q (t) —ag(t) —0,3(t) ce —an_l(t)
a

b(t) = (0,0,...,0,b*(t)".
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Podobné se ukéze, ze pocatecni problém

u™ + @ (Hu 4 ag (U + ag(t)u = b*(t),

u(to) = uy, u'(to) = ug, ..., u™ V(o) = uy,

je ekvivalentni pocatecni tloze
Yy =A(t)y +b(t), y(to) = yo,
kde
_ T
Yo = (ul,u2, e ,un)

(2.14)

(2.15)

Naopak lze pro kazdou slozku feSeni systému n linearnich diferencialnich rovnic nalézt diferencialni
rovnici nejvyse n-tého rfadu takovou, ze je tato slozka obecnym feSenim nalezené diferencialni rovnice.

Postup lze popsat slovy:

e Vybereme si rovnici na jejiz levé strané je prvni derivace hledané slozky feseni a tuto derivujeme. Do
pravé strany derivované rovnice dosadime pravé strany odpovidajicich derivaci v ptivodnim systému.
Ziskame tak rovnici na jejiz levé strané stoji druha derivace hledané slozky feseni a na pravé strané

linedrni kombinace nederivovanych slozek feseni.

e Tento postup jesté n — 1 krat opakujeme a ziskdme tak systém rovnic na jejichz jedné strané stoji
pouze derivace vybrané slozky feSeni a na druhé linearni kombinace nederivovanych slozek feseni.
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e Takto ziskany systém, ktery je vzhledem nederivovanym slozkam feseni systémem linearnich (alge-
braickych) rovnic vyfesime a toto FeSeni ma pro zvolenou slozku FeSeni tvar hledané linearni diferen-
cialni rovnice nejvyse n radu.

Tato skutecnost ukazuje na ekvivalenci feseni systému n linearnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu
a TeSeni diferencialni rovnice nejvyse n-tého fadu. Tento postup nazyvame elimina¢ni metodou feSeni
systému n linearnich diferencidlnich rovnic prvniho rfadu. Obvykle postupujeme tak, Ze z jedné rovnice
urc¢ime jednu nezndmou jako funkci ostatnich neznamych a dosadime ji do zbyvajicich rovnic. Obdrzime
tak systém n—1 rovnic o n—1 nezndmych. V tomto sytému jsou ovsem i derivace vyssich fadi. Postup déale
opakujeme. Uvedeny postup je mozné s vyhodou pouzit na systém dvou linearnich diferenciélnich rovnic o
dvou neznamych.

Priklad 13. Naleznéte obecné feSeni nehomogenniho systému

2y (t) = 2x(t)— xe(t) + 1-—2t+¢
h(t) = dxqy(t)— 3zo(t) — 4t + €

ReSeni: Z prvni rovnice uréime funkci z,(t)
?i(t) =221 (t) —2o(t) +1 =2t +e' =  x(t) = —2)(t) +22,1(t) + 1 — 2t + €' (2.16)
a dosadime ji do druhé rovnice:

—2(t) + 227 () — 2+ €' = dxy (t) — (=2} (t) + 221 (t) + 1 — 2t + e *) — 4t + ¢
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2/ (t) + 2} (t) — 221 (t) = 1 — 2t + 3¢’
Nejdrive stanovime obecné feseni rovnice homogenni pomoci charakteristické rovnice:
MNAA—2=0=) =1, =-2

a obecné feseni homogenni rovnice je y(t) = Cie’ +Coe2t. Partikularni feseni pomoci principu superpozice
predpovime ve tvaru:

Xi(t) = A+ Bt+Cte' = X{(t) = B+ Ce'(t + 1) = X{(t) = Ce'(t + 2).
Dosadime do rovnice a z rovnosti ur¢ime zatim neznamé konstanty:

Ce'(t+2)+B+Cel(t+1)—2+ = 1—2t— 3¢
B—2A—2Bt+3Ce = 1—2t+ 3¢,

Konstanty A = 0, B = 1, C' = 1 dosadime do pfedpovézeného tvaru partikularniho feseni a dostavame
obecné Teseni:
z1(t) = Cre’ + cpe™ + t(e! +1).

Toto feseni dosadime do (14) a ziskdme i druhou slozku FeSeni ptivodniho systému:

To(t) = =i (t) + 22, (t) + 1 — 2t + €' =
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— (Cre! =20y e ™ +e'(t+ 1)+ 1) +2(Cre' + Coe ™ +t(e" + 1)) + 1 — 2t + €' = Cre + 4Cye™* + te'.

Obé slozky tvori feSeni systému a mlzeme je zapsat pomoci maticového zapisu:

(g )=a(2) e (B ()

Priklad 14. Naleznéte obecné feseni homogenniho systému

()= m(t)— w(D)+ ws(l)
oh(t) = —x1(t)— xo(t)+ x3(t) .
z3(t) = mi(t)+ z2(t)+ w3(P)

ReSeni: Z prvni rovnice uréime funkci x5(t)
() = —x1(t) — za(t) + 23(t) = x3(t) = 21 (¢) — 21(t) + 22(¢)

a dosadime ji do druhé a treti rovnice:

Odec¢tenim prvni rovnice ke druhé ziskdme vyjadieni proménné x(t):

i (t) — 2} (t) — 221 (t) = 2x4().
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Dosazenim tohoto vyjadieni do rovnice dostavdme rovnici pouze pro proménnou z (t)
o' —a) =22 =2(2) — 221) = af —af — 42l + 42, =0. (2.17)
S vyuzitim kofenii charakteristické rovnice:
NN —dd+4=2 A =1, =23 =2
dostavame obecné feseni rovnice pro proménnou xq(t)
x1(t) = Cre' + Cye® 4 Cze™ .

Vsechny slozky tvori feseni systému a miizeme je zapsat pomoci maticového zapisu:

1(t) 1 1 1
) (t) = Cl —1 et + CQ 0 €2t + 05 2 e_2t.
23(t) ~1 1 ~1

Poznamka 2.13. Uvedeny postup snizuje pocet operaci ve srovnani s robustnim postupem, kdybychom
derivovali postupné derivovali dvakrat prvni rovnici a za derivace na pravé strané bychom dosazovali pravé
strany ptvodnich rovnic. Po té bychom rovnici 2.17 ziskali jako feSeni systému linearnich rovnic, ketré by
mély na pravé strané derivace proménné ().
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2.4 Soustavy linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimi
koeficienty - FfeSeni pomoci vlastnich vektort

V predchozim jsme ukézali, ze pro jednu slozku feSeni systému linearnich rovnic prvniho fadu s konstant-
nimi koeficienty je mozné nalézt linearni diferencialni rovnici n-tého fadu s kontaktnimi koeficienty takovou,
ze TeSeni této rovnice je slozkou feSeni pivodniho systému. V pfipadé systému s mélo proménnymi (2-3)
je mozné tzv. elimina¢ni metodou bez vétsich problémi nalézt feseni. Pro rozsdhlejsi systémy uvedeme
postup, pomoci kterého lze fesit soustavu linearnich diferencialnich rovnice s konstantnimi koeficienty po-
moci konstrukce tzv. vlastnich vektort. Metoda umoziuje nalézt n-tici linedrné nezavislych feseni soustavy.
Linearni kombinace téchto feseni da obecné feSeni soustavy. Pii pouziti metody budeme pracovat s cha-
rakteristickou rovnici a s jejimi kofeny. Cilem je sestavit obecné feseni v zavislosti na tom, jaké tyto koreny
jsou (realné, komplexni, nasobné).

2.4.1 Idea reSeni

Zabyvejme se soustavou linearnich diferencialnich rovnice s konstantnimi koeficienty ve tvaru

v’ = Az, (2.18)
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kde A je realnd ¢tvercova matice s konstantnimi prvky, z = (21, 2o, ..., 2,)7 je vektorem hledaného feseni
s nezavisle proménnou ¢, tj. x = z(t). Pfedpokladejme, ze FeSeni soustavy (2.18) ma tvar

x = ve, (2.19)

kde A je vhodné ¢islo a v je vhodny konstantni vektor. Uvazujme pouze tzv. netrividlni feSeni z(t) # 0 na
R. Po dosazeni tvaru (2.19) do soustavy (2.18) dostavame

\veM = Ave™

coz lze postupnymi tipravami prevést na rovnici s jednim vyrazem e*:

(Av)e — (\v)eM = (A — AE)veM = o (2.20)

Kde E je ¢tvercova jednotkova matice rozméru n x n a o je nulovy vektor. Ve vektorovém vztahu (2.20)
lze krétit vyrazem e’. Dostavame vztah
(A= AE)v = o, (2.21)

Tento vztah (2.21) nezavisi na proménné ¢ a je vztahem mezi konstantni matici A, neznamym (konstantnim)
vektorem v a hledanym ¢islem \. Soustava (2.21) je linearni algebraickou soustavou rovnic vzhledem ke
slozkdm vektoru v. Aby soustava (2.21) méla nenulové Feseni v, musi byt jeji matice singularni, tedy plati

det(A — \E) = 0. (2.22)
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Rovnice (2.22) ma na levé strané polynom proménné A a je stupné n. Takto definovany polynom
p(A) :=det(A — \E) (2.23)

nazyvame charakteristickym polynomem a samotnou rovnici (2.22) nazyvame charakteristickou rov-

nici. Kofeny charakteristické rovnice nazyvame vlastni ¢isla matice A. Je-li A = X vlastnim ¢islem
matice A a vektor v = v je feSenim soustavy (2.21), tj. soustavy

(A= XE)U = o,

nazyvame vektor v vlastnim vektorem matice A (ktery piislusi vlastnimu ¢islu X) Pro kazdou dvojici
vlastniho ¢isla a odpovidajiciho vlastniho vektoru A, v je vektorova funkce

z = Texp(At)
jednim z FeSeni soustavy (2.18). Ze zdkladni véty algebry plyne, Ze takovychto vlastnich ¢isel je n, coz

odpovida poc¢tu hledanych linedrné nezavislych feseni, potiebnych pro fundamentalni feseni.

2.4.2 Pripad realnych nenasobnych korenu charakteristické rovnice

V ptipadé, Ze ma charakteristickd rovnice (2.22) n navzdjem riznych vlastnich ¢isel, kterd jsou realna

Ao Ags s A (2.24)
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a vektory
V1,V2y...,Upn (225)

jsou jim odpovidajici vlastni vektory, je konstrukce obecného feSeni soustavy rovnic (2.18) jednoduché.
Snadno lze provérit, ze tato soustava vlastnich vektort je linedrné nezavisla. Pak z obecné teorie linearnich
soustav okamzité vyplyva tento vysledek:

Véta 2.14 (piipad nenasobnych vlastnich ¢isel). Ma-li matice A celkem n navzdjem rizngch vlastnich
c¢isel (2.24), kterym odpovidagi vlastni vektory (2.25), potom n vektorovych funkci

v1 exp(Ait), ve exp(Aat), . . ., v, exp(Ayt) (2.26)

tvori fundamentalni systém feSeni soustavy rovnic (2.18). Obecné Tesent této soustavy lze vyjddrit ve
tvaru:

x(t) = Crvy exp(A\it) + Covgexp(Agt) + - - - + Cpop, exp(Ant), (2.27)
kde Cv,Cs, ..., C, jsou libovolné konstanty.

Priklad 15. Metodou popsanou vyse urcete obecné feseni soustavy rovnic:

= 2z — 21,
! ! 2 (2.28)
Ty = —3T1 + 3Ta.
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ReSeni. Soustava (2.28) je specidlnim piipadem soustavy (2.18) pro n = 2 a matici

A= (_23 32> |
Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako feSeni charakteristické rovnice
det(A—AE) =0
tj. rovnice

-3 3-A

Tato jsou \; =0 a Ay = 5. Mizeme tedy Vétu 2.14. Hledame proto vlastni vektory, odpovidajici vlastnim
¢islim. Prvnim vlastni vektor

IQ_A -2 ‘:A2—5>\:O.

U1 = (Uu, U12)T>

odpovidajici vlastnimu ¢islu A; = 0 je libovolny nenulovy vektor, spliujici vztah

2 =2
(A= \E)v = (_3 5 ) “v = 0.
Oba tadky jsou linearné zavislé a pro soutadnice vlastniho vektoru plati

v — vz = 0
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a jedno nenulové feseni je napiiklad v; = (1,1)T. Reseni soustavy (2.28) odpovidajici tomuto vlastnimu

vektoru a vlastnimu ¢islu je
zi(t) = (1, )",

Podobné u druhého vlastniho ¢isla Ay = 5 pro vlastni vektor vyl = (v, UQZ)T, odpovidajici vlastnimu ¢islu

/\2 =5 plati:
3 =2
(A — )\2E>U2 = (_3 2) + V2 = 0.

Tato soustava se redukuje na zavislost
—3U21 — 2’022 =0

a jedno jeji nenulové Teseni je napriklad
To(t) = (2, -3)T - ™.
Fundamentélni systém Teseni soustavy (2.28) je tvofen dvojici linedrné nezavislych feseni
(L, a (2,-3)" ¢

a jeji obecné feseni z(t) je ddno linedrni kombinaci

o) = G117 + Caf2 =37 = i (1) + € () e
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2.4.3 Pripad komplexnich nenasobnych vlastnich ¢éisel

Necht mé charakteristickd rovnice (2.22) komplexni kofen
A=a+ -1,

kde i je komplexni jednotka. Potom je kofenem charakteristické rovnice i ¢islo komplexné sdruzené s
kofenem A:

A=a—/F-i.

Analogicky vlastni vektor odpovidajici vlastnimu ¢islu A v je komplexné sdruzeny s vektorem odpovidaji-
cimu komplexné sdruzenému s ptivodnim vlastnim ¢islem tedy plati

(A= XEWw =04 (A—\E)T = o. (2.29)
To tedy znamena, ze je-li vektor
x(t) = vexp (At)

feSenim soustavy (2.18), pak je také vektor

Z(t) = vexp (At)
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feSenim této soustavy. misto této dvojice komplexné sdruzenych funkci budeme v redlném oboru pracovat
s jejich linearnimi kombinacemi, které budou realné

u(t) = Rea(t) =
(2.30)
p(t) = Ima(t) =

(z(t) = (1))
Tato dvé realna feseni Rex(t) a Imz(t) jsou linearné nezavisla.

Véta 2.15 (komplexni nendsobna vlastni ¢isla). Je-li komplexni ¢islo X\ = a+ [ - i vlastnim ¢islem matice
A a je-li v odpovidajici vlastni vektor, pak ma soustava (2.21) dvé linedrné nezdvisld a redlnd vesend y;(t)

a y2(t) dand vztahy
n(t) = Re wexp (M),

(2.31)
xo(t) = TIm [vexp (At)].
Priklad 16. Urcete obecné feSeni soustavy rovnic:
Ty = 2m + 2, (2.32)

rh = —11 + 2.
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ReSeni. Soustava (2.32) je specidlnim piipadem soustavy (2.18) pro n = 2 a matici

(),

Urcime vlastni ¢isla matice A z charakteristické rovnice
2—-X 1
-1 2=
Hledana vlastni ¢isla jsou komplexni: Ay = 2417 a Ay = 2—1, coz dvojice komplexné sdruzenych vlastnich
¢isel. Proto vyuzijeme Vétu 2.15.

Uréeme nyni vlastni vektory, odpovidajici prvnimu vlastnimu ¢islu. Vlastni vektor v; = (vy1,v19)7,
odpovidajici vlastnimu ¢islu A = 2 + ¢ je libovolny nenulovy vektor, spliiujici vztah

o= (A—\E)v = (__f 1) -V = 0..

0 =det(4 — \E) = =N AN 45=A—2—0)(A—2+1)

—i
Prvni fadek je i-nasobkem druhého, proto se soustava redukuje na jediny vztah

—iUH + Vg = 0
a jedno nenulové feSeni miiZeme volit napi. v; = (1,7)7. Reseni soustavy (2.32) odpovidajici tomuto

vlastnimu vektoru a vlastnimu ¢islu je

2(t) = (21(8), 22(t)) = (1,)7 - G+t = (1,)7 - e (cost + isint) = et - ( cost + ”m) .

—sint +1cost
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Pomoci vztaht (2.30) nebo (2.31) nyni uréime dvojici linedrné nezavislych realnych feseni, tj. redlny
fundamentalni systém y,(t), y;(t) soustavy (2.32):

n(t) = Rea(t) = = (alt)+7(t) = ( t)

—sint

1
3
() = Tma(t) = o (alt) (1)) = (t)

cost

Obecné Feseni z(t) soustavy (2.32) je dano linedrni kombinaci

2(t) = Oy (1) + Coma(t) = Cre® - ( cos 3t) L Opet . (511115)

—sin 3t cost

s libovolnymi konstantami C; a Cs. O

V nasledujicim ptikladé si ukézeme, ze pfi hledani feseni systému, ktery nemé nasobna vlastni ¢isla,
budeme obé véty kombinovat. Postup jiz nebudeme detailné rozepisovat.

Priklad 17. Urcete obecné feseni soustavy rovnic:

r = —21‘1 + 55(72, — 5ZL'3
xh = — Ty + 2x3, (2.33)

Ty = r1 — 3xy + 4duzs.
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ReSeni. Soustava (2.33) je specidlnim piipadem soustavy (2.18) pro n = 3 a matici
-2 5 =5
A= 0o -1 2
1 -3 4
Urcime vlastni ¢isla matice A z charakteristické rovnice

—2-\ 5 —5
O=det(A—AE)| 0 —1—-X 2 [==X+X-A+1=—A-DN+1]=0.
1 -3 4

Hledané koreny charakteristické rovnice jsou \; = 1, Ay =7 a A3 = —i jsou tfi nenasobna a rtzna vlastni
¢isla. Jedno realné a dvé komplexné sdruzend. Proto pfi hledani obecného feSeni soustavy (4.18) vyuzijeme
v pripadé korene Ay = —1 Vétu 2.14 a v pripadé komplexné sdruzenych korentd Ay =7 a A3 = —i vyuzijeme
Vétu 2.15.

Hledejme vlastni vektory, odpovidajici vlastnim ¢islim. Prvni vlastni vektor

v; = (11, U12,7113)T>
odpovidajici vlastnimu ¢islu A; = 1 je libovolny nenulovy vektor, spliujici vztah

(A= ME)v; =o.
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o4

Jeho rozepsanim dostéavame soustavu

-3 5 =5
0 -2 2 V1 =0
1 -3 3

Soustava ma nekonec¢né mnoho feseni, je-li prvni proménna nulova a druha rovna tieti. Jedno takové
nenulové feseni je napiiklad v; = (0,1,1)7. ReSeni soustavy (2.33) odpovidajici tomuto vlastnimu vektoru

a vlastnimu cislu je
ZEl(t) = (l’ll(t),xlg(t), $13<t)> = (O, ]_, 1)T . et.

Druhy vlastni vektor v = (v1, v2,v3)T, odpovidajici vlastnimu &slu A = i je libovolny nenulovy vektor,

splnujici vztah
—2—1 5 -5

o= (A= AE)v= 0 —1—-7 2 SV = o0..

1 -3 44—
Pri¢teme-li k prvnimu fadku tieti fadek vynasobeny ¢islem 2 + ¢ dostavame
0 —1—-3i 4+

0 —1-—2 2 -V = 0.
1 -3 4 —1
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Déle pri¢téme k prvnimu fadku -(2+i) ndsobek druhého fadku a ziskdme

0 0 0
0 —1—12 2 -V = 0.
1 -3 4 —q

Nyni snadno uréime jedno nenulové feseni. Je jim napiiklad vektor vy = (1 — 3i,2,1 + i)T. Reeni sou-
stavy (2.33) odpovidajici tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu éislu je

z(t) = (v1(t), 22(t), v3(t)) = (1 — 3i,2,1 + )" - (cost +isint) =
cost + 3sint + i(sint — 3 cost)

2cos+2usint
cost —sint + i(sint + cost)

Pomoci vztahit (2.30) nebo (2.31) nyni uréime dvojici linearné nezavislych realnych feseni xo(t), z3(t)
soustavy (2.33), odpovidajicich komplexnimu FeSeni xo(?):
cost + 3sint
(x(t) +Z(t)) = 2cost :
cost —sint

ya(t) = Rea(t) =

N

1 sint — 3cost
ys(t) = Imas(t) = —(z(t) —7(t)) = 2sint
21 )
sint + cost
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Fundamentélni systém Tfeseni soustavy (2.33) je tvofen trojici linedrné nezavislych feseni

0 cost + 3sint sint — 3cost
e (1], 2cost , 2sint
1 cost —sint sint + cost

Jeji obecné feSeni x(t) je dano linedrni kombinaci

0 cost + 3sint sint — 3cost
x(t)=Cre' | 1] + 2cost + Cj 2sint
1 cost —sint sint + cost

s libovolnymi konstantami C, Cs a Cs.

Shrnuti

Tento tutorial byl vénovan fesSeni linearnich systémii obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu s
konstantnimi koeficienty. Ukazali jsme metodu elimina¢ni, ktera spociva v prevodu tohoto systému na jednu
rovnici, ale n-tého radu. Dale jsme pomoci kofenti charakteristické rovnice a vlastnich vektori zkonstruovli
fundamentalni systém feseni, jestlize matice neobsahovala nasobné vlastni ¢isla. Metoda konstrukce se lisila

v zavislosti na tom, zdali kofeny byly realné ¢i komplexni.
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2.4.4 Resené priklady
Priklad 18. Urcete obecné feseni soustavy rovnic:
= x — xy + w3,
1.12 = —x1 — X2 + 3, (234)
Ty = x + x2 + w3
Reseni. Soustava (4.17) je specidlnim pifpadem soustavy (2.18) pro n = 3 a matici
1 -1 1
A=1-1 -1 1
1 11
Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako feSeni charakteristické rovnice
det(A—AE) =0
tj. rovnice
1—A -1 1
-1 —-1-X 1 |= (poupravé) = —-A—1)(A—=2)(A+2)=0.



2.4 SOUSTAVY LINEARNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC S KONSTANTNIMI
KOEFICIENTY - RESENT POMOCI VLASTNICH VEKTORU 58

Jeji kofeny (a tedy hledana vlastni ¢isla) jsou \y = 1, Ay = 2 a A3 = —2. Méame tii redlnd a rtizna vlastni
¢isla. Proto mtZeme pii hledani obecného FeSeni soustavy (4.17) opét vyuzit Vétu 2.14.
Hledejme vlastni vektory, odpovidajici vlastnim ¢islim. Prvni vlastni vektor

U1 = ('Ulla V12, ’013)Ta

odpovidajici vlastnimu ¢islu A; = 1 je libovolny nenulovy vektor, splnujici vztah

(A — >\1E)’U1 = 0.
Jeho rozepsanim dostavame soustavu
0 -1 1
-1 -2 1 U1 = 0.
1 10

Prvni radek matice soustavy je souctem druhého a tietiho radku. Proto lze soustavu redukovat na

—vi1 — 2vi2 + vz = 0,

V11 + V12 =0

a jedno nenulové feseni je napifklad v; = (—1,1,1)7. ReSen{ soustavy (4.17) odpovidajici tomuto vlastnimu
vektoru a vlastnimu ¢islu je

ZL’l(t) = (ﬁll(t), xlg(t),ﬁlg(t)) = (—1, 1, 1)T . et.
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Druhy vlastni vektor vy = (vgl,vgg,vgg)T, odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay = 2 je libovolny nenulovy
vektor, splnujici vztah

(A= XNE)vy =o.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu

-1 -1 1
-1 -3 1] -vy=o0.
1 1 -1

Treti fadek matice soustavy je opacnym prvnim rfadkem a soustavu lze redukovat na

—Vg1 — U + o3 = 0,
— 27)22 =0

a jedno nenulové Teseni je napifklad v, = (1,0, 1)T. ReSen{ soustavy (4.17) odpovidajici tomuto vlastnimu
vektoru a vlastnimu ¢islu je

2o(t) = (221(1), 2a0(t), T3(t)) = (1,0,1)T - .

Piejdéme k nalezeni posledniho vlastniho vektoru vs = (vs1, 32, v33)T, odpovidajiciho vlastnimu &islu
A3 = —2. Je to libovolny nenulovy vektor, spliujici vztah

(A - )\3E)U3 = 0.
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Jeho rozepsanim dostéavame soustavu

* VU3 = 0.

= W
—_
LW = =

Pfi¢tenim dvojnasobku druhého fadku k prvnimu dostavame tieti fadek matice soustavy. Soustavu lze tedy

redukovat na tvar
dusr — v + w3z = 0,

—v31 + v + wvyz = 0

a jedno nenulové Feseni je napifklad v3 = (—1,—2,1)T. Reseni soustavy (4.17) odpovidajici tomuto vlast-
nimu vektoru a vlastnimu ¢islu je

23(t) = (w31(t), 32(t), 233(1)) = (=1, =2, 1)" -2
Fundamentélni systém Tfeseni soustavy (4.17) je tvofen trojici linedrné nezavislych feseni
(-1, 1, D)7 e (1,0,1)T-e* a (—1,-2,1)T .
a jeji obecné Feseni x(t) je dano linedrni kombinaci

z(t) = C (=1, 1,17 et + Cy(1,0, 1) - e + Cy(—1,-2,1)T - 072 =
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—1 1 —1
il 1)+ (0] 2405 -2 7
1 1 1

s libovolnymi konstantami C7, Cy a (3. Na zavér jesté rozepisme posledni vztah po slozkach. Protoze
z(t) = (z1(t), x2(t), 23(t))", mame

l‘l(t) = — C’let + Cze% — 0387215,
I’Q(t) = Clet — QCge_Zt, (235)

xg(t) = Clet + CQGQt + Cge_%.
O

Priklad 19. Naleznéte feSeni soustavy rovnic (4.17) spliiujici podminku
z(0) = (1,0, —1)7. (2.36)

ResSeni. Obecné feseni této soustavy jiz bylo nalezeno v piikladu 21. Nyni je potfeba vybrat konstanty
C1, Cy a (5 tak, aby platil vztah

1 -1 1 -1
O =C| 1]+C|0]+C5(—2
-1 1 1 1
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Zapiseme posledni soustavu ve tvaru

-C; + Cy — (C3 = 1,
Cl - 203 = 07
¢, + Cy + (O3 = -1
Jediné Teseni této soustavy je
2 1
Ci=—=, (=0, C3=—+.
1 3 2 3 3
Po dosazeni téchto hodnot napiiklad do vztahi (4.18) dostavame jediné feSeni spliiujici podminku (4.19):
2 1
r(t) = get + ge’%,
2 4
l'g(t) = — get -+ 56727&7
2 1
l’g(t) = — get — geim
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3

Tutorial ¢é. 3

Exponenciala matice a jeji uziti

reseni Cauchyovy tlohy pro linearni systémy uzitim
fundamentalnich matic.

UzZiti mocninnych fad pro rovnice druhého radu
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3.1 Exponenciala matice a jeji uziti

3.1.1 Definice exponencialy matice
V této casti definujeme pojem takzvané exponencidly matice, ktery je motivovan rozvojem exponencialni

funkce do Mac’laurinovy fady a pro vSechny hodnoty ¢ € R plati

t=1 1 t ! 12 1 tm

Definice 3.1. Pro n x n matici B(t) definujme ezponencidlu matice jako novou n X n matici pomoci fady

PV .= exp[B(t)] = E + %B(t) + %BQ(t) 4+ %B”(t) +oee (3.1)

Kazdy prvek matice exp[B(t)] je soué¢tem nékteré fady a vyse uvedena definice v sobé zahrnuje celkem
n x n fad. Lze ukazat, Ze kazda tato fada konverguje, a tim prokazat korektnost této definice. Pouzitim
Definice 3.1 se snadno dokaze nasledujici

Véta 3.2. Je-li O nulovd n x n matice, pak e© = E.

Dalsi vlastnost 1ika, Ze pro exponencialu matice plati podobna vypocetni pravidla jako pro exponencialni
funkci
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Véta 3.3. Jestlize n x n matice A a B komutuji, tj. plati-li AB = BA, potom

A

Disledkem Véty 3.3 i volbé B = — Aje fakt, ze exponenciala matice e” méa matici inverzni a plati

(eA) oA

Piiklad 3.4. Najdéte (pomoci definice) exponencialy matice e* v piipads, ze A = (g g) .

ResSeni. Pfimym vypoctem obdrzime A™ = (3 0 ) pro n=12.... Proto

0 2
t 12 t3 1 0 t /3 0 2732

At __ e 7 A2 2 A3 T . -

e TR TR R (o 1)*1!(0 2) Tarlo 22) 7t

- (3t)
0
30 2 S @ 0 o)
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Postup z tohoto prikladu je mozno v nékterych pripadech zobecnit na postup uvedeny v nasledujici vété.

Véta 3.5. Je-li A matice typu n X n a P je requldrni matice takovd, Ze

A 0 ... 0
. Ao ... O
PPAP = A = L ,
0 0 An
potom plati
et 0 0
0 ez ... 0
e = Pexp(M)P =P | . . . Pt
0 O et

Zvolime-li v této vété matici P jako 2 x 2 jednotkovou matici, obdrzime ihned vysledek prikladu ¢. 3.4.
Existuji ovsem matice, které nesplnuji predpoklady ptredchozi véty. Urcité jsou to matice s komplexnimi
vlastnim ¢isly. Takovou matici se budeme zabyvat v nasledujicim prikladeé.

Piiklad 3.6. Najdéte (pomoci definice) exponencidlu matice et v p¥ipadé, ze

A:((l) —01).
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Reseni. Piimym vypoctem lze ziskat jednotlivé mocniny

1¥:Cf30,ﬁ:<ié)/ﬁ262>alﬁ:A

Proto
t 12 13 tt
At 2 YT LA Y S
e —E+1!A+2!A +3!A —|—4!A +
B A S et B I et S U W G A A A S A
- \0 1 1'\1 0 2000 —1 31\—1 0 41\0 1
i( 1)k t?k i( 1)k t2k’+1
B o (2k)! o k+1DV fcost —sint
= i $2k+1 oo . 12k ~ \sint cost )’
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3.1.2 Uziti exponencialy matice

Je-1i A konstantni n x n matice pak s pomoci vzorce (3.1) dostaneme
(eAt)/ = Ae. (3.2)

Tento vztah dava moznost zapsat obecné feseni homogenniho systému diferencialnich linearnich rovnic (3.2)
s konstantni matici A, tj. systému

dy

— = Ay. 3.3

5 =W (3.3)
Véta 3.7. Fundamentdlni matice systému (3.3) s konstantni matici A je ddna vztahem

Y (t) = e

S pomoci vztahu (3.2) dostaneme
Y'(t) = Aet = AY (1),

tj. matice Y'(¢) je skutecné feseni systému (3.3). Navic spliiuje podminku
Y(0) = E.

7 této skutecnosti snadno plyne nasledujici véta.
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Véta 3.8. Obecné teseni y = y(t) linedrniho systému (3.3) je dané vzorcem
y=yt)=e.C (3.4)
kde C = (Cy,...,Cn)T je konstantni vektor.

P¥imy vypocet exponencidly matice podle definice (tj. podle vzorce (3.1)) je oby¢ejné nepouzitelny kvili
tomu, Ze neni mozné najit soucet defini¢ni fady. Jak vyplyva z Véty 3.8 je pro nalezeni nékterého reseni
(nebo pro nalezeni obecného feSeni systému (3.3) uzitetné mit metody pro vypocet exponencialy matice.
Takové existuji. Nyni uvedeme jinou metodu.

3.1.3 Metoda pro nalezeni exponencialy matice

Metoda nalezeni exponencialy matice, kterou nyni uvedeme, vyzaduje nalezeni jistého partikularniho feseni
linearni diferencialni rovnice n-tého fadu s konstantnimi koeficienty. Dilezitou roli hraje pojem tzv. cha-
rakteristickeho polynomu a charakteristickeé rovnice. Ptedpokladejme, Ze je dana konstantni n x n matice

ay;y a1 ... Qaip
A _ a21 Q29 ... Q9

Ap1 Ap2 ... QApp
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Charakteristickym polynomem matice A nazyvame polynom p(\) definovany pomoci determinantu

A— a1 —Qa12 e —Q1n
—a921 A — Ao ... —aopn
p(A) =
—an1 —Aan2 e A — QApn

Je zfejmé, ze po provedeni vipoctu determinantu lze polynom p(\) zapsat ve schématickém tvaru skuteé-
ného polynomu naptiklad takto

p(>\) =\" + an,l)\"_l + &n72)\n—2 + -+ a1>\ + ag,

kde koeficienty a,,_1, a,_o, ..., a1, ag dostaneme, kdyz determinant spoc¢itame. V néasledujici vété predpokla-
dame, Ze charakteristicky polynom byl ziskan pravé timto zptisobem. Casto byva charakteristicky polynom
definovan jako determinant

alp — A a12 e Q1n
a91 a9 — AL QAon,
)
A1 Ap2 ces Qpp — A

ktery lze pomoci pivodniho polynomu vyjadiit ve tvaru (—1)"p(A). Tento znaménkovy rozdil nemé vliv
na tvar a feSeni tzv. charakteristické rovnici matice A, kterd ma tvar

p(A) =0.
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Véta 3.9. Predpokldidejme, Ze A je konstantni n X n matice, jejiz charakteristicky polynom md tvar
PA) = A"+ ap A" ag ) Fag.

Predpokladejme ddle, Ze y(t) je Teseni pocatecni ulohy pro linedrni homogenni diferencidlni rovnici n-tého

radu se stejnymi koeficienty:

v 4 a1y 4t ay +agy =0, (3.5)
y(0) =y'(0) =--- =y P =0,y V(0) = 1. (3.6)
Oznacme
z1(t) a; Qo Ap_1 1 y(t)
s (oo T o) [ v | 1)
) N1 0 00 e

Pak pro exponencidlu matice plati vztah:

e =2 (DI + 2o(t) A+ - 4 2, (1) A",

Priklad 3.10. Naleznéte exponencidlu matice matice A = [ ; ; }
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ResSeni. Nejdifve uréime charakteristicky polynom A\?>—3 A—4 a vlastni ¢isla A, = —1, A\, = 4. Odpovidajici
pomocné diferencidlni rovnice y” — 3y’ — 4 = 0 mé obecné feseni y = Cre~t + Che.
Z podminek y(0) = 0, ¢'(0) = 1 uréime konstanty C}, Cs:

0=y(0)= C + — 012—%
1:y/(0): —Cl + 402 02:%

Dostavame tak y(t) = +(—e™ + e*, ¢/ (t) = (e + 4e*. Déle uréime funkce 2 (t), z2(¢):
21 (t) =3 1\ _ 1/ —ef4e?\ _1[ e+
29 (t) 1 0) 5\ et+de | 5\ —et4et
At _ e t+e (1 0 N —et et (1 2\ 1 [ 3et 42t —2e7! 4 2"
N 5 0 1 5 3 2 ) 5\ 3et+3e" 2e7t + 3t
w2 - . . . 1 2
Priklad 3.11. Naleznéte exponencialu matice matice A = | 9 1|

ResSeni. Nejdifve uréime charakteristicky polynom A% — 2\ + 4 a vlastni ¢isla A2 = 1+£25. Odpovidajici
pomocné diferencidln{ rovnice y” — 2y’ + 4 = 0 mé obecné feSeni y = e'(C cos 2t + Cy sin 2t).



3.1 EXPONENCIALA MATICE A JEJI UZITI 73

Z podminek y(0) =0, ¥/(0) = 1 ur¢ime konstanty Cy, Cs:
0= y(0
0

=Y 4
1 =9/

Cl + 26(2}:> 02:

~— —

Dostavame tak y(t) = 1e'sin2¢, y'(t) = 2e’(2cos 2t + sin 2t). Dale uréime funkce 2;(¢), 2(t):

a)\ _ (-2 1)1 e’ sin 2t _ 1 [ e"(2cos2t —sin 2t)
2) )\ 1 0)2\ e(2cos2t+sin2t) | 2 e’ sin 2t

At _ € e 10 e . 1 2\  ,( cos2t sin2t
¢ = 5 (Zeos2 Smt)(o 1>+28m2t(—2 1) =%\ —sin2t cos2t )

~

p + . . . 1 1
Priklad 3.12. Naleznéte exponencialu matice matice A = [ 1 3 } .
Reseni. Nejdifve uréime charakteristicky polynom A\ — 4\ + 4 a vlastni &isla Ao = 2. Odpovidajici
pomocnd diferencialni rovnice y” — 4y’ + 4 = 0 m4 obecné feseni y = e*(C + Cyt).
Z podminek y(0) = 0, ¢/(0) = 1 uréime konstanty C;, Cs:

0:y<0): Cl - 01:
1:y/<0): 201 + CQ 02:1
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Dostavame tak y(t) = e*t, y/(t) = e*(2t + 1). Dale uréime funkce z;(t), 25(¢):
20 (-4 1 et e (1—-2t)
) )\ 1 0 et +1) ) et
At _ 2t o 1 0 2t 1 1 _ t ]_ - t t
et =e”(1 2t)(0 )Tty 5 ) =e 14t )

[
3.2 Cauchyova tuloha pro linearni systémy
3.2.1 Cauchyova uloha pro homogenni systém
Pocatecéni (Cauchyovou) tlohou na intervalu Z pro homogenni systém rozumime
dy
— =AMy, y(to) = yo, (3.8)

dt

kde tg € Z. Tato tloha mé jediné feSeni, kterda muzeme zapsat pomoci jakékoli fundamentalni matice ®(t).
Tato mé pro libovolné t, € Z inverzni matici (®(¢y)) " a prondsobenim touto konstantni matici dostavame
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normovanou fundamentalni matici v bodé t = ty ve tvaru e ®(t,ty) = D(¢)(P(ty))~'. Takova matice je
feSenim tlohy
Y' =AY (t), Y(to) = F,

Analogicky plati, Ze feSeni tlohy (3.8) je dano vztahem

y(t) = (¢, t0)yo- (3.9)

3.2.2 Cauchyova uloha pro homogenni systém s konstantni matici

Nyni uvazujme pocate¢ni (Cauchyovu) tlohu pro homogenni systém s konstantni matici

dy
o = A ulto) =w, (3.10)

kde t, € Z. V tomto piipadé je fundamentdlni matice ve tvaru exponencidly ®(t) = e a normovanou

fundamentalni matici v bodé t = t; je maticova exponenciala
B(t, tg) = eltt0)4 (3.11)

a FeSeni (3.8) zapsat vztahem (3.9), tj.,
y(t) = el "0y,
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3.2.3 Cauchyova uloha pro nehomogenni systém

Hledejme nyni feSeni poc¢ateéni (Cauchyovy) tlohy pro nehomogenni systém

dy

3 = Ay +(2), y(to) = o, (3.12)
kde ty € Z. Také tato tloha ma jediné reseni. Obecné feseni odpovidajici homogenni tlohy mtizeme zapsat

ve tvaru y(t) = ®(t;ty) - C, kde C = (C,Cs,...,C,)T je konstantni vektor. PouZijeme metodu variace
konstant a Feseni y(¢) na intervalu Z pfedpokladame ve tvaru

y(t) = ®(t,to) - C(t) (3.13)
tak, aby platilo y(ty) = yo. Vztah, kterému vyhovuje vektorova funkce C(t) je

C'(t) =0 ' (t;to)b(t) & C(t) :C(t0)+/t ® 1 (s;t0)b(s)ds.

to
Abychom dostali FeSeni tlohy (3.12), volime C/(t) = o, tedy:
t
y(t) = Bltto)o + B(tsto) [ st (3.14)
to

Nyni pro t,ty, s € Z uzijeme vztah:
D1, 10) (s, 1g) = B(1) (D (1))~ (B(5)(@(t0)) )" = D)@ (5))" = B, 5) (3.15)
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a ziskame tak konec¢nou podobu:

t

y(t) = ®(t;to)yo +/ O (t;5)b(s)ds. (3.16)
to

3.2.4 Cauchyova tuloha pro nehomogenni systém s konstantni matici

V pfipadé Ze uvazujme pocateéni (Cauchyovu) tlohu pro nehomogenni systém s konstantni matici

d
d—i = Ay +b(t), y(to) = yo, (3.17)

kde ty € Z, mizeme uzitim vztahu (3.11) nalezené feseni (3.16) zjednodusit. Protoze
D(t;tg) =704 a Dty 5) = 794,
ma FeSeni (3.16) tvar

¢
y(t) = ell=0)4y, —|—/ et =94p(s)ds. (3.18)

to
Priklad 3.13. Naleznéte obecné feSeni systému linedrnich diferencidlnich rovnic:

o= oy + 2y + 2 — Bt
vy = 3y1 + 2y, + 5 — Tt
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2—->5t
57t |
L1 [36t+2€4t 2ett — 2t

V prikladé 3.10 jsme urcili exponencialu matice A ve tvaru et = —
Jett —3e7t 2e7t +3et!

>

Reseni. Matice soustavy je konstantni A =

1 2
) ] a prava strana ma tvar b(t) =

. Nyni

ur¢ime integral ze vzorce (3.18) (o = 0):

t A 1 t _4e—t+s_16—t+ss+14e4t—4s_2464t—458
/ e 4p(5)ds = —/ ds =
0 SJo | 2lettts —36et s 4 de T 4 et
1 fot—4 etts — le Mg 14ett 45 — 24 ¢4t 455 ds
5 fg21 ett=4s _36ett 455 L 47t 4 o755 (s B

Nyni dosadime za vektor poc¢atecnich hodnot vektor C' = [C}, C5] a celkové dostavame FeSeni:

()] G| et 26 oy | 26 =267 St g Zett 4t 1
5

e
Y2 (1) 5 | 3ett —3et 5 | 2et 4 3ett ett —2et 4+ 2¢
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4 Pocditacove cviceni ¢. 1

Metoda vlastnich c¢isel a vektorti pro linearni systémy

s konstantnimi koeficienty nasobnd vlastni cisla.
Weyrova metoda pomoci MAPLE
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4.1 Formulace problému a postup jeho reseni
V minulém tutorialu jsme se zabyvali soustavou linearnich diferencialnich rovnice s konstantnimi koeficienty.
' = Ar, (4.1)

kde A je realna ¢tvercova matice s konstantnimi prvky, z = (xq, 79, ...,x,)’ a tento vektor je vektorem hle-
daného Feseni, zavisejiciho na (nezavislé) proménné t, tj. © = x(t). Za pfedpokladu, Ze FeSeni soustavy (4.1)
ma tvar

r = vexp(At), (4.2)

kde A je vhodné redlné nebo komplexni ¢islo a v je vhodny (redlny ¢i komplexni) konstantni vektor jsme
odvodili:

(Av) exp(At) — (Av) exp(At) = (A — AE)vexp(At) = o, (4.3)

ve kterém je E ¢tvercova jednotkova matice rozméru n X n a o je jiz zminény nulovy vektor. Po vykratceni
vyrazem exp(At) jsme dostali vztah
(A= AE)v = o, (4.4)

Z teorie linearnich soustav vyplyva, Ze soustava (4.4) bude mit nenulové feseni v pouze tehdy, kdyz bude
jejl matice singularni. Musi tedy byt
det(A — AE) = 0. (4.5)
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Rovnice (4.5) je polynomialni rovnici (stupné n) vzhledem k A. Obecné ma rovnice (4.5) celkem n korend,
jestlize kazdy kofen pocitame tolikrat kolik je jeho nasobnost. V minulém tutorialu jsme fesili pripad re-
alnych a navzajem rtznych kofent charakteristické rovnice a pripad komplexnich nenasobnych vlastnich
¢isel. Abychom mohli uvedenou metodu pouzit na kazdy systém s konstantnimi koeficienty musime vyftesit
i pripad nasobnych vlastnich ¢isel. Bylo ukazano, ze v ptipadé nenasobnych korenti jsme nasli ke kazdému
kofeni jedno realné feseni, ktera jsou linedrné nezavisla. Komplexni koreny lze usporadat do dvojic kom-
plexné sdruzenych kofenii a této dvojici se pfiradi také dvojice linedrné nezavislych realnych feseni. V
ptipadech, kdy jsou kofeny charakteristické rovnice (4.3) nasobné je konstrukce fundamentalniho systému
komplikovanéjsi. Ke kazdému nasobnému vlastnimu ¢islu A musime nalézt presné tolik linedrné nezavis-
Iych TesSeni, jaka je jeho nasobnost. Mezi témito feSenimi jsou feseni v pfedpokladaném tvaru, tj. feSeni ve
tvaru (4.2). Mize se ovSem stat, pocet vlastnich vektorti k ndsobnému vlastnimu ¢islu (geometrickd nasob-
nost) je mensi nez jeho nasobnost jako kofenu charakteristické rovnice (algebraickd nasobnost). Postup jak
tuto komplikaci TeSit popiseme obecné a budeme je ilustrovat pro realné koreny. Pro nasobné komplexni
kofeny postupujeme podobné jako v piipadé nenasobnych komplexnich ¢isel dostaneme i v tomto pripadé
dvojice komplexné sdruzenych vektort a tedy dvojice redlnych vektori, které jsou realnymi a imaginér-
nimi ¢astmi komplexnich FeSeni. Uvedme nyni postup, vedouci k nalezeni fundamentalniho systému feSeni
soustavy (4.1).
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4.1.1 Zobecnéné vlastni vektory

Vektor v nazyvame zobecnénym vlastnim vektorem hodnosti r, odpovidajici vlastnimu ¢islu A, jestlize

plati
(A= AE)v=o0 (4.6)

(A—AE)" v #o. (4.7)

Je-li dan zobecnény vlastni vektor v hodnosti r, odpovidajici vlastnimu ¢islu A, pak k nému definujeme
odpovidajici Fetézec zobecnénych vlastnich vektoru

U1, Va, ..., Uy (4.8)
délky r takto:
(v, = w,
v = (A=AE), = (A= AE)v,
§ vg = (A=AE)u,_; = (A—\E)%, (4.9)
vy, = (A=AE)v, = (A-AE)"u.

Poznamenejme, Ze z uvedené podminky (4.6) okamzité vyplyva, ze vektor v; v Fetézci (4.8) je vlastnim
vektorem odpovidajicim vlastnimu ¢islu A, nebot dle (4.7) a (4.9) je v1 # o adle (4.6) je (A— AE)v, = o.
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Jednomu vlastnimu ¢islu mtze odpovidat nékolik rtznych fetézct, které mohou mit rizné délky. Bez
dikazu uvedme nésledujici poznatky o zobecnénych vlastnich vektorech (piislusné dikazy k témto a k
dalsim poznatkim jsou obsazeny v nékterych ucebnicich algebry).

Véta 4.1. Vsechny vektory tetézce (4.8) jsou linedrné nezdavislé. Odpovida-li jednomu vlastnimu ¢islu né-
kolik zobecnéenych vlastnich vektoru, které nejsou linedrné zdvislé, pak je mnoZina vektoru tvorend vsemi
prislusnymi Tetézci linedrné nezdvislou mnozinou. Soucet délek vsech linedrné nezdvislych tetézcu odpovi-
dagicich danému vlastnimu cislu je roven jeho nasobnosti. Zobecnené vlastni vektory odpovidagjici riznym
vlastnim cislim jsou linedrneé nezdvisleé.

4.1.2 Metoda vlastnich vektoru - konstrukce fundamentalniho systému

Poznatky uvedené ve Véte 4.1 jsou teoretickym zakladem garantujicim spravnost a Gplnost nize uvedeného
postupu konstrukce fundamentalniho systému feSeni soustavy (4.1). Pfedpokladejme, Ze A je vlastni ¢islo
matice A, vektor v je zobecnénym vlastnim vektorem hodnosti s a (4.8) je odpovidajici fetézec vlastnich
vektort. Jak bylo uvedeno vyse, plati

(A—AE)v; = o. (4.10)

Jinymi slovy, vy je vlastni vektor matice A, pfislusejici vlastnimu ¢islu A. Proto je vektor

yp = vye (4.11)
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feSenim soustavy (4.1). Definujme vektor
Yo = (it + vg)eM (4.12)

a ukazme, Ze je FeSenim soustavy (4.1). Skute¢né, pomoci vztahti (4.9) (ze kterych mj. vyplyva (A—AE)vy =
= vy, tj. Avy = Avg + v1) a (4.10) (tj. vy = Avy) dostavame
Yy = [(vlt + vg)e’\t}/ = v + ANurt + v)e™ = [(Avgt) + Aoy + vy] M =
t (/\vle’\t) + (Avg + vl)e’\t =t (Avlekt) + Avge™ =
A (ot + vg) M = Ays.

Tim je tvrzeni, Ze vektor ys je feSenim soustavy (4.1) provéfeno. Definujme dalsi vektor

t2
Y3 = (vl gttt ’Ug) M

a také ukazme, Ze je FeSenim soustavy (4.1). Dostdvame (kromé vyse uvedenych vztaht pouzijeme jesté
AUg = )\Ug + UQ)

$2 '
Yy = Kvl i + vot + v3> e’\t} = (vt + vy) M-
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t2 t?
A <v1 i + ot + vg) M = ()\vl iy + (Avg +v1) t+ (Avsg + v2)> M =

t2

5 ()\vleM) 4 t( Ay +v1)eM + (s + vy)eM =
t2
£ (Avle)‘t) + tAvgeM + AvgeM =

t2
A (015 + ’Ugt + ’U3> e)‘t = Ayg

Podobnym zptisobem konstruujeme dalsi vektory az po vektor

r—1 r—2
t t AL
Yr 1= U1~(T_1)'+U2' + vt et

Protoze jsou vektory fetézce (4.8) dle Véty 4.1 linedrné nezéavislé a
yl(()) = U17y2<0) = /UQ, e 7y1”(0) = U’I")

jsou vektory
yi(t),92(1), -, yr (1) (4.13)

také linedrné nezavislé. Ziskali jsme tedy s linedrné nezavislych feSeni (4.13) soustavy (4.1).
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Véta 4.2. MnoZina vsech vektori (konstruovangch vyse uvedengm zpisobem) odpovidajicich vsem vlastnim
cislum a vsem jim odpovidajicim Tetézcum zobecnénych vlastnich vektori tvori fundamentalni systém
soustavy (2.18).

Stranou jsme prozatim nechali otazku kolik zobecnénych vlastnich vektori odpovida nasobnému vlast-
nimu ¢islu A\. Odpovéd na ni vyplyva z teorie algebraickych linearnich systému a je obsaZzena v nésledujici
vété. Ozna¢me hodnost matice

A—-)\E (4.14)
pismenem h a jeji nulitu pismenem v, kde v =n — h.

Véta 4.3. Pocet zobecnenych vlastnich vektoru odpovidagicich ndsobnému vlastnimu cislu X je roven nulité
v matice (4.14).

[lustrujme popsany postup nékolika priklady.
Priklad 20. Urcete obecné feseni soustavy rovnic:

l’/l = I + To — T3,
rh = —r1 + xy — I3, (4.15)

rh = — xy + 2x3.
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ReSeni: Soustava (4.15) je specidlnim piipadem soustavy (2.18) pro n = 3 a matici

1 1 -1
A=|-1 1 -1
0o -1 2

Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako Feseni charakteristické rovnice
det(A—AE)=0

tj. rovnice
1—-A 1 —1
~1 1-X —1|= (potpravd) = —(A—1)*(A—2) =0.
0 -1 2=

Vlastni ¢isla jsou: nenasobné cislo Ay = 2 a dvojnasobné ¢islo Ay = A3 = 1. Hledejme vlastni vektory,
odpovidajici vlastnim ¢islim. Prvni vlastni vektor

v; = (v11, U127U13)T7
odpovidajici vlastnimu ¢islu A; = 2 je libovolny nenulovy vektor, splnujici vztah

(A= ME)v; =o.
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Jeho rozepsanim dostéavame soustavu

—1 1 -1
-1 -1 —=1]-vy=o0.
0O -1 0

Druhy fadek matice soustavy je linearni kombinaci prvniho a tfetiho fadku. Proto lze soustavu redukovat

na
V11 + vz = 0,

V12 =0
a jedno nenulové feseni je napifklad v; = (—1,0,1). Reseni soustavy (4.15) odpovidajici tomuto vlastnimu
vektoru a vlastnimu ¢islu je

21(8) = (21 (t), 212(t), 213(t)) = (=1,0,1)T - €.

Druhy vlastni vektor vy = (va1, Vg2, v93)T, odpovidajici vlastnimu éislu Ay = 1 je libovolny nenulovy
vektor, splnujici vztah
(A — )\2E)U2 = 0.

Jeho rozepsanim dostéavame soustavu

0o 1 -1
-1 0 —1] -v=o. (4.16)
0 -1 1
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Snadno lze ovéfit, Ze matice soustavy (4.16) ma hodnost h = 2 a nulitu ¥ = 3 — 2 = 1. Vlastnimu ¢islu
Ao = 1 tedy bude odpovidat jeden zobecnény vlastni vektor hodnosti » = 2. Tteti fadek matice soustavy
je opa¢nym prvnim fadkem a soustavu lze redukovat na

Vg — v = 0,
V21 —+ V23 — 0

a jedno nenulové feSeni je naptiklad vy = (—1,1,1)T. Jedno z feseni soustavy (4.15) odpovidajici tomuto
vlastnimu vektoru a vlastnimu ¢islu je

l’g(t) = (ZEQl(t), $22(t>,$23(t)) = (—1, 1, ].)T . et.

Vytvorme fetézec zobecnénych vlastnich vektorid, odpovidajicich uvazovanému vlastnimu ¢islu. Hledejme
nenulovy vektor
T
v3 = (31, V32, 33)"
splnujici vztah
(A — )\3E)’U3 = V3.
Jeho rozepsanim dostavame soustavu

0o 1 -1 —1
-1 0 —=1|-v3=
0 -1 1 1
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Prvni a tieti fadek jsou linedrné zavislé. Soustavu lze tedy redukovat na tvat

vzg — vz = —1,

—Vs31 — vy = 1

a jedno nenulové feSeni je naptiklad vz = (—2,0,1)T. Dalsi feseni soustavy (4.15) odpovidajici vlastnimu
¢islu Ay =1 je

.Ig(t) = (.7}31(75), $32(t), l’gg(t)) = (Ugt + Ug) . et = ((—1, 17 1)Tt + (—2, 0, 1)T) . et.

Vsechna tii feSeni soustavy (4.15) tvoii fundamentalni systém feseni. Obecné feSeni je déno linearni kom-
binaci

z(t) = C1(=1,0,1)7 - e + Cy(—1,1,1)T - e+

Cs ((-1,1, 1)t + (=2,0,1)7) - e =
-1 -1 -1 2
Ci| 0] -e¥+Cy| 1| -e+C4 1)t+| 0o} ] €
1 1 1 1

s libovolnymi konstantami C;, Cy a Cj.
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4.1.3 Shrnuti kapitoly

Tato kapitola byla vénovana feSeni lineadrnich systémii obycejnych diferencialnich rovnic prvniho tadu s
konstantnimi koeficienty. Pomoci kofeniti charakteristické rovnice byly sestaveny vlastni vektory a byl zkon-
struovan fundamentalni systém feseni. Metoda konstrukce se lisila v zavislosti na tom, zdali kofeny byly
realné ¢i komplexni a nasobné ¢i nenasobné. V ptripadé nasobnych korenti se néktera reseni lisila od ptvodné
predpokladaného tvaru. Vzdy vsak jedno z feseni tento tvar mélo.

4.1.4 ReSené priklady

Priklad 21. Urcete obecné feSeni soustavy rovnic:

¥, = x — x3 + x3,
¥y = —x1 — Ty + x3, (4.17)
rh = x4+ xy + 3.

ReSeni: Soustava (4.17) je specidlnim piipadem soustavy (4.1) pro n = 3 a matici

1 -1 1
A=1[-1 -1 1
1 11
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Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako feSeni charakteristické rovnice

det(A—AE)=0

tj. rovnice
1-x -1 1
-1 —-1-X 1 |= (poupravé) = —-A—1)(A=2)(A+2)=0.
1 1 1—A
Jeji koteny (a tedy hledand vlastni ¢isla) jsou A\; = 1, Ay = 2 a A3 = —2. Mame tii redlna a rtuzna vlastni

¢isla. Proto muZeme pii hledani obecného FeSeni soustavy (4.17) opét vyuzit Vétu 2.14.
Hledejme vlastni vektory, odpovidajici vlastnim ¢islim. Prvni vlastni vektor

v; = (v11, U127013)T7
odpovidajici vlastnimu ¢islu A; = 1 je libovolny nenulovy vektor, spliujici vztah
(A — /\1E)’Ul = 0.

Jeho rozepsanim dostéavame soustavu
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Prvni fadek matice soustavy je souc¢tem druhého a tietiho radku. Proto lze soustavu redukovat na

—v11 — 2vi2 + wviz = 0,

V11 + V12 =0

a jedno nenulové feseni je napitklad v; = (—1,1,1)7. ReSeni soustavy (4.17) odpovidajici tomuto vlastnimu
vektoru a vlastnimu ¢islu je

l’l(t) = (Ill(t), Ilg(t),Ilg(t)) = (—17 1, 1)T . et.

Druhy vlastni vektor vo = (vay, Va2, v23)T, odpovidajici vlastnimu é&islu Ay = 2 je libovolny nenulovy
vektor, splnujici vztah

(A - )\2E>U2 = 0.
Jeho rozepsanim dostéavame soustavu
-1 -1 1
-1 -3 1] -vy=o0.
1 1 -1

Treti fadek matice soustavy je opacnym prvnim rfadkem a soustavu lze redukovat na

—Vg1 — U + a3 = 0,
— 2U22 = 0
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a jedno nenulové fegeni je napiiklad v, = (1,0,1). Reseni soustavy (4.17) odpovidajici tomuto vlastnimu
vektoru a vlastnimu ¢islu je
2o(t) = (221(t), wa2(t), Tas(t)) = (1,0, 1)" - *.

Piejdéme k nalezeni posledniho vlastniho vektoru vs = (vsy, vs2, v33)T, odpovidajiciho vlastnimu &slu

A3 = —2. Je to libovolny nenulovy vektor, spliujici vztah
(A - /\3E)U3 = 0.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu

3 —1 1
-1 11 - Vs = 0.
1 13

Pfi¢tenim dvojnasobku druhého fadku k prvnimu dostavame tieti fadek matice soustavy. Soustavu lze tedy

redukovat na tvat
Jusr — w3 + vz = 0,

—VU31 + V3o + V33 = 0

a jedno nenulové Feseni je napitklad v3 = (—1,—2,1)T. Reseni soustavy (4.17) odpovidajici tomuto vlast-
nimu vektoru a vlastnimu ¢islu je

fL‘g(t) = (l‘gl(t), ngg(t),l‘gg(t)) = (—1, —2, 1)T . e_2t.



4.1 FORMULACE PROBLEMU A POSTUP JEHO RESENI 95

Fundamentélni systém feseni soustavy (4.17) je tvofen trojici linedrné nezavislych reseni
(-1,1, )7 -¢, (1,0,0)7-e* a (—1,-2, )T .
a jeji obecné feseni z(t) je dano linedrni kombinaci

w(t) = Ci(—1,1, D)7 e + Oy(1,0,1)T - e 4+ C5(—1,-2,1)T - e7% =

—1 1 —1
01 1 . et + CQ 0] - e2t + 03 -2 - e_%
1 1 1

s libovolnymi konstantami C4, Cy a (5. Na zavér jesté rozepiSme posledni vztah po slozkach. Protoze
o(t) = (21(t), 22(t), 23(t))", mame

X1 (t) = — Cl et + CQGQt — Cge_Qt,
J]Q(t) C’let — 20387%, (418)
T3 (t) = Cl et + Cge% + C3ei2t .

Piiklad 22. Naleznéte feSeni soustavy rovnic (4.17) spliiujici podminku

z(0) = (1,0, -1)T. (4.19)
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ResSeni: Obecné feSeni této soustavy jiz bylo nalezeno v pifkladu 21. Nyni je potfeba vybrat konstanty
C1, Cy a (5 tak, aby platil vztah

1 -1 1 —1
0] =4 1| +C |0) +C5 | -2
—1 1 1 1
Zapisme posledni soustavu ve tvaru
-, + Cy, — (O3 = 1,
Cl - 203 = 07
¢, + ¢y + C3 = —1.
Jediné Teseni této soustavy je
2 1
Ci=——, Cy=0, C3=——-.
1 3 2 3 3
Po dosazeni téchto hodnot napiiklad do vztaht (4.18) dostdvame jediné feSeni spliiujici podminku (4.19):
2 1
zi(t) = get + ge_%,
2 4
Ig(t) = — get + ge_%,
2 1
r3(t) = — Zet — Ze%
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Priklad 23. Urcete obecné feseni soustavy rovnic:

ry = 2 4+ x9 + 3,
rh = —2xy — xy — 23,
Ig = Ty + X9 + 21’3.

ReSeni: Soustava (4.14) je specidlnim piipadem soustavy (4.1) pro n = 3 a matici

2 1 1
A=[-2 -1 =2
1 1 2

Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako feSeni charakteristické rovnice
det(A—AE) =0

tj. rovnice
2—-A 1 1

-2 —1-X =2 |= (potpravé) = —(A—1)°>=0.

1 1 2—-A

Vlastni ¢islo je jen jedno: A = A\; 23 = 1 a je trojnasobné.

(4.20)
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Hledejme odpovidajici vlastni vektor
v = (11, U12,U13)T-

Bude jim libovolny nenulovy vektor, spliujici vztah

(A—AE)v; = o.
Jeho rozepsanim dostéavame soustavu
1 1 1
-2 =2 =2]-v=o. (4.21)
1 1 1

Snadno lze ovéfit, ze matice soustavy (4.21) ma hodnost A = 1 a nulitu ¥ = 3 — 1 = 2. Vlastnimu ¢islu
tedy budou odpovidat dva linedrné nezavislé vlastni vektory. Jsou jimi napiiklad vektory v/* = (—1,0, 1)
avg* = (0,1,—1)T. Jeden z vlastnich vektorti vSak musi byt zobecnénym vlastnim vektorem hodnosti 2.
Bude to takovy vektor, pro ktery existuje netrivialni feseni vy jedné ze soustav

(A= AE)vy, = o, i=1,2. (4.22)

Snadno ovéfime, ze kazd4 soustava (4.22) ma pouze trividlni feseni vy = (0,0,0). Vybér vlastnich vektori
vi*, i = 1,2 tedy neumoziuje najit nenulovy vektor vy, prestoZe dle teoretickjch poznatki takovy vektor
musi (je-li prava strana vhodné zvolena) existovat.
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Pokusme se vybrat pravou stranu v soustavé (4.22) tak, aby nenulovy vektor vy existoval. Libovolné
linearni kombinace
av* + But*

je opét vlastnim vektorem (ktery je pro a? + 3% # 0 nenulovy). Jinymi slovy - tato linedrni kombinace je
obecnym FeSenim soustavy (4.21). Pokusme se ur¢it parametry « a 3 tak, aby soustava

(A= AE)vy, = av!* + o} (4.23)

méla nenulové feseni. Aplikaci Frobeniovy véty (hodnost matice soustavy se rovnd hodnosti matice
rozsirené) ihned dospivame k pozadavku o = /2. Volme napiiklad § = 2, @ = 1 a misto piivodni dvojice
vlastnich vektorti v*, ¢ = 1,2 definujme novou dvojici

1 1 2 1 2 T

Soustava

(A= AE)vy, = v/ (4.24)
ma netrivialni feSeni vy = (—1,1, —1). Fundamentalni systém feseni soustavy (4.14) je tvoren trojici vektori
-1 -1 -1 -1

0] e, 2| €, 1]+ 2)¢t]- €.
1 -1 -1 —1
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Obecné feseni je dano linearni kombinaci

ri(t) = —(Ci+Cy+C3)-et —  Cast-e,
ZEQ(t) = (202 + 03) : et + QCgt : et,
l‘g(t) = (01 — CQ — Cg) : et — Cgt . et.

s libovolnymi konstantami C, Cs a Cs.
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4.2 Reseny priklad pomoci programu MAPLE
Uvedeny postup je realizovan pomoci matematického programu MAPLE v klasickém sesité.

>with(linalg);
>assune(a, real);assune(t,real);
[ BlockDiagonal, GramSchmidt, JordanBlock, LUdecomp, QRdecomp, Wronskian,

addcol , addrow, adj, adjoint, angle, augment, backsub, band, basis, bezout,
blockmatrix, charmat, charpoly, cholesky, col, coldim, colspace, colspan, companion,
concat, cond, copyinto, crossprod, curl, definite, delcols, delrows, det, diag, diverge,
dotprod, eigenvals, eigenvalues, eigenvectors, eigenvects, entermatrix, equal,
exponential, extend, ffgausselim, fibonacci, forwardsub, frobenius, gausselim,
gaussjord, genegns, genmatrix, grad, hadamard, hermite, hessian, hilbert,
htranspose, ihermite, indexfunc, innerprod, intbasis, inverse, ismith, issimilar, iszero,
jacobian, jordan, kernel, laplacian, leastsgrs, linsolve, matadd, matrix, minor,
minpoly, mulcol, mulrow, multiply, norm, normalize, nullspace, orthog, permanent,
pivot, potential, randmatrix, randvector , rank, ratform, row, rowdim, rowspace,
rowspan, rref, scalarmul, singularvals, smith, stackmatrix, submatrix, subvector,
sumbasis, swapcol, swaprow, sylvester, toeplitz, trace, transpose, vandermonde,
vecpotent, vectdim, vector, wronskian |

>MA = matrix([[4%a-12, -3*a+l2, -a+6, 6*a], [-2*a+l0, 3*a-6,
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6*a], [-2*a, -3*a, -a, 6]]);
4a~-12 -3a~-+12 -a-+6 6a-
MA = -2a~+10 3a--6 —-a~+2 6a-
-2a~+6 -3a-+12 5a--12 6a-
-2 a~ -3 a~ —a~ 6

> ei genvect or s( MA) ;
[6+61a-,1,{[-I,-I,-I,1]}],[6-61a- 1, {[I,I,1,1]}],
[-18 + 6a~,2,{[-1,1,-1,0]}]

>r1l: =eval mexp((-18+6*a)*t)*vector([-1, 1, -1,

0])); Mchar: =eval m( MA- (-
18+6*a)*matrix([[1,0,0,0],[0O,1,0,0],[0,0,2,0],[0,0,0,1]])):v2:
=l i nsol ve(Mhar, vector([-1, 1, -1, 0])):r2:=eval n((t*vector (|-
1, 1, -1, 0])+v2)*exp((-18+6*a)*t));

-18+6a~)t~ -18+6a~)t~ -18+6a-)t~
1= [P0 ((Broa)) | ((Crea))
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[ ((-18+6a)t) 1\ ((-18+6a~)t-) 1
r2 .—[e (—t~+_tl+2], e (t~—_tl—3],

e((—18+6a~)t~) (—t~+_t1), O}
> konpl vekt or : =eval n{exp((6+6*1*a)*t)*vector([-1, -1, -1, 1]));
~) = ~) t~ 6+61a~)t~ 6+61a~)t~
komplvektor := [ I g roram) ) Qlerolant) | gllorotanm) (((6olant )]

>r 3: =map(x- >Re(x), konplvektor);r4:=map(x->lnmx),
konpl vekt or) ;

r3:=[° sin(6t-a-), e sn(6t~a-), e sin(6t-a~), 6" cog(6 t~ a~)]

r4 .=

(6t~) (6t~) (6t~)

[-e cos(6t~a~), —e cos(6t~a~), —e cos( 6 t~ a~),e(6t~)sin(6t~ a~)]
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5 Tutorial ¢. 4
UZiti mocninnych rad
Stabilita reseni systému diferencialnich rovnic

Planarni autonomni diferencialni systém
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5.1 Uziti mocninnych rad pro rovnice druhého radu

Cilem této pasaze je seznamit Ctenare se specialnim typem diferencialni rovnice druhého fadu, Besselovou
rovnici. Ukazeme, zZe feSeni této rovnice se hledd pomoci nekone¢né fady. Zminime se o tzv. gama funkci,
ktera se v feseni Besselovy rovnice objevuje. Popiseme Besselovy funkce, pomoci nichz je feseni Besselovy
rovnice popsano.

Funkce gama

V dalsim bude uzivana funkce gama, ktera se definuje jako jako nevlastni integral
I(z) = / lot dt. (5.1)
0

Funkce T'(x) je timto integrdlem definovana pro x > 0 (pro x < 0 integral diverguje) a je pro x > 0 spojita.
Pomoci integrace per partes lze ukazat , ze

[(x+1) =al'(z). (5.2)

Pro x = 1 mame

I'(1) :/ e tdt =1,
0
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uzitim (5.2) vidime, Ze pro prirozena ¢isla n dostavame
I'(n+1) =n! (5.3)

Funkce gama je tedy jakymsi zobecnénim faktorialu.

5.2 Besselova rovnice

P1i popisu mnohych fyzikalnich jevt hraje diilezitou roli diferencialni rovnice

22y + xy + (2 — )y = 0. (5.4)
Tato rovnice se nazyva Besselova. Budeme piedpokladat, Ze v > 0. ReSeni vyjadiime pomoci mocninné
fady se stfedem v 0. Bod x = 0 je tzv. regularnim singularnim bodem Besselovy rovnice.
5.2.1 Konstrukce reseni ve tvaru rady
Reseni Besselovy rovnice miizeme hledat ve tvaru

y= i cna™, (5:5)

n=0
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nebo (vytkneme-li vyraz a") ve tvaru
oo
y=2a" Z ",
n=0

kde koeficienty fady c¢, a ¢islo r ur¢ime v pribéhu vypocéti. Dsazenim a Gpravami lze odvodit

o o

ny// +$y/ + (3:2 _ I/2)y — CO( 2 _ VQ)QZT 4" 2 :cn((n+ 7”)2 _ I/Z)LETL T+ § :Cn37n+2-
n=1 n=0
Z tzv. charakteristické rovnice
r?—1*=0
uré¢ime hodnotu ¢isla r. Vidime, ze kofeny charakteristické rovnice jsou r; = v a ry = —v.

Pro r = v z (5.6) zbude
22y +ay + (22 =)y = 2" Z con(n + 2v)a™ + ¥ Z cpx™ 2,
n=1 n=0
Vyraz na pravé strané lze upravit:

z” (cl(l +2v)x + i[(k +2)(k+ 24 2v)cpy2 + ck]x”+2> .

k=0

(5.6)
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Tento vyraz je ovsem roven 0 a aby byla uvedena rovnost splnéna pro kazdé x, musi platit

(1+2v)e; = 0 (5.7)
(k+2)(k+2+2V)cpsa+cx = 0 k=0,1,2,...
neboli
k+2)(k+2+2v)’
Protoze podle (5.7) je ¢; = 0, lze ovéfit, ze liché ¢leny fady jsou tedy nulové a zbyva urcit sudé ¢leny fady.
Pfezna¢ime k+2 = 2n (indextim k = 0,2,4, ... ted odpovida n = 1,2,3,...) a vztah (5.8) mizeme zapsat
jako

iz = 7 k=0,1,2,.... (5.8)

—Cop—2
n=——, =1,2,3,.... 5.9
“ 22n(n +v) " (5.9)
Postupnym dosazovanim piipadné uzitim matematické indukce 1ze odvodit
—1)"
Con (=1)"c Cn=1,23,.... (5.10)

T 2ml(14+ )2 +v) - (n+v)

Konstanta cq se standardné se voli ¢y = a konefny tvar s vyuzitim vztahu (5.2)je:

2?I'(1 4+ v)
(=" (=D"

- 22 tvpl(1+v)(2+v)---(n+v)[(14+v) 220+ .pl.T(14+v+n)

Con
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5.3 Besselovy funkce

Jedno Teseni Besselovy rovnice je tedy

_ > 2 _ > (_1)71 (z>2n+u
Y ;CW Z;n!F(1+V+n) 2 '

Pro v > 0 tato fada konverguje alespon na intervalu (0, co).
Funkce popisujici pravé ziskané feseni se obvykle znaci J,(x):

o (_1)n T\ 2n+v
J,(x) = (—) . 5.11
(@) nzz()nlf(l+u+n) 2 (5.11)
Pro druhy koren charakteristické rovnice rovnice, ry = —v, zcela analogicky dostaneme
©° (_1)77, T\ 2n—v
T (x) = 5) 5.12
(z) nZ:[)n!F(l—V—l—n) 2 (5.12)

Funkce J,(x) a J_,(x) se nazyvaji Besselovy funkce prvniho druhu fadu v, resp. —v.

Na obrézku 5.1 jsou grafy funkeci y = Jy(z) a y = Ji(z).

D4 se ukazat, Ze jestlize v neni celé ¢islo, funkce J,(z) a J_, () jsou linedrné nezavislé. V tomto ptipadé
je obecné Teseni rovnice (5.4) na intervalu (0, 00)

y=cald,(z)+cad (2). (5.13)
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Y

Obrézek 5.1: Besselovy funkce prvniho druhu fadu 0 a 1

Priklad 5.1. Najdéte obecné feseni rovnice
2,1 ! 2 1
Yy +xy + x——4 y=20

na intervalu (0, c0).

ReSeni. V nagem piipads je v? = 1/4, a tedy v = 1/2. Vidime, Ze v neni celé ¢islo, a tedy obecné feseni
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zadané rovnice je
Y = Cljl/g(l') + CQJfl/g(l’).

5.4 Stabilita reseni systém diferencialnich rovnic

V predmétu BMA2 jsme pomoci Laplaceovy transformace fesili jednoduchou diferencilni rovnici s perio-
dickou pravou stranou y' + y = f(t) = max(sint,0) spolu s nulovymi poc¢ateénimi podminkami y(0) = 0.
Ukazali jsme, Ze je mozné feseni rovnice vyjadrit ve tvaru souc¢tu periodického feseni a funkce, kterd ma pro
vétsi ¢ velmi malé hodnoty, tedy TeSeni splyva s periodickym Tesenim viz obrazek Tato situace se opakuje
i pro jiné pocate¢ni podminky a tim je periodické feSeni vyjimecné.

Obecné studujeme chovani feseni systému diferencialnich rovnic ve vektorovém tvaru

y =1(t,y), (5.14)

ktery mize byt matematickym modelem celé fady riiznych mechanickych, elektrotechnickych, biologickych
a jinych systémi, jejichZ jedno chovéani je popsdno konkrétnim fesenim y systému (5.14). To zavisi na
hodnotéach stavovych proménnych v pocatecnim okamziku ¢y kdy stavové proménné systému nabyvaji
hodnotu y(to). Presnéji, ke kazdému pfedem danému intervalu (tg,t;) a ke kazdému ¢islu € > 0 existuje
¢islo 6 = d(e, to,t1) > 0 tak, Ze kdyz naméfené pocatecni hodnoty yo stavovych proménnych y se budou
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0,6
0,47
0,2
C_ /T rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr1rr1rrr 111
0 1 2 3 4 5 6 7
Obréazek 5.2: periodické feseni feseni pocatecni

v okamziku ¢y ligit od skuteénych pocateénich hodnot v(ty) o méné nez §, budou se vypoctené hodnoty
u(t, to,yo) stavovych proménnych v okamziku ¢ lisit od skuteénych hodnot stavovych proménnych v(t)
Vt € (to,t1) 0 méné nez ¢.

Z praktickych davodu je prirozené pozadovat, aby ¢islo § bylo dostatec¢né veliké i pro libovolné veliké
délky casovych intervali t; — ty. Proto se studuje takova zavislost feseni na pocatecnich tdajich ty, yo, ve
které odchylka 0 zavisi pouze na pocatecnim okamziku tq a pripustné odchylce feSeni £ a nezavisi na délce
casového intervalu t; — t. Studium takové zavislosti predstavuje napln teorie stability.
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Analogicky pfi sestavovani matematického modelu néjakého fyzikalni systému S zanedbavame ptisobeni
poruch, které nejsme schopni do modelu zahrnout. To je opét problematika, ktera spada do ramce teorie
stability.

V nésledujicim textu se budeme zabyvat studiem ruznych typu stability Feseni systému (5.14) a budeme
predpokladat, ze f(t,0) = o, takze y’ = f(¢,y) mé trivialni FeSeni, které budeme znacit o.

Toto omezeni nasich ivah na studium stability trividlniho feSeni o nezmensuje obecnost dalsich tvah:
Vysettujme feseni u systému
x' = g(t,x) (5.15)

definované na né&jakém intervalu /. Provedme v systému (5.15) substituci
X=y-+u. (5.16)
Jelikoz funkce u je feSenim systému (5.15), plati u'(¢t) = g(t,u(t)) Vt €I, a tedy
y =x'—u' =g(tx)—gtu) =glty+u)—gltu) (5.17)

Oznacime-li f(t,y) = g(t,y+u) —g(t,u), dostaneme z (5.17) systém y’ = f(t,y), £(¢,0) = o s trividlnim
feSenim o. Jeho stabilita se pak transformaci (5.16) pfenési na FeSeni u systému (5.15).

Déle predpoklddejme,ze f(¢,0) = o Vt > a pro kazdy bod (¢, yo) (to € I = (o, )) je Cauchyova tloha
dana pocatec¢ni podminkou y(tg) = yo a systémem

y =1(t,y), (5.18)
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jednoznacné fesitelna.

Definice 5.2. Rekneme, Ze trividlni feSeni o systému (5.18) je stabilni (viz obrazek 5.4), jestlize ke
kazdému ty > « a kazdému ¢ > 0 existuje & = J(tg,e) tak, ze pro vSechny pocate¢ni hodnoty yo € H,
llyol| < 0 a pro vSechna t > t, plati, ze FeSeni u(t, to,yo) Cauchyovy tlohy (5.18) spliiuje nerovnost

|lu(t, to, yo)|| < €. (5.19)

Priklad 5.3. Ukazte, Ze trividlni feSeni rovnice

/

y =ky

je stabilni pro kazdé k£ < 0.

Reseni. Funkce f(t,y) = ky je spojité a lipschitzovsk4 vzhledem k proménné y pro viechna (¢,y) € R x R.
Mizeme tedy volit « = —oc0, I = (—00,0), H =R, G = I x R . Cauchyova tloha

y =ky, y(to) =wo
mé Feseni u(t, o, yo) = yoett1) t € I.

Tedy  |u(t,to,y0)| = | yo| - €71 < |yo| pro viechna k <0, t > tg.
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. U(ttoX.)
(t 0 1Xl) )

* 6(£,t0)”t° t

Obrazek 5.3: Stabilni systém

Zvolime-li § = ¢ , bude podle (5.19) platit
lu(t,to,yo)| <€ pro vSechna t > ty,k < 0,|xzo| < 9.
Tedy trivialni feseni je stabilni. O

Poznamka 5.4. V tvodnim motiva¢nim piikladu jsme méli homogenni rovnici tohoto typu s konstantou
k = —1, coz dokazuje stabilitu tam zminéného periodického feseni.
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Priklad 5.5. Ukazte, Ze trivialni feseni systému

Yy = 3y1 —6y,
Yo = 11 —4ys (5.20)

je stabilni.

Reseni. Cauchyova tloha pro systém (5.20) s poc¢atecni podminkou y; (to) = c1, y2(tg) = ¢ mé pro kazdé
to € R a'yg = (c1,c2) € R? feseni

(—3e 0 4 4) e + (=64 6e"0) ¢y

u(t, to, yo) = (2 —2e tH10) ¢ + (e ttlo — 3) ¢y

Pro normu fesSeni dostavame odhad

Ju(t, to,yo)| = [(=3e ™ +4)er+ (—6+6e0) | +]|(2—2e ) 1 + (de0 —3) o] <
< Jal+lel+lal+]el =2(al+[el) =2yl

Polozime-li § = £, dostaneme
lu(t, to, yo)ll < 2||yol| <20 =¢ pro vSechna t > t,.

Tedy trivialni feseni je stabilni. O
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Trivialni feseni, které neni stabilni, nazveme nestabilnim.

Volné muzeme Fici, Ze trividlni feSeni systému (5.18) je nestabilni pravé tehdy, existuje-li okamzik ¢y a
¢islo € > 0 tak, ze v kazdém libovolné malém okoli pocatku existuje bod y, tak, ze feSeni u(t, ¢y, yo) se
vzdali od trividlniho FeSeni o vice nez e, neboli existuje t; > ty tak, ze ||u(t, to,yo)| > € pro t > t; (viz
obrézek 5.4).

€9
(ty.Xo)

* 8(e,t0)“t°

€<

Obrazek 5.4: Trivialni feSeni neni stabilni.
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Priklad 5.6. Ukazte, Ze trivialni feseni systému
Yy = —2y1 +6y2
5.21
Yy = —2y1 +5ya (5.21)

je nestabilni.

~

Reseni. Cauchyova tloha pro systém (5.21) s poc¢ate¢ni podminkou y;(ty) = ¢1, y2(to) = c2 méa feseni

(4 etfto _ 3621572150) 1 + (6 €2t72t0 _ 6et7t0) Co
u(t,thYO) = (_262t_2t0 + 2€t—t0) o + (_3 et—to + 4€2t—2t0) Co

Zvolme ¢ = 1, tg = 0, pak pro libovolné 4 > 0 mtzeme volit yy = (g , g)T, t; > —Ind a dostaneme odhad

—2e7)
2 —e™)
6e2t1 (1, 1)]| = 26" = 266" > fem M0 =25 - % =2>c¢.

Trivialni FeSeni systému (5.21) je nestabilni.

5(3e?h — 26t1
”u(t17t07y0>|| - ||u(t170 YO H |: 2€2t1 i :| H = 5€2t1

[]

Definice 5.7. Rekneme, Ze trivialni fefeni systému y’ = f(¢,y) je asymptoticky stabilni (viz obrazek
5.5), jestlize
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i) je stabilni

ii) existuje ¢islo A > 0 tak, ze pro kazdé yo € H C R", ||yo|| < A a kazdé to > « plati

Jim [[u(t, to.y0) | = 0.

D4 se dokazat, ze pii ovéfovani podminek stability trivialniho feseni staci podminky ovérit pro jedno
libovolné ty > « a pak uz musi platit pro vSechna t > a.
Stabilita linearnich systému

Uvazujme nyni nehomogenni linearni systém diferencialnich rovnic
y' = A(t)y + b(t), (5.22)

kde A(t), b(t) jsou spojité na intervalu I = («,00) C R.
Pak libovolné feseni u(t) systému (5.22) je stabilni, resp. asymptoticky stabilni, resp. nestabilni, pravé
kdyz trivialni feseni homogenniho systému
y' =A(t)y
je stabilni, resp. asymptoticky stabilni, resp. nestabilni.

V linearnich systémech nastane tedy prave jeden z téchto pripadi:



5.4 STABILITA RESENI SYSTEMU DIFERENCIALNICH ROVNIC 120

[
u(t,t 5,x,)

A ——

st

Obrazek 5.5: Trividlni feseni je asymptoticky stabilni.

I) Vsechna feSeni jsou stabilni.
IT) VSechna FeSeni jsou asymptoticky stabilni.

IIT) Vsechna feSeni jsou nestabilni.
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Proto v piipadé I) fikdme, Ze linedrni systém je stabilni, v pfipadé II) fikdme, Ze linedrni systém je
asymptoticky stabilni, a v pfipadé III) fikdme, Ze linearni systém je nestabilni.

Pfi vySetfovani stability nehomogenniho systému (5.22) se tedy sta¢i omezit na vySetfovani stability
trivialniho Teseni systému

y =A(t)y (5.23)
Véta 5.8. Trividlni teSent systému (5.23) je stabilni prdvé tehdy, kdyz existuje K > 0 tak, Ze
U <K, tel,

kde U(t) je fundamentdlni matice TeSeni systému (5.23).

(Tedy kazdé teseni systému je ohranicené.)

Odtud plyne, Ze je-li nehomogenni systém (5.22) stabilni, pak jsou bud vSechna feSeni ohranicend, nebo
neohranicné pro t — oo.

Poznamenejme jesté, ze u nelinearnich systémut z ohranicenosti vSech jeho feSeni neplyne obecné jejich
stabilita.

Véta 5.9. Trividlni TeSent systému (5.23) je asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz
U@l -0 prot— oo,

kde U(t) je fundamentdlni matice teseni systému (5.23).
(Tedy vsechna Teseni systému (5.23) konverguji pro t — oo k nule.)
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Uvazujme nyni homogenni systém linearnich diferencialnich rovnic
y = Ay, (5.24)

kde A je konstatni redlna ¢tvercova matice typu (n,n).
V tomto pfipadé je systém (5.24) specidlnim piipadem autonomniho systému y’ = f(y), kde f(y) = Ay.
Tedy stabilita trividlniho feseni systému (5.24) je ekvivalentni s jeho stejnomérnou stabilitou a podobné
asymptotickd stabilita trividlniho FeSeni systému (5.24) je ekvivalentni se stejnomérnou asymptotickou
stabilitou.

Véta 5.10. Necht je ddn systém (5.24). Jestlize vSechna charakteristickd ¢isla matice A maji zaporné
redlné casti, pak trividlne reSeni daného systému je steynomerné asymptoticky stabilni. Existuje-li charak-
teristické cislo matice A s kladnou redlnou cdsti, pak trividlni reseni je nestabilni.

Poznamka 5.11. O stabilité linedrniho systému (5.24) nelze rozhodnout pomoci véty 5.10 v piipadé,
ze zddné charakteristické ¢islo matice A neméa kladnou realnou cast, ale mezi charakteristickymi ¢isly se
vyskytuji ¢isla s nulovou redlnou ¢asti. V tomto pripadé muze byt linearni systém stabilni nebo nestabilni.
Podminky stability, resp. nestability, uvedené ve vété 5.10 jsou tedy postacujici, nikoli nutné. Podminky
asymptotické stability jsou nutné a postacujici. Lze dokazat, ze v ptripadé, ze vSechna charakteristicka cisla
matice A maji zaporné nebo nulové redlné ¢asti, pficemz vSechna charakteristicka ¢isla s nulovou realnou
¢asti maji ndsobnost jedna, je uvazovany linearni systém stabilni (nikoli v8ak asymptoticky stabilni).
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Hurwitzovo kritérium
JelikoZ charakteristickd ¢isla systému (5.24) jsou kotfeny charakteristického polynomu
det(A — XI) = ag + a1 XA+ -+ + @ A"+ a, A",

budou nas zajimat polynomy, jejichz vSechny nulové body maji zaporné realné casti. Takové polynomy se
nazyvaji hurwitzovské polynomy a prislusné kritérium Hurwitzovo kritérium:

Necht je dan polynom
f(2)=ag+arz+ -+ an_12" " Fa2", n>1, a9>0, a, #0 (5.25)

s redlnymi koeficienty. Hurwitzovou matici polynomu (5.25) nazyvame matici

aq Qo 0 0 - 0
as Q9 aq Qo - 0

) (5.26)
Q2p—1 Q2p—2 QA2pn—3 A2p—q4 -°° Ap

kde klademe as = 0 pro s < 0 a s > n. Plati toto tvrzeni:
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Vsechny nulové body polynomu (5.25) maji zaporné redlné casti pravé tehdy, kdyZz determinanty
A1, Ao, ..., A, jsou kladné, pricem?

aq Qo 0 0 s O
as a9 ay ao - 0

Ay =] a5 ay as a - 00 k=1,...n.
A2k—1 QA2k—2 QA2k—3 A2k—a -+ Qf

Maji-li vSechny nulové body polynomu (5.25) zdporné realné ¢asti, musi byt vSechny jeho koeficienty a;,
7 =0,...,n, kladné.

D4 se ukazat, Ze pro n = 2 je tato podminka i postacujici, tj. Ze polynom f(2) = ag + a1z + az2? je
hurwitzovsky pravée tehdy, kdyz ag > 0, a; > 0, as > 0.

Pro polynomy vyssich stupiiti je tato podminka pouze nutna. Tak napiiklad polynom

f(2) =30+4z+ 2* + 2°

mé nulové body —3,1 + 35,1 — 37, tedy dva kofeny maji kladné realné ¢asti, i kdyz vSechny koeficienty
daného polynomu jsou kladné.

Priklad 5.12. Zjistéte, zda polynom

f(2) =24 +32+ 722 +2243
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je hurwitzovsky.

Vsechny koeficienty polynomu f jsou kladné, takze tento polynom muze byt hurwitzovsky. Pouzijeme
Hurwitzovo kritérium:

ap =3, a1 =2, apa =17, a3 =3, ay = 1, tedy

. . _|ar ap| _ 2 3 .
A = a1 =2>0, AQ—ag a2—‘3 7‘—5>0
ay Qo 0 2 30
As = lag ay a1|=13 7 2/=11>0
as a4 as 01 3
ay Qo 0 0 2 3 00
. a3 as aip Gao| 3 7 2 3 . o
Aa = as as as as| |0 1 37_1 Ay =11>0.
ar Gg G5 G4 0001

Podminky Hurwitzova kritéria jsou splnény, takze polynom je hurwitzovsky.

Priklad 5.13. Zjistéte, zda polynom

f(2) = 1002" 4 5802° + 12812% + 22062 + 4010

je hurwitzovsky.
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VsSechny koeficienty polynomu f jsou kladné, takze tento polynom mutze byt hurwitzovsky. Pouzijeme
Hurwitzovo kritérium:
ap = 4010, a; = 2206, ay = 1281, az = 580, a4 = 100, tedy

_ _ _|ar ap| 2206 4010|
Ay = a3 =2206 > 0, Ay = a5 ay| | 580 1281' = 1633862194 > 0
a; ay O 2206 4010 O
As = lag ay a1 =580 1281 2 | =—19659372000 < 0
as a4 as 0 100 580

Podminky Hurwitzova kritéria nejsou splnény, takze polynom neni hurwitzovsky.
Priklad 5.14. Zjistéte pro jaka « je polynom
f(z) =2 + 82 +272* + az + 50

hurwitzovsky.

Vsechny koeficienty polynomu f jsou kladné, takze tento polynom muze byt hurwitzovsky. Pouzijeme
Hurwitzovo kritérium:

ap =50, ay = «, ay =27, a3 =8, a4 = 1, tedy

a 50
8 27

a1 Qg
az Qaz

Al = CL1=O&>0, AQZ

=270 —400 > 0= a > 42i70 = 14.81481481
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a 50 0

As=|8 27 a|=2216a—a®— 23200 = —(a — 16)(c — 200) > 0
01 8

Podminky Hurwitzova kritéria jsou splnény pro a € (16,200), pro néz je polynom hurwitzovsky.
Michajlovovo kritérium

Uvazujme polynom,ktery nema kofeny lezici na imaginarni ose, zapsan ve tvaru:

P(z)=an(z—21)(z — 22) - (2 — 2n) . (5.27)
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Uvazujme pohyb bodu z = jw, w € (—00,00) po imaginarni
ose zdola nahoru. Z obrazku je ziejmé, ze pro Rez; < 0 se
argument rozdilu z — 2z, = jw — z (Ghel, ktery svird vektor s
kladnym smérem osy x) zvétsi o hodnotu +m, nebot se méni z jo -z,
hodnoty —m/2 do hodnoty 37/2. Naopak pro bod Re z;, > 0 tak

pii zméné w od —oo do 400 se vektor otoci o tthel m ve sméru

hodinovych rucicek a funkce arg(z — z;) se zmensi o hodnotu

—m. Jestlize tedy vSechny kofeny polynomu P(z) maji zdporné z
realné ¢asti, argument polynomu P(z) bude mit pfirtstek nr,

protoze prirtstek argumentu soucinu se rovna souctu prirtistkt
argumentl jednotlivych ciniteld.

Po dosazeni z = jw do (5.27) dostavame
P(jw) = an(jw)" + -+ + ai(jw) "+ + ap = u(w) + jo(w),
kde jsou polynomy u(w) a v(jw) definovany:

u(w) = ag — agw? + agw* — - v(w) = aw — asw® + asw’® — - - -
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P(jw) je komplexni funkci redlné proménné w. Tak jsou v
komplexni roviné definovany kiivky. Tedy hodograf vektorové
funkce w = P(jw) skalarniho argumentu w nazyvame Michajlo-
vova kfivka. Pfi zméné parametru w od —oo do +o0o se vektor
P(jw) otoci o tthel ¢ a plati p = (n—m)m+m(—n) = (n—2m), P(o)
kde P(z) ma m znad¢i poCet kofent s kladnou realnou ¢asti
a n — m kofenti se zdpornou realnou ¢asti. elikoz funkce u(w)
je suda, Michajlovova kiivka je symetrickd podle osy u, coz
znamena, ze muzeme konstruovat Michajlovovu kiivku pouze
pro w € (0,00), pri¢emz uhel ktery probéhne argument kiivky
w = P(jw) na intervalu w € (0, 00) je polovi¢ni jako na intervalu
w € (—00,00).

Protoze vime, Ze FeSeni systému (5.22) je asymptoticky stabilni, jestlize vSechny kofeny ptislusné cha-

rakteristické rovnice maji zaporné realné casti,lze vyslovit néasledujici kritérium stability.

\

Michajlovovo kritérium. Polynom (5.27) je Hurwitziv, jestlize Michajlovova kiivka pro w € (0, c0)

neprochéazi pocatkem a plati o =n - 7.

Uhel ¢ obvykle stanovime z orienta¢niho pritbéhu kiivky, ktery stanovime pomoci prisecikii této kiivky
se souradnymi osami u, v v roviné uv a stanovime tak kolika kvadranty kiivka prochézi. To predpoklada
nalezeni kofenti polynomt u(w), v(w). To jsou ovéem polynomy, které po vhodné substituci w? = t piejdou
v polynomy s polovié¢nim stupném jako polynom piivodni. Na obrazku 5.6 jsou zobrazeny typické Michaj-
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lovovy kiivky pro polynomy stupnt n = 1,2,3,4,5 v pripadé, ze vSechny kofeny maji zapornou realnou
cast.

n=2

a, u

n=3

Obréazek 5.6: Michajlovovy kiivky pron =1,2,3,4,5.
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Priklad 5.15. Michajlovovym kritériem rozhodnéte zda je zadany polynom Hurwitzovsky:
P(x) = 2* + 22 + 327 + 22 + 1
Reseni. Po dosazeni x = jw do daného plati:

P(jw) = w*—2jw® —3w? +2jw+1,
uw) = w'—3w*+1
v(w) = —2w + 2w =2w(l — w?) = 2w(l —w)(1+w).

Pro kladné w maji polynomy u(w a v(w) kofeny:

uww)=0 & Ww-3w+1=0 = w121/3—2\/57w2: /3+2\/5
v(w):() = 2w(1—w)(1—|—w)20 = W3:0,W4:1.

Sestavme tabulku hodnot u = u(w), v = v(w) pro vypoctené hodnoty parametru w, a to vzestupné vzhledem
k w:

S
—
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Obrazek 5.7: Michajlovova krivka k pfikladu 5.16

K pribéhu Michajlovovy kiivky nam staci urcit pouze znaménka funkcénich hodnot véetné pripadu, kdy

w — oo. Jelikoz lim 2 = 0, pribéh Michajlovovy kiivky lze znazornit nasledovné:

w—r00
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Tedy pro w € (0,00) se vektor P(jw) otoéi o tthel ¢ = 27. Aby polynom P()\) byl dle Michajlovova
kritéria hurwitzovsky, musi v nasem pfipadé platit ¢ = 4 - = 27, coZ je splnéno. Odtud plyne, Ze

vysSetfovany systém je asymptoticky stabilni. O

Priklad 5.16. Michajlovovym kritériem rozhodnéte o stabilité systému

xry = T
13/2 = T3
Ty = 1y
Ty, = —xy—2x9 — 3wz — 214.

Reseni. Nejdriive urc¢ime charakteristickou rovnici z matice soustavy:

0 1 0 0 -A 1 0 0
0 0 1 0 0 - 1 0
= P(\) = det =AM 207 + 302 + 20 + 1.
0 0 0 1 0 0 —-x 1
-1 -2 -2 =2 -1 -2 -2 —A-2

Tento polynom je studovan v predchozim ptikladu, kde bylo ukazano, ze polynom je Hurwitzovky, dosta-
vame zaver, ze zadany systém je asymptoticky stabilni. O]



5.5 ROVINNY AUTONOMNI DIFERENCIALNI SYSTEM 134

5.5 Rovinny autonomni diferencialni systém

Budeme diskutovat kvalitativni chovani feseni systému rovnic

v’ = Azx, € R? (5.28)

@11 a2
A=
21 A2

v okoli bodu (z1,x2) = (0,0). Pfipomerime terminologii zavedenou v ??. Rovina x5 je nazyvana fazo-
vou rovinou. Grafické znazornéni ukazujici kolmou projekci feseni do fazové roviny nazyvame fazovym
obrazem FeSeni systému rovnic. Fazovy obraz mnoziny vSech feSeni systému (5.28) nazyvame fazovym
obrazem systému. Systém (5.28) muze byt zapsan (polozime-li x; = x, xo = y) ve tvaru

s realnou konstantni matici

dr + (5.29)

— =anr+a :

dt 11 12Y,

d

d_gtJ = a21T + A2y (530)
a jeho fazovy obraz bude diskutovan v okoli rovnovazného bodu (z,y) = (0,0). ZapiSme odpovidajici
charakteristickou rovnici

- )\ a12

det(A — \E) = |1

=0
)
a21 agy — A
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tj. rovnici
X — (an + ag) A + (a11a22 — a12a91) = 0. (5.31)

Pripustné tvary obecného feSeni rovinného systému
e Piipad realnych a rtznych kofentt Ay # Ay
e Piipad redlnych a stejnych kofend A\ = A\,

e Pripad komplexnich kofenti \jo =p+q-1

Fazové obrazy v zavislosti na korenech charakteristické rovnice

Nejdrive se zabyvejme riiznymi redlnymi kofeny charakteristické rovnice a situaci popiseme pouze pomoci
obrazki s fazovym obrazem systému
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0< A < X0 A <A <0 A <0<\

y Y y

02—l —
vpe — vy =0

T z

v — vlpy =0

) o

=

Stabilni uzel Nestabilni uzel Sedlovy bod

Dale se zabyvejme komplexnimi kofeny charakteristické rovnice A\ 3 = a£ j 3. Podobné jako u realnych
kofenit budou realné ¢asti korenit komplexnich rozhodovat o stabilité a nestabilité jednotlivych pripadi.
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a =0 tojest \jo = +jf a<0 0<a

Y Y /]

) _ Stied ) ) Stabilni ohnisko . Nestabilni ohnisko
Déale zbyvaji pripady nasobnych kofenti. Vzhledem k tomu, Ze se jednd o rovnici druhého radu je

tato moznost pouze pro koreny realné. O stabilité nebo nestabilité rozhoduje to zda jsou kotfeny kladné
nebo zaporné. Navic je potfeba uvazit algebraickou a geometrickou nasobnost , proto nastavaji moznosti
s nevlastnim uzlem nebo uzlem dikritickym. Posledni moznosti je jeden koten nulovy. Pro tyto moznosti
ukazeme pouze obrazky stabilnich variant.
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N

Nulovy a zaporny koren

(5.32)

138
) y y
Q\
X i \ ’
\\
Nevlastni uzel Dikriticky uzel
5.5.1 Resené priklady

Priklad 24. Charakterizujte bod (0,0) systému

- 2 2y7

Yy = 5 2y-
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Reseni. Bod (0,0) je stabilnim nevlastnim uzlem. Skuteéné, v tomto piipadé je \; = —2 < Ay = —1
Obecné Feseni systému (5.32) je:

= Cre 2 + Che™,
y = Cre ™ — Che.

Piiklad 25. Charakterizujte bod bod (0,0) systému

3 1
/7_ —
= 2:U+ 5Y: (5.33)
"= 1£E+§
Yot ey

Reseni. Bod (0,0) je nestabilnim vlastnim uzlem. Skute¢né, v tomto pfipadé Ay = 2 > Ay = 1. Obecné
feSeni systému (5.33) je

x = Cre® + Chel,
y = Cre? — Cyel.
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Piiklad 26. Charakterizujte bod (0,0) systému
=y, (5.34)

y=x

Reseni. Bod (0,0) je sedlovim bodem. V tomto piipadé je \; = 1 > 0 a Ay = —1 < 0. Obecné fefeni
systému(5.34) je:

r = Clet + CQGit,
y = Cret — Che™.

Priklad 27. Charakterizujte bod (0,0) systému
=y, (5.35)

y = —u.
Reseni. Bod (0,0) je stifedem. V tomto piipadé ;o = 4i. Obecné fefeni systému (5.35) je

xr= C(cost+ Cysint,
y = —C1sint + Cycost.

Fazovim portrétem FeSeni jsou kruznice, nebot plati z* + y* = C? + C2 > 0. O
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Piiklad 28. Charakterizujte bod (0,0) systému
¥ =1z—y, (5.36)
y=z+y.

Reseni. Bod (0,0) je nestabilnim ohniskem. Kofeny A; , = 1 4-4. Obecné feseni systému (5.36) je

r=¢e'( Cicost+ Cysint),
Y= et(—C’g cost + Cysint).

O
Priklad 29. Charakterizujte bod (0,0) systému
¥ = x4+ 5y, (5.37)
y = —x—3y.
Reseni. Bod (0,0) je stabilnim ohniskem, protoze A\, 5 = —1 & i. Obecné fefeni systému (5.37) je

r= e (Ccost+ Cysint),

y = %et((_ch + Cy) cost — (Cy + 2Cy) sint).
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Piiklad 30. Charakterizujte bod (0,0) systému

= —u, (5.38)
y = —y.
Reseni. Bod (0,0) je dikritickym stabilnim nevlastnim uzlem. V tomto ptipadé mame \; 5 = —1. Obecné
feSeni systému (5.38) je:
Tr = Ozle_t,
Yy = ozge_t,
kde aq a as jsou libovolné konstanty. O

Piiklad 31. Charakterizujte rovnovazny bod (0,0) systému
= —uz, (5.39)
y = =z

Reseni. V tomto piipadé je \; = 0 a Ay = —1 < 0. Jde o stabilni bod. Obecné feseni systému (5.39) ma,
tvar

Tr = Oge_t,
Yy = Cl - 0267257

kde C' a (% jsou libovolné konstanty. O
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Priklad 32. Charakterizujte rovnovazny bod (0,0) systému

= 3x+y, (5.40)
y'=-z+y.

Reseni. Bod (0,0) je nestabilnim nevlastnim uzlem, nebof \; = 2. Obecné fefeni systému (5.40) je

= ( Cl + CQ + CQt)e2t,
(—Ol — Cgt)GQt

x
Y

s libovolnymi konstantami C; a Cj. O
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6 Pocitacdoveé cvicenli ¢. 2
Numerické reseni PDR

Metoda koneénych diferenci

Metoda kone¢nych prvkd (matlab)
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6.1 Numerické feseni PDR

Nevyhodou analytického feseni je znac¢na teoretickd a technickd naroc¢nost a tedy skutecnost, ze se neda
vzdy pouzit. Existuje velmi Siroka tiida rovnic, které neumime analyticky fesit. Tehdy se pouzivaji jiné
numerické metody feseni.

Cilem je seznamit se zdkladnimi principy numerickych metod feseni parcialnich diferencialnich rovnic.
Tim je nahrazeni analytického FeSeni této ulohy (funkce vice proménnych) piibliznymi hodnotami tohoto
feSeni ve vybranych obvykle predem danych bodech defini¢niho oboru. Tyto body obvykle nazyvame uzly
néjaké sité. Samotné hodnoty v téchto bodech jsou obvykle fesenim soustavy jinych rovnic nez parcialnich
diferencidlnich. Obvykle se jedné o soustavu linedrni (v nékterych piipadech i nelineérnich algebraickych
rovnic. Jejich sestaveni zavisi podstatnym zpiisobem na volbé uzlt sité.V dalsim se omezime pouze na
parcidlni diferencidlni rovnice, kde je fesenim funkce dvou proménnych (z, y).

Déle se budeme zabyvat pouze dvémi moznosti stanoveni sité a sice na sité obdélnikové, které maji strany
rovnobézné se souradnymi osami a v druhém piipadé ptjde o sit tvorenou trojihelniky. Dalsi omezeni je v
feSeni nékterych typt parcidlnich diferencialnich rovnic druhého fadu. Poznamenejme, ze numerické metody
je moZné pouzit na nalezeni jednoho konkrétniho (partikuldrniho) feseni. Z této skutecnosti vyplyva také
pozadavek na urceni tohoto feseni. To feseni bude urceno okrajovymi podminkami na hranici oblasti, ve
které je hledano. Tyto podminky mohou byt dany predepsanim funkénich hodnot nebo hodnot parcialnich
derivaci tohoto feSeni.

V zavislosti na volbé sité budeme hovotit o dvou metodach
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e Metoda koneénych diferenci, kdy jednotlivé parcidlni derivace nahrazujeme rozdily funké-
nich hodnot feseni podobné jako v pripadé obycejnych diferencialni rovnic.

e Metoda konecnych prvkua, kdy je zvolena sif tvofena trojihelniky.

6.2 Metoda koneénych diferenci pro PDR

Uvazujme modelovy piipad: linearni parcialni diferencialni rovnici 2. fadu eliptického typu:
———T+U(-T7y)u:f(may)> (61)

kde u = wu(x,y) je definovana na oblasti Q = {(z,y) : a« < x < b,c < y < d}, a funkce o(x,y) >

> 0Vr,y € Q, o, f jsou spojité na 2.
Necht je splnéna tzv. Dirichletova okrajova podminka na hranicich oblasti 2:

) a <z <b,
u(a,y) =r(y), ulby) =sly), c<y<d,

Posledni fadek ndm zabezpecuje spojitost okrajovych podminek v ,rozich® oblasti (2. Viz obrazek 6.1.
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Obrazek 6.1: Metoda konecnych diferenci

Vytvofime sit na oblasti {2 (nejcastéji se pouzivaji ¢tvercové a nebo obdélnikové sité).

b_
vi=a+ih, i=01,.. . .nn+1, h=-—"2
n+1

d_

yi=c+jk, j=0,1,....mm+1, k=-—°

m+1
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Uzly jsou pak body (z;,y;). Oznacme w;; = u(z;,y,). Jestlize pfedpokladame spojitost u(zx,y), pak pro
dostatecné malé h, k muzeme zanedbat chybové funkce. Potom dosazenim do (6.1) dostavame pro i =
=12,....,n,5=12....m:

2Uij — Uigrj — Uiy | 2 — Wijpr — Ui

h? k?

+ oijui; = fij-
Pro pravidelné ctvercové sité, t.j. h = k, se tato soustava déle zjednodussi na tvar
A4 Rh20:0) Ui — Ussr s — Uit s — Ui sar — Wi 1 = RZFes 6.2
+ h70ij) Ui — U1y — Uim1j — Uiger — Uij—1 = D7 fij. (6.2)

Vsimnéte si, ze matice soustavy je v obou piipadech pro o;; # 0 diagonalné dominantni a proto miizeme
pouzit i itera¢ni metody Tfeseni.

Analogicky postup mizeme pouzit pro numerické feseni vSech linearnich parcialnich diferencialnich rov-
nic druhého radu. Postup feseni je vzdy stejny: derivace nahradime diferencemi a hledame feseni soustavy
linearnich algebraickych rovnic.

Pro dalsi parcialni derivace se pouzivaji aproximace:

au(xiu yj) Ui,y — Uy 3U($i, yj) _ Ujg1 — Uy

Ox h ’ oy k ’

ou(x,y;) _ Uig — Uil du(zi, yj) _ Uiy T Uig-1
ox h ’ dy k 7
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Ou(i,y;) _ Wivry —Uicry  Oul@inyy)  Uijen — Uij
Ox 2h ’ oy 2k '

2
0", Y5)  Wig1j1 — Wig1j—1 — Ui—1 41 + Uim1j—1

0xdy 2h2k

Problémy pii feseni mohou vznikat, pokud oblast 2 neni obdelnikova.

6.2.1 Reseny piiklad
Priklad 6.1. Metodou konecnych diferenci feste okrajovou tlohu
Ugpy + Uyy = 8T
u(@,0) = 2%, u(0,y) =0, @,y pro = 102(y + 1),
kde oblast €2 je vnitini ¢ast ¢tvrtkruhu
x>0, y>0, 22 +y° < 10.
ReSeni. Rovnici si upravime na stejny tvar jako (6.1)

*u  0%u _
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Zvolme ¢tvercovou sit s krokem h = 1.Potom mame hrani¢ni body

u(0,0) =0, u(1,0) = 1,u(2,0) = 8,u(3,0) = 27,
u(0,1) =u(0,2) = u(0,3) =0,
u(1,3) =40, u(3,1) = 60.

Jesté potfebujeme znat hodnotu v bodé P, 5. ProtoZe je
Q = (2.449;2), v(Q) = 73.485, 6 = 0.449,

linearni interpolaci dostaneme

1-73.485 +0.449 - vy 2
14 0.449

— 50.697 + 0.310u .

U2 =

Nyni pro 3 vnitini uzly sestavime sitové rovnice podle (6.2), pfitom hrani¢ni uzly jsou podtrzeny.

duy g — upy — Uy — U — U = —8,

4U1,2 — U1 — U3 — U2 — U22 = -8,

dugy — Ui — Uz — Uz — Ugp = —16
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a pak pfidanim odvozeného vztahu pro u, s dostaneme soustavu 4 rovnic o ¢tyfech neznamych. Po tprave

1 1
U1 = Z<O + U211 + 1 + Ul,g) — 18,

1 1
U1 = Z(ul’l + U2,2 + 60 + 8) — 116,

1 1
U2 = Z(O + 40 + U1 + UJQ,Q) — 1—18,

U272 = 50.697 + 0.310U172.

Jejim Tesenim je pak

upy = 12.384,
ug1 = 30.768,
Uj o = 25.768,
Ug 2 = 58.688.

Dalsi postup je pak obvykly, t.j. zmensime krok a opakujeme vypocet az se nam odchylky v uzlovych
bodech ustali. O
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6.3 Metoda konec¢nych prvki pro PDR - feseni pomoci Matlabu

Cilem je bez blizsitho vysvétleni metody ilustrovat feseni parcialni diferencialni rovnice numericky uzitim
programu Matlab, ktery ma v ramci pripravené knihovny rozpracovanou konec¢nych diferenci, ale metodu

vvvvvv

parcialnich diferencialnich rovnic.

6.3.1 Metoda konecnych prvka

Metoda kone¢nych prvkia (MKP, anglicky FEM — | finite element method“) mé zakladni pfistup podobny
jako metoda kone¢nych diferenci (MKD). Opét hledame feSeni parcidlni diferencidlni rovnice na zadané
oblasti €2. Matlab umoziuje fesit parcialni diferencialni rovnice druhého fadu na rovinnych oblastech (tj.
hledana funkce u zavisi na prostorovych proménnych z a y a piipadné na ¢ase t), ale obecné lze metodou
koneénych prvka fesit i rovnice vyssiho nez druhého ¥addu a ve vyssich dimenzich nez v roviné (ovSem
uz v tiirozmérném prostoru se problém technicky velmi zkomplikuje). VSude dal v této kapitole budeme
uvazovat pouze rovinné oblasti.

Stejné jako u metody konecnych diferenci oblast {2 pokryjeme siti. Tentolrit se vSak v zakladni verzi
metody koneénych prvkil pouzivaji trojuhelnikové sité, viz obrazek 6.2. Rikdme, Ze oblast (2 ztriangu-
lujeme. Na obrazku vidime, Ze sit nemusi byt nikterak pravidelnd. Je vSak vhodné, aby pro jednotlivé
trojuhelniky nebyly jejich vnitini thly nebyly prili§ malé.
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0.4 —

0.3

0.2

0.1F

Obrazek 6.2: Triangulovana oblast €2

Vyhodou trojtihelnikovych siti (oproti obdélnikovym, které se pouzivaji u MKD) je to, Ze mohou dobie
vystihnout i velmi slozité oblasti. Tim odpadaji problémy s realizaci okrajovych podminek.
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Dalsi analogie s metodou konec¢nych diferenci je v tom, ze puvodni parcialni diferencialni rovnici
prevedeme na soustavu algebraickych rovnic (linedrnich ¢ nelinearnich, dle povahy ptvodni tlohy)
S neznamymi uy, us, . . . , Uy, kde u; je ptriblizna hodnota feseni v i-tém uzlu sité a n je pocet uzli. Postup,
jakym je tato soustava tzv. diskretizac¢nich rovnic ziskana, je vSak zcela odlisny a daleko komplikovan€;jsi
nez u MKD a nebude zde popisan. Soustavu diskretiza¢nich rovnic vyfesime — tim ziskame hodnoty feseni v
uzlovych bodech — a za ptiblizné feseni rovnice na celé oblasti {2 bereme plochu, ktera uvniti jednotlivych
trojihelnik® nahrazuje feseni kouskem roviny, kterd prochazi funkénimi hodnotami ve vrcholech tohoto
trojuhelnika. To, Ze ziskdme feSeni na celé oblasti, a nikoli jen v uzlech sité, je dalsi vyhodou metody
konec¢nych prvki oproti MKD.

Pro ilustraci slouzi obrazek 6.3, na kterém vidime priblizné feseni rovnice —Au = 4 na oblasti {2 z
obrazku 6.2 s okrajovou podminkou u(x,y) = 2 — 2 — y* na 9. Snadno bychom ovéiili, Ze presnym
fesenim této rovnice s touto okrajovou podminkou je funkce u(z,y) = 2 — 2* — y?. Grafem feseni tedy
je rotacni paraboloid. Vidime, zZe priiblizné feSeni nalezené metodou konecnych prvki tvarem paraboloidu
vcelku odpovida, pro presnéjsi srovnani bychom museli porovnat prislusné numerické hodnoty. Prostorovy
graf nemusi byt ovSem zrovna nejprehlednéjsi, feSeni se proto Castéji znazornuje pomoci vrstevnic, viz
obrazek 6.4.
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Obréazek 6.3: Graf priblizného feseni Obrazek 6.4: Priblizné feseni téze rovnice zna-
zornéné pomoci vrstevnic

6.4 Priklad reseny pomoci Matlabu

Poznamka 6.2. V dalsim textu budeme do ¢estiny michat rtizna anglicka slova a zachazet s nimi jako s
¢eskymi. Toto se popisu pocitacovych programil uziva a je tento pfistup vhodnéjsi nez disledny pieklad
do cestiny.

V Matlabu je pro feseni parcialni diferencialni rovnice nainstalovany tzv. PDE Toolbox (PDE = | partial
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v/

differential equations“). NejpohodInéjsi je pracovat s grafickym uzivatelskym rozhranim (GUI). Ukazeme
zde Teseni jednoho ptikladu pravé v tomto prostiedi.

Priklad 6.3. Pomoci Matlabu feste metodou kone¢nych prvku okrajovou tlohu

Pu  O%u

@ + a—y2 =8z na Q, (63)

kde oblast € je ¢tvrtina kruhu se stfedem v poc¢atku souradné soustavy a polomérem 3, ktera lezi v prvnim

kvadrantu:
Q={(x,y) >0, y >0, 2° +¢y* <9},

s Dirichletovymi okrajovymi podminkami
u(z,y) = a° na 'y ={(z,y) : 0 <z <3,y =0},
u(z,y) = 0 na 'y = {(z,y) : 2 =0,0 <y < 3}, (6.4)
w(x,y) = 9z(y+1) nalsz={(z,y):2 >0,y >0,2°+y* =9}

Oblast Q2 s vyznacenymi ¢astmi hranice I'y, I's a 'y vidime na obrazku 6.5.

Reseni. Spustime Matlab. Do pifkazového okna napiseme piikaz k otevieni prostiedi pro feseni parcialnich
diferencialnich rovnic:

>> pdetool

Otevre se nasledujici okno
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Obrazek 6.5: K prikladu 6.3: Oblast €2 a jeji hranice, rozdélené na tii ¢asti
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Reseni prikladu v tomto prostiedi popiseme krok za krokem. Kazda akce, kterou je tieba provést, bude
oznacena symbolem e.

Zadani oblasti ()
Oblast, na které fesime parcialni diferencialni rovnici, miizeme zadat interaktivné. Na bilou plochu upro-
stfed muZzeme umistovat rizné geometrické obrazce (obdélniky, kruhy, elipsy a polygony) a pak z nich
pomoci mnozinovych operaci (sjednoceni, priniku a rozdilu) sestavit pozadovanou oblast. Nasi oblast
(¢tvrtkruh) dostaneme jako prinik kruhu se stfedem v poc¢atku a polomérem 3 a Ctverce, ktery mé levy
dolni vrchol v pocéatku a stranu o délce 3 (pfipadné cokoli vétsiho nez 3).

Rozmezi os na plose neodpovida nasim potiebam, a proto je musime zménit:

e V menu v polozce Options vybereme Axis Limits. .. a nastavime spravné rozmezi - pro nas priklad
muzeme zadat pro obé osy napt. meze -1 az 4.

Déle nastavime, aby se ukazovala mrizka a aby se body, které budeme za chvili klikdAnim zadavat
(vrcholy étverce a pod.) k mfizce pFichytavaly.

e V Options klikneme na polozku Grid.

e V Options klikneme na polozku Snap (,snap to grid“ = ,pfilnout k m¥izce*).

Nyni zaddme kruh:

e Klikneme na tla¢itko se symbolem (). Tim budeme zadavat elipsu, s tim, ze prvni bod, na ktery
klikneme, je jejim stiedem.

e Najedeme mysi na bod (0,0), stiskneme tlacitko mysi (diky tomu, Ze jsme zvolili ,snap to grid“, se
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nemusime trefit Gplné piesné) a tdhneme - objevi se obrys elipsy. Tahneme, az elipsu (v nasem pfipadé
vlastné kruh) natdhneme do pozadovanych rozmér.

Podobnym zptisobem zadame c¢tverec:

e Klikneme na tlacitko se symbolem [_]. Tim budeme zadavat obdélnik.

e Opét najedeme na bod (0,0) (levy dolni roh ¢tverce) a dotdhneme kurzor do bodu (3, 3) (pravy horni
roh).

Vysledek by mél vypadat néjak takto:
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) PDE Toolbox - [Untitled]
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Kdybychom néktery z objektt zadali jinak, nez jsme chtéli, mtizeme jej vcelku snadno opravit: Nejprve
na pozadovany objekt klikneme a tim jej vybereme pro dalsi upravy (aktudlné vybrany objekt ma ¢erné
zvyraznénou hranici). Je-li nevhodné umistén, ale velikost ma pfitom spravnou, mizeme jej pomoci mysi
pretahnout na jiné misto. Chceme-li zménit velikost, staci, kdyz na vybrany objekt ,doubleklikneme* (Jak
je tohle spravné ¢esky? Poklepneme? Dvojklikneme?). Otevie se dialog, ve kterém miizeme zménit rozméry,
umisténi i nadzev. Pokud jsme to zkazili iplné, mizeme vybrany objekt stisknutim klavesy Delete odstranit
a zacit znovu.

Zatim jsme jen zadali kruh a ¢tverec, ale nijak jsme pocitaci nesdélili, ze nas zajima jejich prinik. To
provedeme nyni. Podivame se na policko nadepsané Set formula. Do tohoto policka zadavame mnozinovy
vzorec (,set“ méa kromé mnoha jinych i vyznam ,mnozina“, ,formula®“ snad preklddat netieba), pomoci
néhoz je z jednotlivych zadanych oblasti sestavena oblast vysledna. Mizeme pouzivat operatory + (sjed-
noceni), * (prinik) a — (mnozinovy rozdil). Pfi nasem zadavani kruhu a ¢tverce se v poli Set formula
automaticky objevil text C14SQ1. Kdybychom to tak nechali, za oblast €2 by se vzalo sjednoceni oblasti
C1 (C jako ,circle“ = kruh) a SQ1 (SQ jako ,square® - ¢tverec). My ale potfebujeme prunik, a proto

e zménime text v editacnim poli Set formula na C1*SQ1. Navenek nepozname zadnou zménu, obrézek
bude vypadat porad stejné.

Nyni nastal vhodny okamzik pro ulozeni vydobytki nasi prace.

e Ulozime rozpracovanou ulohu napf. jako soubor prikladl.m (klasicky: v menu File, Save as...).

Mizeme se do ulozeného souboru podivat, napt. v editoru Matlabu nebo treba v Poznamkovém bloku,
jak kdo chce. Uvidime, ze Matlab automaticky vytvoril pomérné dlouhy soubor, v némz vétsiné véci nero-
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zumime, a proto do néj nebudeme vrtat.
Pti dalsi praci je vhodné cas od ¢asu tlohu opét ulozit, déle jiz to zdiraznovat nebudeme.

Zadani okrajovych podminek
Pokracujeme zadanim okrajovych podminek. Nejprve si nechame zobrazit hranici oblasti.

e Klikneme na tlacitko se symbolem 0f2. (Jind moznost: v menu Boundary, pak Boundary Mode.)
Ukaze se nam hranice oblasti:
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Click ta select boundaries. Double-click to open boundary concdtion dialog ho.
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Postupné zaddame okrajové podminky podle predpisti (6.4). Nejprve zaddme podminku na vodorovné
¢asti hranice I'y (viz téz obréazek 6.5).

e Doubleklikneme na vodorovnou ¢ast hranice. Otevie se dialog pro zadavani okrajové podminky. Jina
moznost: Na pfislusnou ¢ast hranice klikneme (jednou). Tim bude tato ¢ast hranice vybrana pro dalsi
praci. Pak vybereme v menu Boundary a Specify Boundary Conditions...

V dialogu nyni zaddme okrajovou podminku u(z,y) = x3. V Matlabu lze zadavat dva zdkladni druhy
okrajovych podminek, Dirichletovy (je pfimo zadéno, ¢emu se mé FeSeni na hranici rovnat) a Neumannovy
(které obsahuji téz derivaci FeSeni ve sméru normaly k hranici). Nase okrajové podminky jsou Dirichletova
typu.

e V dialogu proto vybereme (¢i spi$§ nechdme nastaveno) Condition type na Dirichlet.

Matlab oéekava nyni podminku ve tvaru (viz horni éast dialogu) h-u = r, kde h a r jsou zadané funkce,
piipadné konstanty. Pro nasi podminku u(z,y) = 23 je h =1 a r(z,y) = z°.

e V dialogu vyplnime kolonku pro funkeci r vyrazem x. 3. (Funkce h je na jedni¢ku nastavena automa-
ticky.) Vyplnény dialog by mél vypadat takto:
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<) Boundary Condition
EBoundary condition equation: h*u=r
Condition type: Coefficient Value Description
3 Neumann
- 1
(&) Dirichlet [0 .
h '1
¥ Ex."S I

Podobnym zptisobem zadame okrajové podminky na ostatnich ¢astech hranice:

e Doubleklikneme na svislou ¢ast hranice. V dialogu zkontrolujeme, zda je zatrzen Dirichletiv typ
okrajovych podminek a vyplnime kolonku pro funkci r vyrazem 0.

e Totéz provedeme pro obloukovou ¢ast hranice, tentokrat zadame 9*x.* (y+1).

Zadani rovnice

Nyni zadame samotnou parcialni diferencialni rovnici, kterou chceme vytesit.
e Klikneme na tlac¢itko PDE nebo v menu vybereme PDE a pak PDE Specification..
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Otevre se dialog pro zadani rovnice. V levé ¢asti dialogu vybirame typ rovnice - na vybér mame rovnici
eliptickou, parabolickou, hyperbolickou a problém vlastnich ¢isel. Nase rovnice (6.3) je typu eliptického,
proto

e vybereme (pfipadné jen zkontrolujeme, zda je vybran) z moznosti pro Type of PDE typ Elliptic.

Rovnice je nyni o¢ekavana (viz horni ¢ast dialogu) ve tvaru

—div(c-gradu) + au = f (6.5)
a po nés se chce, abychom doplnili funkce ¢, a a f. Doufame, Ze tvarem (6.5) nejste pfili§ zaskoceni, pro
jistotu vSak pripomenme, ze je-li f funkce proménnych x, s, ..., x,, pak gradient funkce f je
af of of
rad f = , Yy ,
grad f (8:1:1 0xy ox,,
a jsou-li g1, go, . . ., gy funkce proménnych zq,xs, ..., z,, pak divergence zobrazeni g = (g1,...,¢n) je
dg1 | Oga OGn
divg = 2= 4+ 222 4+ %
g 81‘1 81’2 81‘”

Téz si snad pamatujete, ze

. 0 [of o (0f\ 0*f of
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Resena rovnice (6.3), tj. % + giy"; = 8z, po snadné upravé —Au = —8z, se tedy do tvaru (6.5) prepise

jako
—div(1 - gradu) +0 - u = —8u.

Proto dialog pro zadéani rovnice doplnime takto (nékteré z uvedenych hodnot uz tam mozné jsou ,samy
od sebe“, pak je pochopitelné nechdme byt):

e Do kolonky pro funkci ¢ doplnime konstantu 1, do kolonky pro a napiseme nulu a do kolonky pro f
napiseme -8x%x.

Cela véc by pak méla vypadat nasledovné:

-} PDE Specification

Ecjuation: ~divicrgrad(u)+atu=f

Type of PDE Coefficient Value
(%) Elligtic & j1.0
() Paraholic & 0o
) Hyperbolic f !-S*x
() Eigenmaces d E
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Triangulace oblasti
Oblast 2 ztriangulujeme:

e Kliknéte na tlacitko s trojuhelnikem nebo v menu vyberte Mesh a pak Initialize Mesh

Chceme-li mit sit jemnéjsi, mizeme

e kliknout na tlacitko s trojuhelnikem rozdélenym na Ctyii mensi trojuihelniky nebo v menu vybrat
Mesh a pak Refine Mesh.

Zjemnénou sit pak muZzeme jesté ponékud vylepsit (zpravidelnit, odstranit z ni nékteré tzké trojuhel-
niky) pomoci funkce Jiggle. (Ptivodni vyznam slova ,jiggle“ je ,pohupovat® ¢ ,trhané se pohybovat*,
v souvislosti se siti se tim mysli zhruba to, Ze uzly sité se trosku popremistuji, kazdy uzel se presune do
priumeéru svych sousedi.)

e Miizeme v menu vybrat Mesh a pak Jiggle Mesh - tuto operaci miizeme provadét i opakované.

Pokud se nam to, co se se siti d€je, nelibi, mtizeme tpravy brat zpét pomoci menu: Mesh, pak Undo Mesh
Change. Prvni navrh sité mizeme ovlivnit pomoci nastaveni parametrt (v menu Mesh, Parameters. . .). Zde
muzeme napf. nastavit maximalni povolenou délku hrany (maximum edge size).

Jestlize jsme zjemnéni a ,,jigglovani® provedli préavé jednou, méli bychom mit na obrazovce toto:
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) PDE Toolbox - PRIKLAD1.M
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Info:  Jigoled mesh consists of 552 nodes and 1028 triangles.
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Sit muZzeme exportovat pro jeji pripadné dalsi pouziti: v. menu Mesh, pak Export Mesh.... Sit bude
uloZzena pomoci tii matic, jejichz jména si mizeme vybrat. Matlab nam nabizi jména p, e a t. Prvni matice
bude obsahovat informace o uzlech sité (points), druha o hranach (edges) a tfeti o trojihelnicich (triangles).
S témito maticemi pak v Matlabu mtizeme dale pracovat dle potieby, napf. si jejich prvky mizeme nechat
vypsat do souboru, ktery pak miizeme prenést a pouzivat v jiném programu.

Reseni rovnice a jeho grafické znazornéni
Ted kdyZ méme vSechno pripravené, miuZzeme konec¢né najit ptiblizné feseni rovnice.

e Klikneme na tlacitko s rovnitkem nebo v menu vybereme Solve, pak Solve PDE.

Regeni bude asi chvilku trvat (je nutno ne zcela jednoduchym zptisobem sestavit a pak vyfesit systém
zhruba 500 rovnic o 500 neznédmych — pokud pracujeme se siti, kterd je na pfedchozim obrizku). Az
je pocita¢ hotov, feSeni se zobrazi pomoci dvourozmérného obrazku — hodnoty feseni na oblasti {2 jsou
rozliSeny pomoci barev, vpravo mame zobrazenu stupnici (angl. colorbar), pomoci niz poznédme, jakd barva
odpovida jaké hodnoté Teseni.

Chceme-li feseni exportovat pro dalsi pouziti, udélame to pres menu: Solve, pak Export Solution....
Reseni je ulozeno ve formé vektoru (jméno si mizeme vybrat, automaticky se nabizi u), jehoz slozky jsou
hodnoty feseni v jednotlivych uzlech sité. Chceme-li s timto feSenim déle pracovat, piipadné je (pfes soubor)
prenést do néjakého jiného programu, musime k nému samoziejmé mit i piislusnou sit, hlavné jeji uzly,
jinak je zcela bezcenné.

Parametry zobrazeni feseni mtzeme ménit. Formulai pro nastaveni parametrt se nam zobrazi po stisk-
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nuti tlacitka s 3-D grafem, pfipadné se k nému dostaneme z menu: Plot, Parameters... Zde jiz nechame
kazdému ¢tenafi prostor pro experimentovani. ]

Cviceni
1. Pomoci Matlabu najdéte priblizné reseni tlohy
—Au = 5sin <10arctg %) na (2,
kde € je ¢ast mezikruzi o polomérech r = 1, R = 3, ktera lezi v prvnim kvadrantu,
Q={(z,y) :2>0,y>0,1 §x2+y2 <9},
s okrajovymi podminkami
u(r,y) = 0 naly={(z,y):2>0,y>0,2>+y>=1},

uw(z,y) = 5 nals={(z,y):2>0,y>0,2>+y%> =9},
fi-gradu = 0 nalg={(z,y):1<z<3,y=0}aly={(r,y):2=0,1<y <3}
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Vysledky

1. Spise nékolik poznamek a tipu:

Pozor na okrajovou podminku zadanou na I's a I'y. Symbolem - se zde nemysli obycejné nasobeni, ale skalarni
sou¢in. Podminka mohla byt téz zapsina jako Ou/0n = 0. Jednd se o homogenni Neumannovu okrajovou
podminku, které se téz fikd podminka kolmosti. Az budete mit feSeni, nechte si zobrazit vrstevnice (contours)
a pokuste se odhadnout, pro¢ se v souvislosti s touto podminkou zminuje zrovna kolmost.

P1i zad&vani této podminky si mtizete vS§imnout, ze v Matlabu bude ocekavan tvar n*c*xgrad(u) +qu=g. Pisme-
nem n se mysli norméla 77, takze nezadavame nic. Funkce ¢ je tataz jako v rovnici (viz (6.5)) a zadame ji (nebo
spi$ nechdme nastavenou na 1) az pfi zadévani rovnice. Jediné, co musime zadat pfimo zde, jsou funkce ¢ a g.
Pravé strana rovnice je ponékud komplikovand, ale neni to ze zlomyslnosti, spi§ k tomu vedla snaha o to, aby
vysledny obrazek byl zajimavéjsi nez u feseného prikladu. Pozor na spravny zapis operatort - nezapomerite na
patfiéné misto napsat tecku. Funkce arctg se v Matlabu zadava jako atan, ne tfeba arctan! Z toho, Ze zlomek
y/x na ¢asti hranice oblasti 2 neni definovan, si nemusite délat hlavu - Matlab si s tim poradi, zvlast, kdyz se
tento zlomek dale dosazuje do funkce arctg.
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7  Tutorial ¢é. 5

Uvod do parcialnich diferencialnich rovnic

Parcidlni diferencialni rovnice 1. fadu

7.1 Parcialni diferencialni rovnice

Definice 7.1. Parcialni diferencialni rovnici rozumime rovnici, kteréa obsahuje neznamou funkci vice pro-
ménnych a jeji parcialni derivace.
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Rad nejvyssi derivace, ktera se v rovnici vyskytuje, se nazyva fadem dané rovnice.
Resenim parcidlni diferencialni rovnice rozumime kazdou funkci, kterd je definovand v zadané oblasti,
véetné svych parcidlnich derivaci, az do fadu rovnice véetné, a vyhovuje dané rovnici v zadané oblasti.

Obecny tvar parcialni diferencialni rovnice k-tého fadu ve které je hledana funkce u funkci n nezavislych

proménnych xy, zo, ..., Ty, tj. u = u(z1, T2, ..., x,), je
ou  Ou ou 0*u 0Fu oFu
Flay,. . apule,.. . o), — 22 2428 2% — 0. 7.1
(ml’ Ty (1 Tn) 0xy O oz, Or? ok (91:,’3) (7.1)
Priklad 7.2. Hledejme funkci u, ktera vyhovuje rovnici
ou ou
— —2—=0. 7.2
ox dy (7.2)

Mame tedy parcialni diferencialni rovnici prvniho fadu. Jejim fesenim je funkce
u(z,y) = 2r+y

protoze

ou ou
e _o My
Ox T Oy

Y
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v kazdém bodé roviny Ozy. Obecnéji je mozné ukazat, ze pro libovolnou diferencovatelnou funkci f jedné
promeénné je funkce

u(x,y) = f(2z +y),

také resenim uvedené rovnice. VSimnéme si, Ze tato feseni jsou z geometrického hlediska plochami v prostoru
(x,y, z). Lehce si také ovéfime, Ze feSenim bude i kazd4a funkce

u(z,y,z) = f(2z +y) +9(2),
kde g je libovolna funkce proménné z.

Z uvedeného prikladu plyne jeden podstatny rozdil mezi parcidlnimi rovnicemi a obycejnymi diferen-
cidlnimi rovnicemi. Ze zapisu obycejné diferencialni rovnice, naptiklad iy = x + y, okamzité pozname, Ze
hledané funkce y zavisi pouze na x. Ze zépisu parcialni rovnice (7.2) nepozname na kolika proménnych
zévisi TeSeni. Vime, Ze hledanéd funkce u zavisi na proménnych z,y, ale nevime, zda se jedna o vSechny
nezavislé proménné na kterych feseni zavisi, tedy zda jde o funkci dvou, tii ¢i vice proménnych. Dohodnéme
se proto hned na misté imluvu, ze feSeni dané parcialni rovnice budeme hledat pouze mezi funkcemi téch
proménnych, které se pfimo v rovnici vyskytuji.

Druhym novym faktorem je, Ze mnozina feseni zavisi na libovolné neznamé funkci a nikoli na tzv.
integracnich konstantach.
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7.1.1 Zakladni problémy feSeni parcialnich diferencialnich rovnic

Podobné jako u obycejnych diferencidlnich rovnic mame i u parcialnich rovnic dva zakladni problémy
1. Najit obecné Teseni dané parcialni rovnice, tj. najit vSechna jeji feseni.
2. Najit takové feseni dané parcidlni rovnice, které vyhovuje nékterym dopliujicim podminkam.

Nyni se budeme zabyvat parcialnimi diferencialnimi rovnicemi prvniho radu.

7.1.2 Parcialni diferencialni rovnice prvniho radu

Definice 7.3. Rovnici

Ou a“) = 0. (7.3)

f (‘T7y7u(x7y)7 %7 a_y

nazyvame parcidlni diferencidlni rovnici proniho tddu, kde funkce f(z,y,u,p,q) je definovana na oteviené
mnoziné D proménnych x,y, u,p, q.

Definice 7.4. Resenim rovnice (7.3) v oblasti G proménnjch z,y nazveme kazdou takovou funkci u,
definovanou a spojitou v GG, pro kterou plati:

1. Funkce u ma v oblasti GG spojité parcialni derivace prvniho fadu.
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ou O
2. Pro kazdé (z,y) € G plati, ze | z,y, u, —u, %) e .
ox’ Oy

0
3. Funkce u, %, ot spliiuji rovnici (7.3).

oz’ Jy

Formulace pocateéni ulohy, pojem jejiho feseni.

Definice 7.5. Cauchyovou tlohou pro rovnici (7.3) rozumime dvojici: rovnici

0z 0z
f (Ly,%%»a_y) = 0.

a pocatecni kfivku © zadanou parametricky

:L’:g0<t), y:Wt)a Z:X<t>7 te (a’vb)‘

(7.4)

(7.5)

Funkei z = h(z,y), kterd ma spojité parcidlni derivace v GG, nazveme feSenim Cauchyovy tlohy (7.4), (7.5),
jestlize funkce h spliiuje v G rovnici (7.4) a pro vSechna t € (a,b) kiivka (z = (t),y = ¥(t)) lezi v G a

navic plati x(¢) = h(p(t),¥(t)).

O krivce © budeme vsude dale predpokladat, ze je hladka a jednoduché.
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7.1.3 Nejjednodussi priklady parcialnich rovnic prvniho fadu

0z(x,y
Rovnice typu 9:(z,y) =0.
ox
Resenim rovnice je libovolna funkce zavisejici pouze na proménné y

z(z,y) = H(y). (7.6)

Coz je rovnici valcové plochy tvorené primkami rovnobéznymi s z-ovou soufadnicovou osou. Z toho plyne
omezeni na volbu kfivky nemtize byt rovnobézna s osou x u pocatecni Cauchyovy tlohy pro tuto rovnici.
Necht je kiivka © zadéna parametricky

r=pt), y=v{), z=x(), a<t<b.

Predpoklddejme, Ze pro funkce v(t), x(t) plati, Ze maji spojité derivace v intervalu (a,b) a ze funkce (t)
m4 inverzni funkci 17! (¢). Dosazenim ktivky © do feseni z = H(y) stanovime, funkci H

X(t) = H (y(1)) .- (7.7)
Dosadime do této rovnice ¢ = 1~(y), dostaneme
X (U7 (y) = H(y). (7.8)

Reseni je ve tvaru
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, o . 0z .
Poznamka 7.6. Zcela analogicky jako rovnice — = 0 se Tesi rovnice

ox

Oz(x,y)

Rovnice typu w = f(z,y).

Analogickym postupem lze feseni urcit vztahem

o= [ S+ H). (7.9)
Dikaz existence a jednoznacnosti feseni se provadi stejné jako v predchozim pripadé.
Poznamka 7.7.
L .0z s .0z
1. Analogicky jako rovnice Fre f(x,y) se Fesi i rovnice i flz,y).
Z Y
.. .0z . .0z o i e
2. Obdobné jako u rovnice — = 0 i u rovnice 97 f(z,y) se mize stat, Ze poc¢atecni tloha s touto
x

x
nema feSeni a nebo je feseni nekone¢né mnoho.
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Rovnice typu w = f(z,y, 2)-
x

Rovnice zadaného typu obecné Fesit neumime, nebot na toto zadani mizeme nahlizet také tak, Ze rovnice
nebude zaviset na proménné y a tedy feseni se pfevede na feSeni oby¢ejné diferencialni rovnice 2’ = f(z, 2),
coz je uloha obecné nefesitelna. Myslenky, Ze danou rovnici mtizeme nahlizet jako na rovnici obycejnou, je
mozné s vyhodou pouzit k feseni rovnic tohoto typu. Cely postup budeme ilustrovat na prikladeé.

Priklad 7.8. Najdéte feseni rovnice

ox z

0x(z,y) _ vy (7.10)

= o . . . o wey . . xry P . , . .
Reseni. Rovnici budeme fesit jako rovnici 2'(x) = == s tim, Ze y je konstanta. Jedna se o rovnici se sepa-

rovanymi proménnymi u které je postup znam z predmétu BMA2. Musime ovSem zohlednit, Ze integracni
konstantou je obecné vyraz (funkce) proménné y.

1, a°
zdz = :cyd:r;<:>§z :?y—i-f(y).

O spravnosti vyrazu vpravo se miizete ujistit tak, ze jeho parcidlni derivace podle proménné x je rovna
integrandu vlevo. Dale z dané rovnice vyjadiime proménnou z

2 =2y +2f(y) & 2 = =22y +2f(y)
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O spravnosti vysledku se miizeme presvédcit dosazenim do rovnice.

0z Ty Ty

o fRy+2fly) %
0

Podobné jako jsme v predchozim piikladé vyuzili postup feseni rovnice se separovanymi proménnymi
ukazeme v dalsim ptikladé analogii pro rovnici Bernoulli-ho.

Priklad 7.9. Najdéte feseni rovnice
0z

ya—yz =z + 2wy2? (7.11)
ResSeni. Rovnice pfepsana na rovnici Bernoulli mé tvar

y2' (y) = 2z + 2zy2°(y),

kde proménna z je zavisla na proménné y. Prvni krok je nalezeni obecného feseni rovnice homogenni:

d d
yz’:z@/;:/?y@z:y}(.
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Dale nasleduje metoda variace konstanty, tedy predpokladame Feseni ve tvaru z = yK(y) = 2/ = K + yK’
a po dosazeni do puvodni rovnice dostavame:

K’ dK 1
y(K +yK') :yK+2myy2K2:>ﬁ:2xy:>/ﬁ:/nydyé—gzngﬁLf(x),

Kde f(z) je libovoln4 diferencovatelna funkce. Odtud vypocteme funkci K = @) a ziskdme obecné
xy x
feSeni dané rovnice
2ayy) = ——
zy® + f(x)

7.2 Linearni parcialni diferencialni rovnice 1.rfadu

7.2.1 Linearni homogenni parcialni rovnice prvniho rfadu

Definice 7.10. Linearni parcialni diferencidlni rovnici nazveme vyraz

ol ) Y 4w ) ZE — cfay) - 2(ay) + dlen), (712
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kde a, b, ¢, d jsou funkce proménnych x,y definované na oteviené mnoziné G.
Jestlize ¢(x,y) = 0,d(x,y) = 0, potom se rovnice (7.12) nazyva homogenni.

Charakteristicky systém.

Uvazujeme nyni line4drni parcidlni homogenni rovnici

0z(7,y) b y) 0z(x,y)

0z oy

a(z,y)

(7.13)

kde a, b jsou funkce proménnych z,y takové, ze obé nejsou soucasné nulové. Soustavu obycejnych diferen-

cidlnich rovnic
2'(t) = a(z(t),y(t)), ¥ () =0bx(),y))

nazyvame charakteristickym systémem rovnice (7.13).

(7.14)

Divodem je, Ze pro libovolné feSeni z(z,y) rovnice (7.13) a libovolné partikularnim feSeni soustavy

(7.14) ve tvaru x = ¢(t),y = ¥(t) plati, Ze z nich slozené funkce ma nulovou derivaci:

dz(z(t),y(t)) 0z , 0z, 0Oz 0z,
dt ~ 9z + ayy B (9xa+ 0yb =0,

tedy je derivovana funkce konstantni:
u(p(t), ¥ (t)) = const.
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Tato vlastnost je typicka a znamenad, ze charakteristika nemtize byt soucasti Cauchyho pocatecni ulohy pro
homogenni LPDR 1. fadu.

Priklad 7.11. Najdéte charakteristiky rovnice
ou Ou

20—+ +—
oxr 0Oy
ResSeni. Sestavime charakteristicky systém (7.14). V naSem piipadé je a = 2z,b = 1. Hleddme FeSeni
systému

=0.

Z(t) = 2z, LT = exp(2t)Cy
y'(t) = L y = t+0C
7 druhé rovnice vyjadiime t a dosadime do prvni a tpravou konstant dostaneme
x = exp(2y) exp(C)Cy & wexp(—2y) = K,

Resenim zadaného systému je soustava kiivek x exp(—2y) = K, které tvoif hledané charakteristiky. O]

Za predpokladu a? + b* # 0 je moZné uvedeny systém charakteristik uréit i jinym postupem.
Za predpokladu a? + b* # 0 lze systémem (7.14) vyloudenim d¢ prevést do kanonickém tvaru

dx

— = a(x(t),y(t)) dx d

- N _ 4y (7.15)
dy b(z(t), y(t)) a(z,y)  b(z,y)

dt
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Prvni integraly, existence feSeni, obecné reseni

Definice 7.12. Funkci z(z,y) nazveme prunim integrdlem systému (7.15) v oblasti D, jestlize z(x,y) je
konstantni podél kazdého FeSeni systému (7.15), které celé lezi v D a jestlize z(x,y) méa spojité parcidlni
derivace prvniho tadu v D.
Priklad 7.13. Najdéte prvni integral systému

dx d

&gy, Yo

dt dt
Reseni. Prvni integral nalezneme dvéma zptisoby

1. Integraci druhé rovnice dostaneme y(t) = ¢t + C' a dosazenim do prvni rovnice obdrzime
dz
dt

Do tohoto feseni dosadime za t = y — C' z druhé rovnice a dostaneme

_At+C), = a:(t):/4(t+C)dt:2(t+C’)2+D.

r=2°+D <& x-—2°=D.

2. Uvedeny systém zapiseme v kanonickém tvaru a fesime jednu diferencialni rovnici

d
ﬁzdy = /dx=/4ydy = x=2y"+D.
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Prvnim integralem je proto funkce z = x — 2y?, ale také kazda funkce z = f(x —2y?), kde f je libovoln4
spojité diferencovatelna funkce. O

Véta 7.14. Funkce z = z(x,y) se spojitymi parcidlnimi derivacemsi je fesenim linedrni homogenni rovnice
(7.13) pravé tehdy, kdyz je pronim integralem soustavy (7.15).

Priklad 7.15. Najdéte feseni rovnice
0z 0z

4y% + a—y == 0.
Reseni. Tato rovnice mé charakteristicky systém feSeny v predchozim piikladé 7.15. Proto podle véty je
FeSenim
2(z,y) = flo —2y°),
kde f(t) je libovolna spojité diferencovatelna funkce.
O spravnosti se miizeme presvédc¢it pfimym vypoctem.

9z 0(f(x —2%)

= = f'(z — 2¢° = = = ['(z — 2¢*)(—4y).
o o [z =2y7), 9 o [z =2y")(—4y)
Dosazenim do ptvodni rovnice dostaneme
dz 0z
dy— + == = dyf'(x — 2° "(z — 2y*)(—4y) = 0.
Yae T oy yf'(x =2y7) + f'(x — 2y7)(—4y) = 0
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Véta 7.16. O jednoznacnosti FeSeni.

Necht maji funkce a(x,y),b(x,y) spojité parcidlni derivace proniho Tddu v oblasti D, necht ddle existuje
krivka © zadand parametrickymi rovnicemi x = @(t),y = ¢¥(t),z = x(t),t € («a, ) takovd, Ze jeji primét
do roviny Oxy lezi v D. Necht ddle pro t € («, ) plati nerovnost

a(e(t),(t))  ble(t), v(t))
0. 7.16
(1) v |7 (7:10)
Potom existuje podoblast D1 C D obsahujici kiivku © takovd, Ze feSeni z = z(x,y) parcidlni rovnice (7.13),
kterée splnuje podminku
2(p(t),¥(t)) = x(t),  pro vsechna t € (o, ), (7.17)
je jednoznacné urcené v D;.
Véta mé pouze lokalni charakter. Zarucuje ndm jednoznac¢nost v nékterém okoli kiivky ©.
Priklad 7.17. Najdéte feseni Cauchyho pocatecni tlohy spolu s maximalni definiénim oborem

0z oy 9

Reseni. Sestavime charakteristickou soustavu v kanonickém tvaru, ktera je linearni diferencialni rovnici s

vz

konstantnimi koeficienty a specialni pravou stranou. Resenim lze urcit bez slozitéjsich vypocti:

d
do = 2 & y=y+uzx & y =exp(zx)C —z — 1.
T4y
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Tedy obecné feseni dané rovnice je ve tvaru

z(z,y) = f((x +y + 1) exp(—z)),

kde f(t) je libovolné spojité diferencovatelna funkce. Tu ur¢ime dosazenim poc¢atecni podminky:

20,y) = fly+1) =y* = f(t) = (t— 1)

Reseni pocatecni tlohy je tedy funkce:

2
2(z,y) = ((z +y+ 1) exp(—z) —1)".

Toto FfeSeni prochazi zadanou kfivkou, kterou mfiiZeme parametricky zapsat z = 0, y = t, z = t2. Pro

determinant z véty 7.16 plati:

alp(t)b(8) bl @) | _[1 ]
() () Hm“”“)’

tedy je toto feSeni urceno jednoznacné v celé roviné xy. O]

Linearni parcialni rovnice homogenni s vice proménnymi

Pokud pracujeme s funkcemi vice proménnych, postupujeme analogicky. Dale se omezime na rovnice kde
)
je feSenim funkce 3 proménnych, tedy na rovnice tvaru

au<x7y7z> au(xa%z)

ou(x,y, z
a($7yvz)T + b(xvyvz)a—y + C(Qf,y, Z)ﬁ

= 0. 1
= 0 (7.18)
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Charakteristicky systém je tvofen 3 rovnicemi o 4 neznédmych (x,y,x.z,t). Jeho vyfeSenim dostaneme
opét 3 rovnice o 4 neznamych a eliminovanim neznamé ¢ ziskdme 2 rovnice o 3 nezndmych. Ty muiizeme
geometricky interpretovat jako dvojici funkci dvou proménnych o 2 neznamych:

filz,y,2z) =Cy fo(z,y, z) = Cs. (7.19)

Analogicky definovany prvni integral ma obecné tvar

u(x,y, Z) = F(f1(l',y,2>,f2($,y, Z))>

kde funkce F' je libovolna spojité diferencovatelna funkce dvou proménnych. Vyse uvedené rovnice lze také
ziskat fesenim charakteristického systému v kanonickém tvaru (za piedpokladu a? + b* + ¢ # 0)

dx dy dz

a(z,y, z) - b(z,y,z) - c(x,y,2)
ktery je tvoren soustavou dvou diferencidlnich rovnic.
Jestlize feSenim rovnice (7.18) ma spojité prvni parcidlni derivace je rovno prvnimu integralu . Aby bylo
toto FeSeni obecnym feSenim rovnice (7.18) musi byt rovnice linedrné nezéavislé. Podobné se postupuje i ve
vyssich dimenzich. Uvedeme nyni ilustrativni pfiklad pro funkci ti1 proménnych tj. pro funkei u(z,y, 2).

Priklad 7.18. Najdéte feSeni rovnice

@_{_ @_{_( — )%—0
T x@y Ve, T
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Reseni. Sestavime charakteristickou soustavu, kterou zapiseme v obou tvarech

dx

? B ! der d dz
g.t Y xr x—y
< — —_

a Y

P1i feSeni vyuzijeme obou téchto tvart. Z prvniho tvaru ziskdme rovnost

de dy dz
T-LrT =0 e a) -y e =0

7 kanonického tvaru uvazujme prvni rovnici, ktera je rovnici se separovanymi proménnymi:

d d
Z_Y & /xdx:/ydy < z? —yf = Cy.
Yy T

Protoze jsou obé rovnice linearné nezavislé je obecné feseni zadané rovnice funkce
2 2
u=Flx—y+z2° —y°),

kde funkce u = F(t, s) ma spojité parcialni derivace prvniho fadu. Skutecnost, Ze takto definovana funkce
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je Tesenim zadané rovnice ovéfime piimym vypoctem.

Q—Z = Blo—yt s i)+ Ba—y+ e — 22
d_Z = Fllr—y+2z2*—y*)(-1) + Fllr —y+ 22> — y*)(-2y)
j—z = F/(z—y+ 22> —1y?)
Pii dosazovani do zadané funkce vynechame pro vétsi prehlednost argumenty funkci F} a F..
y% 4 xg_z +(z— y)% = y(F/ 4+ 2¢F) + o(—F — 2yF!) + (x — y)F' = 0.

Kvazilinearni parcialni diferencialni rovnice

Reseni homogenni linearni parciadlni diferencialni rovnice ve tfech proménnych mtize byt chapano jako
pomocna tloha pri feseni kvazilinearni rovnice.

Definice 7.19. Kvazilinearni parcialni diferencialni rovnici nazveme vyraz

0z(x, 0z(x,
Cl([E,y,Z)%—Fb(I',y,Z)% :C(JT,y,Z), (720>
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kde a, b, ¢ jsou funkce proménnych z,y, 2 definované na oteviené mnoziné G.
Predpokladejme, ze funkce z(x,y) je feSenim rovnice (7.20) a funkce U mé spojité parcidlni derivace a
plati U(z,y, z(z,y)) = 0. Odtud dostavame rovnice:
ou  oU 0z oUu 0oU 0z
— 4+ —— =0, — +——=0.
Oor 0z Ox Jdy 0z Jy
Prvni rovnici vynasobime funkci a(z, z,y) a druhou funkei b(z,y, z) a secteme je. (Argumenty funkei jsou

pro ptrehlednost vynechany.)
oU oU 0z oU GU% ou ou oU ( 0z 82) _0

—4a——+b—+b——=0a—+b—+ — |a— + b—
a@x+a8z8x+ 0y+ 0z Oy a3x+ 8y+8z a@x+ Jy

= cdle (7.20)

Tedy funkce U(z,y, z) je feSenim rovnice:

Uvedena skutecnost plati i naopak:
Vé&ta 7.20. Necht funkce U = U(x,y,2) je spojité diferencovatelnd v D C R3 a spliiuje rovnici (7.21).
Jestlize navic (?)_z # 0, potom existuje funkce z = z(x,y), kterd je TeSenim rovnice U(x,y, z(z,y)) = 0,

tato ma spojité parcidlni derivace a a je z Tesenim rovnice (7.20).
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Priklad 7.21. Najdéte feseni rovnice

0z 0z
+

Toto je rovnice fesena v predchozim piikladu. Proto
U(ZE,y,Z) - F(Z‘ - y+Z,$2 _y2)7

kde funkce u = F'(t, s) mé spojité parcialni derivace prvniho fadu. Z pozadovaného predpokladu o parcialni
derivaci v, = F{(x —y + z,2% — 3*) # 0 plyne, Ze rovnice F(s,t) = 0 implicitné zadava funkci s = f(t),
takovou, ze plati F(f(t),t) = 0 a tedy feSeni rovnice F'(z —y + z,2? — y*) = 0 mlZeme zapsat ve tvaru

r—y+z=f(a"—y) &  z=y—a+ f(a® ),

kde f(t) je libovolné spojité diferencovatelna funkce. Spravnost feseni opét ovéfime dosazenim do zadané

rovnice:
0z
— = =1+ f(2® —y*)2z 9 P
I oy 2yt ) - 2P ) =y
= 1+ f'(2* — y*)(-2y) v Y

dy
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]

Véta 7.22. Necht funkce a,b,c maji spojité parcidlni derivace v oblasti D € R3. Jestlize krivka © s
parametrickym vyjadrenim

r=ot), y=vt), z=x), te(ap),

lezi v oblasti D, jeji prumét do roviny Oxy oznacime T a jesté plati, Ze pro vSechna t € (a, B) je

a (), ¥(t),x (1) b(p(t), (1), x()) £ 0
(1) V() '

Potom ezistuje v roviné Oxy oblast G obsahujici krivku T takovd, Ze Teseni z = z(x,y) rovnice (7.20) je v
G jednoznacné.

Véta ma opét pouze lokalni charakter.
Priklad 7.23. Najdéte feseni rovnice

x%—i-Q @—xQ + 2z
Ox y@y_ yre

které je uréeno kiivkou v =t, y = t, z = 3.
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Reseni. Abychom urcili obecné feSeni, sestavime charakteristickou soustavu v kanonickém tvaru:

d_a: dy dz

r 2y 2yt z
Prvni rovnice je rovnici se separovanymi proménnymi:

de d x
&Y & 2lnx =Iny +c¢ & — =(}.
x 2y Y
Do tretiho c¢asti kanonického tvaru charakteristického systému dosadime y = % a tato spolu s prvni Casti
kanonického systému tvori linearni diferencialni rovnici:

4

dx dz , oz 18 T
— = & 2 =—+—= & z=aCy+ —.
x 1z x O 3C,
Ch
Dosazenim za konstantu ' a vyjadfenim konstanty Cy urc¢ime druhy prvni integral
x? 3z —~
Z:ICQ—F?y = ——LL’y:gCQ:CQ
x

Oba integraly jsou linedrné nezavislé, proto dostavame obecné feseni U(z,y, z) rovnice



7.2 LINEARNI PARCIALNI DIFERENCIALNI ROVNICE 1.RADU 197

ve tvaru

2
U(l’,y,Z) =I (w_a% —.Ty) )
Yy T

kde F je libovolna funkce dvou proménnych se spojitymi parcialnimi derivacemi. Také v tomto pripadé lze
z implicitniho tvaru feseni zadané kvazilinearni rovnice urcit jeho tvar explicitni:

23 3 2 2
F(ﬂ,—z—xy)zoé—z—xy:f(x—):>z:§<xy—i—f<x—>),
y x x Y 3 (0

kde f(t) je libovolna spojité diferencovatelnd funkce. Nyni uréime zatim nezndmou funkei f(¢) dosazenim
podateéni podminky x =t, y =t, 2 = t3:

= % E+f) = f)=2"

Celkové je fesenim pocatec¢niho problému funkce
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je pro y # 0 nenulovy a podle pfedchozi véty 7.22 je toto TeSeni jediné. O]

Obvykle se charakteristiky rovnice (7.21) nazyvaji i charakteristikami rovnice (7.20). Potom plati na-
sledujici véta.

Véta 7.24. Necht je plocha
z = f(z,y) (7.22)

tvotena charakteristikami rovnice (7.20) a necht funkce f(x,y) md spojité parcidlni derivace. Potom je
f(z,y) Tesenim rovnice (7.20). Obrdcené - jestlize funkce f(x,y) je TeSenim rovnice (7.20), potom kaZdd
charakteristika, kterd md s f(x,y) asporn jeden spolecny bod, leZi celd na plose (7.22).

Pfaffova rovnice.
Zavérem uvedeme jeSté jeden typ parcialni diferencialni rovnice.
Definice 7.25. Pfaffovou rovnici nazveme vyraz

Pdz + Qdy + Rdz = 0, (7.23)

kde P, (@, R jsou funkce proménnych x,y, z definované v oblati D.
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Pro R # 0 v D lze rovnici (7.23) upravit na tvar

P Q
= _—dpr - = 24
dz Rdx Rdy, (7.24)

tedy hleddme funkei z(z,y), jejiz totlni diferencidl vyhovuje rovnici (7.24), coz v pfipadé, Ze na pravé
strané rovnice jsou proménné z, y vede na exaktni rovnici.

Véta 7.26. Je-li rovnice (7.23) tesitelnd v D a jestlize maji funkce P,Q, R spojité parcidlni derivace,
potom v D plati
0Q OR oR OP oP 0Q
P|{——-— —_— - R{———=—]=0. 7.25
((‘32 8y)+Q(8x 82)+ ( ) (7.25)

Jdy Oz
Podmince (7.25) se fikd podminka FeSitelnosti a nebo podminka integrability Pfaffovy rovnice.

Véta 7.27. Jestlize maji v D funkce P,Q, R spojité parcidlni derivace a v kaZdém bode D je splnéna
podminka (7.25), potom v D ezistuji funkce p = u(x,y,z) #0 a F(x,y, z) takové, Ze plati

F F
dF = p(Pdz + Qdy + Rdz), neboli or = uP, oF = uQ, or = uR.
ox dy 0z

Potom kaZdym bodem D prochdzi prdvé jedno tesent rovnice (7.23).

Véta méa pouze lokalni platnost. Funkce ;1 se nazyva integracni faktor.
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Priklad 7.28. Mg¢jme rovnici
y*dr 4+ xdy + xy?zdz = 0.

Podminka fesitelnosti (7.25) ma tvar

22z + a2y’ + 2?22y — 1) = 0.

v tomto pripadé lze integracni faktor ,uhadnout®. Jestlize vezmeme p = —, potom pro z > 0,y > 0
Ty
mame

1 1
—dz + —dy + 2dz = 0.
xr )

Levéa strana je uplnym diferencidlem funkce
1 22

F=1 — -+ —.
nx y+2

7.3 Resené priklady
Priklad 7.29. Urcete feSeni Cauchyovy tlohy

0z(x,y)
T or Z(%y),
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2(0,y) = y*.
Reseni. Jde o stejnou rovnici jako v pfedchozim pifkladu 7.9. ReSeni proto bude mit tvar
z2(z,y) = K(y)e”.

Dosadime do néj z = 0 a dostaneme
2(0,y) = y* = K(y).

Resenim Cauchyovy tlohy je proto funkce

2(x,y) = y?e”.

Priklad 7.30. Urcete feseni Cauchyovy tlohy

0z(z,y)

o xy + z(z,y) + «,

2(0,y) =y + 2y,

kde a je konstanta.
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Reseni. Budeme povazovat y za konstantu a a ziskanou obyc¢ejnou diferencialni rovnici fesime jako linearni
diferencidlni rovnici.

dz n
— =z +ay.
dx Y
Nejdiive fesime homogenni rovnici (o pravé strané predpokladame Ze je rovna nule).
dz dz
—:z:>/—:/dx:>lnz:cx+K:>z:Lecx,
dx z

kde L = eX. Nyni ptedpokladame, 7e z(r) = e*L(x) = 2’ = e”(L + L) a po dosazeni do rovnice ziskdme:
e (L+L)=e"L+ay=L =aye ™ = L= /:L'yexdx = L=e"y(l—2x)+ f(y).

Po dosazeni funkce L do pfedpokladaného tvaru ziskdme obecné feseni:

z(z,y) =e"(e " y(1 —2) + f(y) = y(1 —z) +e"f(y).

Nyni najdeme feSeni, které vyhovuje nasi poc¢atecni podmince. Dosazenim do predchozi rovnice hodnoty
2z = 0 dostaneme
v +2y=y+ fy),
a odtud plyne
H(y) =y’ +v.
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Resenim Cauchyovy tlohy je tedy funkce

2z, y) =yl —z) +e"(y +4°).
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8 Tutorial ¢. 6

Metoda charakteristik pro linearni parcialni diferencialni rovnice 1.radu

Metoda charakteristik pro linearni parcialni diferencialni rovnice 2.radu

Fourierova metoda pro vlnovou rovnici
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8.1 Parcialni diferencialni rovnice druhého radu

Rada technickych problémil, zvlasté v elektrotechnice, se d4 popsat pomoci parcidlnich diferencialnich
rovnic druhého fadu. Proto se jimi ted budeme vénovat samostatné.

Priklad 8.1. Parcialni diferencialni rovnice druhého fadu se Casto pouzivaji pii popisu fyzikalnich a tech-
nickych déji a procesti. Nasleduji nékteré parcialni rovnice, které se pouzivaji v elektrotechnice a pribuznych

oborech.

Pu  Pu  u
Au = + + =0 Laplaceova rovnice (elektrostatické pole),
ox?  Oy? 022 P ( pole)
Au = f Poissonova rovnice (elektrostatické pole s volnymi naboji),
Au = a*u  Helmholzova rovnice (stacionarni vinové rovnice),
ou
Au = a— difazni rovnice ,
ot
, 0% , e -
Au=a Tl vlnova rovnice (Sifeni elektromagnetickych vin),
0 ou 0 ou ., S, o
—|v=— ]+ = (v=—) =—J, v=uv(| grad u|) rovinné stacionarni magnetické pole,
Oxr \ Ox oy \ Oy

’u  0*u . ,
— — =0 rovnice pro kmity struny,

0z Ot2
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ou  0%u

ot 0x?

Hlavni pozornost budeme vénovat linearnim parcidlnim diferencidlnim rovnicim druhého fadu. Pomoci

charakteristik provedeme klasifikaci linearnich parcidlnich diferencialnich rovnic druhého fadu na rovnice

eliptické, parabolické a hyperbolické a ukazeme transformace, které zajistuji, Zze kazdou linedrni parcidlni

diferencialni rovnici druhého fadu mizeme lokalni transformaci prevést na kanonicky tvar. Tento je casto
fesitelny a tak lze fesit ptivodni rovnici.

=0 rovnice vedeni tepla.

8.1.1 Klasifikace rovnic na hyperbolické, parabolické a eliptické

Definice 8.2. Parcidlni diferencidlni rovnici druhého fadu dvou proménnych rozumime rovnici

P (z.1) ou ou 0*u *u 0O*u 0
x,y, u(x — =0.
73/7 7y7ax7ay7ax27axay7ay27
Definice 8.3. Linearni parcialni diferencialni rovnici druhého fadu dvou proménnych rozumime rovnici
0%u 0%u 0%u ou ou

Funkce a,b,c,d, e, g, f jsou spojité v oblasti ) C R2?, pficemz aspon jedna z funkci a,b,c je nenulova
v kazdém bodé (z,y) € Q.
Regenim (8.1) v oblasti Q rozumime kazdou funkci u(z,y) € C%(Q), ktera v Q identicky splituje (8.1).
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Pocatecnimi podminkami rozumime predepsani funkéni hodnoty feseni na néjaké kiivce spolu s hod-
notou derivace feseni ve sméru riizném od tecného sméru kiivky, to jest u(z,y) = h(z,y) a vy = s(z,y)
pro [z,y] € I = {[x(t),y(t)],t € I}. Podobné jako u rovnic prvniho fadu nemohou byt tyto kfivky charak-
teristikami,

jimiz rozumime feseni charakteristické rovnice:

a(y)’ —by +c=0. (8.2)

Vzhledem k derivaci y'(x) se jedna o rovnici kvadratickou a podle znaménka diskriminantu D = b* — 4ac
této kvadratické rovnice klasifikujeme linearni parcialni diferencialni rovnice a provadime transformace do
kanonickOho tvaru.

Rekneme, linearni parcialni diferencialni rovnice druhého fadu je:

e hyperbolického typu, jestlize D > 0, ma charakteristicka rovnice feseni ve tvaru dvou jedno parame-
trickych soustav kiivek urcenych implicitné rovnicemi

QO(ZC,y) = C(1 @/J(ﬂfay) = 027

které vyhovuji charakteristické rovnici (8.2). Dale predpokladejme, Ze k substituci zadané rovnicemi

£ =p(z,y) n=v(x,y),
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existuje ve studované oblasti inverzni transformace a mizeme tedy definovat novou funkci U(&, )
vztahem

U(LL', y) = U(QD(x, y)a W% y))

Po substituci obdrzime pro funkci U(€,n) diferencidlni rovnici, kterou muzeme zapsat ve tvaru
Ug, = P(§n, U, UL Uy),
ktery je jednodussi, nebot obsahuje pouze jednu parcialni derivaci druhého fadu.

e parabolického typu, jestlize D = 0, potom existuje jedna jedno parametrickd soustava kfivek urcené

implicitné rovnicemi

QO(ZE, y) = Ca
které vyhovuji charakteristické rovnici (8.2). V tomto piipadé pfevedeme substituci
£ =¢(z,y) n=y
danou parcialni diferencialni rovnici do kanonického tvaru:
U,’]'77 = P(&n,U, Ug’, U,;)

e cliptického typu, jestlize D < 0, potom charakteristickd rovnice (8.2) méa feSeni v implicitnim tvaru

o(z,y) £ijY(z,y) = K.
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V tomto ptipadé pfevedeme substituci
f:gp(l‘,y) 7721/)(%9)
danou parcialni diferencialni rovnici do kanonického tvaru:

Ul + U} = P(¢,n,U,ULUL).

V dal$im se soustfedime na typ hyperbolicky a parabolicky, nebot elipticky typ byl feSen v rdmci pocita-
¢ového cviceni. Postup je nazyvan D’Alambertova metoda feSeni.

8.1.2 D’Alambertova metoda

1. Pievedeme rovnici na kanonicky tvar
2. Nalezneme obecné feseni LPDR (obvykle zavisi na 2 libovolnych funkcich dvou proménnych).

3. Aplikaci poc¢atecnich podminek ur¢ime konkrétni partikularni feseni

Toto jsou nejednoduché matematické tlohy, které nemusi mit feseni.
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Priklad 8.4. Naleznéte feseni LPDR 2. f4du

2
ruy, — (22 + y)uy, + 2yuy, — T

uréené pocatecni podminkou u(z, 1) = 522, u; (z,1) = 2z(z + 2)
Reseni. Budeme postupovat podle D’Alambertovy metody.

1. Jedna se o rovnici hyperbolického typu a kanonickd rovnice ma tvar
0=a(y)" + 2z +y)y +2y = (xy +y)(y +2).
Rovnice je sou¢inem rovnic zy’' +y = 0, ¥ + 2 = 0, pro které urcime Feseni a nésledné substituce:
xy = C y+ 2z = Cy = E=uay n=y+ 2.

Vypocteme potiebné parcialni derivace s vyuzitim vzorce pro derivaci slozené funkce vice proménnych
/

A4 ! ! ¢! /\.
(napr. uz - u§£$ + un%)
!/ / / / / /
Uy = Ugly + U, 2 Uy = U + Uy
Pti stanoveni derivaci vyssich rada postupujeme analogicky, proto podrobnéji ur¢ime derivaci u které
je mozné ocekavat chybu nejcastéji
/ !/
" ug

ou
Uy, = a—yy + ug + 8_;2 = (uger + ug, )y + ug + (upex + uy )2 = ugewy + ug, (22 + y) + vy, 2 + ug.
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Daéle dostaneme
Uiy = ug§y2 + ulﬁln4y + ugn4 ugy - ugga:Q + ugn2x + ugn‘
Po dosazeni do ptivodni rovnice a tpravach dostaneme —ug, (y — 27) =0 & ug, = 0.

2. Tato rovnice mé obecné FeSeni ve tvaru u(&,n) = ¢(&) + ¥(n). Po dosazeni zpétné transformace
dostavame obecné feSeni dané rovnice:

u(@,y) = (zy) + 2z +y).
3. Pro zatim nezndmé funkce dosazenim pocatecnich podminek ziskame dvé rovnice:
502 = u(x,1) = o(z) +(2x + 1) 20% 4 4z = ul (z,1) = ¢ (x)z + ¢ (2z + 1)
Od derivace prvni rovnice odecteme dvojnasobek druhé rovnice:
102 — 42* — 8z = ¢'(2)(1 — 2z) = ¢(x) = 22 = ¢(x) = 2%,

Dosazenim za ¢(x) = x? do prvni rovnice obdrzime 522 — 22 = (22 + 1) = 422 = (2 + 1) a
substituci t = 2z + 1 & (t — 1) = 2x dostavame ¥(t) = (t — 1)2.

Dosazenim téchto funkci ziskame partikularni feseni

u(z,y) = (zy)? + 2z +y — 1)°,
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Priklad 8.5. Naleznéte feseni LPDR 2. fadu

ul, + 2ugy + ugy =0
urcené pocatecni podminkou u(2z,z) = 2% + 1, u;(2m, x) =0.
Reseni. V tomto piipadé se jedna o parabolicky typ

1. Charakteristicka rovnice ) )
0=(y) —2/+1=(y—1)
mé za Teseni jednoparametricky systém krivek y — x = C'. Substituce ma tvar:
=y—x =y

Vypocteme potiebné parcialni derivace

n " mnoo_ " " — " " /!
Upp = Uge  Upy = ~Uge — Ugy Uy, = Uge + 2ugy + Uy,
Po dosazeni do ptivodni rovnice a tipravich dostaneme u;, = 0.
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2. Tato rovnice mé obecné feseni ve tvaru u(&,n) = ¢(§) + np(§) a po dosazeni zpétné transformace
dostavame obecné feseni dané rovnice:

u(z,y) = ey — ) + yi(y — x).
3. Pro zatim neznamé funkce dosazenim pocatecnich podminek ziskdme dvé rovnice:

1+ 2% = u(2z,2) = o(x — 2z) + 2p(z — 22) = o(—z) + 2¢(—1x),
0= ¢'(z = 22) + ¢z — 22) + 2 (x — 22) = (=) + Y(—2) + 2¢'(—2).

Nyni prvni rovnici derivujeme a se¢teme se druhou rovnici:
20 = —¢/(—2) + ¥(—2) — 2¢(—2) + ¢'(—2) + (—2) + 2¢/(—2) = 2¢(—2) = ¥(z) = —=.

Do prvni rovnice dosadime ¢(z) = —z a dopo¢itame ¢(x) = 1.

Dosazenim téchto funkci ziskame partikulérni feseni

u(z,y) =1+ylr —y).
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8.1.3 D’Alembertuv vzorec pro vlnovou rovnici

Hledejme nyni feseni pro rovnici kmitu struny je mozno zapsat ve tvaru

Pu 0%

Pribéh pohybu struny bude jednoznacné urcen, pokud budeme znat pohyb koncovych bodu a pocatecni
polohu a rychlost kazdého bodu. Matematicky to znamené, Ze potiebujeme znat jesté okrajové a pocatecni
podminky.

w(0,t) = p(t), (8.4)
u(l,t) = pa(t), (8.5)
u(z,0) (), (8.6)
0uz,0) _ ). (8.7)

11, fo, ©, Y jsou zadané funkce.
Uzitim D’Alambertovy metody vyuzijeme pouze pocatecni podminky zadané funkcemi ¢, 1. Tato rov-
nice je hyperbolického typu a substituci & = x + at, ( = x — at prevedeme na kanonicky tvar

"

& — Y
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Tato rovnice ma obecné feseni ve tvaru

U(£7 C) = fl(’f) + fQ(C)v (88)

kde fi, fo jsou libovolné dvakrat spojité diferencovatelné funkce jedné proménné. Zpétnym dosazenim
ptvodnich proménnych dostavame obecné feseni ptivodni parcialni diferencialni rovnice ve tvaru

u(z,t) = fi(x + at) + fo(z — at). (8.9)
7 pocatecnich podminek dostaneme
e+at
(1) = %(g@(m 4 at) + bz —at)) + % / o(r)dr (8.10)
r—at

Tento vztah se nazyva d’Alemberttv vzorec.

8.1.4 Resené piiklady

Priklad 8.6. Najdéte kanonicky tvar rovnice

0%u 0%u 0%u
6 =0
0x? + 58x8y * Oy?

a jeji feseni.
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Reseni. Mame A =1, B = 8,C = 15. Takze plati
B?—4AC=8"—-4-1-15=64—60=4> 0.
Rovnice je hyperbolického typu. Rovnici prifadime charakteristickou rovnici:
A —8A+15=0
a urc¢ime si jeji koreny. Dostaneme
M =3, A=05.
Podle ptedchoziho volime
{=y—3z, n=y-—ow
Urcéime si parcialni derivace
o? 0*U 02U 0*U
2 9 4 30— + 27—
0x? 0¢? 0&0n on?
Pu _382U _g 0*U B 582U
oxdy  ~ 0€? 0o on?’
Pu  O°U 0?U  0*U

o ~ oe T ogon T o
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Po dosazeni dostaneme

U 0
ocon
Budeme nyni hledat feseni této rovnice. Zvolme
oUu
— =u.
on
Potom 9
oy
73
a proto je v = f(n), kde f je libovolna funkce. Takze mame
8U
= f(n),

/f Fln) +G(e),

kde F, G jsou funkce se spojitymi parcidlnimi derivacemi. Dosazenim za &, 7 dostaneme fesSeni nasi rovnice
ve tvaru

u=F(y —b5z)+ G(y — 3x).
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Priklad 8.7. Pievedte na kanonicky tvar rovnici

0%u 0%u 0%u
2 5 = 0.
0x? * 0xy + Oy?

Reseni. Uréime diskriminant kvadratické rovnice

B —4AC=2*—-4-5=16—20 = —4.
Rovnice je eliptického typu. Pro kofeny jeji charakteristické rovnice plati:

M 22X +5=0 \12=—-1+2]
Nejdiive fesime diferecncialni rovnici v komplexnim oboru:
Yy =—1+2j=y=o+20j+Csy—a—-2jz=C
Podle predchoziho postupu volime transformaci:
E=y—x, n=-—2.

Urc¢ime si parcialni derivace

0?u 0%u Y 0?u

P u// _|_4u// _|_4u// 7 _u/l _ - -
o2 33 &n mm (33:6@ 133 (93/2

2u€n -

"

Ué-g.
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Po dosazeni dostaneme

_ 124 1 ! 1 i n 14 1 124 " _
= uge + g, + dup, + 2(—uge — 2ug,) + Suge = duge + duy, S uge + Uy, =0

8.2 Fourierova metoda separace proménnych

Okrajova tuloha pro rovnici struny je tloha nalezeni feSeni v = u(x,t) definovanou pro 0 < x <[, ¢t > 0,
ktera zde mé spojité parcialni derivace prvniho fadu, spliiuje podminky (8.4) - (8.7) a v oblasti 0 < z < [,
t > 0 ma spojité parcialni derivace druhého fadu a spliuje zde rovnici (8.3).

Poznamenejme, Ze poc¢atecni tloha pro rovnici struny mé nejvyse jedno feseni.

Pfi feSeni nékterych parcidlnich diferencialnich rovnic se pouziva i metoda separace proménnych (Fourie-
rova metoda, metoda separace proménnych). Zékladni myslenkou této metody je, Ze FeSeni predpokladame
ve tvaru soudinu dvou (respektive t¥i) funkci, z nichz kazda zavisi pouze na jedné nezévislé proménné.
Pokud se nam podaii timto zptisobem separovat jednotlivé proménné v Laplaceové rovnici, rozpadne se
puvodni parcidlni rovnice na nékolik obycéejnych diferencidlnich rovnic. Umime-li najit jejich obecna feseni,
budeme umét i vytesit ptivodni Laplaceovu rovnici.
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8.2.1 Vzorce odvozené Fourierovou metodou pro vlnovou rovnici

Predpokladejme, Ze vlnova rovnice je zadana ve tvaru

Pu 0%
— = q—
ot? 0x?’
kde a je nenulova konstanta. Jsou-li dany pocate¢ni podminky
Ju
o = 01), G| =@
a okrajové podminky
ul,_o =0, ul,_,=0, (8.11)
potom lze najit feseni ve tvaru nekonecné rady
- kmat kmat k
u(z,t) = Z <ak cos Za + by sin 7;@ ) sin% , (8.12)
k=1
kde l
2 k
ap = 7/0 () sin %dx, lmra/ () sin —d:c

Odvozeni téchto vzorcti je podrobné uvedeno nize v prikladu v u¢ebnim textu.
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8.2.2 Resené priklady

Priklad 8.8. Najdéte feSeni rovnice

PPu  u
otz Ox?
za predpokladu, ze
ou
ul,_, =% —| =0.
t=0 at o

Reseni. Protoze ze zadani piikladu vyplyva ¢ = 0 dostavame
1
kde ¢ = z%. Proto

u(zx,t) = ((m + )2+ (. — t)Q) )

N | —

Po upravé dostavame
u(z,t) = 2% + 12
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Priklad 8.9. Najdéte profil struny, kmity které jsou popisovany rovnici

PPu  u
otz Ox?
pro hodnotu ¢asu t = 7/2 za predpokladu, ze
| si Ou 1
ul,_o =sinx, — = 1.
¢ ot |,

Reseni. Dosazenim do vztahu (8.10) dostavame

ulet) = 5 (sin(x 1) tsin(z — ) + / o dz) |

—t

Odtud méame

T+t

) 1
u(z,t) =sinx - cost + 3 z|0

Po upravé dostavame
u(z,t) =sinx - cost + t.
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Priklad 8.10. Kmitajici struna je upevnéna v bodech z = 0 a x = [, [ > 0. V poc¢atecni moment méla

tvar paraboly
4h
u = (Z—Qx(l—:t)>

Najdéte profil struny za predpokladu, ze plati podminky (8.11).

ReSeni. Vyuzijeme rozklad do fady (8.12). Mame

2 [ k hof! k
ay :—/ ©(x) - sin %xdx = 8l—3 (lz — 2?) - sin %xdx
0 0

b, =0.
Abychom vypocetli koeficienty ay, pouzijeme dvakrat metodu per partes. Nejprve oznacme
up = lz — 2%, duy = (I — 2r)dx,

V] = —L cos lmr_:n’ dv; = sin klﬂdx.

km l
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Pak dostavame

Dale oznad¢ime

Pokracujeme ve vypoctu:

8h o kx|

8h [ krx
+W/o (l—2x)-cosde

8h [ ke
= /0 (I —2x) - cos de.

Uy = [ — 2z, dug = —2dz,

[ k k
Vg = o= sin %x7 dvy = cos %xdx.
T
8h k|
ar =———(l — 2x) sin —
k272l L,
+ —16h /l sin kﬂdx
k272l J, [
16h kx|

= — —— cOoS —
k373 {

0
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Je-li k = 2n, pak plati

a v pripadé, ze k = 2n + 1 mame
1—(-1)F=2

Proto miizeme posledni vyjadieni funkce u(z,t) zjednodusit:

32h — 1 (2n + )wat . (2n+ D)7x
u(z,t) = - cOos sin :
3 (2n+1)3 [ l

n=1
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