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Tutorial ¢. 2
Systémy obycejnych linearnich diferen-
cialnich rovnic

Opakovani linearni algebry a linearnich diferencialnich rovnic n=tého radu
Zakladni pojmy a struktura feSeni systému LDR
Vztah mezi linearni rovnici n-tého fadu a systémem n rovnic prvniho fadu
Regeni pomoci vlastnich vektorti
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1.1 Opakovani

Matici A typu m x n rozumime obdélnikové schema objekt pro néz je definovano s¢itani a nasobeni
(¢isla, funkce,...)

ay; Q12 - Aip
Q21 Q22 -°°  Q2n
m1 Am2  *°° Amn

Soucet dvou matic stejného typu je matice téhoz typu, jejiz prvky jsou soucty odpovidajicich prvki
sCéitanych matic: Nasobek matice konstantou ziskame tak, ze kazdy prvek matice touto konstantou

vvvvvv

7-tém sloupci vysledné matice, dostaneme jako soucet soucinti odpovidajicich prvki ¢-tého radku matice
A s j-tym sloupcem matice B.

Priklad 1.

2 3 -1 x 20+ 32—y
Ax = 4 0 2 y | = 4o + 2z
-3 1 5 z -3z +y + 5z

Linearni vektory jsou zavislé, jestlize existuje jejich nulova linedrni kombinace s alespon jednim
nenulovym koeficientem. V opacném piipadé jsou vektory jsou nezavislé
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Priklad 2. Rozhodnéte, zda jsou vektory u, v a w linearné zavislé nebo nezavislé.
a)u=(3,2,1),v=(2272),w=(13,12,11)
b)u=(1,2,3),v=(0,1,1),w = (—1,0,3)

Reseni. a) Pozorny student ,vidi“ u+ 5v —w = (3,2,1) + 5(2,2,2) — (13,12,11) = (0,0,0).
b)V tomto piipadé muZzeme ze soufadnic vektort vytvofit étvercovou matici a je-li jeji determinant
nenulovy jsou vektory nezavislé:

1 2 3
01 1=1-1-3+2-1-(-1)4+3:-0-0-3-1-(-1)—1:-1-0—-2-0-3=4#0.
-1 0 3
Vektory u, v a w jsou tedy lineadrné nezavislé. O

1.1.1 Opakovani o linearni rovnici n-tého rfadu s konstantnimi koeficienty

Pro linearni diferencialni rovnici homogenni n-tého fadu y™ + an,_1y™ Y + -+ + a9/ + agy = 0, uréime
feseni pomoci kofent charakteristické rovnice, kterou odvodime dosazenim feseni ve tvaru y = e, kde A
je realné nebo komplexni ¢islo. Potom A\ vyhovuje charakteristické rovnici

A 4 Ay N ay o N ag ) +ag = 0. (1.1)
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V nasledujici vété si piipomeneme, jakym zptsobem se konstruuje obecné feseni ptivodni rovnice pro
v8echny mozné piipady kofenti charakteristické rovnice (1.1).

Véta 1.1.
a) Kazdému k-nasobnému redlnému korenu A\ charakteristické rovnice (1.1) odpovidd k partikularnich (a li-

nedrné nezavislych) reseni tvaru
MM 2N Rl

b) KaZdé dvojici s-ndsobnych komplexné sdruzenijch koteni Ay = o + Bi, Ay = o — [i charakteristické
rovnice (1.1) odpovidd 2s partikuldrnich (a linedrné nezdvislyjch) tesent tvaru tvaru

e cos t, te* cosfSt, t?ecosft, ..., t°le® cosfft;
e?tsin Bt, te®'sinfBt, t2esinpBt, ..., t5le™sin SBt.

c) Soucet ndsobnosti vSech koteni, je roven stupni charakteristické rovnice n; proto je pocet vSech vyse
uwvedenych partikuldrnich teseni n. Obecné Teseni puvodni diferencidlni rovnice je linedrni kombinaci
téchto partikuldrnich teseni s libovolnymi koeficienty.

P#iklad 3. Resme diferencilni rovnici y® — 2y® — ¢ + 6y — 4y = 0.
ResSeni. Uréime kofeny charakteristické rovnice:

N —2X - N+ 6A—4=0,
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kterymi jsou \; = 2, A3 =1, A34 = —1 £ ¢. Obecné feseni diferencialni rovnice je
y = c1e” + (ca + cst)e! + e *(cycost + cssint),
kde ¢y, ¢, ..., c5 jsou libovolné konstanty. O

K urceni partikularniho reseni nehomogenni rovnice
v @y e ay +aoy = f(1), (1.2)

muzeme opét vyuzit metodu variace konstant. Tento postup je pomérné technicky naroc¢ny. Cely postup
lze ovSsem popsat pomoci jediného vzorce, vyuzijeme-li vahovou funkci ®(¢, s), ktera je pro rovnici s jednot-
kovym koeficientem u nejvyssi derivace definovana jako feSeni homogenni rovnice (1.2) spliiujici pocate¢ni
podminky y(s) = /(s) = --- =y 2 (s) =0, y™(s) = 1. Potom lze ukézat, Ze partikularni feseni Y (t)
pocatecni tlohy (1.2), spliiujici poc¢ateéni podminku y(tg) = 0 je nésledujiciho tvaru

Y(t):/f(s)q)(t,s)ds. (1.3)

V praxi se ¢asto pouziva tzv. metoda neurcitych koeficientii. Tato metoda je sice ,uzivatelsky privéti-
vejsi“, avSak je pouzitelnd pouze pro funkce f(z), je ve specialnim tvaru. Tento tvar obsahujici neurcité
(redlné) koeficienty dosadime do dané rovnice. Porovnanim obou stran rovnice tyto koeficienty dopocitame.
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K pravé strané, kdy funkce f je ve tvaru
f(x) = e (P,(x) cosbxr + Q,(z) sin bx),

kde a, b jsou realna ¢isla a P, a @, jsou polynomy stupné n a m, ma partikularni feSeni Y rovnice (1.2)
tvar:
Y = 2" (Ruax{mn} () 08 T + Spaxfm.n} (¥) sin bx),

kde ¢islo a + bj je k-nasobny koten charakteristické rovnice a Ryax{m,n} @ Smax{m,n} jsou obecné polynomy
stupné max{m,n}.

Priklad 4. Naleznéte partikularni feSeni diferencialni rovnice
y" +y = sin 2t.

Reseni. Partikularni feseni nalezneme vsemi uvedenymi metodami, protoZe se jedné o rovnici se specialni
pravou stranou.

1. Vyfesime linearni systém s derivacemi neznamych funkei, ktery ziskdme dosazenim Y (t) = ¢;(t) cost+
+ co(t) sint do dané rovnice a prvni rovnice je volenou podminkou:

ci(t)cost + ch(t)sint =0, ¢} = —sint sin 2t
—c(t)sint + c(t) cost =sin2¢ ¢y = cost sin 2t
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Nésledné ur¢ime integraci funkce ¢ (t) a co(?):

B ) | sint=wu | 9. 24 2 4
c1(t) —/—QSln tcostdt = costdf — du —/—2u du = —gu’ = —gsin t,
. 2 cost =u 9 2 3 2 3
ca(t) = /ZSlntcos tdt = ‘ sintdf — du ——/—2u du = —3u = —gcos t.

Dosazenim vypoctenych funkci ziskame partikularni reseni:

2 2 sin 2t
Y(t) = —=sin®tcost — = cos® tsint = — .
(t) 3 3 3
2. Nejprve uréime vahovou funkci ®(t,s). Tou je homogenni FeSeni y, = c¢;cost + cosint spliujici

t,
pocéatecni podminky y,(s) =0, y),(s) = 1. Z nich uréime konstanty c;, cs:

€1CO88+ copsins =0, N cp = —sint
—c18ins+cpcoss =1 Ccy = cost.
Dostavame vahovou funkci ®(t,s) = ®(t — s) = —sinscost + cos ssint = sin(f — s) a integraci ( za

to volime ty = 0) ziskdme partikularni feSent:
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t t
Y(t) = / sin 2ssin(t — s)ds = [sin 2s cos(t — s)]}, — / 2 cos2scos(t — s)ds =
0 0

t
sin 2t + [2 cos 2ssin(t — s)], + / 48in 2ssin(t — s)ds =
0

t 2 in 2¢
- 3/ sin 2s sin(t — s)ds = sin 2t — 2sin(t)] = V(1) = Tsint — ——.
0

3. Predpovime tvar partikularniho feSeniY (¢) = A cos 2t + B sin 2t vypocteme derivace:
Y'(t) = —2Asin2t +2Bcos2t  Y"(t) = —4Acos 2t — 4B sin 2t.

Tyto derivace dosadime do ptivodni rovnice:

—4Acos2t —4Bsin2t + Acos2t + Bsin2t = —3A cos 2t — 3B sin 2t = sin 2t.

1
a porovnanim koeficientil u stejnych vyrazti uréime neznamé konstanty A =0, B = —5:
sin 2t
Partikularni feSeni je Y (t) = — 3

]

I na uvedeném prikladé je patrné, ze rtizné pouzité metody hledani partikularniho feSeni mohou davat
rizné tvary tohoto feSeni, nebot toto neni urceno jednoznacné.
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1.2 Zakladni pojmy

Budeme se zabyvat fesenim soustavy n obycejnych diferencidlnich rovnice prvniho fadu tvaru

.1',1 = Clll(t)l'l + alQ(t)xQ + -+ @1n<t)$n + fl (t)
IIQ = a9 (t)l'l + a9 (t)l‘z + -+ CL2n<t>Q3n + f2 (t)

‘ , (1.4)
x;‘ = Qap1 (t)aj‘l —|— ang(t)xg + te + ann<t)xn + fn(t>

Tuto soustavu miizeme prepsat jako

T an(t) aw(t) - an@)\ (o1 fi(?)
zy | | an(t) axn(t) - an(t) | | 22 fa(t)
: o : : : + :
{L‘;l an1 (t) an?(t) e ann<t> Tn fn<t>

neboli zkracené
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X = A(t)x +(0), (1.5)
kde
an(t) ana(t) - ap(t) 71 (1) fi(t)
A(t) _ 0,21:(25) agg(t) e agn(t) ’ «— l’g(t) 7 f(t) _ fg(t)
an1(t) ana(t) -+ ann(t) T (1) fu(t)

Priklad 5. Nasledujici zapisy soustavy diferencialnich rovnic jsou ekvivalentni

Ty = =2z + Sxy + € / <_2 5) . (et)
x' = X :
rh = 4dx; — 31y + % 4 =3 e?
Definice 1.2. Sloupcovy vektor x = (z1(t), x2(t), ... x,(t))? je FeSenim systému diferencidlnich rovnic

(1.4) na intervalu I, jestlize vSechny jeho slozky jsou na I diferencovatelné a rovnice (1.4) jsou splnény
pro kazdé t € I.

o 1Y et 3\ 3e8t . .
Priklad 6. Ovérte, ze vektory x; = _q)e = i) axe=|g)e" = (7| jsouna intervalu

(—o0, 00) FeSenimi soustavy
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Reseni. Vypocet provedeme pouze pro x;. Dosadime vektor x; do zadané soustavy rovnic za X a pre-
svédc¢ime se, Ze se leva strana soustavy rovna pravé strané:

]

Stejné jako u jediné diferencidlni rovnice, i u systému diferencidlnich rovnic ¢asto reSime tzv. poca-
tec¢ni ulohu, ktera spociva v tom, ze hleddme feSeni zadaného systému, které vyhovuje uréité pocatecni
podmince:

x' =At)x+£(t), x(ty) = %o, (1.6)

kde t, € R je né&jaky bod (&asto, ale nikoli vzdy, to byva 0) a Xo = (71, V2, ..., Vn) .

Véta 1.3 (O existenci a jednozna¢nosti Feseni).

Jsou-li vSechny prvky matice A(t) a vektoru f(t) funkce spojité na intervalu I, ktery obsahuje bod ty, pak
existuje jediné teseni pocdatecniho problému (1.6) na intervalu I.
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1.2.1 Struktura resSeni soustavy linearnich diferencialnich rovnic

Budeme predpokladat, ze prvky matice A a vektoru f v soustavé (1.5) jsou spojité funkce na néjakém

intervalu I.
Nejprve se zaméfime na homogenni systémy. To jsou systémy, kde f(¢) = o, tj. ze soustavy (1.5)

zbude pouze
x' = A(t)x. (1.7)

Véta 1.4 (Princip superpozice). Necht X1,Xa, ..., Xg, k € N, jsou feseni systémi
X, = A(t)x; + f;,
proi=1,..., k. Potom je libovolnd linedrni kombinace
X=C1X1+CXo+ - +aoaxg, ¢eCi=1,...k,
resenim tohoto systému na intervalu I.
x = A(t)x + cif) + cofy + -+ - + ¢ f%.

Piimym dtsledkem je nasledujici véta, ktera jinymi slovy ukazuje, Ze mnozina vsech feseni homogenniho
systému tvori vektorovy prostor.
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Véta 1.5.
Necht x1,Xa, ..., X, k € N, jsou teSeni homogenniho systému (1.7) na intervalu I. Pak je také libovolnd
linearni kombinace

X=01X1+ X+ +axe, eCi=1...k,

resenim tohoto systému na intervalu I.

Véta 1.6 (Kritérium pro linedrni nezavislost FeSeni).

Necht x1,Xa, ..., X, jsou TeSeni homogenniho systému (1.7) na intervalu I,
T T12 T1in
L21 L22 Lon
X1 = , X9 = ) y Xp =
Tn1 Tn2 Tnn

Tato Tesent jsou linedarné nezdvisld, prave kdyz je Wronskidn

11 T12 - Tin
To1 T2 -+ Top

W(X17X27"‘7Xn) - . . . ?éo (18)
Tpl Tp2 - Tnn

pro kaZdé t € I.
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D4 se ukazat, Ze pro libovolné xi,X, ..., X, vektory FeSeni soustavy (1.7) je Wronskidn stale nulovy
nebo stale nenulovy. Stac¢i tedy, ze je Wronskian nenulovy v jediném bodé ty € I,z ¢ehoz plyne, Ze je
nenulovy na celém intervalu /.

Priklad 7. Ovérime, Zze vektory

sin (t) — 3 cos (t) cos (t) + 3 sin (t)
x;= ||, xo= 2 sin (¢) , X3 = 2 cos (t) ,
e sin (t) 4 cos (t) cos (t) — sin ()
1 0 1
které jsou fesenimi systému x’ = 1 1 0] x, jsou linearné nezavislé. Staci vypocist Wronskian (v
—2 0 —1

prvnim kroku jsme od 3. fadku odecetli 2 a pricetli 1. fadek):

0 sin(t) — 3 cos(t) cos(t) + 3 sin ()
W (x1,%2,%x3) = | 2 sin (¢) 2 cos (t) =
e' sin(t) +cos(t) cos(t) —sin(t)
0 sin(t) — 3 cos(t) cos(t) + 3 sin ()
el 2 sin (¢) 2 cos (t) = —e
0 —2cos (t) 25sin (t)

¢ |sin(t) — 3 cos(t) cos (t) + 3 sin (¢)
—2cos (t) 2sin ()
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— 2¢!(sin?(t) — 3sint cost + cos®t + 3sint cost) = —2e’ # 0.
Wronskian je nenulovy pro vSechna redlna ¢, a proto jsou vektory x;, xs, x3 linedrné nezavislé.

Definice 1.7 (Fundamentalni mnoZina feseni).
Jakékoli n-tice x1,Xs,...,X, linedrné nezavislych feseni homogenniho systému (1.7) na intervalu I se
nazyva fundamentalni mnozina reseni na tomto intervalu.

Véta 1.8. Fundamentdlni mnozZina teseni homogenniho systému (1.7) na intervalu I vZdy existuje.

Definice 1.9 (Obecné feseni homogenniho systému).
Necht x1,xs, . ..,X, je fundamentalni mnozina feseni homogenniho systému (1.7) na néjakém intervalu /.
Obecné feseni systému na tomto intervalu se definuje jako

X = X1 + CoXo + - - - + Xy, (1.9)
kde ¢;, i =1,2,...,n, jsou libovolné konstanty.

D4 se ukazat, ze kazdé feSeni systému (1.7) lze zapsat ve tvaru (1.9), tj. ke kazdému FeSeni x najdeme
konstanty ¢y, ..., c, tak, aby platilo (1.9).
Trojice feSeni z predchoziho ptikladu je fundamentalni mnozina feSeni a obecné feSeni muize mit tvar:

0 sin (t) — 3 cos (t) cos (t) + 3 sin (¢)
x=c ||+ 2 sin (¢) + c3 2 cos (t) :
et sin (t) 4 cos (t) cos (t) — sin ()
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Véta 1.10. Necht x1,Xa,...,Xg, k € N, jsou feseni homogenniho systému (1.7) na intervalu I a necht
x, je libovolné teseni nehomogenniho systému (1.5) na tomtéz intervalu. Pak

X = C1X1 + CoXg + - - -+ CpXy + Xp,
kde ci,ca,. .., cp jsou libovolné konstanty, je také tesenim nehomogenniho systému (1.5) na intervalu I.

Definice 1.11 (Obecné feseni nehomogenniho systému).
Necht x, je jedno dané feseni nehomogenniho systému (1.5) na néjakém intervalu / a necht

X, = C1X1 + CXo + - - - + CpXn
je obecné Feseni odpovidajiciho homogenniho systému (1.7) na tomtéz intervalu. Obecné FeSeni nehomo-
genniho systému na intervalu I se definuje jako
X = X, + X,. (1.10)
Obecné Feseni x nehomogenniho systému (1.5) je tedy rovno souc¢tu obecného Feseni x. pridruzeného
homogenniho systému (1.7) a nékterého partikularniho feSeni x,, nehomogenniho systému (1.5).

Definice 1.12 (Fundamentéalni matice).
Necht



1.3 VZTAH MEZI LINEARNT ROVNICE n-TEHO RADU A SYSTEM n LINEARNICH
DIFERENCIALNICH ROVNIC 17

je fundamentalni mnozina feseni homogenniho systému (1.7) na intervalu /. Matice

T11 Ti2 - Tin

To1 X2 - Top
(1) =

Tn1 Tp2 - Tpn

se nazyva fundamentalni matice systému na tomto intervalu.

Pro fundamentalni matici plati:

(1) = A()®(1). (1.11)

1.3 Vztah mezi linearni rovnice n-tého radu a systém n linear-
nich diferencialnich rovnic
Ukazeme si, jak lze libovolnou linearni diferencialni rovnici n-tého fadu prevést na lineadrni systém. Tato

v v 7 . . 7 ’ ta v v . v/ v v .. /v . 7
moznost prevedeni je velice vyznamna, nebot umoznuje pouzit veskerou vylozenou teorii taktéz k rovnicim
n-tého radu.
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Uvazujme linearni obyc¢ejnou diferencialni rovnici n-tého radu

U™ + ap (™Y 4 ag (DU 4 ag(t)u = b (t), (1.12)
kde koeficienty a,,_1(t),...,a1(t), ao(t) a nehomogénni ¢len b*(t) jsou spojité funkce na intervalu Z. Budeme
rovnici (1.12) transformovat na systém rovnic. Necht jsou y1, o, . . ., yn nové zavislé funkce, definované jako

N =u, Yy = Ul, Ys = U”, sy Yn = u(n—l)'
Timto piedpisem byl definovan vektor (yi, s, . .., y,). Pak je linedrni obyc¢ejné diferencialni rovnice n-tého
fadu (1.12) ekvivalentni systému
d
V= Aty +b(t), (1.13)
dt
kde
0 1 0 0 0
0 1 0 0
Alt) = : : : : e : )
0 0 0 0 e 1
—ao(t) —Q (t) —ag(t) —0,3(t) ce —an_l(t)
a

b(t) = (0,0,...,0,b*(t)".
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Podobné se ukéze, ze pocatecni problém

u™ + @ (Hu 4 ag (U + ag(t)u = b*(t),
u(to) = uy, u'(to) = ug, ..., u™ V(o) = uy,

je ekvivalentni pocatecni tloze
Yy =A(t)y +b(t), y(to) = yo,
kde
_ T
Yo = (ul,u2, e ,un)

(1.14)

(1.15)

Naopak lze pro kazdou slozku feSeni systému n linearnich diferencialnich rovnic nalézt diferencialni
rovnici nejvyse n-tého rfadu takovou, ze je tato slozka obecnym feSenim nalezené diferencialni rovnice.

Postup lze popsat slovy:

e Vybereme si rovnici na jejiz levé strané je prvni derivace hledané slozky feseni a tuto derivujeme. Do
pravé strany derivované rovnice dosadime pravé strany odpovidajicich derivaci v ptivodnim systému.
Ziskame tak rovnici na jejiz levé strané stoji druha derivace hledané slozky feseni a na pravé strané

linedrni kombinace nederivovanych slozek feseni.

e Tento postup jesté n — 1 krat opakujeme a ziskdme tak systém rovnic na jejichz jedné strané stoji
pouze derivace vybrané slozky feSeni a na druhé linearni kombinace nederivovanych slozek feseni.



1.3 VZTAH MEZI LINEARNT ROVNICE n-TEHO RADU A SYSTEM n LINEARNICH
DIFERENCIALNICH ROVNIC 20

e Takto ziskany systém, ktery je vzhledem nederivovanym slozkam feseni systémem linearnich (alge-
braickych) rovnic vyfesime a toto FeSeni ma pro zvolenou slozku FeSeni tvar hledané linearni diferen-
cialni rovnice nejvyse n radu.

Tato skutecnost ukazuje na ekvivalenci feseni systému n linearnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu
a TeSeni diferencialni rovnice nejvyse n-tého fadu. Tento postup nazyvame elimina¢ni metodou feSeni
systému n linearnich diferencidlnich rovnic prvniho rfadu. Obvykle postupujeme tak, Ze z jedné rovnice
urc¢ime jednu nezndmou jako funkci ostatnich neznamych a dosadime ji do zbyvajicich rovnic. Obdrzime
tak systém n—1 rovnic o n—1 nezndmych. V tomto sytému jsou ovsem i derivace vyssich fadi. Postup déale
opakujeme. Uvedeny postup je mozné s vyhodou pouzit na systém dvou linearnich diferenciélnich rovnic o
dvou neznamych.

Priklad 8. Naleznéte obecné feseni nehomogenniho systému

2y (t) = 2x(t)— xe(t) + 1-—2t+¢
h(t) = dxqy(t)— 3zo(t) — 4t + €

ReSeni: Z prvni rovnice uréime funkci z,(t)
?i(t) =221 (t) —2o(t) +1 =2t +e' =  x(t) = —2)(t) +22,1(t) + 1 — 2t + €' (1.16)
a dosadime ji do druhé rovnice:

—2(t) + 227 () — 2+ €' = dxy (t) — (=2} (t) + 221 (t) + 1 — 2t + e *) — 4t + ¢
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2/ (t) + 2} (t) — 221 (t) = 1 — 2t + 3¢’
Nejdrive stanovime obecné feseni rovnice homogenni pomoci charakteristické rovnice:
MNAA—2=0=) =1, =-2

a obecné feseni homogenni rovnice je y(t) = Cie’ +Coe2t. Partikularni feseni pomoci principu superpozice
predpovime ve tvaru:

Xi(t) = A+ Bt+Cte' = X{(t) = B+ Ce'(t + 1) = X{(t) = Ce'(t + 2).
Dosadime do rovnice a z rovnosti ur¢ime zatim neznamé konstanty:

Ce'(t+2)+B+Cel(t+1)—2+ = 1—2t— 3¢
B—2A—2Bt+3Ce = 1—2t+ 3¢,

Konstanty A = 0, B = 1, C' = 1 dosadime do pfedpovézeného tvaru partikularniho feseni a dostavame
obecné Teseni:
z1(t) = Cre’ + cpe™ + t(e! +1).

Toto feseni dosadime do (9) a ziskame i druhou slozku FeSeni ptivodniho systému:

To(t) = =i (t) + 22, (t) + 1 — 2t + €' =
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— (Cre! =20y e ™ +e'(t+ 1)+ 1) +2(Cre' + Coe ™ +t(e" + 1)) + 1 — 2t + €' = Cre + 4Cye™* + te'.

Obé slozky tvori feSeni systému a mlzeme je zapsat pomoci maticového zapisu:

(g )=a(2) e (B ()

Priklad 9. Naleznéte obecné feseni homogenniho systému

()= m(t)— w(D)+ ws(l)
oh(t) = —x(t)— xo(t)+ x3(t) .
z3(t) = mi(t)+ z2(t)+ w3(P)

ReSeni: Z prvni rovnice uréime funkci x5(t)
() = —x1(t) — za(t) + 23(t) = x3(t) = 21 (¢) — 21(t) + 22(¢)

a dosadime ji do druhé a treti rovnice:

Odec¢tenim prvni rovnice ke druhé ziskdme vyjadieni proménné x(t):

i (t) — 2} (t) — 221 (t) = 2x4().
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Dosazenim tohoto vyjadieni do rovnice dostavdme rovnici pouze pro proménnou z (t)
o' —a) =22 =2(2) — 221) = af —af — 42l + 42, =0. (1.17)
S vyuzitim kofenii charakteristické rovnice:
NN —dd+4=2 A =1, =23 =2
dostavame obecné feseni rovnice pro proménnou xq(t)
x1(t) = Cre' + Cye® 4 Cze™ .

Vsechny slozky tvori feseni systému a miizeme je zapsat pomoci maticového zapisu:

1(t) 1 1 1
) (t) = Cl —1 et + CQ 0 €2t + 05 2 e_2t.
23(t) ~1 1 ~1

Poznamka 1.13. Uvedeny postup snizuje pocet operaci ve srovnani s robustnim postupem, kdybychom
derivovali postupné derivovali dvakrat prvni rovnici a za derivace na pravé strané bychom dosazovali pravé
strany ptvodnich rovnic. Po té bychom rovnici 1.17 ziskali jako feSeni systému linearnich rovnic, ketré by
mély na pravé strané derivace proménné ().
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1.4 Soustavy linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimi
koeficienty - FfeSeni pomoci vlastnich vektort

V predchozim jsme ukézali, ze pro jednu slozku feSeni systému linearnich rovnic prvniho fadu s konstant-
nimi koeficienty je mozné nalézt linearni diferencialni rovnici n-tého fadu s kontaktnimi koeficienty takovou,
ze TeSeni této rovnice je slozkou feSeni pivodniho systému. V pfipadé systému s mélo proménnymi (2-3)
je mozné tzv. elimina¢ni metodou bez vétsich problémi nalézt feseni. Pro rozsdhlejsi systémy uvedeme
postup, pomoci kterého lze fesit soustavu linearnich diferencialnich rovnice s konstantnimi koeficienty po-
moci konstrukce tzv. vlastnich vektort. Metoda umoziuje nalézt n-tici linedrné nezavislych feseni soustavy.
Linearni kombinace téchto feseni da obecné feSeni soustavy. Pii pouziti metody budeme pracovat s cha-
rakteristickou rovnici a s jejimi kofeny. Cilem je sestavit obecné feseni v zavislosti na tom, jaké tyto koreny
jsou (realné, komplexni, nasobné).

1.4.1 1Idea feSeni

Zabyvejme se soustavou linearnich diferencialnich rovnice s konstantnimi koeficienty ve tvaru

v’ = Az, (1.18)
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kde A je realnd ¢tvercova matice s konstantnimi prvky, z = (21, 2o, ..., 2,)7 je vektorem hledaného feseni
s nezavisle proménnou ¢, tj. x = z(t). Pfedpokladejme, ze FeSeni soustavy (1.18) ma tvar

x = ve, (1.19)

kde A je vhodné ¢islo a v je vhodny konstantni vektor. Uvazujme pouze tzv. netrividlni feSeni z(t) # 0 na
R. Po dosazeni tvaru (1.19) do soustavy (1.18) dostavame

\veM = Ave™

coz lze postupnymi tipravami prevést na rovnici s jednim vyrazem e*:

(Av)e — (\v)eM = (A — AE)veM = o (1.20)

Kde FE je ¢tvercova jednotkova matice rozméru n x n a o je nulovy vektor. Ve vektorovém vztahu (1.20)
lze krétit vyrazem e’. Dostavame vztah
(A= AE)v = o, (1.21)

Tento vztah (1.21) nezavisi na proménné ¢ a je vztahem mezi konstantni matici A, neznamym (konstantnim)
vektorem v a hledanym ¢islem \. Soustava (1.21) je linearni algebraickou soustavou rovnic vzhledem ke
slozkdm vektoru v. Aby soustava (1.21) méla nenulové feseni v, musi byt jeji matice singularni, tedy plati

det(A — \E) = 0. (1.22)
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Rovnice (1.22) ma na levé strané polynom proménné A a je stupné n. Takto definovany polynom
p(A) :=det(A — \E) (1.23)

nazyvame charakteristickym polynomem a samotnou rovnici (1.22) nazyvame charakteristickou rov-

nici. Kofeny charakteristické rovnice nazyvame vlastni ¢isla matice A. Je-li A = X vlastnim ¢islem
matice A a vektor v = v je fesenim soustavy (1.21), tj. soustavy

(A= XE)U = o,

nazyvame vektor v vlastnim vektorem matice A (ktery piislusi vlastnimu ¢islu X) Pro kazdou dvojici
vlastniho ¢isla a odpovidajiciho vlastniho vektoru A, v je vektorova funkce

z = Texp(At)
jednim z FeSeni soustavy (1.18). Ze zdkladni véty algebry plyne, Ze takovychto vlastnich ¢isel je n, coz

odpovida poc¢tu hledanych linedrné nezavislych feseni, potiebnych pro fundamentalni feseni.

1.4.2 Pripad realnych nenasobnych kofenii charakteristické rovnice

V ptipadé, Ze ma charakteristickd rovnice (1.22) n navzdjem riznych vlastnich ¢isel, kterd jsou realna

Ao Ags s A (1.24)
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a vektory
V1,V2y...,Upn (125)

jsou jim odpovidajici vlastni vektory, je konstrukce obecného feSeni soustavy rovnic (1.18) jednoduché.
Snadno lze provérit, ze tato soustava vlastnich vektort je linedrné nezavisla. Pak z obecné teorie linearnich
soustav okamzité vyplyva tento vysledek:

Véta 1.14 (piipad nenasobnych vlastnich ¢isel). Mad-li matice A celkem n navzdjem rizngch vlastnich
¢isel (1.24), kterym odpovidagi vlastni vektory (1.25), potom n vektorovych funkci

v1 exp(Ait), ve exp(Aat), . . ., v, exp(Ayt) (1.26)

tvori fundamentalni systém feSeni soustavy rovnic (1.18). Obecné Tesent této soustavy lze vyjddrit ve
tvaru:
x(t) = Cvy exp(Ait) + Covg exp(Aat) + - - - + Cru, exp(Ant), (1.27)

kde Cv,Cs, ..., C, jsou libovolné konstanty.

Priklad 10. Metodou popsanou vyse urcete obecné feseni soustavy rovnic:

= 2z — 21,
! ! 2 (1.28)
Ty = —3T1 + 3Ta.
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ReSeni. Soustava (1.28) je specidlnim piipadem soustavy (1.18) pro n = 2 a matici

A= (_23 32> .
Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako feSeni charakteristické rovnice
det(A—AE) =0
tj. rovnice
-3 3-A

Tato jsou \; =0 a Ay = 5. Mizeme tedy Vétu 1.14. Hledame proto vlastni vektory, odpovidajici vlastnim
¢islim. Prvnim vlastni vektor

IQ_A -2 ‘:A2—5>\:O.

U1 = (Uu, U12)T>

odpovidajici vlastnimu ¢islu A; = 0 je libovolny nenulovy vektor, spliujici vztah

2 =2
(A= \E)v = (_3 5 ) “v = 0.
Oba tadky jsou linearné zavislé a pro soutadnice vlastniho vektoru plati

v — vz = 0
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a jedno nenulové feseni je napiiklad v; = (1,1)T. Reseni soustavy (1.28) odpovidajici tomuto vlastnimu
vektoru a vlastnimu ¢islu je
vi(t) = (L 1)".

Podobné u druhého vlastniho ¢isla Ay = 5 pro vlastni vektor vyl = (v, UQZ)T, odpovidajici vlastnimu ¢islu

/\2 =5 plati:
-3 =2
(A — )\2E>U2 = (_3 _2) + V2 = 0.

Tato soustava se redukuje na zavislost
—3U21 — 2’022 =0

a jedno jeji nenulové Teseni je napriklad
To(t) = (2, -3)T - ™.
Fundamentélni systém feseni soustavy (1.28) je tvofen dvojici linedrné nezavislych feseni
(L, a (2,-3)" . ¢

a jeji obecné feseni z(t) je ddno linedrni kombinaci

o) = G117 + Caf2 =37 = i (1) + € () e
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1.4.3 Pripad komplexnich nenasobnych vlastnich ¢isel

Necht mé charakteristickd rovnice (1.22) komplexni kofen
A=a+ -1,

kde i je komplexni jednotka. Potom je kofenem charakteristické rovnice i ¢islo komplexné sdruzené s
kofenem A:

A=a—/F-i.

Analogicky vlastni vektor odpovidajici vlastnimu ¢islu A v je komplexné sdruzeny s vektorem odpovidaji-
cimu komplexné sdruzenému s ptivodnim vlastnim ¢islem tedy plati

(A= XEWw =04 (A—\E)T = o. (1.29)
To tedy znamena, ze je-li vektor
x(t) = vexp (At)

feSenim soustavy (1.18), pak je také vektor

Z(t) = vexp (At)
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feSenim této soustavy. misto této dvojice komplexné sdruzenych funkci budeme v redlném oboru pracovat
s jejich linearnimi kombinacemi, které budou realné

yi(t) = Rez(t) =
(1.30)

(x(t) = z(1)) .-

p(t) = Tma(t) =
Tato dvé realna feseni Rex(t) a Imz(t) jsou linearné nezavisla.

Véta 1.15 (komplexni nendsobna vlastni ¢isla). Je-li komplexni ¢islo X\ = a+ [ -1 vlastnim ¢islem matice
A a je-li v odpovidajici vlastni vektor, pak ma soustava (1.21) dvé linedrné nezdvisla a redlnd vesend y;(t)

a y2(t) dand vztahy
n(t) = Re wexp (M),

(1.31)
xo(t) = TIm [vexp (At)].
Priklad 11. Urcete obecné feSeni soustavy rovnic:
Ty = 2m + 2, (132)

rh = —11 + 2.
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ReSeni. Soustava (1.32) je specidlnim piipadem soustavy (1.18) pro n = 2 a matici

(),

Urc¢ime vlastni ¢isla matice A z charakteristické rovnice
2—X 1
-1 2-=A
Hledana vlastni ¢isla jsou komplexni: Ay = 2417 a Ay = 2—1, coz dvojice komplexné sdruzenych vlastnich
¢isel. Proto vyuzijeme Vétu 1.15.
Uréeme nyni vlastni vektory, odpovidajici prvnimu vlastnimu ¢islu. Vlastni vektor v; = (vy1,v19)7,
odpovidajici vlastnimu ¢islu A = 2 + ¢ je libovolny nenulovy vektor, spliiujici vztah

o= (A—\E)v = (__f 1) -V = 0..

0 =det(4 — \E) = =N AN 45=A—2—0)(A—2+1)

—i
Prvni fadek je i-nasobkem druhého, proto se soustava redukuje na jediny vztah
—iUH + Vg = 0
a jedno nenulové feSeni miiZeme volit napi. v; = (1,7)7. Reseni soustavy (1.32) odpovidajici tomuto

vlastnimu vektoru a vlastnimu ¢islu je

2(t) = (21(8), 22(t)) = (1,)7 - P = (1,)7 - e*(cost + isint) = e - ( cost + ’Smt) .

—sint +7cost
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Pomoci vztaht (1.30) nebo (1.31) nyni uréime dvojici linearné nezavislych realnych feseni, tj. redlny
fundamentalni systém y;(t), y;(t) soustavy (1.32):

n(t) = Rea(t) = = (alt)+7(t) = ( t)

—sint

1
3
() = Tma(t) = o (alt) (1)) = (t)

cost

Obecné Feseni z(t) soustavy (1.32) je dano linedrni kombinaci

2(t) = Oy (1) + Coma(t) = Cre® - ( cos 3t) L Opet . (511115)

—sin 3t cost

s libovolnymi konstantami C; a Cs. O

V nasledujicim ptikladé si ukézeme, ze pfi hledani feseni systému, ktery nemé nasobna vlastni ¢isla,
budeme obé véty kombinovat. Postup jiz nebudeme detailné rozepisovat.

Priklad 12. Urcete obecné feseni soustavy rovnic:

r = —21‘1 + 55(72, — 5ZL'3
xh = — Ty + 2x3, (1.33)

Ty = r1 — 3xy + 4duzs.
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Reseni. Soustava (1.33) je specidlnim piipadem soustavy (1.18) pro n = 3 a matici
-2 5 =5
A= 0o -1 2
1 -3 4
Urcime vlastni ¢isla matice A z charakteristické rovnice

—2-\ 5 —5
O=det(A—AE)| 0 —1—-X 2 [==X+X-A+1=—A-DN+1]=0.
1 -3 4

Hledané koreny charakteristické rovnice jsou \; = 1, Ay =7 a A3 = —i jsou tfi nenasobna a rtzna vlastni
¢isla. Jedno realné a dvé komplexné sdruzend. Proto pfi hledani obecného feSeni soustavy (1.35) vyuzijeme
v pripadé kofene A\; = 1 Vétu 1.14 a v pripadé komplexné sdruzenych kofentt Ay =i a A3 = —i vyuzijeme
Vétu 1.15.

Hledejme vlastni vektory, odpovidajici vlastnim ¢islim. Prvni vlastni vektor

v = (11, U1277113)T>
odpovidajici vlastnimu ¢islu A; = 1 je libovolny nenulovy vektor, spliujici vztah

(A= ME)v; =o.
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Jeho rozepsanim dostéavame soustavu

-3 5 =5
0 -2 2 V1 =0
1 -3 3

Soustava ma nekonec¢né mnoho feseni, je-li prvni proménna nulova a druha rovna tieti. Jedno takové
nenulové feseni je napiiklad v; = (0,1,1)7. ReSeni soustavy (1.33) odpovidajici tomuto vlastnimu vektoru

a vlastnimu cislu je
ZEl(t) = (l’ll(t),xlg(t), $13<t)> = (O, ]_, 1)T . et.

Druhy vlastni vektor v = (v1, v2,v3)T, odpovidajici vlastnimu &slu A = i je libovolny nenulovy vektor,

splnujici vztah
—2—1 5 -5

o= (A= AE)v= 0 —1—-7 2 SV = o0..

1 -3 44—
Pri¢teme-li k prvnimu fadku tieti fadek vynasobeny ¢islem 2 + ¢ dostavame
0 —1—-3i 4+

0 —1-—2 2 -V = 0.
1 -3 4 —1
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Déle pri¢téme k prvnimu fadku -(2+i) ndsobek druhého fadku a ziskdme

0 0 0
0 —1—12 2 -V = 0.
1 -3 4 —q

Nyni snadno uréime jedno nenulové feseni. Je jim napiiklad vektor vy = (1 — 3i,2,1 + i)T. Reeni sou-
stavy (1.33) odpovidajici tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu éislu je

z(t) = (v1(t), 22(t), v3(t)) = (1 — 3i,2,1 + )" - (cost +isint) =
cost + 3sint + i(sint — 3 cost)
2cos+2isint
cost —sint + i(sint + cost)

Pomoci vztahit (1.30) nebo (1.31) nyni uréime dvojici linearné nezavislych realnych feseni xo(t), z3(t)
soustavy (1.33), odpovidajicich komplexnimu FeSeni xo(?):
cost + 3sint
(x(t) +Z(t)) = 2cost :
cost —sint

ya(t) = Rea(t) =

N

1 sint — 3cost
ys(t) = Imas(t) = —(z(t) —7(t)) = 2sint
21 )
sint + cost
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Fundamentélni systém Tfeseni soustavy (1.33) je tvofen trojici linedrné nezavislych feseni

0 cost + 3sint sint — 3cost
e (1], 2cost , 2sint
1 cost —sint sint + cost

Jeji obecné feSeni x(t) je dano linedrni kombinaci

0 cost + 3sint sint — 3cost
x(t)=Cre' | 1] + 2cost + Cj 2sint
1 cost —sint sint + cost

s libovolnymi konstantami C, Cs a Cs.

Shrnuti

Tento tutorial byl vénovan fesSeni linearnich systémii obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu s
konstantnimi koeficienty. Ukazali jsme metodu elimina¢ni, ktera spociva v prevodu tohoto systému na jednu
rovnici, ale n-tého radu. Dale jsme pomoci kofenti charakteristické rovnice a vlastnich vektori zkonstruovli
fundamentalni systém feseni, jestlize matice neobsahovala nasobné vlastni ¢isla. Metoda konstrukce se lisila

v zavislosti na tom, zdali kofeny byly realné ¢i komplexni.
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1.4.4 Resené piiklady
Priklad 13. Urcete obecné feSeni soustavy rovnic:
= x — xy + w3,
1.12 = —x1 — X2 + 3, (134)
Ty = x + x2 + w3
Reseni. Soustava (1.34) je specidlnim pifpadem soustavy (1.18) pro n = 3 a matici
1 -1 1
A=1-1 -1 1
1 11
Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako feSeni charakteristické rovnice
det(A—AE) =0
tj. rovnice
1—A -1 1
-1 —-1-X 1 |= (poupravé) = —-A—1)(A—=2)(A+2)=0.
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Jeji kofeny (a tedy hledana vlastni ¢isla) jsou \y = 1, Ay = 2 a A3 = —2. Méame tii redlnd a rtizna vlastni
¢isla. Proto mtzeme pii hledani obecného FeSeni soustavy (1.34) opét vyuzit Vétu 1.14.
Hledejme vlastni vektory, odpovidajici vlastnim ¢islim. Prvni vlastni vektor

v1 = (v11, U127’013)Ta
odpovidajici vlastnimu ¢islu A; = 1 je libovolny nenulovy vektor, splnujici vztah
(A — >\1E)’U1 = 0.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu

0 -1 1
-1 -2 1 U1 = 0.
1 10

Prvni radek matice soustavy je souctem druhého a tietiho radku. Proto lze soustavu redukovat na

—vi1 — 2vi2 + vz = 0,

V11 + V12 =0

a jedno nenulové feseni je napitklad v; = (—1,1,1)7. ReSen{ soustavy (1.34) odpovidajici tomuto vlastnimu
vektoru a vlastnimu ¢islu je

ZL’l(t) = (ﬁll(t), xlg(t),ﬁlg(t)) = (—1, 1, 1)T . et.
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Druhy vlastni vektor vy = (vgl,vgg,vgg)T, odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay = 2 je libovolny nenulovy
vektor, splnujici vztah

(A= XNE)vy =o.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu

-1 -1 1
-1 -3 1] -vy=o0.
1 1 -1

Treti fadek matice soustavy je opacnym prvnim rfadkem a soustavu lze redukovat na

—Vg1 — U + o3 = 0,
— 27)22 =0

a jedno nenulové Teseni je napifklad v, = (1,0,1)T. ReSen{ soustavy (1.34) odpovidajici tomuto vlastnimu
vektoru a vlastnimu ¢islu je

2o(t) = (221(1), 2a0(t), T3(t)) = (1,0,1)T - .

Piejdéme k nalezeni posledniho vlastniho vektoru vs = (vs1, 32, v33)T, odpovidajiciho vlastnimu &islu
A3 = —2. Je to libovolny nenulovy vektor, spliujici vztah

(A - )\3E)U3 = 0.
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Jeho rozepsanim dostéavame soustavu

* VU3 = 0.

= W
—_
LW = =

Pfi¢tenim dvojnasobku druhého fadku k prvnimu dostavame tieti fadek matice soustavy. Soustavu lze tedy

redukovat na tvar
dusr — v + w3z = 0,

—v31 + v + wvyz = 0

a jedno nenulové Feseni je napifklad v3 = (—1,—2,1)T. Reseni soustavy (1.34) odpovidajici tomuto vlast-
nimu vektoru a vlastnimu ¢islu je

23(t) = (w31(t), 32(t), 233(1)) = (=1, =2, 1)" -2
Fundamentélni systém feseni soustavy (1.34) je tvofen trojici linedrné nezavislych feseni
(-1, 1, D)7 e (1,0,1)T-e* a (—1,-2,1)T .
a jeji obecné Feseni x(t) je dano linedrni kombinaci

z(t) = C (=1, 1,17 et + Cy(1,0, 1) - e + Cy(—1,-2,1)T - 072 =
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—1 1 —1
il 1)+ (0] 2405 -2 7
1 1 1

s libovolnymi konstantami C7, Cy a (3. Na zavér jesté rozepisme posledni vztah po slozkach. Protoze
z(t) = (z1(t), x2(t), 23(t))", mame

l‘l(t) = — C’let + Cze% — 0387215,
I’Q(t) = Clet — QCge_Zt, (135)

xg(t) = Clet + CQGQt + Cge_%.
O

Priklad 14. Naleznéte feSeni soustavy rovnic (1.34) spliiujici podminku
z(0) = (1,0, —1)7. (1.36)

ResSeni. Obecné feseni této soustavy jiz bylo nalezeno v piikladu 13. Nyni je potfeba vybrat konstanty
C1, Cy a (5 tak, aby platil vztah

1 -1 1 -1
O =C| 1]+C|0]+C5(—2
-1 1 1 1
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Zapiseme posledni soustavu ve tvaru

-y + C, — (O3 = 1,
Cl - 203 = 07
¢, + Cy + (O3 = -1
Jediné Teseni této soustavy je
2 1
Ci=—, C3=0, C3=—-.
1 3 ) 2 3 3
Po dosazeni téchto hodnot napiiklad do vztahi (1.35) dostavame jediné feSeni spliiujici podminku (1.36):
2 1 _
T1 (t) = §et + ge 2t,
2 4 _
) (t) = — get -+ ge Zt,
2 1 _
I3 (t) = — get — ge 2t
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