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Metoda vlastnich ¢isel a zobecnénych vektort pro

systémy LDR s konstantnimi koeficienty:.
Weyrova metoda
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0.1 Reseni systémtt LDR pomoci zobecnénych vektorti — Wey-
rova metoda

V minulém tutoridlu jsme se zabyvali soustavou linearnich diferencialnich rovnice s konstantnimi koeficienty.
' = Ar, (1)

kde A je redlnd ¢tvercovd matice s konstantnimi prvky, * = (x1,2s,...,2,)" a tento vektor je vektorem
hledaného feSeni, zavisejiciho na (nezavislé) proménné ¢, tj. z = x(t). Za predpokladu, Ze feSeni soustavy (1)
ma tvar

r = vexp(At), (2)
kde A je vhodné redlné nebo komplexni ¢islo a v je vhodny (redlny ¢i komplexni) konstantni vektor jsme
odvodili:

(Av) exp(At) — (Av) exp(At) = (A — AE)vexp(At) = o, (3)

ve kterém je E ¢tvercova jednotkova matice rozméru n X n a o je jiz zminény nulovy vektor. Po vykratceni
vyrazem exp(At) jsme dostali vztah

(A—AE)v =o, (4)

Z teorie linedrnich soustav vyplyva, ze soustava (4) bude mit nenulové feseni v pouze tehdy, kdyz bude jeji
matice singularni. Musi tedy byt
det(A — A\E) = 0. (5)
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Rovnice (5) je polynomialni rovnici (stupné n) vzhledem k A. Obecné mé rovnice (5) celkem n kofeni,
jestlize kazdy kofen pocitame tolikrat kolik je jeho nasobnost. V minulém tutorialu jsme fesili pripad re-
alnych a navzajem riznych kotfent charakteristické rovnice a pripad komplexnich nenasobnych vlastnich
¢isel. Abychom mohli uvedenou metodu pouzit na kazdy systém s konstantnimi koeficienty musime vyresit
i pripad nasobnych vlastnich ¢isel. Bylo ukazano, ze v pfipadé nenasobnych korenti jsme nasli ke kazdému
kofeni jedno realné feseni, ktera jsou linearné nezavisla. Komplexni koreny lze usporadat do dvojic kom-
plexné sdruzenych kofenti a této dvojici se prifadi také dvojice linedrné nezavislych realnych reseni. V
ptipadech, kdy jsou kofeny charakteristické rovnice (3) nésobné je konstrukce fundamentéalniho systému
komplikovanéjsi. Ke kazdému nasobnému vlastnimu ¢islu A musime nalézt presné tolik linedrné nezavis-
Iych TesSeni, jaka je jeho nasobnost. Mezi témito feSenimi jsou feseni v predpokladaném tvaru, tj. feSeni ve
tvaru (2). MiZe se ovSem stat, pocet vlastnich vektort k nasobnému vlastnimu ¢islu (geometricka nasob-
nost) je mensi nez jeho nasobnost jako kofenu charakteristické rovnice (algebraicka nasobnost). Postup jak
tuto komplikaci Tesit popiseme obecné a budeme je ilustrovat pro realné koreny. Pro nasobné komplexni
kofeny postupujeme podobné jako v piipadé nenasobnych komplexnich ¢isel dostaneme i v tomto pripadé
dvojice komplexné sdruzenych vektortd a tedy dvojice realnych vektori, které jsou realnymi a imaginar-
nimi ¢astmi komplexnich feseni. Uvedme nyni postup, vedouci k nalezeni fundamentalniho systému feseni
soustavy (1).
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0.1.1 Zobecnéné vlastni vektory

Vektor v nazyvame zobecnénym vlastnim vektorem hodnosti r, odpovidajici vlastnimu ¢islu A, jestlize

plati
(A= AE)v=o0 (6)

(A= XE)Y v #o. (7)

Je-li dan zobecnény vlastni vektor v hodnosti r, odpovidajici vlastnimu ¢islu A, pak k nému definujeme
odpovidajici Fetézec zobecnénych vlastnich vektoru

U1,V2;, .., Ur (8)
délky r takto:
(v, = v,
U1 = (A=AE)u, = (A—AE)v,
Vo = (A=AE)u,_1 = (A—A\E)%, 9)
L V1 = (A — )\E)UQ = (A — )\E)T_IU.

Poznamenejme, 7Ze z uvedené podminky (6) okamzité vyplyva, ze vektor v; v Fetézci (8) je vlastnim
vektorem odpovidajicim vlastnimu ¢islu A, nebot dle (7) a (9) je vy # o a dle (6) je (A — AE)v; = o.



0.1 RESENI sYsTEMU LDR POMOCI ZOBECNENYCH VEKTORU — WEYROVA METODAD

Jednomu vlastnimu ¢islu mtze odpovidat nékolik rtznych fetézcli, které mohou mit rizné délky. Bez
dikazu uvedme nasledujici poznatky o zobecnénych vlastnich vektorech (piislusné dikazy k témto a k
dal§im poznatkim jsou obsaZeny v nékterych ucebnicich algebry).

Véta 0.1. Vsechny vektory tetézce (8) jsou linedrné nezdvislé. Odpovida-li jednomu vlastnimu ¢islu né-
kolik zobecnenych vlastnich vektoru, které nejsou linedrne zdwvislé, pak je mnoZina vektori tvorend vsemi
prislusnymi retézci linedrné nezdvislou mnozinou. Soucet délek vsech linedrné nezdvislych Tetézci odpovi-
dagicich danému vlastnimu cislu je roven jeho nasobnosti. Zobecnéné vlastni vektory odpovidajici ruznym
vlastnim cislim jsou linedrné nezdvislé.

0.1.2 Metoda vlastnich vektoru - konstrukce fundamentalniho systému

Poznatky uvedené ve Véte 0.1 jsou teoretickym zakladem garantujicim spravnost a tiplnost nize uvedeného
postupu konstrukce fundamentalniho systému feSeni soustavy (1). Pfedpokladejme, Ze A je vlastni ¢islo
matice A, vektor v je zobecnénym vlastnim vektorem hodnosti s a (8) je odpovidajici fetézec vlastnich
vektort. Jak bylo uvedeno vyse, plati

(A= AE)v; =o. (10)

Jinymi slovy, vy je vlastni vektor matice A, pfislusejici vlastnimu ¢islu A. Proto je vektor

yp = v (11)
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fesenim soustavy (1). Definujme vektor
Yo = (it + vg)eM (12)

a ukazme, Ze je FeSenim soustavy (1). Skuteéné, pomoci vztaht (9) (ze kterych mj. vyplyva (A—AE)vy = vy,
tj. Ave = Avg +v1) a (10) (tj. Av; = Avy) dostavame

Yo = [(Ult + vg)e’\t}/ = v + ANurt + v)e™ = [(Avgt) + Aoy + 1] M =
t (Aore™) 4+ (Avy + v1)e = ¢ (AvyeM) + Avpe™ =
A(vit 4 vy) e = Ays.

Tim je tvrzeni, Ze vektor ys je feSenim soustavy (1) provéfeno. Definujme dalsi vektor

1)
t2
Y3 = (Ul . 5 + ’Ugt + ’U3> e)‘t

a také ukazme, Ze je FeSenim soustavy (1). Dostavame (kromé vySe uvedenych vztahi pouZijeme jesté
Al}g = )\Ug + UQ)

2 '
yé = |:<1}1 . 5 + vt + Ug) e’\t} = (Ult + UZ) eAt‘f‘

t2 t?
A (vl ) + vot + Ug) M = ()\vl i) + (Avg +v1) t+ (Avs + vg)> M =
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t2
3 (AvieM) + t(Avy + v1)eM + (Avs + va)e =
t2
£ (AvleM) + tAvgeM + Avse =

t2
A (’015 + Ugt -+ U3> e)‘t = Ayg

Podobnym zptisobem konstruujeme dalsi vektory az po vektor

tr—l tr—Q v
= . . ... 1t N .
Y (vl (7"—1)!+UQ (r—2)!+ + Ur_1 —|—v>e

Protoze jsou vektory fetézce (8) dle Véty 0.1 linedrné nezavislé a

yl(o) = U17y2(0) = Vg, ... 7y7“(0) = U,
jsou vektory
yl(t)a yQ(t)a s 7yr(t) (13)
také linedrné nezavislé. Ziskali jsme tedy s linearné nezavislych feseni (13) soustavy (1).
Véta 0.2. Mnozina vsech vektori (konstruovangch vyse uvedengm zpisobem) odpovidajicich vsem vlastnim

cislum a vsem jim odpovidajicim Tetézcum zobecnényjch vlastnich vektori tvori fundamentalni systém
soustavy (77).
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Stranou jsme prozatim nechali otazku kolik zobecnénych vlastnich vektori odpovida nasobnému vlast-
nimu ¢éislu A\. Odpovéd na ni vyplyva z teorie algebraickych linedrnich systémi a je obsazena v nésledujici
vété. Ozna¢me hodnost matice

A—-)\E (14)

pismenem h a jeji nulitu pismenem v, kde v =n — h.

Véta 0.3. Pocet zobecnenych vlastnich vektoru odpovidagicich ndsobnému vlastnimu cislu X je roven nulité
v matice (14).

[lustrujme popsany postup nékolika priklady.

Priklad 1. Urcete obecné feseni soustavy rovnic:

r, = T + o — xs,
rh = —11 + xy — I3, (15)
rh = — xy + 2x3.

Reseni: Soustava (15) je specidlnim pifpadem soustavy (??) pro n = 3 a matici

1 1 -1
A=1-1 1 -1
0o -1 2
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Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako Feseni charakteristické rovnice
det(A—AE) =0

tj. rovnice
1—A 1 —1
~1 1-X —1|= (potpravé) = —(A—1)*(A—2)=0.
0 -1 2=

Vlastni ¢isla jsou: nenasobné cislo Ay = 2 a dvojnasobné ¢islo Ay = A3 = 1. Hledejme vlastni vektory,
odpovidajici vlastnim ¢islim. Prvni vlastni vektor

Uy = (Un, U12,U13)T>
odpovidajici vlastnimu ¢islu A; = 2 je libovolny nenulovy vektor, splnujici vztah
(A= MNE)v, =o.
Jeho rozepsanim dostavame soustavu

-1 1 -1
-1 -1 —-1] - -v;=o0.
0 —1 0
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Druhy rfadek matice soustavy je linedrni kombinaci prvniho a tietiho fadku. Proto 1ze soustavu redukovat

na
V11 + vz = 0,

V12 =0

a jedno nenulové fegeni je napifklad v; = (—1,0,1)7. ReSeni soustavy (15) odpovidajici tomuto vlastnimu
vektoru a vlastnimu ¢islu je

l’l(t) = (Z‘H(t), Jflg(t),xlg(t)) = (-1, O, l)T : e2t.

Druhy vlastni vektor vy = (va1, vz, v23)T, odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay = 1 je libovolny nenulovy
vektor, splnujici vztah
(A — /\QE)’UQ = 0.

Jeho rozepsanim dostéavame soustavu

0 1 -1
-1 0 —-1] -v=o0. (16)
0 —1 1

Snadno lze ovéfit, ze matice soustavy (16) ma hodnost h = 2 a nulitu ¥ = 3 — 2 = 1. Vlastnimu ¢islu
Ao = 1 tedy bude odpovidat jeden zobecnény vlastni vektor hodnosti » = 2. Tteti fadek matice soustavy
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je opa¢nym prvnim fadkem a soustavu lze redukovat na

vya — v = 0,

V21 + w3 = 0

a jedno nenulové feSeni je napiiklad vy = (—1,1,1)T. Jedno z feseni soustavy (15) odpovidajici tomuto
vlastnimu vektoru a vlastnimu ¢islu je

l’g(t) = (Igl(t), ZL’QQ(t),Igg(t)) = (—17 1, 1)T . et.

Vytvorme fetézec zobecnénych vlastnich vektori, odpovidajicich uvazovanému vlastnimu ¢islu. Hledejme
nenulovy vektor
T
v3 = (V31, V32, 33)"

splnujici vztah
(A - >\3E)Ug = V3.

Jeho rozepsanim dostéavame soustavu
0 1 -1 -1

—1 0 —1 V3 =
0 —1 1 1
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Prvni a tieti fadek jsou linedrné zavislé. Soustavu lze tedy redukovat na tvat

vzg — w3z = —1,

—U31 — vz = 1

a jedno nenulové feseni je napiiklad v3 = (—2,0,1). Dalsi feseni soustavy (15) odpovidajici vlastnimu
¢islu Ay =1 je

23(t) = (w31(t), w32(t), w33(t)) = (vot +v3) - &' = ((—1, L)%t + (-2,0, l)T) el

Vsechna t¥i feseni soustavy (15) tvori fundamentélni systém feseni. Obecné feSeni je dano linedrni kombinaci

z(t) = C1(=1,0,1)7 - e + Cy(—1,1, 1) - e+

Cy ((-1,1,1)"t+ (=2,0,1)") - ¢' =
~1 ~1 —1 —2
Ci[ 0] -e¥+Co| 1| -e+C4 1lt+| 0o} ] €
1 1 1 1

s libovolnymi konstantami C;, Cy a Cj.
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0.1.3 Shrnuti kapitoly

Tato kapitola byla vénovana feSeni linearnich systémi obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu s
konstantnimi koeficienty. Pomoci kofenii charakteristické rovnice byly sestaveny vlastni vektory a byl zkon-
struovan fundamentalni systém feseni. Metoda konstrukce se lisila v zavislosti na tom, zdali kofeny byly
realné ¢i komplexni a nasobné ¢i nenasobné. V pripadé nasobnych korent se néktera feseni lisila od ptivodné
predpokladaného tvaru. Vzdy vsak jedno z feSeni tento tvar mélo.

0.1.4 ResSené priklady

Priklad 2. Urcete obecné feseni soustavy rovnic:

= x — x2 + x3,
.73,2 = —x1 — X2 + 3, (17)
Ty = T + x2 + w3

Reseni: Soustava (17) je specidlnim pifpadem soustavy (1) pro n = 3 a matici

A=|-1 -1 1
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Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako Feseni charakteristické rovnice

det(A—AE) =0
tj. rovnice
1—A —1 1
-1 —-1-X 1 |= (poupravé) = —-A—=1)(A=2)(A+2)=0.
1 1 1—A
Jeji kofeny (a tedy hledana vlastni ¢isla) jsou A\ = 1, Ay = 2 a A3 = —2. Méame tfi redlnd a rtizna vlastni

¢isla. Proto mtzeme pii hledani obecného FeSeni soustavy (17) opét vyuzit Vétu ?7.
Hledejme vlastni vektory, odpovidajici vlastnim ¢islim. Prvni vlastni vektor

v = (11, U1271113)T>
odpovidajici vlastnimu ¢islu A; = 1 je libovolny nenulovy vektor, splnujici vztah
(A= ME)v =o.

Jeho rozepsanim dostéavame soustavu
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Prvni radek matice soustavy je souctem druhého a tietiho radku. Proto lze soustavu redukovat na
- — 2v2 + vz = 0,

U117 + V12 =0

a jedno nenulové fegeni je napiiklad v; = (—1,1,1)7. Reseni soustavy (17) odpovidajici tomuto vlastnimu
vektoru a vlastnimu ¢islu je

21(t) = (211(8), 212(t), 113(8)) = (=1,1,1)T - ¢

Druhy vlastni vektor vy = (va1, vz, v23)T, odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay = 2 je libovolny nenulovy
vektor, splnujici vztah
(A — /\QE)UQ = 0.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu

-1 -1 1
-1 -3 1] - -v9=o0.
1 1 -1

Treti fadek matice soustavy je opacnym prvnim rfadkem a soustavu lze redukovat na

—v21 — U + v = 0,
— 2U22 =0
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a jedno nenulové feSeni je napiiklad v, = (1,0,1)7. Reseni soustavy (17) odpovidajici tomuto vlastnimu
vektoru a vlastnimu ¢islu je

[EQ(Zf) = (l‘gl(t), ZL’QQ(t), 1'23(t)) = (]_, 07 1)T . 6%.

Ptejdéme k nalezeni posledniho vlastniho vektoru vy = (vs1, vsg, U33)T, odpovidajiciho vlastnimu ¢islu

A3 = —2. Je to libovolny nenulovy vektor, spliiujici vztah
(A - /\3E)’03 = 0.
Jeho rozepsanim dostavame soustavu
3 -1 1
-1 1 1) -v3=o.
1 1 3

Pri¢tenim dvojnasobku druhého fadku k prvnimu dostavame tieti fadek matice soustavy. Soustavu lze tedy

redukovat na tvat
Jusp — w3 + vz = 0,

—v31 + v + vz = 0

a jedno nenulové feseni je napiiklad vs = (—1, —2,1)T. Reseni soustavy (17) odpovidajici tomuto vlastnimu
vektoru a vlastnimu ¢islu je

23(t) = (231(8), w32 (t), w33 (t)) = (=1, —2,1)T - &2,
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Fundamentélni systém feSeni soustavy (17) je tvofen trojici linedrné nezavislych FeSeni
(-1, 1, D)7 e (1,0,1)T-e* a (—1,-2,1)T .
a jeji obecné feseni x(t) je ddno linedrni kombinaci

z(t) = Ci(=1,1,1)T e + Co(1,0,1)7 - e + C5(—1,-2,1)T - e =

—1 1 —1
& 1] -er+C 0] -e2+C5 | —2] -
1 1 1

s libovolnymi konstantami C7, Cy a (3. Na zavér jesté rozepisme posledni vztah po slozkach. Protoze
2(t) = (21(t), 22(t), 23(t))", méme

1 (t) = — C’let + Cg@Qt — 0387%,
1o(t) = Cet — 20C3e %, (18)
XT3 (t) = Cl et + Cge2t + Cge_Zt .

Pfiklad 3. Naleznéte feSeni soustavy rovnic (17) spliiujici podminku

z(0) = (1,0, —1)7. (19)
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Reseni: Obecné feseni této soustavy jiz bylo nalezeno v pifkladu 2. Nyni je pot¥eba vybrat konstanty
C1, Cy a (5 tak, aby platil vztah

1 -1 1 -1
0 =0 11 +C (0] +C5 | -2
-1 1 1 1
Zapisme posledni soustavu ve tvaru
-, + Cy — O3 = 1,
Cl - 203 - O,
¢, + G, + (O3 = —1.
Jediné Teseni této soustavy je
2 1
Ci=—-, C3=0, C3=—+.
1 3 2 3 3
Po dosazeni téchto hodnot napiiklad do vztaht (18) dostavame jediné FeSeni spliiujici podminku (19):
2 1 _
l’l(t) = get + ge 2t,
2 4
o= Lt * -2t
xo(t) 3° + 3¢
2 1
r3(t) = — —et — —e*
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Priklad 4. Urcete obecné feSeni soustavy rovnic:

/
ry =  2m 4+ xz2 + w3,
xhy = —2ry — Ty — 23,
/
Ty = Ty + x3 + 2z3.

Reseni: Soustava (14) je specidlnim pifpadem soustavy (1) pro n = 3 a matici

2 1 1
A=[-2 -1 =2
1 1 2

Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako Feseni charakteristické rovnice
det(A—AE) =0

tj. rovnice
2—-A 1 1
-2 —1—-X =2 |= (poupravé) = —(A—1)>=0.
1 1 2—-A

Vlastni ¢islo je jen jedno: A = A1 23 = 1 a je trojnasobné.
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Hledejme odpovidajici vlastni vektor
v = (11, U12,’013)T-

Bude jim libovolny nenulovy vektor, spliujici vztah

(A= AE)v; =o.
Jeho rozepsanim dostavame soustavu
1 1 1
-2 =2 =2|-v=o. (21)
1 1 1

Snadno lze ovéfit, zZe matice soustavy (21) méa hodnost h = 1 a nulitu v = 3 — 1 = 2. Vlastnimu ¢islu
tedy budou odpovidat dva linedrné nezavislé vlastni vektory. Jsou jimi napiiklad vektory v/* = (—1,0,1)7
a v = (0,1,—1)T. Jeden z vlastnich vektorii viak musi byt zobecnénym vlastnim vektorem hodnosti 2.
Bude to takovy vektor, pro ktery existuje netrivialni feseni vy jedné ze soustav

(A= AE)vy, = v/, i1=1,2. (22)

Snadno ovéfime, ze kazda soustava (22) ma pouze trividlni feseni vy = (0,0,0). Vybér vlastnich vektort
v¥*, i = 1,2 tedy neumoziuje najit nenulovy vektor vy, pfestoZe dle teoretickjch poznatkii takovy vektor
musi (je-li prava strana vhodné zvolena) existovat.
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Pokusme se vybrat pravou stranu v soustavé (22) tak, aby nenulovy vektor vy existoval. Libovolné
linearni kombinace
O“)ll* 4 51)12*

je opét vlastnim vektorem (ktery je pro a? + 5% # 0 nenulovy). Jinymi slovy - tato linedrni kombinace je
obecnym FeSenim soustavy (21). Pokusme se uré¢it parametry « a 3 tak, aby soustava

(A—AE)v, = av}* + Bof (23)

méla nenulové feSeni. Aplikaci Frobeniovy véty (hodnost matice soustavy se rovnd hodnosti matice
rozsifené) ihned dospivame k pozadavku o = /2. Volme napiiklad f = 2, @ = 1 a misto puvodni dvojice
vlastnich vektort v/*, i = 1,2 definujme novou dvojici

1 1% 2 1 2k T
v =v, v = 4207 = (—1,2,-1)".

Soustava
(A= XE)vy, = vl (24)

mé netrivialni feSeni vy = (—1,1, —1). Fundamentalni systém Tfeseni soustavy (14) je tvofen trojici vektorii
—1 —1 —1 —1

0] ¢, 2] -, 1]+ 2] ¢t] €.
1 —1 —1 —1
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Obecné feseni je dano linearni kombinaci

l‘l(t) = —(Cl + CQ + Cg) . et - Cgt . et,
.Tg(t) = (202 + 03) : et + 203t . et7
.Z'g(t) = (Cl — Cg — 03) : et — Cgt . et.

s libovolnymi konstantami C;, Cy a Cj.
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0.2 Reseny priklad pomoci programu MAPLE
Uvedeny postup je realizovan pomoci matematického programu MAPLE v klasickém sesiteé.

>with(linalg);
>assune(a, real);assune(t,real);
[ BlockDiagonal, GramSchmidt, JordanBlock, LUdecomp, QRdecomp, Wronskian,

addcol, addrow, adj, adjoint, angle, augment, backsub, band, basis, bezout,
blockmatrix, charmat, charpoly, cholesky, col, coldim, colspace, colspan, companion,
concat, cond, copyinto, crossprod, curl, definite, delcols, delrows, det, diag, diverge,
dotprod, eigenvals, eigenvalues, eigenvectors, eigenvects, entermatrix, equal,
exponential, extend, ffgausselim, fibonacci, forwardsub, frobenius, gausselim,
gaussjord, genegns, genmatrix, grad, hadamard, hermite, hessian, hilbert,
htranspose, ihermite, indexfunc, innerprod, intbasis, inverse, ismith, issimilar, iszero,
jacobian, jordan, kernel, laplacian, leastsgrs, linsolve, matadd, matrix, minor,

minpoly, mulcol, mulrow, multiply, norm, normalize, nullspace, orthog, permanent,
pivot, potential , randmatrix, randvector , rank, ratform, row, rowdim, rowspace,

rowspan, rref, scalarmul, singularvals, smith, stackmatrix, submatrix, subvector,
sumbasis, swapcol, swaprow, sylvester, toeplitz, trace, transpose, vandermonde,
vecpotent, vectdim, vector, wronskian ]

>MA = matrix([[4*a-12, -3*a+l2, -a+6, 6*a], [-2*a+l0, 3*a-6,
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6*al, [-2*a, -3*a, -a, 6]]);
4a~-12 -3a~-+12 -a-+6 ©6Ga~
MA = -2a~+10 3a--6 —-a~+2 6a-
-2a~+6 -3a~-+12 5a--12 6a-
-2 a~ -3a~ —a~ 6

>ei genvect or s(MA) ;
[6+61a~,1{[-],—I,-1,1]}1.[6-61a~, 1, {[I,1,1,1]}],
[-18+6a~,2,{[-1,1,-1,0]}]

>r1: =eval m(exp((-18+6*a)*t)*vector([-1, 1, -1,

0])); Mchar: =eval nm( MA- (-
18+6*a)*matrix([[1,0,0,0],[0,1,0,0],[0,0,2,0],[0,0,0,1]])):v2:
=l i nsol ve(Mhar,vector([-1, 1, -1, 0])):r2:=eval m (t*vector([-
1, 1, -1, 0])+v2)*exp((-18+6*a)*t));

-18+6a~)t~ -18+6a~)t~ -18+6a~)t~
1= [ (B ((Brea)) | ((BBrea)i) o)
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[ ((-18+6a-)t-) 1 ((-18+6a~) t~) 1
r2 .—{e (—t~+_tl+2j,e [t~—_tl—3j,

e((—18+6a~)t~) (—t~+_tl), 0}
> konpl vekt or : =eval n{ exp((6+6*1*a)*t)*vector([-1, -1, -1, 1]));
6+61a)t~ 6+61a-)t- 6+6la~)t~) ((6+6la~)t~
komplvektor :=[—I e(( wela)t ),_| e(( +6la)t ),—I e(( +6la)t )’ e(( +6la-)t )]

>r 3: =map(x- >Re(x), konplvektor);r4:=map(x->Inmx),
konpl vekt or) ;

6t~) . 6t~) . 6t~) . 6t~
r3:= [e( t )sm(6t~ a~),e( t )sm(6t~ a~),e( t )sm(6t~ a~),e( t )cos(6t~ a~)]

r4 =

(6 (6t-) (6t

[-e° cos(6t~ a~), —€°" cos(6 t~ a~), —€°" cos(6 t~ a~), €°" sin(6 t~ a~)]
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