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Tutorial ¢. 4

Exponenciala matice a jeji uziti

reseni Cauchyovy tlohy pro linearni systémy uzitim
fundamentalnich matic.

UzZiti mocninnych fad pro rovnice druhého radu
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1.1 Exponenciala matice a jeji uziti

1.1.1 Definice exponencialy matice
V této ¢asti definujeme pojem takzvané exponencidly matice, ktery je motivovan rozvojem exponencialni

funkce do Mac’laurinovy fady a pro vSechny hodnoty ¢t € R plati

t—=1 ! t ! 12 1 "
et = _|_ﬁ. _|_§. _|_..._|_m. 4+

Definice 1.1. Pro n x n matici B(t) definujme ezponencidlu matice jako novou n x n matici pomoci fady

PO = exp[B(1)] = B+ i B(t) + 5 B0 + - 1 B#) +o (1.1)

Kazdy prvek matice exp[B(t)] je souc¢tem nékteré fady a vySe uvedend definice v sobé zahrnuje celkem
n x n fad. Lze ukazat, ze kazda tato fada konverguje, a tim prokazat korektnost této definice. Pouzitim
Definice 7?7 se snadno dokaze nasledujici

Véta 1.2. Je-li O nulovd n x n matice, pak e = E.

Dalsi vlastnost tika, ze pro exponencialu matice plati podobna vypocetni pravidla jako pro exponencialni
funkci
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Véta 1.3. Jestlize n x n matice A a B komutuji, tj. plati-li AB = BA, potom

A

Disledkem Véty 77 i volbé B = — Aje fakt, Ze exponencidla matice e” ma matici inverzni a plati

(eh) oA

Piiklad 1.4. Najdéte (pomoci definice) exponencidly matice e? v piipadé, ze A = (g g) .

Reseni. Piimym vypoctem obdrzime A" = (30 2%) pro n=1,2,.... Proto
by P 10\ ¢t (3 0\ (3 0
At _ v I S 12 v
e Er A g A <o 1)*1!(0 2)*21(0 22>+
Z k! 3t 0
k= fry

(3% 0 B

(en)
|
g
=)

o)

2t)k
o Y

k=0

o
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Postup z tohoto prikladu je mozno v nékterych pripadech zobecnit na postup uvedeny v nasledujici vété.

Véta 1.5. Je-li A matice typun X n a P je reqularni matice takovd, Ze

M 0 .0
. 0 X ... O
P AP =A=| . ) . ,
0 0 An
potom plati
eM 0 0
0 e2 ... 0
e = Pexp(MNP'=P-| . ) ) . P71
0 0 ern

Zvolime-li v této vété matici P jako 2 x 2 jednotkovou matici, obdrzime ihned vysledek prikladu ¢. ?77?.
Existuji ovsem matice, které nesplnuji predpoklady predchozi véty. Urcité jsou to matice s komplexnimi
vlastnim ¢isly. Takovou matici se budeme zabyvat v nasledujicim ptikladé.

Pi#iklad 1.6. Najdéte (pomoci definice) exponencidlu matice et v ptipadé, ze

A:<(1) ‘01).
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Reseni. Piimym vypoctem lze ziskat jednotlivé mocniny
-1 0 0 1
2 3 _ 4
e=(o b)) o= (B)

w_pitag ey byt g
€ = +ﬂ —|—§ +§ +Z + -

(L Oy (0 -1y /-1 0
“\0 1) "\ o) 20 —1

2k 0 2k+1
Lt t

Proto

21 (2k)! _g(_l)k(QkJrl)!

_ (10 5 _
_<O 1) a A’ =A.

270 1 /10
T3\t o) Talo 1) T

_ [cost —sint
~ \sint cost )’
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1.1.2 Uziti exponencialy matice
Je-li A konstantni n x n matice pak s pomoci vzorce (??7) dostaneme

(eAt)/ = A (1.2)

Tento vztah dava moznost zapsat obecné Feseni homogenniho systému diferencialnich linearnich rovnic (?7)
s konstantni matici A, tj. systému

dy

— = Ay. 1.3

o = (1.3)
Véta 1.7. Fundamentdlni matice systému (77?) s konstantni matici A je ddna vztahem

Y (t) = e

S pomoci vztahu (??) dostaneme
Y'(t) = Aet = AY (1),

tj. matice Y'(¢) je skutecné feseni systému (??). Navic spliiuje podminku
Y (0) = E.

7 této skutecnosti snadno plyne nasledujici véta.
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Véta 1.8. Obecné rfeseni y = y(t) linedrniho systému (??) je dané vzorcem
y=yt)=e*.C (1.4)
kde C = (Cy,...,C,)T je konstantni vektor.

P¥imy vypocet exponencidly matice podle definice (tj. podle vzorce (?7)) je obycejné nepouzitelny kvili
tomu, Zze neni mozné najit soucet defini¢ni rfady. Jak vyplyva z Véty 7?7 je pro nalezeni nékterého feseni
(nebo pro nalezeni obecného feSeni systému (?7?) uziteéné mit metody pro vypocet exponencidly matice.
Takové existuji. Nyni uvedeme jinou metodu.

1.1.3 Metoda pro nalezeni exponencialy matice

Metoda nalezeni exponencialy matice, kterou nyni uvedeme, vyzaduje nalezeni jistého partikularniho reseni
linearni diferencialni rovnice n-tého fadu s konstantnimi koeficienty. Diilezitou roli hraje pojem tzv. cha-
rakteristického polynomu a charakteristické rovnice. Ptedpokladejme, Ze je dana konstantni n x n matice

ay;lr a1 ... Qip
A _ o1 A22 ... QdAgp

Ap1 Ap2 ... QApp
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Charakteristickym polynomem matice A nazyvame polynom p(\) definovany pomoci determinantu

A — ai —Qa12 Ce —A1p
—ag1 A — A929 ... —a2p
p(A) =
—an1 —Aanp2 e A — QAnn

Je ziejmé, Ze po provedeni vypoctu determinantu lze polynom p(\) zapsat ve schématickém tvaru skutec-
ného polynomu naptiklad takto

PN = A"+ an AN a, oD ANTE A ag )+ ao,

kde koeficienty a,,_1, a,_o, ..., a1, ag dostaneme, kdyz determinant spoc¢itame. V nasledujici vété predpokla-
déame, Ze charakteristicky polynom byl ziskan pravé timto zptisobem. Casto byva charakteristicky polynom
definovan jako determinant

ail — A a19 c. Q1
21 29 — AL QAon,
)
an1 Ao ces Qpy — A

ktery lze pomoci ptivodniho polynomu vyjadfit ve tvaru (—1)"p(A). Tento znaménkovy rozdil nemé vliv
na tvar a feSeni tzv. charakteristické rovnici matice A, ktera ma tvar

p(A) =0.
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Véta 1.9. Predpoklidejme, Ze A je konstantni n x n matice, jejiz charakteristicky polynom md tvar
PA) = A"+ ap A" )+ ag.

Predpoklddejme ddle, Ze y(t) je Teseni pocdtecni ulohy pro linedrni homogenni diferencidlni rovnici n-tého
radu se stejnymi koeficienty:

Y™+ apy" Y 4 ary + agy = 0, (1.5)
y(0) =9/ (0) = =y"2 =0,y (0) = 1. (1.6)
Oznacme
21(t) ap ay - Apy 1 y(t)
ao| o n o[ e | wr
am) N1 0 0 0] Ly

Pak pro exponencidlu matice plati vztah:

e = 2 ()] + 2o(H)A + -+ + 2, (1) AL

Priklad 1.10. Naleznéte exponencidlu matice matice A = [ il)) ; }
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ResSeni. Nejdifve uréime charakteristicky polynom A>—3 A—4 a vlastni ¢isla A, = —1, Ay = 4. Odpovidajici
pomocné diferencidlni rovnice y” — 3y — 4 = 0 mé obecné feseni y = Cre~! + Coetl.
Z podminek y(0) = 0, '(0) = 1 uréime konstanty C, Cs:

O = y(O) = Cl + CQ — Ol — —%
1 = y/(O) = —Cl + 402 Cg = %

',y (t) = t(e~" + 4e*. Déle urcime funkce z(t), 22(t):
1 ettt 1 det et
5\ et 4 4ot 5\ et 4 et
a detet (1 N —e '+ 1 2\ 1 3et 42t 27t 4 2e"
© - 0 5 32) 7 5\ 343" 27 4 3¢

Priklad 1.11. Naleznéte exponencidlu matice matice A = [ _12 ? } .

Reseni. Nejdiive uréime charakteristicky polynom A2 — 2\ + 4 a vlastni ¢isla A2 = 1+£25. Odpovidajici
pomocné diferencidlni rovnice y” — 2y’ + 4 = 0 mé obecné feseni y = e’ (Cy cos 2t + Cy sin 2t).



1.1 EXPONENCIALA MATICE A JEJI UZITI 11

Z podminek y(0) = 0, ¢'(0) = 1 uréime konstanty C}, Cs:

0=y(0

e
1=19'(0)=

Cy + 202};‘ Cy =

~— —

Dostévame tak y(t) = sefsin2t, y/(t) = $e'(2cos 2t + sin 2t). Dale uréime funkee 2y (t), z(t):
a)y _ (-2 1)1 e’ sin 2t _ 1/ €(2cos2t —sin 2t)
z) )\ 1 0)2\ €(2cos2t+sin2t) ) 2 e’ sin 2t

at_ € o Lo e . 12\ cos 2t sin 2t
e —2(2008275 smt)(o 1)—}—25111275(_2 L) =l Cnor cosot )

Priklad 1.12. Naleznéte exponencialu matice matice A = [ _11 :1)) ] .

~

Reseni. Nejdifve uréime charakteristicky polynom A2 — 4 X\ + 4 a vlastni &sla A2 = 2. Odpovidajici
pomocnd diferencialni rovnice y” — 4y’ + 4 = 0 m4 obecné feseni y = e*(C + Cyt).
Z podminek y(0) = 0, '(0) = 1 uréime konstanty C', Cs:

0=y(0)= L Gi=0
1=y(0)= 20, + G Ch—1
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Dostavame tak y(t) = e*t, y/(t) = e*(2t + 1). Dale uréime funkce z;(t), 25(t):
z2(t)y [ -4 1 et [ e (1—2t)
) ) L1 0 e*(2t+1) ) et

At 2ty L0 2t 11\ (1t t
et =e”(1 2t)<01 tett| | 5 )=e o1t )

O
1.2 Cauchyova tloha pro linearni systémy
1.2.1 Cauchyova tuloha pro homogenni systém
Poc¢atecni (Cauchyovou) tlohou na intervalu Z pro homogenni systém rozumime
dy
— =A(t)y, y(to) = yo, (1.8)

dt

kde tg € Z. Tato tloha mé jediné feSeni, ktera mizeme zapsat pomoci jakékoli fundamentalni matice ®(t).
Tato m4 pro libovolné ¢y € Z inverzni matici (®(#))~! a prondsobenim touto konstantni matici dostavame
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normovanou fundamentalni matici v bodé t = t, ve tvaru e ®(¢,t5) = P(t)(P(t))~*. Takovad matice je
feSenim ulohy
Y' =AY (t), Y(ty) =F,

Analogicky plati, Ze feSeni tlohy (?7?) je ddno vztahem

y(t) = (¢, t0)yo- (1.9)

1.2.2 Cauchyova tloha pro homogenni systém s konstantni matici

Nyni uvazujme pocate¢ni (Cauchyovu) tlohu pro homogenni systém s konstantni matici

d
d—zt/ = Ay, y(to) = vo, (1.10)

At

kde ty € Z. V tomto piipadé je fundamentalni matice ve tvaru exponencidly ®(¢) = e** a normovanou

fundamentalni matici v bodé t = ty je maticova exponenciala
B(t,ty) = el 704 (1.11)

a FeSeni (?77) zapsat vztahem (?7), tj.,
y(t) = el 704y,
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1.2.3 Cauchyova tloha pro nehomogenni systém

Hledejme nyni feseni poc¢atecni (Cauchyovy) tlohy pro nehomogenni systém

dy

3 = Ay +6(), ylto) = vo, (1.12)
kde ty € Z. Také tato tloha ma jediné feSeni. Obecné Teseni odpovidajici homogenni tilohy mutZeme zapsat
ve tvaru y(t) = ®(t;ty) - C, kde C = (C1,Cs,...,C,)T" je konstantni vektor. PouZijeme metodu variace
konstant a feSeni y(t) na intervalu Z predpoklddame ve tvaru

y(t) = O(t,t) - C(t) (1.13)
tak, aby platilo y(ty) = yo. Vztah, kterému vyhovuje vektorova funkce C(t) je
C'(t) = M (t;to)b(t) < C(t) = Clty) + /t ®(s;t9)b(s)ds.
to
Abychom dostali Feseni tlohy (?7), volime C(ty) = o, tedy:
y(t) = Bt: to)yo + D(t: o) / &1 (s: 1o)b(s)ds. (1.14)

to

Nyni pro t,ty, s € Z uzijeme vztah:

O(t, 1) 2" (s, t0) = D(t)(D(t)) " (R(s)(D(te)) 1) ~" = (t)(R(s)) " = D(t,5) (1.15)
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a ziskame tak konec¢nou podobu:

t

y(t) = ®(t; to)yo —|—/ (t; 5)b(s)ds. (1.16)
to

1.2.4 Cauchyova tloha pro nehomogenni systém s konstantni matici

V ptipadé Ze uvazujme pocateéni (Cauchyovu) tlohu pro nehomogenni systém s konstantni matici

d
d—i = Ay +0b(t), y(to) = yo, (1.17)

kde ty € Z, miZzeme uZitim vztahu (??) nalezené feseni (??) zjednodusit. Protoze
O(t;tg) = elt=t)A o O(t;s) = elt=9)4

ma feSeni (?7) tvar
t
y(t) = et~y +/ =94 (s)ds. (1.18)

to
Priklad 1.13. Naleznéte obecné feSeni systému linedrnich diferencialnich rovnic:

vy = v+ 2y + 2 — Bt
vh = 3y1 + 2ys + 5 — Tt
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Reseni. Matice soustavy je konstantni A = S
L1 [36_t+2€4t 2ett —2e7t

V piikladé ?? jsme uré¢ili exponencidlu matice A ve tvaru e’ = =
5| 3ett —3e7t 2et 4 3et

1 2 2—-51
- a prava strana ma tvar b(t) = :

. Nyni

ur¢ime integral ze vzorce (?7?) (to = 0):

t A 1 t _467t+s_167t+58+1464t74s_2464t74ss
/ e~ (s)ds = —/ ds =
0 5 Jo 21 ett=4s _ 36t 455 f 47t 4 e7ltsg
1 f0t—4 et —le s 4 14ett45 — 24 et1455 ds
5 f521 6475—45 — 36 e4t—4ss + 4e—t+s + e—t—i—ss ds

Nyni dosadime za vektor poc¢ate¢nich hodnot vektor C' = [Cy, Cy] a celkové dostavame FeSeni:

|:y1(t):|_g 3€_t+264t 2e4t_2€—t] [g _t+§4t+t_1

Jett — 3t

Cy
T3

ya(t) 5 2e~t + 3edt
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1.3 Uziti mocninnych fad pro rovnice druhého Ffadu

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenare se specialnim typem diferencialni rovnice druhého fadu, Besselovou
rovnici. Ukazeme, Ze TeSeni této rovnice se hleda pomoci nekonecné rfady. Zminime se o tzv. gama funkci,
ktera se v feseni Besselovy rovnice objevuje. Popiseme Besselovy funkce, pomoci nichz je feseni Besselovy
rovnice popsano.

Funkce gama

V dalsim bude uzivana funkce gama, ktera se definuje jako jako nevlastni integral
[(z) = / t" et dt. (1.19)
0

Funkce I'(z) je timto integréalem definovana pro > 0 (pro x < 0 integral diverguje) a je pro x > 0 spojita.
Pomoci integrace per partes lze ukazat , ze

['(z+1) =al'(z). (1.20)

Pro z = 1 méme
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uzitim (?7?) vidime, Ze pro pfirozena ¢isla n dostavame
I'(n+1)=n! (1.21)

Funkce gama je tedy jakymsi zobecnénim faktorialu.

1.4 Besselova rovnice
Pti popisu mnohych fyzikalnich jevti hraje diilezitou roli diferencialni rovnice
22+ xy + (2 — vy = 0. (1.22)

Tato rovnice se nazyva Besselova. Budeme predpokladat, Zze v > 0. ReSeni vyjadifime pomoci mocninné
fady se stfedem v 0. Bod z = 0 je tzv. regularnim singularnim bodem Besselovy rovnice.

1.4.1 Konstrukce reSeni ve tvaru rady

Reseni Besselovy rovnice mtzeme hledat ve tvaru

y=> caa™", (1.23)

n=0
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nebo (vytkneme-li vyraz x") ve tvaru
[e.e]
y=2a" Z ez,
n=0

kde koeficienty rady ¢, a ¢islo r ur¢ime v pritbéhu vypoctli. Dsazenim a tpravami lze odvodit

o o
22y + xy + (2 — vy = co(r? — v¥)a" + 2" Z co((n+7)? —vHa™ + 2" Z cp"™ 2, (1.24)

n=1 n=0

Z tzv. charakteristické rovnice
r2— 12 =0

urc¢ime hodnotu ¢isla r. Vidime, ze kotfeny charakteristické rovnice jsou r; = v a ry = —v.
Pror =v z (??) zbude

22y +ay + (2 — 1)y = 2" Z can(n + 2v)x™ + ¥ Z cp™ 2,
n=1 n=0

Vyraz na pravé strané lze upravit:

o0

z¥ <cl(1 + 2v)x + Z[(k +2)(k+2+2v)ckia + ck]x"“) :



1.4 BESSELOVA ROVNICE 20

Tento vyraz je ovsem roven 0 a aby byla uvedena rovnost splnéna pro kazdé x, musi platit

(14+2v)e; = 0 (1.25)
(k+2)(k+2+2V)cpio+c = 0 k=0,1,2,...

neboli .
o —Ck
W2 )kt 2+ 20)

Protoze podle (??) je ¢; = 0, lze ovétit, Ze liché ¢leny fady jsou tedy nulové a zbyva uréit sudé ¢leny fady.

k=0,1,2,.... (1.26)

Pfezna¢ime k + 2 = 2n (indextim k = 0,2,4, ... ted odpovidd n = 1,2,3,...) a vztah (?7) miZeme zapsat
jako
—C2n—2
Com = —— 22 —1,2,3,.... 1.27
T 2n(n+v) (1.27)
Postupnym dosazovanim piipadné uzitim matematické indukce 1ze odvodit
_1 n
Con (=)o Con=1,2,3,.... (1.28)

T2+ )2 +v) - (n+)

Konstanta ¢y se standardné se voli ¢y = a konefny tvar s vyuzitim vztahu (?7)je:

2?T'(1 +v)
(=D" (=D"

- 22t (1+v)2+v) - (n+v) (1 +v) 220 .pl.T(1+v+n)

Con
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1.5 Besselovy funkce

Jedno teseni Besselovy rovnice je tedy

_ - 2ntv _ = (_1)n (f)zn—i_’/
Y Zc%x Zn!F(l+u+n) 2 ‘

Pro v > 0 tato fada konverguje alespon na intervalu (0, c0).
Funkce popisujici pravé ziskané feseni se obvykle znaci J,(x):

o (_1)” T\ 2ntv
J,(z) = 5) 1.29
(z) ;nlf‘(lwtl/%—n) 2 (1.29)
Pro druhy koten charakteristické rovnice rovnice, ry = —v, zcela analogicky dostaneme
© (_1)” T\ 2n—v
T (x) = ) 1.30
(@) ;nlf(l—u—l—n) 2 (1.30)

Funkce J,(x) a J_,(z) se nazyvaji Besselovy funkce prvniho druhu fadu v, resp. —v.

Na obréazku ?? jsou grafy funkei y = Jy(z) a y = J1(z).

D4 se ukazat, 7Ze jestlize v neni celé ¢éislo, funkce J,(z) a J_,(x) jsou linedrné nezavislé. V tomto piipadé
je obecné feseni rovnice (??) na intervalu (0, c0)

y=ald(z)+ el () (1.31)
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YA

1 Y(x)

Obrézek 1.1: Besselovy funkce prvniho druhu fadu 0 a 1

Priklad 1.14. Najdéte obecné feseni rovnice
2,1 ! 2 1
Yy +ry +|(x 1 y=20
na intervalu (0, 00).

Reseni. V nasem piipadé je v? = 1/4, a tedy v = 1/2. Vidime, Ze v neni celé &islo, a tedy obecné feseni
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zadané rovnice je

Yy = 01J1/2<5U> + CQJ_l/Q(.Z').




