Tutorial ¢. 5

Stabilita reseni systému diferencialnich rovnic

Planarni autonomni diferencialni systém

Uvod do parcialnich diferencialnich rovnic
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0.1 Stabilita resSeni systému diferencialnich rovnic

V predmétu BMA2 jsme pomoci Laplaceovy transformace fesili jednoduchou diferencialni rovnici s perio-
dickou pravou stranou 3’ + y = f(t) = max(sint,0) spolu s nulovymi pocateénimi podminkami y(0) = 0.
Ukazali jsme, Ze je mozné TeSeni rovnice vyjadrit ve tvaru souctu periodického feseni a funkce, kterd ma pro
vétsi ¢ velmi malé hodnoty, tedy feSeni splyva s periodickym fesenim viz obrazek Tato situace se opakuje
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Obrézek 1: periodické feseni 1 feseni pocatecni

i pro jiné pocate¢ni podminky a tim je periodické feSeni vyjimecné.
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Obecné studujeme chovani feSeni systému diferencialnich rovnic ve vektorovém tvaru

y/ = f(ta y)7 (1)
ktery mize byt matematickym modelem celé fady riiznych mechanickych, elektrotechnickych, biologickych
a jinych systémt, jejichz jedno chovani je popséno konkrétnim feSenim y systému (??). To zavisi na
hodnotéach stavovych proménnych v pocatecnim okamziku ¢y kdy stavové proménné systému nabyvaji
hodnotu y(¢y). Presnéji, ke kazdému pfedem danému intervalu (tg,t;) a ke kazdému ¢islu € > 0 existuje
¢islo 6 = d(e, to,t1) > 0 tak, Ze kdyz naméfené pocatecéni hodnoty yo stavovych proménnych y se budou
v okamziku ¢y lisit od skuteénych pocateénich hodnot v(ty) o méné nez J, budou se vypoctené hodnoty
u(t, to,yo) stavovych proménnych v okamziku ¢ lisit od skuteénych hodnot stavovych proménnych v(t)
Vit € (tg,t1) o méné nez e.

Z praktickych diavodd je pfirozené pozadovat, aby ¢islo ¢ bylo dostatec¢né veliké i pro libovolné veliké
délky casovych intervald ¢; — ty. Proto se studuje takova zavislost feseni na pocatecnich tidajich ¢y, yo, ve
které odchylka § zavisi pouze na pocateénim okamziku ¢, a pripustné odchylce feseni £ a nezavisi na délce
casového intervalu t; — t. Studium takové zavislosti pfedstavuje napln teorie stability.

Analogicky pfi sestavovani matematického modelu néjakého fyzikalni systému S zanedbavame puisobeni
poruch, které nejsme schopni do modelu zahrnout. To je opét problematika, ktera spada do ramce teorie
stability.

V nésledujicim textu se budeme zabyvat studiem riznych typu stability feSeni systému (??) a budeme
predpokladat, ze f(t,0) = o, takze y’ = f(¢,y) mé trivialni FeSeni, které budeme znacit o.
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Toto omezeni nasich ivah na studium stability trivialniho feseni o nezmensuje obecnost dalsich Gvah:
Vysettujme feseni u systému

X' = g(t,x) (2)
definované na néjakém intervalu /. Provedme v systému (?7) substituci
X=y-+u. (3)
JelikoZ funkce u je feSenim systému (?7?), plati u'(t) = g(t,u(t)) Vt €I, a tedy
y =x'—u' =g(tx)—g(tu) =glty+u)—gu) (4)

Oznacime-li f(t,y) = g(t,y +u) — g(¢t,u), dostaneme z (??) systém y’ = f(¢,y), f(¢,0) = o s trividlnim
feSenim o. Jeho stabilita se pak transformaci (??) pfenasi na FeSeni u systému (?7).

Déle predpoklddejme,ze f(¢,0) = o Vt > a pro kazdy bod (tg,yo) (to € I = (o, )) je Cauchyova tloha
dana pocate¢ni podminkou y(tg) = yo a systémem
y' =£(ty), (5)
jednoznacné tesitelna.
Definice 0.1. Rekneme, 7e trivialni feseni o systému (??) je stabilni (viz obrazek ?7?), jestliZe ke kazdému
to > « a kazdému e > 0 existuje 6 = 0(to,¢) tak, Ze pro vSechny pocatecni hodnoty yo € H, ||yo| < 0 a
pro vSechna t > t( plati, Ze TeSeni u(t, ¢y, yo) Cauchyovy tlohy (??) spliiuje nerovnost

lu(t, to, yo)|| <e. (6)
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Obrazek 2: Stabilni systém

Priklad 0.2. Ukazte, Ze trividlni feseni rovnice
y' = ky

je stabilni pro kazdé k£ < 0.

Reseni. Funkce f(t,7) = ky je spojita a lipschitzovska vzhledem k proménné y pro viechna (¢,y) € R x R.
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Miuzeme tedy volit « = —o0,] = (—00,00), H =R, G = I x R . Cauchyova tloha

/

y =ky, ylte) = o
ma fefeni u(t,to, yo) = Yot~ t € I.
Tedy  |u(t,to,y0)| = | yo| - €71 < |yo| pro viechna k <0, t > t,.
Zvolime-li § = ¢ , bude podle (??) platit
lu(t,to,yo)| <€ pro v8echna t > ty,k <0,|xzo| < 0.
Tedy trivialni feseni je stabilni. O

Poznamka 0.3. V tvodnim motiva¢nim piikladu jsme méli homogenni rovnici tohoto typu s konstantou
k = —1, coz dokazuje stabilitu tam zminéného periodického feseni.

Priklad 0.4. Ukazte, Ze trivialni feseni systému

Y1 = 3y1 —6y,
7
Yo = Y1 —4ys (7)

je stabilni.
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Reseni. Cauchyova tiloha pro systém (??) s poc¢atecni podminkou y;(tg) = c1,ya(to) = ¢ mé pro kazdé
ty € R a Yo = (Cl, Cg) € R? feSeni

(=3e "0 4 4) ey + (—6 4+ 6e o) ¢y

u(t,to,yo) = (2—2e ) ¢ + (de~tHt — 3) ¢y

Pro normu feseni dostavame odhad

Ju(t, to,yo)| = [(=3e ™ +4)cr+ (—6+6e0) | +](2—2e ) c; + (de™0 = 3) o] <
< Jal+ el +lal+ el =2(al+[el) = 2]yl -

Polozime-li § = 5, dostaneme
lu(t, to, yo)ll < 2||yoll <20 =¢ pro vSechna t > t;.
Tedy trivialni feseni je stabilni. O

Trividlni feSeni, které neni stabilni, nazveme nestabilnim.

Volné muzeme Fici, Ze trividlni feseni systému (?7?) je nestabilni pravé tehdy, existuje-li okamzik ¢y a
¢islo € > 0 tak, ze v kazdém libovolné malém okoli pocatku existuje bod yq tak, ze feSeni u(t,tg,yo) se
vzdéli od trividlniho feSeni o vice nez €, neboli existuje t; > to tak, ze ||u(t, o, y0)|| > € pro t > t; (viz
obrazek 77).
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Obrazek 3: Trividlni feseni neni stabilni.

Priklad 0.5. Ukazte, Ze trivialni feSeni systému

Yy = —2uy1 +6y2
Yo = —2y1 +5u2

je nestabilni.
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Reseni. Cauchyova tiloha pro systém (??) s pocateéni podminkou y;(tg) = c1,92(to) = ¢» mé Feseni
(4 etfto . 3€2t72t0) c1 + (6 62t72t0 . 66t7t0) Co ]

u(t, to,yo) = [ (—2e20-210 4 9 etl0) ¢ 1 (—Fel~lo 4 4¢20200) ¢,

Zvolme € = 1, ty = 0, pak pro libovolné § > 0 mtzeme volit yo = (g , g)T, t; > —In¢ a dostaneme odhad

5(3e?h — 26t1 — 2€_t1
fatestn vl = futen 0.y = | | o 20 || =0 || 22050 ] -
de 2“ (1, 1)|| = 20e™ —25et1 >de M =20-2=2>¢.
Trividlni feSeni systému (77?) je nestabilni. O

Definice 0.6. Rekneme, Ze trivialni fegeni systému y’ = f(¢,y) je asymptoticky stabilni (viz obrazek
?7), jestlize

i) je stabilni
ii) existuje ¢islo A > 0 tak, ze pro kazdé yo € H C R", ||yo|| < A a kazdé to > « plati
lim [[u(t. fo, yo) | = 0.

D4 se dokazat, ze pii ovéfovani podminek stability trividlniho feseni stac¢i podminky ovéfit pro jedno
libovolné ty > a a pak uz musi platit pro vSechna t > a.
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Obréazek 4: Trivialni feseni je asymptoticky stabilni.

Stabilita linearnich systému
Uvazujme nyni nehomogenni linearni systém diferencidlnich rovnic

y' =A(t)y +b(t), (9)
kde A(t), b(t) jsou spojité na intervalu I = (a, 00) C R.
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Pak libovolné feseni u(t) systému (?7?) je stabilni, resp. asymptoticky stabilni, resp. nestabilni, pravé
kdyz trivialni feseni homogenniho systému
y = A(t)y
je stabilni, resp. asymptoticky stabilni, resp. nestabilni.
V linearnich systémech nastane tedy pravé jeden z téchto pripadi:

I) VSechna feSeni jsou stabilni.
IT) VsSechna FeSeni jsou asymptoticky stabilni.

IIT) Vsechna FeSeni jsou nestabilni.

Proto v pripadé I) fikdme, Ze linedrni systém je stabilni, v pfipadé II) fikdme, Ze linedrni systém je
asymptoticky stabilni, a v ptipadé III) fikdme, Ze linedrni systém je nestabilni.

Pti vySetfovani stability nehomogenniho systému (??) se tedy stac¢i omezit na vySetfovani stability
trivialniho Teseni systému

y =A(t)y (10)
Véta 0.7. Trividlni teSend systému (?7) je stabilni pravé tehdy, kdyz existuje K > 0 tak, Ze
U <K, tel,

kde U(t) je fundamentdlni matice Teseni systému (77 ).

(Tedy kazdé teseni systému je ohranicené.)
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Odtud plyne, Ze je-li nehomogenni systém (??) stabilni, pak jsou bud vSechna feSeni ohrani¢end, nebo
neohranicné pro ¢ — oo.

Poznamenejme jesté, ze u nelinearnich systémut z ohranicenosti vsech jeho feSeni neplyne obecné jejich
stabilita.

Véta 0.8. Trividlni Tesent systému (??) je asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz
u@)|| -0 prot— oo,

kde U(t) je fundamentdlni matice teseni systému (77 ).
(Tedy vsechna Teseni systému (7?) konverquji pro t — oo k nule.)

Uvazujme nyni homogenni systém linearnich diferencialnich rovnic

y = Ay, (11)

kde A je konstatni realnd ¢tvercova matice typu (n,n).
V tomto ptipadé je systém (77?) specidlnim pfipadem autonomniho systému y’ = f(y), kde f(y) = Ay.
Tedy stabilita trividlniho FeSeni systému (?7?) je ekvivalentni s jeho stejnomérnou stabilitou a podobné
asymptoticka stabilita trividlniho FeSeni systému (??) je ekvivalentni se stejnomérnou asymptotickou sta-
bilitou.
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Véta 0.9. Necht je ddn systém (7). Jestlize vSechna charakteristickd ¢isla matice A maji zaporné redlné
casti, pak trivialni reseni danéeho systému je steynomeéerne asymptoticky stabilni. Existuje-li charakteristicke
cislo matice A s kladnou redlnou casti, pak trivialni resent je nestabilni.

Poznamka 0.10. O stabilité lineadrniho systému (??) nelze rozhodnout pomoci véty ?? v pripadé, ze zadné
charakteristické ¢islo matice A nema kladnou realnou ¢ast, ale mezi charakteristickymi ¢isly se vyskytuji
¢isla s nulovou realnou ¢asti. V tomto pripadé miize byt linedrni systém stabilni nebo nestabilni. Podminky
stability, resp. nestability, uvedené ve vété 77 jsou tedy postacujici, nikoli nutné. Podminky asymptotické
stability jsou nutné a postacujici. Lze dokazat, ze v pripadé, Ze vSechna charakteristicka cisla matice A
maji zaporné nebo nulové realné casti, pricemz vsechna charakteristicka ¢isla s nulovou realnou ¢asti maji
nasobnost jedna, je uvazovany linedrni systém stabilni (nikoli vSak asymptoticky stabilni).

Hurwitzovo kritérium

Jelikoz charakteristicka ¢isla systému (??) jsou kofeny charakteristického polynomu
det(A — XI) = ag + a1 XA+ -+ + a1 A"+ a,\",

budou nés zajimat polynomy, jejichz vsechny nulové body maji zdporné realné céasti. Takové polynomy se
nazyvaji hurwitzovské polynomy a prislusné kritérium Hurwitzovo kritérium:

Necht je dan polynom
f2)=ao+az+ - +an 12" a2, n>1, a9>0, a, #0 (12)
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s redlnymi koeficienty. Hurwitzovou matici polynomu (??) nazyvame matici

aq Qo 0 0 ce 0
as ao aq ag -+ 0

: (13)
Q2p—1 Q2p—2 QA2pn—3 A2p—q4 -°° Ap

kde klademe a; = 0 pro s < 0 a s > n. Plati toto tvrzeni:

Vsechny nulové body polynomu (??) maji zaporné redlné casti pravé tehdy, kdyz determinanty
A1, Ao, ... A, jsou kladné, pricem?

aq Qo 0 0 ce 0
as a9 ay ao 0

A= G (y as a - 00 k=1,...n.
Aok—1 QG2k—2 A2k—3 Q2k—q - dg

Maji-li vSechny nulové body polynomu (??) zaporné realné ¢asti, musi byt vSechny jeho koeficienty aj,
7 =0,...,n, kladné.

D4 se ukazat, Ze pro n = 2 je tato podminka i postacujici, tj. Ze polynom f(z) = ag + a1z + az2? je
hurwitzovsky pravé tehdy, kdyz ag > 0, a; > 0, as > 0.
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Pro polynomy vyssich stupnt je tato podminka pouze nutna. Tak naptiklad polynom
f(2) =30+4z + 22+ 2°

ma nulové body —3,1 + 37,1 — 37, tedy dva kofeny maji kladné realné casti, i kdyz vSechny koeficienty
daného polynomu jsou kladné.

Priklad 0.11. Zjistéte, zda polynom
f(2)=2*+32+ 722 +2243

je hurwitzovsky.

Vsechny koeficienty polynomu f jsou kladné, takze tento polynom muze byt hurwitzovsky. Pouzijeme
Hurwitzovo kritérium:

ap=3, a1 =2, apa =7, ag3 =3, ay = 1, tedy

Al :a1:2>0, AQZ

ap Qg 0 2
Ag = as ag a1 = 3
as a4 as 0
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ay Qo 0 0 2 3 00
. a3 az aip Gao| 3 7 2 3 . o
A4 = as ay as a2—0 1 3 7—1 A3—11>O
ar Qg G5 Qq 0001

Podminky Hurwitzova kritéria jsou splnény, takze polynom je hurwitzovsky.

Priklad 0.12. Zjistéte, zda polynom
f(2) = 1002" 4 5802° + 12812% + 22062 + 4010

je hurwitzovsky.

VsSechny koeficienty polynomu f jsou kladné, takze tento polynom mtze byt hurwitzovsky. Pouzijeme
Hurwitzovo kritérium:

ap = 4010, a; = 2206, ay = 1281, az = 580, a4 = 100, tedy

_ _ _|ar ap| 2206 4010|
Ay = a3 =2206 >0, Ay = as as| | 580 1281' = 1633862194 > 0
ar ay O 2206 4010 O
Az = lag as ay| =580 1281 2 | = —19659372000 < 0
as a4 as 0 100 580

Podminky Hurwitzova kritéria nejsou splnény, takze polynom neni hurwitzovsky.



0.1 STABILITA RESENI SYSTEMU DIFERENCIALNICH ROVNIC 17

Priklad 0.13. Zjistéte pro jaka « je polynom
f(z) =2 +82% + 2722 + az + 50

hurwitzovsky.

Vsechny koeficienty polynomu f jsou kladné, takze tento polynom mtze byt hurwitzovsky. Pouzijeme
Hurwitzovo kritérium:

ap =50, ay = «, ay =27, a3 =8, a4 = 1, tedy

a 50 400
Al = ap=a>0, Ay=|" D= =270 — 400> 0 = o > — = 14.81481481
as Qas 8 27 27
a 50 0
Ay=|8 27 a|=2216a —a®— 3200 = —(a — 16)(a — 200) > 0
0 1 8

Podminky Hurwitzova kritéria jsou splnény pro a € (16,200), pro néz je polynom hurwitzovsky.

Michajlovovo kritérium
Uvazujme polynom, ktery neméa kofeny lezici na imaginarni ose, zapsan ve tvaru:

P(z)=an(z—21)(z — 22) - (2 — zn) . (14)
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Uvazujme pohyb bodu z = jw, w € (—o00,00) po imaginarni

ose zdola nahoru. Z obrazku je ziejmé, ze pro Rez;, < 0 se

argument rozdilu z — 2z, = jw — 2, (Ghel, ktery svirda vektor s

kladnym smérem osy z) zvétsi o hodnotu +7, nebot se méni z jo -z,
hodnoty —m/2 do hodnoty 37/2. Naopak pro bod Re z;, > 0 tak

pri zméné w od —oo do +o00 se vektor otoc¢i o thel m ve sméru

hodinovych rucic¢ek a funkce arg(z — z;) se zmensi o hodnotu

—m. Jestlize tedy vSechny kofeny polynomu P(z) maji zaporné z,

readlné ¢asti, argument polynomu P(z) bude mit prirtstek nr,
protoze prirtistek argumentu soucinu se rovna souctu prirtistki
argumentl jednotlivych ciniteld.

Po dosazeni z = jw do (?7?) dostédvame
P(jw) = ap(jw)" + -+ a;(jw) T + ag = u(w) + jv(w),
kde jsou polynomy u(w) a v(jw) definovany:

u(w) = ag — agw? + agw* — - v(w) = aw — azw® + asw’® — - -
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P(jw) je komplexni funkci redlné proménné w. Tak jsou v
komplexni roviné definovany krivky. Tedy hodograf vektorové
funkce w = P(jw) skalarniho argumentu w nazyvame Michajlo-
vova kfivka. PTi zméné parametru w od —oo do +oo se vektor
P(jw) otoci o thel ¢ a plati p = (n—m)m+m(—m) = (n—2m), P(o)
kde P(z) ma m znaéi pocet kofeni s kladnou redlnou ¢ésti
a n — m kofend se zdpornou realnou ¢asti. elikoz funkce u(w)
je suda, Michajlovova kiivka je symetrickd podle osy u, coz
znamena, ze muzeme konstruovat Michajlovovu kiivku pouze
pro w € (0,00), pri¢emz tuhel ktery probéhne argument kiivky
w = P(jw) na intervalu w € (0, c0) je polovi¢ni jako na intervalu
w € (—00,00).

Protoze vime, Ze FeSeni systému (?7?) je asymptoticky stabilni, jestlize vSechny kofeny piislusné charak-

teristické rovnice maji zaporné realné casti,lze vyslovit nasledujici kritérium stability.

\

Michajlovovo kritérium. Polynom (??) je Hurwitztv, jestlize Michajlovova kiivka pro w € (0, c0)
neprochéazi poc¢atkem a plati o =n - 7.

Uhel ¢ obvykle stanovime z orienta¢niho pritbéhu kiivky, ktery stanovime pomoci priisecikii této kiivky
se soutadnymi osami u, v v roviné uv a stanovime tak kolika kvadranty kiivka prochéazi. To predpoklada
nalezeni kofenti polynomt u(w), v(w). To jsou oviem polynomy, které po vhodné substituci w? = t prejdou v
polynomy s polovi¢nim stupném jako polynom ptivodni. Na obrazku ?7? jsou zobrazeny typické Michajlovovy
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kiivky pro polynomy stupnia n = 1,2, 3,4,5 v pripad¢, ze vSechny koreny maji zapornou realnou cast.

n=2

a, u

n=4

Obrazek 5: Michajlovovy kiivky pron =1,2,3,4,5.
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Priklad 0.14. Michajlovovym kritériem rozhodnéte zda je zadany polynom Hurwitzovsky:
Pz) =2 +22° + 322 + 2z + 1
ResSeni. Po dosazeni = = jw do daného plati:

P(jw) = w*—2jw? —3w? +2jw+1,
u(w) = w'—3w?+1
v(w) = =20 + 2w =2w(l —w?) =2w(l —w)(1 +w).

Pro kladné w maji polynomy u(w a v(w) kofeny:

uw)=0 & W' -3Wr+1=0 = wlzq/%57w2: /3+2\/§

Sestavme tabulku hodnot © = u(w), v = v(w) pro vypoctené hodnoty parametru w, a to vzestupné vzhledem
k w:

IS
—
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-1 1 u

Obrazek 6: Michajlovova kfivka k prikladu ?7?

K priibéhu Michajlovovy k¥ivky nam staci urcit pouze znaménka funkcénich hodnot véetné pripadu, kdy

w — oo. Jelikoz lim & =0, pribéh Michajlovovy kiivky lze znazornit nasledovné:

w—r00
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Tedy pro w € (0,00) se vektor P(jw) otoé¢i o tthel ¢ = 27. Aby polynom P()\) byl dle Michajlovova
kritéria hurwitzovsky, musi v naSem piipadé platit ¢ = 4 -7 = 27, coz je splnéno. Odtud plyne, Ze
vysSetfovany systém je asymptoticky stabilni. O]

Priklad 0.15. Michajlovovym kritériem rozhodnéte o stabilité systému

€Ty = i)
rh = 3
Ty = 14
T, = —xy—2r9 — 3x3 — 214.

Reseni. Nejdiive uréime charakteristickou rovnici z matice soustavy:

0 1 0 0 -A 1 0 0
0 0 1 0 0 - 1 0 , ,
= P(\) = det =AM+ 203 + 302 + 20 + 1.
0 0 0 1 0 0 -x 1
-1 -2 -2 =2 -1 -2 -2 —x-2

Tento polynom je studovan v predchozim ptikladu, kde bylo ukazéano, Ze polynom je Hurwitzovky, dosta-
vame zaver, ze zadany systém je asymptoticky stabilni. O]
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0.2 Rovinny autonomni diferencialni systém

Budeme diskutovat kvalitativni chovani feseni systému rovnic

v’ = Azx, € R? (15)

ai; Q12
A=
Q21 A22
v okoli bodu (z1,z3) = (0,0). Pfipomenime terminologii zavedenou v ??. Rovina 1z je nazyvana fazo-
vou rovinou. Grafické znazornéni ukazujici kolmou projekci feseni do fazové roviny nazyvame fazovym

obrazem feSeni systému rovnic. FAzovy obraz mnozZiny vSech feSeni systému (??) nazyvame fazovym
obrazem systému. Systém (??) muze byt zapsan (polozime-li x; = z, x5 = y) ve tvaru

dx

s realnou konstantni matici

- + a2y, (16)
d
d_gz{ = 91T + a2y (17)
a jeho fazovy obraz bude diskutovan v okoli rovnovazného bodu (z,y) = (0,0). ZapiSme odpovidajici
charakteristickou rovnici
det(A—AE) = | M1~ A @2 | _g

21 aze — A
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tj. rovnici
)\2 — (a11 + a22)>\ + (GHCLQQ — a12a21) =0. (18)

Pripustné tvary obecného fesSeni rovinného systému
e Piipad realnych a rtznych kofenti A\; # Ay
e Piipad redlnych a stejnych kofentt \; = Ay

e Pripad komplexnich kofentt \jo =p£q-1

Fazové obrazy v zavislosti na korenech charakteristické rovnice

Nejdrive se zabyvejme riznymi realnymi kofeny charakteristické rovnice a situaci popiseme pouze pomoci
obrazki s fazovym obrazem systému
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0< A\ < A0 A< A <0 A <0< Ao

y Yy y

vhr —vhy=0

T T

'Ufﬂ — uby =0

=

%

Stabilni uzel Nestabilni uzel Sedlovy bod

Dale se zabyvejme komplexnimi kofeny charakteristické rovnice \; 3 = a£j 3. Podobné jako u realnych
kofentt budou realné ¢asti korenii komplexnich rozhodovat o stabilité a nestabilité jednotlivych pripadi.
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a =0 to jest \j o ==%jf a<0 0<a

Yy Y —

= (. =

 Stfed, , Stabilni ohnisko . Nestabiln{ ohnisko
Dale zbyvaji pfipady nasobnych kotfent. Vzhledem k tomu, Ze se jednd o rovnici druhého fadu je

tato moznost pouze pro koreny realné. O stabilité nebo nestabilité rozhoduje to zda jsou kotfeny kladné
nebo zaporné. Navic je potieba uvazit algebraickou a geometrickou nasobnost , proto nastavaji moznosti
s nevlastnim uzlem nebo uzlem dikritickym. Posledni moznosti je jeden koren nulovy. Pro tyto moznosti
ukazeme pouze obrazky stabilnich variant.
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S

\ \\Q\

Dikriticky uzel Nulovy a zaporny kofen

Nevlastni uzel

0.2.1 ResSené priklady

Priklad 1. Charakterizujte bod (0,0) systému
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Reseni. Bod (0,0) je stabilnim nevlastnim uzlem. Skuteéné, v tomto piipadé je A} = —2 < Ay = —1.
Obecné Feseni systému (?77?) je:

x=Cre " 4 Coe ™,

y=Cre ? — Coe™".

O
Priklad 2. Charakterizujte bod bod (0,0) systému
3 1
/
_° z 2
' =gr+ 5y, (20)
= 19(: + ;
y - 2 2y'

ReSeni. Bod (0,0) je nestabilnim vlastnim uzlem. Skute¢né, v tomto piipadé A\; = 2 > Ay = 1. Obecné
feSeni systému (?7) je

T = Cle% + Cget,
y = Cre? — Cye'.
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Piiklad 3. Charakterizujte bod (0,0) systému
7 =y, (21)

Y=

Reseni. Bod (0,0) je sedlovym bodem. V tomto piipadé je \; =1 > 0 a Ay = —1 < 0. Obecné feseni
systému(??) je:

Tr = C’let + Cge_t7
Yy = Clet — Cgeit.

Piiklad 4. Charakterizujte bod (0,0) systému
=y, (22)

y = —u.
Reseni. Bod (0,0) je stfedem. V tomto piipadé A;, = +i. Obecné feseni systému (??) je

xr= Cicost+ Cysint,
y = —Cysint + Cycost.

Fazovym portrétem feseni jsou kruznice, nebot plati 2% + y*> = C? + C2 > 0. H
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Piiklad 5. Charakterizujte bod (0,0) systému

¥ =x—y,

y =x+y.

Reseni. Bod (0,0) je nestabilnim ohniskem. Kofeny A; , = 1 4 4. Obecné feseni systému (??) je

z=¢"( C)cost+ Cysint),
y = e'(=Cycost + Cysint).

Piiklad 6. Charakterizujte bod (0,0) systému

/

= x4 by,
y = —x—3y.
Reseni. Bod (0,0) je stabilnim ohniskem, protoze \; 3 = —1 + i. Obecné feseni systému (??) je

r= e (Ccost+ Cysint),

y::%et«_zca-%caymst—(Cl+2ca)$n®.

(24)
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Piiklad 7. Charakterizujte bod (0,0) systému

¥ = —u, (25)
y' = -y
Reseni. Bod (0,0) je dikritickym stabilnim nevlastnim uzlem. V tomto piipadé mame \; o = —1. Obecné
feSeni systému (?7) je:
r = ale’t,
Yy = 042e_t>
kde a; a as jsou libovolné konstanty. O]

Priklad 8. Charakterizujte rovnovazny bod (0,0) systému

¥ = —uz, (26)
y = .
ReSeni. V tomto pifpadé je \; = 0 a A\, = —1 < 0. Jde o stabilni bod. Obecné feseni systému (??) m4
tvar
xr = Cze_t,
Y= Ol - CQG_ta

kde C7 a C5 jsou libovolné konstanty. O
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Piiklad 9. Charakterizujte rovnovazny bod (0,0) systému
¥ = 3x+v,

/ E—

Yy =-z+y.

Reseni. Bod (0,0) je nestabilnim nevlastnim uzlem, nebot \; , = 2. Obecné feSeni systému (?7?) je

=( Oy +Cy+ Cot)e*,
(—Cl — Cgt)e2t

T
Y

s libovolnymi konstantami C; a Cs.

(27)
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0.3 Parcialni diferencialni rovnice

Definice 0.16. Parcialni diferencialni rovnici rozumime rovnici, ktera obsahuje neznamou funkci vice
proménnych a jeji parcialni derivace.

Rad nejvyssi derivace, ktera se v rovnici vyskytuje, se nazyva fadem dané rovnice.

Resenim parcialni diferencidlni rovnice rozumime kazdou funkci, ktera je definovani v zadané oblasti,
vcetné svych parcidlnich derivaci, az do fadu rovnice véetné, a vyhovuje dané rovnici v zadané oblasti.

Obecny tvar parcialni diferencialni rovnice k-tého fadu ve které je hledana funkce u funkei n nezavislych

proménnych xq,xa, ..., Tp, tj. u = w(x1, 29, ..., 2y,), je
ou  Ou ou 0*u 0Fu oFu
F ey Ty, ey ), , e , e e =0. 28
(xl Tus U@L ) s B B Dk mg) (28)
Priklad 0.17. Hledejme funkci u, ktera vyhovuje rovnici
ou ou
— —2—=0. 29
ox dy (29)

Mame tedy parcialni diferencialni rovnici prvniho fadu. Jejim fesenim je funkce

u(z,y) =2x +y
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protoze

ou_, ou_
Ox T Oy

v kazdém bodé roviny Ozy. Obecnéji je mozné ukazat, ze pro libovolnou diferencovatelnou funkci f jedné

promeénné je funkce

L,

u(z,y) = f(2z +y),
také resenim uvedené rovnice. VSimnéme si, Ze tato feseni jsou z geometrického hlediska plochami v prostoru
(x,y, z). Lehce si také ovéfime, Ze feSenim bude i kazd4a funkce

w(@,y,z) = 2z +y) + g(2),
kde ¢ je libovolna funkce proménné z.

Z uvedeného prikladu plyne jeden podstatny rozdil mezi parcialnimi rovnicemi a obycejnymi diferen-
cidlnimi rovnicemi. Ze zapisu obycejné diferencialni rovnice, naptiklad 1y = x + vy, okamzité pozname, Ze
hledané funkce y zavisi pouze na x. Ze zapisu parcidlni rovnice (??) nepozname na kolika proménnych
zavisi feSeni. Vime, ze hledanéd funkce u zavisi na proménnych z,y, ale nevime, zda se jedna o vsechny
nezavislé proménné na kterych feseni zavisi, tedy zda jde o funkci dvou, ti ¢i vice proménnych. Dohodnéme
se proto hned na misté amluvu, ze feSeni dané parcialni rovnice budeme hledat pouze mezi funkcemi téch
proménnych, které se ptfimo v rovnici vyskytuji.

Druhym novym faktorem je, ze mnozina feseni zavisi na libovolné neznamé funkci a nikoli na tzv.
integrac¢nich konstantach.
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0.3.1 Zakladni problémy reseni parcialnich diferencialnich rovnic

Podobné jako u obycejnych diferencialnich rovnic méame i u parcialnich rovnic dva zékladni problémy
1. Najit obecné Teseni dané parcialni rovnice, tj. najit vSechna jeji feseni.
2. Najit takové feseni dané parcialni rovnice, které vyhovuje né€kterym doplnujicim podminkam.

Nyni se budeme zabyvat parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi prvniho fadu.

0.3.2 Parcialni diferencialni rovnice prvniho rfadu

Definice 0.18. Rovnici

du au> L 30)

f (%?Jau(l‘;y)a %a a_y

nazyvame parcidlni diferencidlni rovnici proniho tddu, kde funkce f(z,y,u,p,q) je definovana na oteviené
mnoziné D proménnych x,y, u,p, q.

Definice 0.19. Resenim rovnice (??) v oblasti G proménnjch z,y nazveme kazdou takovou funkci u,
definovanou a spojitou v GG, pro kterou plati:

1. Funkce u méa v oblasti G spojité parcialni derivace prvniho fadu.
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2. Pro kazdé (z,y) € G plati, ze | z,y, u, %, u € D.
oz’ Oy

ou 0
3. Funkce u, gu ot spliuji rovnici (77).

ox’ Oy

Formulace pocatecéni ulohy, pojem jejiho reseni.

Definice 0.20. Cauchyovou tlohou pro rovnici (?7) rozumime dvojici: rovnici

0z 0z
f (xay7z7%7a_y) = 0.

a pocatecni kiivku © zadanou parametricky

I:gp(t), y:¢(t)’ Z:X<t)v te (avb)°

(31)

(32)

Funkci z = h(z,y), kterd ma spojité parcialni derivace v G, nazveme fesenim Cauchyovy ulohy (?7?), (77),
jestlize funkce h spliiuje v G rovnici (??) a pro vSechna t € (a,b) kiivka (z = ¢(t),y = ¥(t)) lezi v G a

navic plati x(t) = h(p(t),¥(t)).

O kifivce © budeme vsude déle predpokladat, Ze je hladkéd a jednoducha.
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0.3.3 Nejjednodussi priklady parcialnich rovnic prvniho radu

) 0z(x,y)
Rovnice typu ——— = 0.
Ox
Resenim rovnice je libovolna funkce zavisejici pouze na proménné y

2(x,y) = H(y). (33)

Coz je rovnici valcové plochy tvorené primkami rovnobéznymi s z-ovou soufadnicovou osou. Z toho plyne
omezeni na volbu kfivky nemiize byt rovnobézna s osou x u pocatecni Cauchyovy tlohy pro tuto rovnici.
Necht je kiivka © zadéna parametricky

r=p(t), y=vt), z=x(), a<t<b.

Predpokladejme, Ze pro funkce 1 (t), x(t) plati, Ze maji spojité derivace v intervalu (a,b) a ze funkce 1 (t)
m4 inverzni funkci ¢! (¢). Dosazenim kiivky © do feSeni z = H(y) stanovime, funkci H

X(t) = H ((1)) - (34)
Dosadime do této rovnice ¢t = 1)~!(y), dostaneme
X (¥ (y) = H(y). (35)

Reseni je ve tvaru



0.3 PARCIALNI DIFERENCIALNI ROVNICE 39

. o .0z . :
Poznamka 0.21. Zcela analogicky jako rovnice — = 0 se Tesi rovnice

ox

0z(x,y)

Rovnice typu w = f(z,y).
x

Analogickym postupem lze feseni urcit vztahem

o= [ fade + H). (36)
Diikaz existence a jednoznacnosti feseni se provadi stejné jako v predchozim piipadé.
Poznamka 0.22.
L .0z e .0z
1. Analogicky jako rovnice Fr f(z,y) se Fesi i rovnice i flz,y).
z Y
.. .0z . .0z oy i el
2. Obdobné¢ jako u rovnice — = 0 i u rovnice 9 = f(z,y) se mize stat, ze poCatecni tloha s touto
x

nema feseni a nebo je feseni nekonecné mnoho.
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Rovnice typu w = f(z,y, 2).
T

Rovnice zadaného typu obecné fesit neumime, nebot na toto zadani mtzeme nahliZet také tak, Ze rovnice
nebude zaviset na proménné y a tedy feSeni se pfevede na FeSeni oby¢ejné diferencidlni rovnice 2’ = f(z, 2),
coz je uloha obecné nefesitelnd. Myslenky, ze danou rovnici miizeme nahlizet jako na rovnici obycejnou, je
mozné s vyhodou pouzit k feseni rovnic tohoto typu. Cely postup budeme ilustrovat na prikladé.

Priklad 0.23. Najdéte feseni rovnice

0z(x,y)  wy
ox z (37)

v s .. o vep s . . zy ; . . , . .
ReSeni. Rovnici budeme feit jako rovnici z'(x) = == s tim, Ze y je konstanta. Jedna se o rovnici se sepa-

rovanymi proménnymi u které je postup znam z predmétu BMA2. Musime ovsem zohlednit, zZe integrac¢ni
konstantou je obecné vyraz (funkce) proménné y.

xz

1 2
/zdz:/xydx@if— 2y—|—f(y).

O spravnosti vyrazu vpravo se miizete ujistit tak, ze jeho parcidlni derivace podle proménné z je rovna
integrandu vlevo. Dale z dané rovnice vyjadiime proménnou z

2 =2ty +2f(y) & 2= £Va2y +2f(y)
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O spravnosti vysledku se mizeme presvédcit dosazenim do rovnice.

0z xy xy

g Pyt ofly) <
]

Podobné jako jsme v predchozim piikladé vyuzili postup feseni rovnice se separovanymi promeénnymi
ukazeme v dalsim prikladé analogii pro rovnici Bernoulli-ho.

Priklad 0.24. Najdéte feseni rovnice
z
ya—yz = 2 + 22y2° (38)
Reseni. Rovnice pfepsané na rovnici Bernoulli mé tvar

y2' (y) = z + 2zy2*(y),

kde proménna z je zavisla na proménné y. Prvni krok je nalezeni obecného feSeni rovnice homogenni:

d d
yz'zz@/fz/?y@z:yK.
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Daéle nasleduje metoda variace konstanty, tedy predpokladame feseni ve tvaru z = yK(y) = 2’ = K + yK’
a po dosazeni do ptivodni rovnice dostavame:

K’ dK 1
y(K +yK') :yK+2acyy2K2=>—:2xy:>/ﬁ:/Qxydy:>——:$y2+f(x),

K? K
Kde f(x) je libovolna diferencovatelnd funkce. Odtud vypocteme funkci K = %f() a ziskdme obecné
Ty x
feSeni dané rovnice
) = .
ry? + f(z)
O
0.4 Resené priklady
Priklad 0.25. Urcete feSeni Cauchyovy tlohy
0

2(0,y) = y*.
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Reseni. Jde o stejnou rovnici jako v predchozim piikladu ??. ReSeni proto bude mit tvar

2(x,y) = K(y)e'.
Dosadime do néj x = 0 a dostaneme
2(0,y) =y* = K(y).

Resenim Cauchyovy tlohy je proto funkce

z(x,y) = y?e”.

Priklad 0.26. Urcete feseni Cauchyovy tlohy

0z(z,y)

oy = LYt 2(z,y) + a,

2(0,y) = y* + 2y,

kde a je konstanta.

Reseni. Budeme povazovat y za konstantu a a ziskanou obycejnou diferencialni rovnici fesime jako linearni
diferencialni rovnici.

dz n
— =z + zv.
dx y
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Nejdiive fesime homogenni rovnici (o pravé strané predpokladame Ze je rovna nule).

%:zi/%:/d:c:>lnz:cx+K:>z:Lecz,
dx z

kde L = eX. Nyni ptedpokladame, 7e z(x) = e*L(x) = 2’ = ¢”(L + L) a po dosazeni do rovnice ziskdme:
e (L+L)=e"L+ay=L =zye ™= L= /xye_””dx = L=c"y(l—2z)+ f(y).

Po dosazeni funkce L do predpokladaného tvaru ziskdme obecné feseni:

z(z,y) =e"(ey(1 — o)+ f(y) = y(1 —2) +e"f(y).

Nyni najdeme feSeni, které vyhovuje nasi poc¢atecni podmince. Dosazenim do predchozi rovnice hodnoty
x = 0 dostaneme

v 2y =y+ f(y),
a odtud plyne
H(y) =y’ +y.
Resenim Cauchyovy tlohy je tedy funkce

2z, y) =yl —z) +e"(y+¢°).
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