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Tutorial ¢. 6

Metoda charakteristik pro linearni parcialni diferencialni rovnice 1.radu

Metoda charakteristik pro linearni parcialni diferencialni rovnice 2.radu

Fourierova metoda pro vlnovou rovnici



1.1 LINEARNI PARCIALNI DIFERENCIALNI ROVNICE 1.RADU

1.1 Linearni parcialni diferencialni rovnice 1.fadu

1.1.1 Linearni homogenni parcialni rovnice prvniho fadu

Definice 1.1. Linearni parcialni diferencialni rovnici nazveme vyraz

ol ) 25 b0, ) E) ) s(,) + ),

kde a,b, c,d jsou funkce proménnych z,y definované na oteviené mnoziné G.
Jestlize c¢(z,y) = 0,d(x,y) = 0, potom se rovnice (1.1) nazyva homogenni.

Charakteristicky systém.

Uvazujeme nyni linearni parcialni homogenni rovnici
0z(z, 0z(x,
( y)+b(x7y) (@y) _

a(z,y) O G—y

(1.1)

(1.2)

kde a, b jsou funkce proménnych z,y takové, ze obé nejsou soucasné nulové. Soustavu obycejnych diferen-

cialnich rovnic

(1.3)
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nazyvame charakteristickym systémem rovnice (1.2).
Divodem je, Ze pro libovolné feseni z(x, y) rovnice (1.2) a libovolné partikuldrnim feseni soustavy (1.3)
ve tvaru = = @(t),y = 1(t) plati, Ze z nich sloZend funkce ma nulovou derivaci:
dz(z(t),y(t)) 0z , 0z , Oz 0z

= — —y = — —b=0
dt or " * ayy axa+ oy ’

tedy je derivovana funkce konstantni:
u(p(t),(t)) = const.
Tato vlastnost je typickd a znamena, ze charakteristika nemize byt souc¢asti Cauchyho poc¢atecni tilohy pro
homogenni LPDR 1. tadu.
Priklad 1.2. Najdéte charakteristiky rovnice

0 0
2020 + 24—,
oxr 0Oy
ReSeni. Sestavime charakteristicky systém (1.3). V naSem piipadé je a = 2x,b = 1. Hleddme feSeni
systému

Z(t) = 2z, LT = exp(2t)Cy
y'(t) = L y = t+0C
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7 druhé rovnice vyjadiime ¢ a dosadime do prvni a tpravou konstant dostaneme
x = exp(2y) exp(Cy)Cy & vexp(—2y) = K,
Resenim zadaného systému je soustava kfivek x exp(—2y) = K, které tvoif hledané charakteristiky. O

Za predpokladu a? + b* # 0 je mozné uvedeny systém charakteristik uréit i jinym postupem.
Za predpokladu a? + b* # 0 Ize systémem (1.3) vyloucenim dt pfevést do kanonickém tvaru

dz
n 3 S (1.4)
% = blx(t),y(t)) a(z,y)  b(z,y)

Prvni integraly, existence feSeni, obecné reseni

Definice 1.3. Funkci z(z,y) nazveme pronim integralem systému (1.4) v oblasti D, jestlize z(z,y) je
konstantni podél kazdého feSeni systému (1.4), které celé lezi v D a jestlize z(x,y) ma spojité parcidlni
derivace prvniho fadu v D.

Priklad 1.4. Najdéte prvni integral systému

dx dy
gy, Yo
a7
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Reseni. Prvni integral nalezneme dvéma zpusoby

1. Integraci druhé rovnice dostaneme y(t) =t + C' a dosazenim do prvni rovnice obdrzime

dz

dr 4t+0C), = ()= /4(t + C)dt = 2(t + 0)2 +D

Do tohoto feseni dosadime za t = y — C' z druhé rovnice a dostaneme

r=2°+D <& x-—2%=D.

2. Uvedeny systém zapiSeme v kanonickém tvaru a feSime jednu diferencialni rovnici

d
4x—dy - /dx—/4ydy = 2=2%+0D.
y

Prvnim integralem je proto funkce z = x — 2y?, ale také kazda funkce z = f(z —2y?), kde f je libovolna
spojité diferencovatelna funkce. m

Véta 1.5. Funkce z = z(x,y) se spojitymi parcidlnimi derivacems je feSenim linedrni homogenni rovnice
(1.2) prdvé tehdy, kdyz je prunim integralem soustavy (1.4).

Priklad 1.6. Najdéte feSeni rovnice

0z 0z

4 — =0.
y@x dy 0
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Reseni. Tato rovnice mé charakteristicky systém feseny v piedchozim piikladé 1.6. Proto podle véty je
FeSenim
2(z,y) = flz —2y%),
kde f(t) je libovolna spojité diferencovatelna funkce.
O spravnosti se miizeme presvédcit pfimym vypoctem.

0 _ O =2") oy 920Ul =)

= f'(z — 2y*)(—4y).

ox ox (9_y B oy
Dosazenim do ptivodni rovnice dostaneme
0z 0z
dy——+ — =4dyf'(z — 2¢°) + f'(z — 2y°)(—4y) = 0.
Yo: t oy yf'(x=2y°) + f'(z = 2y°) (—4y)

]

Véta 1.7. O jednoznacCnosti reSeni.

Necht maji funkce a(x,y),b(x,y) spojité parcidlni derivace proniho Tddu v oblasti D, necht ddle existuje
krivka © zadand parametrickymi rovnicemi x = @(t),y = ¥(t),z = x(t),t € («, B) takova, Ze jeji primét
do roviny Oxy lezi v D. Necht ddle pro t € («, ) plati nerovnost

ofp0).0(0) Bpl0),v()
do v |7 _
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Potom ezistuje podoblast Dy C D obsahugict kifivku © takovd, Ze tesSeni z = z(x,y) parcidlni rovnice (1.2),
ktere splnuje podminku
2(p(t), (1) = x(t),  pro vechna t € (a, ), (1.6)
je jednoznacné urcené v D;.
Véta mé pouze lokédlni charakter. Zarucuje nam jednoznacnost v nékterém okoli kiivky ©.

Priklad 1.8. Najdéte feseni Cauchyho pocateéni tlohy spolu s maximalni defini¢nim oborem

0z oy 2
%4_(3;4_@/)%*0, kde z(0,y) =y

Reseni. Sestavime charakteristickou soustavu v kanonickém tvaru, kterd je linedrni diferencialni rovnici s

vvvvvv

dy
Tr+y

dox =

& Yy =y+x & y=exp(zr)C —x —1.

Tedy obecné feseni dané rovnice je ve tvaru

z(z,y) = f((x +y + 1) exp(—2)),

kde f(t) je libovolné spojité diferencovatelna funkce. Tu ur¢ime dosazenim pocatecni podminky:

20,9)=fly+1) =92 = f(t) = (t—1)%
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Reseni poc¢atecni tlohy je tedy funkce:

2(z,y) = ((x+y+ 1) exp(—z) — 1)

Toto feseni prochézi zadanou kiivkou, kterou miiZeme parametricky zapsat = 0, y = t, z = 2. Pro
determinant z véty 1.5 plati:

2

a(p(0),0(8) bl @) | |1 ¢
(1) o(t) Ho 1“1*0’

tedy je toto feSeni urceno jednoznacné v celé roviné xy. O

Linearni parcialni rovnice homogenni s vice proménnymi

Pokud pracujeme s funkcemi vice proménnych, postupujeme analogicky. Dale se omezime na rovnice kde
)
je feSenim funkce 3 proménnych, tedy na rovnice tvaru

Ou(z, y, 2) Ou(z,y, 2) Ou(z,y, 2)
ox oy 0z
Charakteristicky systém je tvofen 3 rovnicemi o 4 nezndmych (x,y,x.z,t). Jeho vyfeSenim dostaneme
opét 3 rovnice o 4 nezndmych a eliminovanim neznamé t ziskame 2 rovnice o 3 neznamych. Ty mutizeme

geometricky interpretovat jako dvojici funkci dvou proménnych o 2 neznamych:

filz,y,2) = C fo(x,y,2) = Cs. (1.8)

a(z,y, 2) + b(x,y, 2) + c(x,y, 2) =0. (1.7)
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Analogicky definovany prvni integral ma obecné tvar

u(x,y, Z) = F(fl(xayaz)va(xaya Z))a

kde funkce F' je libovolna spojité diferencovatelna funkce dvou proménnych. Vyse uvedené rovnice lze také
ziskat fesenim charakteristického systému v kanonickém tvaru (za piedpokladu a? + b* + ¢ # 0)

dx dy dz

a(z,y,z)  blz,y,2) a c(x,y,z)’

ktery je tvoren soustavou dvou diferencialnich rovnic.

Jestlize feSenim rovnice (1.7) méa spojité prvni parcialni derivace je rovno prvnimu integralu . Aby bylo
toto feSeni obecnym feSenim rovnice (1.7) musi byt rovnice linedrné nezavislé. Podobné se postupuje i ve
vyssich dimenzich. Uvedeme nyni ilustrativni pfiklad pro funkci tii proménnych tj. pro funkei u(z,y, 2).

Priklad 1.9. Najdéte feSeni rovnice

@ ou ou
Y ox oy
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Reseni. Sestavime charakteristickou soustavu, kterou zapiSeme v obou tvarech

dx

? B ’ dr d dz
élt Y T Tr—y
z

— = x—u.

ai 4

P1i feseni vyuzijeme obou téchto tvari. Z prvniho tvaru ziskdme rovnost

dr dy dz
T WL T 0 e ) =G

Z kanonického tvaru uvazujme prvni rovnici, ktera je rovnici se separovanymi proménnymi:

d_x:% & /xdx:/ydy & 2 —y? = Cs.
Yy x

Protoze jsou obé rovnice linearné nezavislé je obecné feseni zadané rovnice funkce
2 2
U:F([E—y+Z,ZE _y)a

kde funkce u = F(t,s) ma spojité parcialni derivace prvniho fadu. Skutec¢nost, ze takto definovana funkce
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je feSenim zadané rovnice ovéfime primym vypoctem.

§—Z — Fllo—y+ 20— )1 + Flle —y+ 2.0 — ) (<2
i—z = Fl@—y+za2°—y?)
Pii dosazovani do zadané funkce vynechame pro vétsi prehlednost argumenty funkci F} a F.
y% + wg—z +(z - y)% = y(F + 20F) + o(=F = F) + (v — y) F{ = 0.

Kvazilinearni parcialni diferencialni rovnice

Reseni homogenni linedrni parcidlni diferencidlni rovnice ve tfech proménnych miize byt chapano jako
pomocna tloha pfi feseni kvazilinearni rovnice.

Definice 1.10. Kvazilinearni parcialni diferencialni rovnici nazveme vyraz

0z(z,y) 0z(z,y)

a(x,y,z)T—i-b(:c,y,z) 8y :C(.CE,:I/,Z), (19>
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kde a, b, ¢ jsou funkce proménnych z,y, z definované na oteviené mnoziné G.

Predpokladejme, Ze funkce z(x,y) je FeSenim rovnice (1.9) a funkce U mé spojité parcidlni derivace a
plati U(z,y, z(z,y)) = 0. Odtud dostavame rovnice:

oUu 90U 0z oUu  0oU 0z
+———=0, +—=—=—=0.
dr ' 0z Ox ay 0z 8y
Prvni rovnici vynasobime funkeci a(z, z,y) a druhou funkei b(z,y, z) a secteme je. (Argumenty funkei jsou
pro prehlednost vynechany.)

aa_U JrCL(B?_U% b@_U oU 0z GU b@_U 8_U 0z b% _0
ox 0z Ox dy 9z 8y “or dy 0z 8:15 oy)
= cdle (1.9)
Tedy funkce U(z,y, z) je feSenim rovnice:
U0 L U (1.10)

Uvedena skutecnost plati i naopak:
Vé&ta 1.11. Necht funkce U = U(x,y,2) je spojité diferencovatelnd v D C R3 a spliuje rovnici (1.10).

0
Jestlize navic rR # 0, potom existuje funkce z = z(xz,y), kterd je Tesenim rovnice U(x,y, z(z,y)) = 0,
2

tato md spojité parcidlni derivace a a je z Tesenim rovnice (1.9).
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Priklad 1.12. Najdéte feSeni rovnice
0z N 0z ( )
— 4 r— = (r—y).
Y ou dy 4

Reseni. Hledame funkci U, kterd bude spliiovat rovnici (1.10). TakZe mé platit

Toto je rovnice fesena v predchozim ptikladu. Proto
U(l‘,y72’) = F(ZE - y+Z,ZE2 _y2)7
kde funkce u = F'(t, s) mé spojité parcialni derivace prvniho fadu. Z pozadovaného predpokladu o parcialni
derivaci v, = F{(x —y + z,2* — y*) # 0 plyne, Ze rovnice F(s,t) = 0 implicitné zadava funkci s = f(¢),
takovou, Ze plati F((f(t),t) = 0 a tedy TeSeni rovnice F(x —y + z, 2> — y*) = 0 miiZeme zapsat ve tvaru
r—y+z=f'—y) &  r=y—a+f@-y),

kde f(t) je libovolna spojité diferencovatelna funkce. Spravnost feseni opét ovéfime dosazenim do zadané

rovnice:
0z
x
0z
dy

= —1+ fl(2* —y*)2z
= y% —i—x% = —y+2yf (2® — )+ —22yf (2 —y*) =2 —y.
= 1+ f(=*—y")(-2) v
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]

Véta 1.13. Necht funkce a,b,c maji spojité parcidlni derivace v oblasti D € R3. Jestlize kiivka © s
parametrickym vyjadrenim

r=(), y=vt), z=x), te(a,p),

lezi v oblasti D, jeji prumét do roviny Oxy oznacime T a jesté plati, Ze pro vSechna t € (a, B) je

a (), v(1),x(t)) blp(t), v(1).x(1) |
(1) V() '

Potom ezistuje v roviné Oxy oblast G obsahugjici kiivku T takovd, Ze teseni z = z(x,y) rovnice (1.9) je v G
jednoznacne.

Véta ma opét pouze lokalni charakter.
Priklad 1.14. Najdéte feseni rovnice

8u+2 ou 2 4
T—— — ==z z
0z T W, y+ 2z,

které je uréeno kiivkou z =t, y =t, z = 3.
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Reseni. Abychom urcili obecné fesSeni, sestavime charakteristickou soustavu v kanonickém tvaru:

dz dy  dz
2y  a2y+ 2z
Prvni rovnice je rovnici se separovanymi proménnymi:
de d x?
oY & 2lnx =Iny +c & — =(}.
x 2y Y
Do tretiho ¢asti kanonického tvaru charakteristického systému dosadime y = % a tato spolu s prvni casti
kanonického systému tvori linearni diferencialni rovnici:
dx dz - _Z 3 - Ot 4
— = Z=—4 = 2=z —.
v 2, z O > 30,
C1
Dosazenim za konstantu € a vyjadfenim konstanty C5 urc¢ime druhy prvni integral
2
x 32 ~
ZZZUCQ_"_??J = ——l’y:SOQ:CQ.
x

Oba integraly jsou linedrné nezavislé, proto dostavame obecné feseni U(x,y, z) rovnice

ou ou 9 ou
o o (:L'y+z)$—0
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ve tvaru

2
e 3z
Ulx,y,2) =F (—,— —a:y) ,
y
kde F' je libovolna funkce dvou proménnych se spojitymi parcialnimi derivacemi. Také v tomto ptripadeé lze
z implicitniho tvaru feseni zadané kvazilinearni rovnice urcit jeho tvar explicitni:

23 3 2 2
F(m—,—z—xy):0:>—z—a:y:f(x—):>z:§(xy+f<x—>),
y x T Yy 3 Y

kde f(t) je libovolna spojité diferencovatelnad funkce. Nyni uréime zatim neznamou funkci f(t) dosazenim
pocateéni podminky x =t, y =t, 2 = t3:

—S(PI0) = Tw=2

Celkové je fesenim pocatec¢niho problému funkce

t3
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je pro y # 0 nenulovy a podle pfedchozi véty 1.13 je toto feSeni jediné. O
Obvykle se charakteristiky rovnice (1.10) nazyvaji i charakteristikami rovnice (1.9). Potom plati nasle-
dujici véta.

Véta 1.15. Necht je plocha
z=f(z,y) (1.11)

tvotena charakteristikami rovnice (1.9) a necht funkce f(x,y) md spojité€ parcidlni derivace. Potom je
f(z,y) Tesenim rovnice (1.9). Obrdcené - jestlize funkce f(z,y) je TeSenim rovnice (1.9), potom kaZdd
charakteristika, ktera ma s f(x,y) aspon jeden spolecny bod, lezi celd na plose (1.11).

Pfaffova rovnice.
Zavérem uvedeme jesté jeden typ parcialni diferencialni rovnice.
Definice 1.16. Pfaffovou rovnici nazveme vyraz

Pdx + Qdy + Rdz = 0, (1.12)

kde P, (@, R jsou funkce proménnych x,y, z definované v oblati D.
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Pro R # 0 v D lze rovnici (1.12) upravit na tvar

P Q
dz = ——dz — 2d 11
2 7l — 5y, (1.13)

tedy hleddme funkei z(z,y), jejiz totalni diferencial vyhovuje rovnici (1.13), coz v pfipadé, Ze na pravé
strané rovnice jsou proménné z, y vede na exaktni rovnici.

Véta 1.17. Je-li rovnice (1.12) fesitelnd v D a jestlize maji funkce P,Q, R spojité parcidlni derivace,
potom v D plati
0Q OR OR OP oP 0Q
P{——— —_— = R{———]=0. 1.14
<8z 8y>+Q(8x 8z)+ (63/ 8x) (1.14)

Podmince (1.14) se fikd podminka Fesitelnosti a nebo podminka integrability Pfaffovy rovnice.

Véta 1.18. Jestlize maji v D funkce P,Q, R spojité parcidlni derivace a v kazZdém bode D je splnéna
podminka (1.14), potom v D existuji funkce pu = pu(x,y,2) #0 a F(z,y, z) takové, Ze plati

F F
dF = p(Pdz + Qdy + Rdz), neboli or = uP, or = u@, on = uR.
ox oy 0z

Potom kazZdym bodem D prochdzi pravé jedno fesent rovnice (1.12).

Véta mé pouze lokalni platnost. Funkce i1 se nazyva integracni faktor.
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Priklad 1.19. Méjme rovnici
yide + xdy 4+ xy?zdz = 0.

Podminka fesitelnosti (1.14) mé tvar

=229z + 2y’ + 2’22y — 1) = 0.

v tomto pripadé lze integracni faktor ,uhadnout®. Jestlize vezmeme p = —, potom pro z > 0,y > 0
Ty
mame

1 1
—dz + —dy + 2dz = 0.
Z )

Leva strana je uplnym diferencidlem funkce

1 2
F:lna:——+z—.
Y 2
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1.2 Parcialni diferencialni rovnice druhého radu

Rada technickych problémi, zvlasté v elektrotechnice, se d4 popsat pomoci parcidlnich diferencialnich
rovnic druhého fadu. Proto se jimi ted budeme vénovat samostatné.

Priklad 1.20. Parcialni diferencidlni rovnice druhého radu se Casto pouzivaji pfi popisu fyzikdlnich a
technickych déji a procest. Nasleduji nékteré parcialni rovnice, které se pouzivaji v elektrotechnice a
pribuznych oborech.

Pu  0*u  *u

Au = + + =0 Laplaceova rovnice (elektrostatické pole),

ox?  Oy? 022

Au = f Poissonova rovnice (elektrostatické pole s volnymi naboji),

Au = a*u Helmholzova rovnice (stacionarni vlnova rovnice),

u M O 7’ .
Ay = aa diftizni rovnice ,

0*u
Au = a®’—— vlnové rovnice (Sffeni elektromagnetickych vin),

ot?
o (0 o (0
B (UG_Z) + ay (va—Z) = —J, v=v(] grad u|) rovinné stacionarni magnetické pole,
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Pu  0%u 0 . lemity st
- = rovnice pro kmity struny,
ox?  Ot?
ou  0%u
5% " 52 = (0 rovnice vedeni tepla.
s

Hlavni pozornost budeme vénovat linearnim parcialnim diferencidlnim rovnicim druhého radu. Pomoci
charakteristik provedeme klasifikaci linearnich parcialnich diferencialnich rovnic druhého fadu na rovnice
eliptické, parabolické a hyperbolické a ukézeme transformace, které zajistuji, ze kazdou linedrni parcialni
diferencialni rovnici druhého fadu muzeme lokalni transformaci prevést na kanonicky tvar. Tento je Casto
fesitelny a tak lze Tesit ptivodni rovnici.

1.2.1 Klasifikace rovnic na hyperbolické, parabolické a eliptické

Definice 1.21. Parcialni diferencialni rovnici druhého fadu dvou proménnych rozumime rovnici

du Ju Pu *u Ou _0
"0x’ Oy’ 0x2’ OxOy’ Oy2’ )

F ($7 y? u(aj7 y)

Definice 1.22. Linearni parcialni diferencialni rovnici druhého fadu dvou proménnych rozumime rovnici

0% 0%u 0%u ou ou
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Funkce a,b,c,d, e, g, f jsou spojité v oblasti  C R2, pficemz aspon jedna z funkci a,b,c je nenulova
v kazdém bodé (z,y) € Q.
Resenim (1.15) v oblasti 2 rozumime kazdou funkei u(z,y) € C?(2), kterd v Q identicky spliuje (1.15).

Pocatecnimi podminkami rozumime predepsani funkéni hodnoty feseni na néjaké kiivce spolu s hod-
notou derivace feSeni ve sméru riizném od tecného sméru kiivky, to jest u(z,y) = h(z,y) a vy = s(z,y)
pro [z,y] € I = {[z(t),y(t)],t € I}. Podobné jako u rovnic prvniho fadu nemohou byt tyto kfivky charak-
teristikami,

jimiz rozumime TeSeni charakteristické rovnice:

a(y)’ —by +c=0. (1.16)

Vzhledem k derivaci /() se jedna o rovnici kvadratickou a podle znaménka diskriminantu D = b? — 4ac
této kvadratické rovnice klasifikujeme linearni parcialni diferencialni rovnice a provadime transformace do
kanonickOho tvaru.

Rekneme, linearni parcialni diferencialni rovnice druhého fadu je:

e hyperbolického typu, jestlize D > 0, ma charakteristickd rovnice feseni ve tvaru dvou jedno parame-
trickych soustav ktivek urcenych implicitné rovnicemi

@(%,y) = Cl w(%y) = 027
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které vyhovuji charakteristické rovnici (1.16). Déle pfedpokladejme, ze k substituci zadané rovnicemi

£ =p(z,y) n=v(,y),

existuje ve studované oblasti inverzni transformace a muzeme tedy definovat novou funkci U(,n)
vztahem

u(z,y) = Ulp(z,y), (r,y)).

Po substituci obdrzime pro funkci U (€, n) diferencidlni rovnici, kterou mizeme zapsat ve tvaru
Uey = P(&n, U, Ug, Uy),
ktery je jednodussi, nebot obsahuje pouze jednu parcialni derivaci druhého Fadu.

e parabolického typu, jestlize D = 0, potom existuje jedna jedno parametrickd soustava kfivek urcené
implicitné rovnicemi
o(z,y) =C,
které vyhovuji charakteristické rovnici (1.16). V tomto piipadé prevedeme substituci
§=o(z,y) n=y

danou parcialni diferencialni rovnici do kanonického tvaru:

Up = P(&n,UULUY).
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e cliptického typu, jestlize D < 0, potom charakteristicka rovnice (1.16) ma FeSeni v implicitnim tvaru
oz, y) £ijp(z,y) = K.
V tomto pripadé prevedeme substituci
§=vlz,y) n=1v(z,y)
danou parcialni diferencialni rovnici do kanonického tvaru:

Ule + U = P(&,n, U UL UY).

V dal$im se soustfedime na typ hyperbolicky a parabolicky, nebot elipticky typ byl feSen v rdmci pocita-
¢ového cviceni. Postup je nazyvan D’Alambertova metoda feseni.

1.2.2 D’Alambertova metoda

1. Pievedeme rovnici na kanonicky tvar
2. Nalezneme obecné feSeni LPDR (obvykle zavisi na 2 libovolnych funkcich dvou proménnych).

3. Aplikaci pocatecnich podminek urcéime konkrétni partikularni feseni
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Toto jsou nejednoduché matematické tlohy, které nemusi mit feseni.

Priklad 1.23. Naleznéte feseni LPDR 2. fddu

(u), — 2uy) =0

T

2x +vy
zuy, — (22 + y)uy, + 2yuy, — 2y

uréené pocatecni podminkou u(z,1) = 52, u (z, 1) = 2x(x + 2)
Reseni. Budeme postupovat podle D’Alambertovy metody.
1. Jedna se o rovnici hyperbolického typu a kanonicka rovnice méa tvar
0= x(y')2 +Qr+y)y +2y=(zy +y)(y +2).
Rovnice je souc¢inem rovnic zy’ +y = 0, ' + 2 = 0, pro které uréime feSeni a nasledné substituce:
xy = C4 y+ 2z = C)y = E=ay n=y+2x.

Vypocteme potfebné parcialni derivace s vyuzitim vzorce pro derivaci slozené funkce vice proménnych
/

(napt. u), = ucg), + up 1, ):
Uy, = ugy F U2 U, = Ut
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Pti stanoveni derivaci vyssich radi postupujeme analogicky, proto podrobnéji ur¢ime derivaci u které
je mozné ocekavat chybu nejcastéji
/ !/

8_;2 = (ugew +ug, )y + ug + (upex +uy, )2 = ugery 4+ ug, (22 + y) + uy,2 4 ug.

ou
"o 3 /

Dale dostaneme
uy, = ugey” + ug, 4y + Uy, 4 uy, = uger” + g, 2T + Uy,

Po dosazeni do puvodni rovnice a upravach dostaneme —ug, (y — 22)* = 0 & uf, = 0.

2. Tato rovnice mé obecné FeSeni ve tvaru u(&,n) = ¢(&) + ¥(n). Po dosazeni zpétné transformace
dostavame obecné feSeni dané rovnice:

u(r,y) = o(zy) + (22 +y).
3. Pro zatim neznamé funkce dosazenim pocatecnich podminek ziskdme dvé rovnice:
5a? = u(x,1) = p(a) + 2z +1) 22" +4dz = (z,1) = ¢ (2)r + ¢ 2z + 1)
Od derivace prvni rovnice odec¢teme dvojnasobek druhé rovnice:

102 — 422 — 8z = ¢/ (2)(1 — 22) = /() = 22 = p(z) = 22
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Dosazenim za ¢(x) = x? do prvni rovnice obdrzime 5z% — 22 = ¢¥(2x + 1) = 422 = Y2z + 1) a
substituci t = 2z + 1 & (t — 1) = 22 dostavame (t) = (t — 1)

Dosazenim téchto funkci ziskame partikularni feseni

u(z,y) = (2y)* + 2z +y —1)%

Priklad 1.24. Naleznéte feseni LPDR 2. fadu

Uy, + 20y, + Uy, =0
uréené pocatecni podminkou u(2x,z) = 2% + 1, w, (22, 2) = 0.
ResSeni. V tomto piipadé se jedna o parabolicky typ

1. Charakteristicka rovnice , )
0=(y) -2 +1=(y-1)

ma za TeSeni jednoparametricky systém kiivek y — x = C. Substituce ma tvar:

E=y—z n=y.
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Vypocteme potiebné parcialni derivace

"o
T

" no _ 1! _ "
Uge Ugy = —Uge — Ugy u

" "

o "
U yy = Uge T 2y + Uy,

Po dosazeni do ptivodni rovnice a tpravach dostaneme u;;n = 0.

2. Tato rovnice mé obecné feSeni ve tvaru u(§,n) = ¢(§) + n(§) a po dosazeni zpétné transformace
dostavame obecné feseni dané rovnice:

u(z,y) =y — ) +y¥(y — x).
3. Pro zatim nezndmé funkce dosazenim pocatecnich podminek ziskame dvé rovnice:

1+ 2% =u2x, 1) = p(xr — 2x) + (v — 2x) = o(—x) + 2(—x),
0=¢/(x=2z) +P(z = 22) + 29(x = 2z) = ¢'(=x) + P(—2) + 2¢(—2).

Nyni prvni rovnici derivujeme a secteme se druhou rovnici:
2z = —¢'(—z) + (=) — 2¢('—2) + ¢ (—2) + P(—2) + 2¢'(—2) = W(—2) = P(z) = —=.
Do prvni rovnice dosadime 1(z) = —z a dopoc¢itdme ¢(x) = 1.

Dosazenim téchto funkci ziskdme partikularni feseni

u(r,y) =1+ y(r —y).
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1.2.3 D’Alembertiiv vzorec pro vlnovou rovnici

Hledejme nyni feSeni pro rovnici kmitu struny je mozno zapsat ve tvaru

Pu 0%

Pribéh pohybu struny bude jednoznac¢né urcen, pokud budeme znat pohyb koncovych bodt a pocatecni
polohu a rychlost kazdého bodu. Matematicky to znamena, ze potiebujeme znat jesté okrajové a pocatecni
podminky.

u(0,t) = m(t), (1.18)
u(l,t) = pa(t), (1.19)
u(z,0) = o(z), (1.20)
ou(r,0)
5 = @) (1.21)

11, fh2, ©, 1 jsou zadané funkce.
Uzitim D’Alambertovy metody vyuzijeme pouze pocatecni podminky zadané funkcemi , 1. Tato rov-
nice je hyperbolického typu a substituci £ = = + at, ( = x — at pfevedeme na kanonicky tvar

" o_
gC_O-
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Tato rovnice ma obecné feseni ve tvaru

U(&, ¢) = f1(§) + f2(Q), (1.22)

kde fi1, fs jsou libovolné dvakrat spojité diferencovatelné funkce jedné proménné. Zpétnym dosazenim
puvodnich proménnych dostavame obecné feseni puvodni parcialni diferencialni rovnice ve tvaru

u(z,t) = fi(x + at) + folz — at). (1.23)
7 pocatecnich podminek dostaneme
a-+at
u(z,t) = %(gp(m + at) + ¢(z — at)) + i / Y(T)dr. (1.24)
a—at

Tento vztah se nazyva d’Alemberttv vzorec.

1.2.4 Resené piiklady

Priklad 1.25. Najdéte kanonicky tvar rovnice

0*u 0*u 0*u
0x? + 50x8y + 68y2 =0

a jeji reSeni.
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ResSeni. Mame A =1, B = 8,C = 15. Take plati
B> —4AC=8"—-4-1-15=64—60=4> 0.
Rovnice je hyperbolického typu. Rovnici ptrifadime charakteristickou rovnici:
A —8A+15=0

a urcime si jeji kofeny. Dostaneme

Podle ptedchoziho volime
{=y—3z, n=y—5oz
Urcime si parcialni derivace
0%u 0*U 02U 02U
— =9— +30 25
02~ 2ae ooy T o
Pu _382U _g 0*U B 582U
oxdy  ~ 0€? 0o on?’
u  0°U 0?U  0*U

2 .
oy~ o " “oan " an?
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Po dosazeni dostaneme

U 0
ocon
Budeme nyni hledat feseni této rovnice. Zvolme
o _,
on
Potom 9
o _,
23
a proto je v = f(n), kde f je libovolna funkce. TakZze mame
8U
=f(n),

/f Fln) + G(8),

kde F, G jsou funkce se spojitymi parcidlnimi derivacemi. Dosazenim za &, 7 dostaneme feseni nasi rovnice

ve tvaru
u=F(y—5x)+ G(y — 3x).
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Priklad 1.26. Pievedte na kanonicky tvar rovnici

0*u 0*u 0*u
2 = 0.
ox? + 0xdy + 56y2 0

ResSeni. Uréime diskriminant kvadratické rovnice

B> —4AC =2 -4-5=16—20= —4.
Rovnice je eliptického typu. Pro kofeny jeji charakteristické rovnice plati:

N _2A+5=0c \12=—-14+2]
Nejdiive fesime diferecncialni rovnici v komplexnim oboru:
Yy =-1+2j=y=o+20j+C&y—ax—2jz=C
Podle predchoziho postupu volime transformaci:
E=y—x, n=-—2.

Urcéime si parcialni derivace

aZU " " " azu "
g e T AUe TAUy,  5E = e

= Uge-
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Po dosazeni dostaneme

124 1A 124 /i " " 14 /i 124 "
0 = e + dug, + dup, + 2(—uge — 2ug,) + duge = duge + duy, < Uge + Uy, =0

1.3 Fourierova metoda separace proménnych

Okrajova tloha pro rovnici struny je tloha nalezeni feSeni v = u(x,t) definovanou pro 0 < x <[, ¢t > 0,
ktera zde ma spojité parcidlni derivace prvniho fadu, spliiuje podminky (1.18) - (1.21) a v oblasti 0 < = < [,
t > 0 ma spojité parcialni derivace druhého fadu a spliuje zde rovnici (1.17).

Poznamenejme, ze pocatecni tloha pro rovnici struny ma nejvyse jedno feseni.

Pfi feSeni nékterych parcidlnich diferencialnich rovnic se pouziva i metoda separace proménnych (Fourie-
rova metoda, metoda separace proménnych). Zékladni myslenkou této metody je, Ze FeSeni predpokladame
ve tvaru soudinu dvou (respektive t¥i) funkci, z nichz kazda zavisi pouze na jedné nezavislé proménné.
Pokud se nam podaii timto zptisobem separovat jednotlivé proménné v Laplaceové rovnici, rozpadne se
puvodni parcialni rovnice na nékolik obycejnych diferencialnich rovnic. Umime-li najit jejich obecna feseni,
budeme umét i vytesit ptivodni Laplaceovu rovnici.
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1.3.1 Vzorce odvozené Fourierovou metodou pro vlnovou rovnici

Predpokladejme, Ze vlnova rovnice je zadana ve tvaru

Pu 0%

o~ " o2
kde a je nenulova konstanta. Jsou-li dany pocateéni podminky
ou
U = _— =
o= @), G| =v(2)
a okrajové podminky
ul,_o=0, ul,_,=0, (1.25)
potom lze najit feseni ve tvaru nekonecné fady
= kmat . kmat\ . krmx
u(z,t) = Z (ak cos — + by sin l ) sin —— (1.26)

k=1
kde

2 (! 2 [
ap = 7/0 () sin k%xdx, b = Tma ), () sin k%xdx.

Odvozeni téchto vzorcu je podrobné uvedeno nize v prikladu v uéebnim textu.
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1.3.2 Resené piiklady

Priklad 1.27. Najdéte feseni rovnice

Pu  0u
o2 Ox?
za predpokladu, ze
ou
u|t:0 = xza E 0 = 0.

Reseni. Protoze ze zadani piikladu vyplyva ¢ = 0 dostavame

u(e,) = 3 (ol +1) + pla — 1))

kde ¢ = z%. Proto

u(z,t) = ((a: +1)* + (z — t)2) )

DO | —

Po tpravé dostavame
u(z,t) = 2> + 2.
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Priklad 1.28. Najdéte profil struny, kmity které jsou popisovany rovnici

Pu  u
o2 Ox?
pro hodnotu ¢asu t = 7/2 za predpokladu, zZe
| ) ou ]
ul,_, =sinx, — =1.
' ot |,y

Reseni. Dosazenim do vztahu (1.24) dostédvame

() = % (sin(:}c )+ sinfz — 1) + / - dz) |

—t

Odtud méame
x4+t

r—t *

) 1
u(z,t) =sinx - cost + 3 z|

Po tpravé dostavame
u(z,t) =sinx - cost + t.
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Priklad 1.29. Kmitajici struna je upevnéna v bodech z = 0 a x = [, [ > 0. V poc¢atetni moment méla

tvar paraboly
4h
u= <l—2x(l—x)>

Najdéte profil struny za predpokladu, ze plati podminky (1.25).

ReSeni. Vyuzijeme rozklad do fady (1.26). Mame

2 [ k ho [ k
ag :—/ () - sin %dx = 8l—3 (Iz — %) - sin %dx
0 0

b, =0.
Abychom vypocetli koeficienty ay, pouzijeme dvakrat metodu per partes. Nejprve ozna¢me
uy = lr — 2%, duy = (I — 2z)dz,

l k k
V] = —— cosﬂ, dv; = sin %mdx.

km {



1.3 FOURIEROVA METODA SEPARACE PROMENNYCH

39

Pak dostavame

Daéle oznacime

Pokracujeme ve vypoctu:

8h (! kmx
—92) - cos
+k:7rl2/0(l x) - cos l dz

8h [ knx
= /0 (I —2x) - cos de.

Uy =1 — 2z, duy = —2dx,

Uy = % sin knlr_x’ dvy = cos ?dx.
a k;28—7]:2l(l 2z) sin /{:le i
16h ' knx
k27r2l/0 sin de
16h  knzl|
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Dosazenim ay a by, do vztahu (1.26) dostaneme

=1
u(,t) = 30 O [1 (< 1)) cos 2T gin ETT
k=1

k373
Je-li k = 2n, pak plati
1—(-1)"=0

a v pripadé, ze k = 2n + 1 mame
1—(-1)F=2

Proto muzeme posledni vyjadieni funkce u(z,t) zjednodusit:

1 (2n+ Dmat . (2n+ )7z

t) = :
u(z,t) @ 2 (a4 1) Ccos i sin

l
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