1 Pocitacove cviceni ¢. 1
Numerické reseni PDR

Metoda konec¢nych diferenci

Metoda konecnjch prvki (matlab)
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1.1 Numerické reseni PDR

Nevyhodou analytického feSeni je znacna teoretickd a technickd narocnost a tedy skutecnost, Ze se neda
vzdy pouzit. Existuje velmi Sirokéa tfida rovnic, které neumime analyticky fesit. Tehdy se pouzivaji jiné
numerické metody feseni.

Cilem je seznamit se zakladnimi principy numerickych metod feseni parciadlnich diferencialnich rovnic.
Tim je nahrazeni analytického feSeni této tlohy (funkce vice proménnych) pfibliznymi hodnotami tohoto
feseni ve vybranych obvykle pfedem danych bodech defini¢niho oboru. Tyto body obvykle nazyvame uzly
néjaké sité. Samotné hodnoty v téchto bodech jsou obvykle fesenim soustavy jinych rovnic nez parcialnich
diferencidlnich. Obvykle se jedna o soustavu linearni (v nékterych pfipadech i nelinearnich algebraickych
rovnic. Jejich sestaveni zavisi podstatnym zptisobem na volbé uzlt sité.V dalsim se omezime pouze na
parcialni diferencialni rovnice, kde je fesenim funkce dvou proménnych (z, y).

Déle se budeme zabyvat pouze dvémi moznosti stanoveni sité a sice na sité obdélnikové, které maji strany
rovnobézné se soufadnymi osami a v druhém piipadé ptijde o sit tvofenou trojuhelniky. Dalsi omezeni je v
feSeni nékterych typi parcidlnich diferencialnich rovnic druhého radu. Poznamenejme, ze numerické metody
je mozné pouzit na nalezeni jednoho konkrétniho (partikularniho) feSeni. Z této skuteénosti vyplyva také
pozadavek na urceni tohoto feseni. To feSeni bude urceno okrajovymi podminkami na hranici oblasti, ve
které je hledano. Tyto podminky mohou byt dany predepsanim funkénich hodnot nebo hodnot parcialnich
derivaci tohoto feseni.

V zavislosti na volbé sité budeme hovofit o dvou metodach
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e Metoda konecnych diferenci, kdy jednotlivé parcialni derivace nahrazujeme rozdily funke-
nich hodnot feseni podobné jako v pripadé obycejnych diferencialni rovnic.

e Metoda koneénych prvkua, kdy je zvolena sif tvofena trojihelniky.

1.2 Metoda konec¢nych diferenci pro PDR
Uvazujme modelovy pripad: linearni parcialni diferencialni rovnici 2. fadu eliptického typu:

_Tu D ey = o), (L1)

kde u = wu(x,y) je definovana na oblasti Q = {(z,y) : a« < x < b,c < y < d}, a funkce o(x,y) >
> 0Vx,y €, o, f jsou spojité na 2.
Necht je splnéna tzv. Dirichletova okrajovd podminka na hranicich oblasti §2:

) a<xz<b,
u(a,y) =r(y), uby) =sly), c<y<d,

Posledni fadek nam zabezpecuje spojitost okrajovych podminek v ,rozich“ oblasti €. Viz obrazek 1.1.
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p Y q(z)
7(y) Q s(y)
. p(x)

Obréazek 1.1: Metoda konecnych diferenci

Vytvorime sif na oblasti €2 (nejcastéji se pouzivaji ¢tvercové a nebo obdélnikové sité)

b_
vi=a+ih, i=01,. . nn+l, h=-"2
n+1

d_

yi=c+jk, j=0,1,....mm+1, k=-—"

m+1



1.2 METODA KONECNYCH DIFERENCI PRO PDR 5

Uzly jsou pak body (z;,y;). Oznacme wu;; = u(z;,y;). Jestlize pfedpokladame spojitost u(zx,y), pak pro
dostatetné malé h,k muzeme zanedbat chybové funkce. Potom dosazenim do (1.1) dostdvame pro i =
=12,....,n,5=12,....m:

Ui — i1 — Wim1j | 2Uij — Ui — Ui

h? k?

+ oijui; = fij-
Pro pravidelné ctvercové sité, t.j. h = k, se tato soustava dale zjednodussi na tvar
44 h20;;) Wi — Wi1 — Wit — Wi i1 — Ui i1 = R2fi; (1.2)
T h7055) Ui — Uig1,j — Uio1j — Uiyl — Uij—1 = ij- .

Vsimnéte si, Zze matice soustavy je v obou piipadech pro o;; # 0 diagonalné dominantni a proto miizeme
pouzit i itera¢ni metody TeSeni.

Analogicky postup muzeme pouzit pro numerické feseni vSech linearnich parcialnich diferencialnich rov-
nic druhého radu. Postup feseni je vzdy stejny: derivace nahradime diferencemi a hledame feseni soustavy
linearnich algebraickych rovnic.

Pro dalsi parcialni derivace se pouzivaji aproximace:

5“(%’, yj) _ Uiy1,5 — Ui 3U(95i, yj) _ Uj,j+1 — U4 g
Ox h ’ oy k ’

au(xz-,yj) _ Wig — Uiz au(xnyj) _ Uiy — Yig—1

Ox h ’ oy k ’
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au(xia yj)  Uig1y — U145 3U(Iz‘7 ?Jj) Ui — Ujg—1

Ox 2h ’ dy 2k
Pu(wi, y;) _ Wit 1j41 — Wit1,j-1 — Uimtj41 + Uimjo1
0x0y 2h2k '

Problémy pri feseni mohou vznikat, pokud oblast {2 neni obdelnikova.

1.2.1 Reseny piiklad
Priklad 1.1. Metodou kone¢nych diferenci feste okrajovou tlohu
Ugy + Uyy = 8T
w(z,0) =2, u(0,9) =0, u(z,y)|,2 0oy = 102(y + 1),
kde oblast €2 je vnitini ¢ast ¢tvrtkruhu
x>0, y>0, $2+y2§10‘
Reseni. Rovnici si upravime na stejny tvar jako (1.1)

Pu  Pu
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Zvolme ¢tvercovou sit s krokem h = 1.Potom mame hrani¢ni body

1(0,0) =0, u(1,0) = 1, u(2,0) = 8, u(3,0) = 27,
u(0,1) =u(0,2) = u(0,3) =0,
u(1,3) =40, u(3,1) = 60.

Jesté potfebujeme znat hodnotu v bodé P, 5. Protoze je
Q = (2.449;2), v(Q) = 73.485, 6 = 0.449,

linearni interpolaci dostaneme

1+ 0.449

Ug 2 =
Nyni pro 3 vnitini uzly sestavime sitové rovnice podle (1.2), pfitom hrani¢ni uzly jsou podtrzeny.
4U1,1 — Up,1 — U2,1 — U0 — U2 = -8,

4U1,2 — U1 — U3 — Ug,2 — U2 = -8,

4U2,1 — U1 —U3,1 — U0 — U2 = —16
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a pak pfidanim odvozeného vztahu pro u, s dostaneme soustavu 4 rovnic o ¢tyfech nezndmych. Po tprave

1 1
Uy = 1(0 +ugy +14+ug) — 18’

1 1
U1 = 1(“1,1 + Uz + 60 + 8) — 1167

1 1
Uy = Z(O +40 4+ ui g + ugp) — 18»

Uz 2 = 50.697 + 0.310u; 2.

Jejim fesenim je pak

upy = 12.384,
Up = 30.768,
Uy = 25.768,
Uyy = 58.688.

Dalsi postup je pak obvykly, t.j. zmensime krok a opakujeme vypocet az se nam odchylky v uzlovych
bodech ustali. O



1.3 METODA KONECNYCH PRVKU PRO PDR - RESENT POMOCI MATLABU 9

1.3 Metoda konec¢nych prvka pro PDR - feseni pomoci Matlabu

Cilem je bez blizsiho vysvétleni metody ilustrovat feseni parcidlni diferencialni rovnice numericky uzitim
programu Matlab, ktery mé v ramci pripravené knihovny rozpracovanou konec¢nych diferenci, ale metodu

vvvvvv

parcialnich diferencialnich rovnic.

1.3.1 Metoda koneénych prvki

Metoda kone¢nych prvkia (MKP, anglicky FEM — | finite element method“) mé zakladni pfistup podobny
jako metoda kone¢nych diferenci (MKD). Opét hleddme FeSeni parcidlni diferencialni rovnice na zadané
oblasti 2. Matlab umoziiuje fesit parcialni diferencialni rovnice druhého fadu na rovinnych oblastech (tj.
hledané funkce u zavisi na prostorovych proménnych z a y a pfipadné na ¢ase t), ale obecné lze metodou
koneénych prvka fesit i rovnice vyssiho nez druhého ¥addu a ve vysSich dimenzich neZ v roviné (ovSem
uz v tiirozmérném prostoru se problém technicky velmi zkomplikuje). VSude dal v této kapitole budeme
uvazovat pouze rovinné oblasti.

Stejné jako u metody konecnych diferenci oblast €2 pokryjeme siti. Tentolrit se vSak v zakladni verzi
metody koneénych prvkii pouzivaji trojuhelnikové sité, viz obrazek 1.2. Rikdme, Ze oblast () ztriangu-
lujeme. Na obrazku vidime, Ze sit nemusi byt nikterak pravidelna. Je vSak vhodné, aby pro jednotlivé
trojuhelniky nebyly jejich vnit¥ni thly nebyly prilis malé.
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Obrazek 1.2: Triangulované oblast €2

Vyhodou trojtahelnikovych siti (oproti obdélnikovym, které se pouzivaji u MKD) je to, Ze mohou dobfe
vystihnout i velmi slozité oblasti. Tim odpadaji problémy s realizaci okrajovych podminek.
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Dalsi analogie s metodou konecnych diferenci je v tom, ze pavodni parcialni diferencialni rovnici
prevedeme na soustavu algebraickych rovnic (linedrnich ¢ nelinedrnich, dle povahy ptvodni tlohy)
s neznamymi uy, Us, . . . , U,, kde u; je priblizna hodnota feseni v i-tém uzlu sité a n je pocet uzli. Postup,
jakym je tato soustava tzv. diskretizac¢nich rovnic ziskana, je vSak zcela odlisny a daleko komplikované;jsi
nez u MKD a nebude zde popisan. Soustavu diskretizac¢nich rovnic vyfesime — tim ziskdme hodnoty feseni v
uzlovych bodech — a za pfiblizné feseni rovnice na celé oblasti €2 bereme plochu, ktera uvniti jednotlivych
trojuhelnik nahrazuje feseni kouskem roviny, ktera prochézi funkénimi hodnotami ve vrcholech tohoto
trojuhelnika. To, ze ziskdme TeSeni na celé oblasti, a nikoli jen v uzlech sité, je dalsi vyhodou metody
konec¢nych prvkia oproti MKD.

Pro ilustraci slouzi obrazek 1.3, na kterém vidime pfiblizné feseni rovnice —Awu = 4 na oblasti 2 z
obrazku 1.2 s okrajovou podminkou u(z,y) = 2 — 2% — 3? na 9. Snadno bychom ovéiili, Ze presnym
feSenim této rovnice s touto okrajovou podminkou je funkce u(x,y) = 2 — 2? — y?. Grafem feseni tedy
je rotacni paraboloid. Vidime, ze priblizné feseni nalezené metodou kone¢nych prvki tvarem paraboloidu
vcelku odpovida, pro presnéjsi srovnani bychom museli porovnat piislusné numerické hodnoty. Prostorovy
graf nemusi byt ovSem zrovna nejprehlednéjsi, feSeni se proto cCastéji znazornuje pomoci vrstevnic, viz
obrazek 1.4.
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Obrazek 1.3: Graf ptiblizného feseni Obrazek 1.4: Ptiblizné feseni téze rovnice zna-
zornéné pomoci vrstevnic

1.4 Priklad reseny pomoci Matlabu

Poznamka 1.2. V dalsim textu budeme do ¢estiny michat rizné anglickd slova a zachéazet s nimi jako s
ceskymi. Toto se popisu pocitacovych programi uziva a je tento pfistup vhodnéjsi nez disledny pieklad
do cCestiny.

V Matlabu je pro feSeni parcialni diferencialni rovnice nainstalovany tzv. PDE Toolbox (PDE = | partial
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vz

differential equations“). NejpohodInéjsi je pracovat s grafickym uzivatelskym rozhranim (GUI). Ukazeme
zde feSeni jednoho ptikladu pravé v tomto prostiedi.

Priklad 1.3. Pomoci Matlabu feste metodou konecnych prvki okrajovou tlohu

’u  O%*u

@ + 8_y2 =8r na Q, (13)

kde oblast €1 je ¢tvrtina kruhu se stfedem v poc¢atku souradné soustavy a polomérem 3, ktera lezi v prvnim
kvadrantu:
Q={(z,y): x>0, y>0, 2> +y* <9},

s Dirichletovymi okrajovymi podminkami
wz,y) = a° na 't = {(z,y) : 0 < < 3,y =0},
u(z,y) = 0 na 'y = {(z,y) 12 =0,0 <y <3}, (1.4)
w(x,y) = 9z(y+1) nalsz={(z,y):2>0,y>0,2%+y* =9}

Oblast 2 s vyznacenymi ¢astmi hranice [';, I's a I's vidime na obrazku 1.5.

Reseni. Spustime Matlab. Do pifkazového okna napiSeme piikaz k otevieni prostiedi pro feSeni parcialnich
diferencialnich rovnic:

>> pdetool

Otevre se nasledujici okno
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0 0.5 1 15 2 25 3

Obrazek 1.5: K prikladu 1.3: Oblast €2 a jeji hranice, rozdélené na tii ¢asti
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) PDE Toolbox - [Untitled]

File Edt Options Draw Boundary FDE Mesh Solve Plot WWindow Help
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Set formula:
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Infa:

Draw 2-D geametry
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Regeni pifkladu v tomto prostiedi popiseme krok za krokem. Kazdé akce, kterou je tieba provést, bude
oznacena symbolem e.

Zadani oblasti ()
Oblast, na které fesime parcialni diferencialni rovnici, mizeme zadat interaktivné. Na bilou plochu upro-
stfed muZeme umistovat rizné geometrické obrazce (obdélniky, kruhy, elipsy a polygony) a pak z nich
pomoci mnozinovych operaci (sjednoceni, priniku a rozdilu) sestavit pozadovanou oblast. Nasi oblast
(¢tvrtkruh) dostaneme jako prinik kruhu se stfedem v pocatku a polomérem 3 a ¢tverce, ktery ma levy
dolni vrchol v poc¢atku a stranu o délce 3 (pfipadné cokoli vétsiho nez 3).

Rozmezi os na plose neodpovida nasim potiebam, a proto je musime zménit:

e V menu v polozce Options vybereme Axis Limits. .. a nastavime spravné rozmezi - pro nas priklad
miizeme zadat pro obé osy napi. meze -1 az 4.

Dale nastavime, aby se ukazovala mrizka a aby se body, které budeme za chvili klikdinim zadavat
(vrcholy ¢tverce a pod.) k mfizce pFichytavaly.

e V Options klikneme na polozku Grid.

e V Options klikneme na polozku Snap (,snap to grid“ = ,pfilnout k miizce*).

Nyni zadame kruh:

e Klikneme na tla¢itko se symbolem (). Tim budeme zadévat elipsu, s tim, Ze prvni bod, na ktery
klikneme, je jejim stfedem.

e Najedeme mysi na bod (0,0), stiskneme tlac¢itko mysi (diky tomu, Ze jsme zvolili ,snap to grid“, se
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nemusime trefit Gplné pfesné) a tahneme - objevi se obrys elipsy. Tahneme, az elipsu (v nasem pfipadé
vlastné kruh) natdhneme do pozadovanych rozmért.

Podobnym zptisobem zadame ctverec:

e Klikneme na tlaéitko se symbolem [_|. Tim budeme zadévat obdélnik.

e Opét najedeme na bod (0,0) (levy dolni roh &étverce) a dotdhneme kurzor do bodu (3, 3) (pravy horni
roh).

Vysledek by mél vypadat néjak takto:
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) PDE Toolbox - [Untitled]
fle Edt Options Draw Boundary PDE Mesh Sobve FPlot Windaw Help >
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Set formula [
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sQ1
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Info: Continuie desving of ecit et formuls,
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Kdybychom néktery z objektt zadali jinak, nez jsme chtéli, mtizeme jej vcelku snadno opravit: Nejprve
na pozadovany objekt klikneme a tim jej vybereme pro dalsi upravy (aktudlné vybrany objekt ma cerné
zvyraznénou hranici). Je-li nevhodné umistén, ale velikost mé pfitom spravnou, miZeme jej pomoci mysi
pfetahnout na jiné misto. Chceme-li zménit velikost, staci, kdyz na vybrany objekt ,,doubleklikneme* (Jak
je tohle spravné ¢esky? Poklepneme? Dvojklikneme?). Otevie se dialog, ve kterém mtzeme zménit rozméry,
umisténi i nazev. Pokud jsme to zkazili iplné, mizeme vybrany objekt stisknutim klavesy Delete odstranit
a zacit znovu.

Zatim jsme jen zadali kruh a ¢tverec, ale nijak jsme pocitaci nesdélili, Zze nas zajima jejich prinik. To
provedeme nyni. Podivame se na policko nadepsané Set formula. Do tohoto policka zadavame mnozinovy
vzorec (,set“ méa kromé mnoha jinych i vyznam ,mnozina®“, ,formula“ snad prekladat netieba), pomoci
néhoz je z jednotlivych zadanych oblasti sestavena oblast vysledni. MizZzeme pouzivat operatory + (sjed-
noceni), * (prinik) a — (mnozinovy rozdil). P¥i naSem zadavani kruhu a ¢tverce se v poli Set formula
automaticky objevil text C1+SQ1. Kdybychom to tak nechali, za oblast {2 by se vzalo sjednoceni oblasti
C1 (C jako ,circle“ = kruh) a SQ1 (SQ jako ,square® - ¢tverec). My ale potfebujeme prunik, a proto

e zménime text v editacnim poli Set formula na C1*SQ1. Navenek nepozndme zadnou zménu, obrézek
bude vypadat porad stejné.

Nyni nastal vhodny okamzik pro ulozeni vydobytk® nasi prace.

e Ulozime rozpracovanou ulohu napf. jako soubor prikladl.m (klasicky: v menu File, Save as...).

Mizeme se do ulozeného souboru podivat, napt. v editoru Matlabu nebo tfeba v Poznamkovém bloku,
jak kdo chce. Uvidime, ze Matlab automaticky vytvofil pomérné dlouhy soubor, v némz vétsiné véci nero-
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zumime, a proto do néj nebudeme vrtat.
Pti dalsi praci je vhodné c¢as od casu tilohu opét ulozit, dale jiz to zdtraznovat nebudeme.

Zadani okrajovych podminek
Pokracujeme zadanim okrajovych podminek. Nejprve si nechdme zobrazit hranici oblasti.

e Klikneme na tlacitko se symbolem 0f2. (Jind moznost: v menu Boundary, pak Boundary Mode.)
Ukaze se nam hranice oblasti:
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-} PDE Toolbox - PRIKLAD1. M
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File Edt Options Draw Boundary FDE Mesh Solve Plot ‘Window Help

E | & = %]g;‘ e

Set formula:

35

245

05

BRIk}

Infa:

Click ta select houndaries, Doubls-cick to open kouncary condtion dislog box.
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Postupné zadame okrajové podminky podle pfedpisti (1.4). Nejprve zaddme podminku na vodorovné
¢asti hranice I'y (viz téz obréazek 1.5).

e Doubleklikneme na vodorovnou ¢ast hranice. Otevie se dialog pro zadavani okrajové podminky. Jind
moznost: Na pfislusnou ¢ast hranice klikneme (jednou). Tim bude tato ¢ast hranice vybrana pro dalsi
praci. Pak vybereme v menu Boundary a Specify Boundary Conditions...

V dialogu nyni zaddme okrajovou podminku u(z,y) = 23. V Matlabu lze zadavat dva zdkladni druhy
okrajovych podminek, Dirichletovy (je pfimo zadéno, ¢emu se mé FeSeni na hranici rovnat) a Neumannovy
(které obsahuji téz derivaci feSeni ve sméru normaly k hranici). Nase okrajové podminky jsou Dirichletova
typu.

e V dialogu proto vybereme (¢i spi$ nechdme nastaveno) Condition type na Dirichlet.

Matlab o¢ekava nyni podminku ve tvaru (viz horni ¢ast dialogu) h-u = r, kde h a r jsou zadané funkce,
piipadné konstanty. Pro nasi podminku u(z,y) = 2% je h =1 a r(z,y) = 2.

e V dialogu vyplnime kolonku pro funkci r vyrazem x. 3. (Funkce h je na jednicku nastavena automa-
ticky.) Vyplnény dialog by mél vypadat takto:
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<} Boundary Condition

Boundary condition equation: h*u=r
Condition type: Coefficient “alue Description
) Meurrahin g |
2 I 1
(&) Dirichlet |a |
h '.1 |
I 1
¥ .3 |

Podobnym zptisobem zadame okrajové podminky na ostatnich ¢astech hranice:

e Doubleklikneme na svislou ¢ast hranice. V dialogu zkontrolujeme, zda je zatrzen Dirichlettv typ
okrajovych podminek a vyplnime kolonku pro funkci r vyrazem 0.

e Totéz provedeme pro obloukovou ¢ast hranice, tentokrat zadame 9*x . (y+1).

Zadani rovnice
Nyni zadame samotnou parcialni diferencialni rovnici, kterou chceme vytesit.
e Klikneme na tlacitko PDE nebo v menu vybereme PDE a pak PDE Specification...
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Otevre se dialog pro zadani rovnice. V levé ¢asti dialogu vybirame typ rovnice - na vybér mame rovnici
eliptickou, parabolickou, hyperbolickou a problém vlastnich ¢isel. Nase rovnice (1.3) je typu eliptického,
proto

e vybereme (pfipadné jen zkontrolujeme, zda je vybran) z moznosti pro Type of PDE typ Elliptic.

Rovnice je nyni o¢ekdvana (viz horni ¢ast dialogu) ve tvaru

—div(c- gradu) + au = f (1.5)

a po nas se chce, abychom doplnili funkce ¢, a a f. Doufame, ze tvarem (1.5) nejste pfili§ zaskoceni, pro
jistotu vSak pripomenme, ze je-li f funkce proménnych x1, s, ..., x,, pak gradient funkce f je

_(of of of
grad f = (axl’a@’“"axn) ’

a jsou-li g1, go, . .., gn funkce proménnych xy, z,, ..., z,, pak divergence zobrazeni g = (¢1,...,9,) je

. O0gi | Ogo OGn
divg = 0x; * Oxs Tt ox,

Téz si snad pamatujete, ze

) 0 [Of 0 of \ _ &f >f
div(grad f) = x4 (8931) o Oz, (0xn) - 023 Tt e T Af

n
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Regen4 rovnice (1.3), tj. 3273 + 2273 = 8z, po snadné upravé —Au = —8z, se tedy do tvaru (1.5) pfepise
jako
—div(1 - gradu) +0 - u = —8u.

Proto dialog pro zadéni rovnice doplnime takto (nékteré z uvedenych hodnot uz tam moZné jsou ,samy
od sebe“, pak je pochopitelné nechdme byt):

e Do kolonky pro funkci ¢ doplnime konstantu 1, do kolonky pro a napiseme nulu a do kolonky pro f
napiseme -8x%x.

Cela véc by pak méla vypadat nasledovné:

<} PDE Specification

Equation: ~divicrgradiu)+atu=f

Type of FDE Coefficient Value

() Elliptic s 51 A

O Parabolic a 0o

) Hyperbolic f !-B*X

() Eigenmodes i E U :
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Triangulace oblasti
Oblast ) ztriangulujeme:

e Kliknéte na tlacitko s trojihelnikem nebo v menu vyberte Mesh a pak Initialize Mesh

Chceme-li mit sit jemnéjsi, mizeme

e kliknout na tlacitko s trojuhelnikem rozdélenym na Ctyii mensi trojuhelniky nebo v menu vybrat
Mesh a pak Refine Mesh.

Zjemnénou sit pak muzeme jesté ponékud vylepsit (zpravidelnit, odstranit z ni nékteré tzké trojihel-
niky) pomoci funkce Jiggle. (Ptvodni vyznam slova ,jiggle“ je ,pohupovat® ¢ ,trhané se pohybovat,
v souvislosti se siti se tim mysli zhruba to, Ze uzly sité se trosku popremistuji, kazdy uzel se presune do
praméru svych sousedi.)

e Mizeme v menu vybrat Mesh a pak Jiggle Mesh - tuto operaci mtizeme provadét i opakovane.

Pokud se nam to, co se se siti déje, nelibi, mtizeme tpravy brat zpét pomoci menu: Mesh, pak Undo Mesh
Change. Prvni névrh sité miZzeme ovlivnit pomoci nastaveni parametrt (v menu Mesh, Parameters. . .). Zde
mizeme napf. nastavit maximalni povolenou délku hrany (maximum edge size).

Jestlize jsme zjemnéni a ,,jigglovani® provedli pravé jednou, méli bychom mit na obrazovce toto:
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-} PDE Toolbox - PRIKLAD1. M
File Ed

Options Draw Boundery PDE Mesh Solve Plot Window Help

‘@ G)\ “GenencScalar

mi ezl fe fe=] > R R PAN PN I

Set formula:
|

Info: Jigoled mesh consists of 552 nodes and 1026 triangles.
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Sit miZeme exportovat pro jeji pfipadné dalsi pouziti: v menu Mesh, pak Export Mesh.... Sif bude
ulozena pomoci tii matic, jejichz jména si mtizeme vybrat. Matlab nam nabizi jména p, e a t. Prvni matice
bude obsahovat informace o uzlech sité (points), druha o hranéch (edges) a tfeti o trojuhelnicich (triangles).
S témito maticemi pak v Matlabu miizeme dale pracovat dle potfeby, napf. si jejich prvky mtizeme nechat
vypsat do souboru, ktery pak miizeme prenést a pouzivat v jiném programu.

Reseni rovnice a jeho grafické znazornéni
Ted kdyZz méame vSechno pfipravené, mizeme konecné najit priblizné feseni rovnice.

e Klikneme na tlacitko s rovnitkem nebo v menu vybereme Solve, pak Solve PDE.

Reseni bude asi chvilku trvat (je nutno ne zcela jednoduchjm zptisobem sestavit a pak vyfesit systém
zhruba 500 rovnic o 500 nezndmych — pokud pracujeme se siti, kterd je na predchozim obrézku). Az
je pocitac¢ hotov, feseni se zobrazi pomoci dvourozmérného obrazku — hodnoty feSeni na oblasti €2 jsou
rozliSeny pomoci barev, vpravo mame zobrazenu stupnici (angl. colorbar), pomoci niz pozname, jaka barva
odpovida jaké hodnoté Teseni.

Chceme-li feseni exportovat pro dalsi pouziti, udélame to pres menu: Solve, pak Export Solution....
Reseni je ulozeno ve formé vektoru (jméno si mtizeme vybrat, automaticky se nabizi u), jehoz slozky jsou
hodnoty feseni v jednotlivych uzlech sité. Chceme-li s timto feSenim déle pracovat, piipadné je (pfes soubor)
prenést do néjakého jiného programu, musime k nému samoziejmé mit i pfislusnou sit, hlavné jeji uzly,
jinak je zcela bezcenné.

Parametry zobrazeni feSeni mtzeme ménit. Formular pro nastaveni parametr se nam zobrazi po stisk-
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nuti tlacitka s 3-D grafem, pfipadné se k nému dostaneme z menu: Plot, Parameters... Zde jiz nechame
kazdému ctenafi prostor pro experimentovani. O]

Cviceni
1. Pomoci Matlabu najdéte priblizné reseni tlohy
—Auy = 5sin (10arctg %) na €,
kde €2 je ¢ast mezikruzi o polomérech r = 1, R = 3, kterd lezi v prvnim kvadrantu,
Q={(z,y9): x>0,y >0,1<z2*+y*><9},
s okrajovymi podminkami

w(z,y) = 0 naly={(z,y):x>0,y>0,2"4y* =1},
u(r,y) = 5 nale={(z,y):2>0,y>0,2%+y*=9},
fi-gradu = 0 nalg3={(z,y):1<2x<3,y=0}aly={(z,y):x=0,1<y <3}
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Vysledky

1. Spise nékolik poznamek a tipu:

Pozor na okrajovou podminku zadanou na I's a I'y. Symbolem - se zde nemysli obycejné nasobeni, ale skaladrni
sou¢in. Podminka mohla byt téz zapsana jako Ou/0n = 0. Jednd se o homogenni Neumannovu okrajovou
podminku, které se téz fikd podminka kolmosti. AZ budete mit feSeni, nechte si zobrazit vrstevnice (contours)
a pokuste se odhadnout, pro¢ se v souvislosti s touto podminkou zminuje zrovna kolmost.

P1i zadévani této podminky si mtizete vS§imnout, ze v Matlabu bude ocekavan tvar n*cxgrad(u) +qu=g. Pisme-
nem n se mysli norméla 77, takze nezadavame nic. Funkce ¢ je tataz jako v rovnici (viz (1.5)) a zadame ji (nebo
spi$ nechame nastavenou na 1) az pfi zadavani rovnice. Jediné, co musime zadat pfimo zde, jsou funkce ¢ a g.
Prava strana rovnice je ponékud komplikovand, ale neni to ze zlomyslnosti, spi§ k tomu vedla snaha o to, aby
vysledny obréazek byl zajimavéjsi nez u feSeného ptikladu. Pozor na spravny zapis operatorti - nezapomeiite na
patfiéné misto napsat tecku. Funkce arctg se v Matlabu zadava jako atan, ne tieba arctan! Z toho, Ze zlomek
y/x na ¢asti hranice oblasti § neni definovéan, si nemusite délat hlavu - Matlab si s tim poradi, zvlast, kdyz se
tento zlomek dale dosazuje do funkce arctg.
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